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1 Amplitude d’une relation différentielle

Rappelons que si A C R”, on note IntConv(A, ) U'intérieur de I’enveloppe
convexe de la composante connexe de A qui contient . On dit que A C R"
est ample si pour tout @ € A on a IntConv(A,a) = R"™. En particulier
A = () est ample

Soient M et N deux variétés. On note J'(M, N) l'espace des 1-jets de M
dans N, c’est-a-dire I'espace des morphismes Hom(TM,TN). Cette espace
fibre naturellement sur M x N :

L(T,M,T,N) — Hom(TM,TN) 25 M x N.

On note J l'inclusion naturelle
J: CYM,N) — JYM,N)
f —  j'f
Amplitude d’une relation R C J'(M,N). — Localement J!'(M,N)
s’identifie a :
JHUY)=UxV x LR™,R") =U xV x [[R",
i=1

ou U et V sont des cartes de M et N. On note (z,y,v1,...,vy) un élément
de J1(U,V) et on pose :

Jl(u7V)J_ = {(‘T’y7vl7 "'7vm—1)}7

ainsi JY(U,V) = JHU,V)* x R™. On note p la projection sur le premier
facteur et Ry C JYHU,V) I'image de R C JY(M, N) par Iidentification



locale. Schématiquement, on a :

Rz,{y — JI(U,V)
Lpt
JHU, V).

Enfin, si z € JY(U,V)*, on pose : Ry = (pt)~1(2) N Ry Notons que la
€L
relation R est une relation différentielle du fibré J*(U, V) L= J* (U, V)*.

Définition. — Une relation différentielle R C J'(M, N) est ample si pour
toute identification locale J'(U, V), et pour tout z € J' (U, V), R} est am-
ple dans (p)~1(z) ~ R™.

Remarque. — Evidemment, cette définition ne dépend pas de la carte
choisie puisqu’on les prend toutes...

Proposition. — La relation différentielle T des immersions de M™ dans
N™ est ample si n > m.

Démonstration. — Soit J1(U, V) =U x V x [[2, R™ une représentation
locale. Alors
(z,y,01,...,0m) € Ruy <= (v1,...,Uy,) est libre dans R".
Soit z = (2,9, v1, ..., Um_1) € JL U, V).
e Si (v1, ..., Up—1) sont linéairement indépendants alors :

Um € (pH)71(2) est dans Ry y <= v & Vect(vi, .o, vm_1) =: 11
— U € R™\ TLL

Ainsi : RE = Ryy N (ph)~1(2) = R* \ II. Or la codimension de IT est
n—(m—1)> 2, donc Rﬁ est ample.

e Si (v1, ..., Um—1) sont liés alors R; = et donc le est ample. O

2 Un h-principe pour les relations amples

Théoréme (Gromov 69-73). — Si R est ouverte et ample, alors R satis-
fait au h-principe paramétrique i.e.

J : Sol(R) — T'(R)



est une équivalence d’homotopie faible.

Une conséquence immeédiate.— Il découle de la proposition précédente
et de ce théoreme que la relation différentielle des immersions de M™ dans
N™ avecn > m satisfait au h-principe paramétrique. Un calcul homotopique
montre que si M™ = S? et N = R3 alors

mo(I(S?,R?)) = mo(Gl4 (3, R)) = 0.

Lignes directrices de la démonstration.— On travaille d’abord locale-
ment sur un cube C' = [0,1]™ de M et un ouvert V ~ R™ de N. Une section
0 € Rogn C JYHC,R") s’éerit

o:cr— (e folc),vi(c),...,um(c)) € Rorn.

Notons 7™ la projection

(¢, Y, U1y ey V) > (Cy Y, U1y veey Un—1)

puis R = RoreN(pt™) 7 (2) pour tout z = (b,y,v1, ..., vm—1) € J*(C,R")Lm.
On pose
1o . Jl(C, Rn)Lm

o —
c — (e fole),vi(e),.ccyvm—1(c))

Jhc, R

il

(¢}
et on note E le tiré en arriere du fibré (ptm, J1(C,R™), JL(C,R")+m)
E — JYCO,R")
™ Lptm
1m
c = JYC,R)tm
Soit 8™ C E le tiré en arriere de R1m. La relation S™ est évidemment

ouverte et ample. D’autre part v, : C' — R fournit une section de §™ au
dessus de C. On utilise maintenant le lemme fondamental & parametre (et



C), l'espace des parametres étant C :=[0,1]™ et la relation différentielle
S™. 1l existe donc h : C x [0, 1] 5 8™ telle que :

h(;,0) = h(.,1) = v, €T™(8™), Vee O, hic,.) € 5 (S

VCEC/ (¢, s) 8fo().

e,

et

On pose
Cm
Fi(c) := fo(ety oory €m—1,0) +/ h(ciy ..y Gm—1, 8, N1s)ds.
0

On montre alors que

1
- =0(—
17— fol = O7)
et méme, plus encore, que
1
17 = aller = O )
ou of of
Ifllor 7 = max(ll fllco, 17~ ||c 0, 15— lloo)
Cm—1

0 . e s
est la norme C'! sans le terme Ha—fﬂco Cette derniere subtilité ne nous

Cm
servira pas tout de suite, mais a la prochaine étape. Par définition de §™,

la section OF
= (e Jo(€), 01(0); s vm-1 (), 5 (c))

est dans la relation Rgogrn. Puisque que Rogrn est ouverte et que Fy est
C%-proche de fy, quitte & augmenter Ny, on peut supposer que

— (¢, F1(c),v1(¢), ooy Um—1(c), gill(c))

est une section de Rggre. On recommence par rapport a ’avant-derniere
variable pour obtenir :

OF. OF
= (¢, F1(¢),01(C), o Um—2(c), (%7:(0), aTl(c)) € Rogn.



En remarquant que Roge est ouverte et que Fy et Fy sont (C1,cp,_7)-
proches, on peut toujours supposer que :

O0Fy
’ Ocm—1

o
" Oey,

¢ (¢, Fa(c),v1(c), ..., vm—2(c) (c) (¢)) € Rogn,
et ainsi de suite jusqu’a obtenir une section compléetement intégrée, autrement
dit une solution F := F},, au dessus de C qui est C%-proche de fj :

IF ~ folleo = Oz + .+ 5-)

ollco = NPTt

Pour obtenir une solution définie sur tout M™, on recouvre la variété de
cubes et on applique le procédé précédent récursivement sur chaque cube.
Bien str, le probleme qui se pose est celui du recollement des solutions a
chaque étape. Précisément, si C' est un ouvert cubique, K un compact de
C et si fy est déja solution sur un voisinage ouvert Op(K) de K, il s’agit
d’obtenir une solution f qui prolonge fy sur C. Pour cela on va devoir mod-
ifier chacune des intégrations convexes F1, ..., Fp,. Soit A\; : C — [0, 1] une
fonction C°° & support compact telle que

MiE) = { 1 siceOpi(K)C Op(K)

0 siceC\OpK).

ou Op;(K) est un voisinage ouvert de K plus petit que Op(K). Soit F la
solution précédente au dessus de C construite a partir de

o:cr— (¢ folc),vi(c),...,um(c)) € Rorn.

On pose
fi:=F+M(fo— F1).

Soit j € {1,...,m}, on a

Of _OF (9 0RO\,
aCj N aCj +)\1. < ) + aCj (fO Fl)'

aCj aCj

. . o\ , .
Puisque A est a support compact, le terme —— est bornée quel que soit
Cj

j € {1,...,m}. Puisque F; et fo sont (C', m)-proches on en déduit que pour
tout j € {1,...,m — 1}, on a

If1—Fillerm = O(E)-



En revanche le terme
of  OR

oc,,  Ocm

n’a aucune raison d’étre petit en général, et précisément, c’est lui qui importe

si I'on veut que
cr— (c, gcj;ll(c))

oF
soit une solution de S™. En effet, S™ étant ouverte et ¢ — a—l(c) étant
Cm
0 oF
déja une solution de &™, il suffirait que i et — soient CP-proches pour
oc,,  Ocm
conclure. La petitesse de
ofi  O0F
Ocrn Ocm || o
dépend de celle de
dofy OF
oc,,  Ocm

sur Op(K). On montre alors que l'on peut toujours choisir la famille de
chemins h globalement avec pour contrainte qu’au dessus de Op(K) elle soit

0
égal a la famille des chemins constants i i. e.

Cm
Ve € Op(K), h(c,s) = %(c).
deo,
Puisque
OF,
ﬁ(c) = h(er, ey Cm—1, Cm, N1Cm)
_ 9fo
- 8Cm (C)
F: F
la différence %—& est nulle au dessus de Op(K) et donc % — @
Cm OCm cm  Ocm||co
est petit. Pour plus de détails, voir [6] p. 51-60. O

Il n’y a aucune difficulté a passer d’un h-principe a un h-principe paramétrique.

Théoréme (Gromov). — Soit R C J'(M, N) ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe C°-dense.



Cela signifie que si P est une variété compacte vue comme un espace de
parametres et o : P — I'(R), alors pour tout € > 0 il existe une homotopie
oy i [0,1] Xx P — T'(R) telle que o9 = o et

o1: P — J(Sol(R)) CT(R)
p jlfp-

De plus : maxpep ||gp — fpllco <€, ot g, = bs(o) : P — C*°(M, N).

3 h-principe pour des relations fermées

Je ne traite ici que le cas que je connais bien : celui du théoreme de Nash
sur les immersions C'-isométriques. Néanmoins, ’approche intégration con-
vexe de ce théoreme se préte facilement a la généralisation, les deux points
clés sont les suivants : il faut posséder une sous-solution de la relation
différentielle (ici une immersion strictement courte) ainsi qu’un controle de
la norme C! des applications construites par I'intégration convexe. Voyons
cela un peu plus dans le détail.

Théoréme (Nash 54, Kuiper 55).— Soit fo : (M™,g9) — E? (¢ > n) une
immersion strictement courte (i. e. A := g — fi(-,")pa est une métrique)

alors il existe une immersion C'-isométrique f : (M™,g) — K9 qui est
C%-proche de f,.

Lignes directrices de la démonstration.— On suppose M™ compacte
pour simplifier I’exposition. Notons R la relation différentielle des isométries
et (0x)r une suite strictement croissante de nombres strictement positifs,
convergeant vers 1 et posons :

gk = fo () Ba + ORA.

Bien stur (gx)r T g. On définit ensuite une suite de relations différentielles
ouvertes (Ry)x par les inéquations

gk — A < fo () Be < gk + A

avec €} = M. Observons que la suite (Rg)r converge vers R (pour la

distance de Hausdorff) et que les Ry sont tous disjoints deux a deux.

Quitte & modifier la suite (Jx)x, on peut toujours supposer que fy est strite-
ment courte pour gj. La relation R; (comme tous les Ry d’ailleurs) n’est



pas ample mais le caractere strictement court de fy permet de se passer de
cette hypothese : en effet cette condition assure que le 1-jet de fy est dans
I’enveloppe convexe de la trace de R; dans un certain sous-fibré.

La machinerie du h-principe pour les relations amples s’applique et on ob-
tient, apres un certain nombre d’intégrations convexes, une nouvelle immer-
sion fi telle que :

1) fi est une solution de R i.e. ff (-, )ps = g1
2) [lfi = follco = O(5;)

ou N7 est un nombre d’oscillations associé & fi. En choisissant judicieuse-
ment! les chemins h qui construisent l'intégration convexe, on arrive a
controler la norme C" : il existe une constante C' universelle (i.e. indépendante
du nombre d’oscillations, de fy, du choix des dy) telle que :

3) [[f1 = foller < CVér.

Du 1) on déduit que f; est strictement courte pour go. On applique une
nouvelle fois la machinerie de I'intégration convexe pour construire fo telle
que :

1) fa est une solution de Ry i.e. f5(-, ) ps = g2
2) | fa = fillco = O(5y;)
3) lf2 = filler < CV/o2 — 61

On construit ainsi une suite d’applications ( fx)x qui converge CY si les (N

L’est-a-dire en fait naturellement et sans fioriture...



croissent suffisamment vite, et qui converge C' si

D g1 — 0 < Fo0.
k

Augmenter les (Ni)x ne coutant rien, et le choix de la suite (i) étant libre
dans la démonstration, on peut toujours supposer que la suite ( fx)x converge
C' vers une certaine application f qui sera nécessairement une solution de
R et donc une immersion isométrique C*.

Pour plus de détails, on peut lire ou consulter [5], [4], [2] p. 189-197, [3] p.
201-207, [6] p. 194-199. 0

Remarque.— La croissance des N controle la régularité de 'immersion
finale. Dans [1], Conti, De Lellis et Szekelyhidi montrent que si §;, := 1—e 7"
avec v > 0 alors les Ny croissent exponentiellement.
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