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Introduction

Nous proposons dans ce mémoire une étude de 'article More on Paperfol-
ding |!] de Dmitry FUCHS et Serge TABACHNIKOV portant sur le pliage
du papier le long d’une courbe. Les auteurs partent de ’observation empi-
rique que l'on peut plier une feuille de papier le long d’une courbe mais que
ce pliage ne peut pas étre complet, autrement dit on ne peut pas faire cor-
respondre en vis-a-vis les deux partie de la feuille. Ils formulent alors cinq
assertions :

1. Tl est possible de plier une feuille de papier le long du support d’une
courbe réguliére arbitraire. Ce faisant, une surface se développe dans
I’espace et la ligne de pliure devient une courbe gauche dans I’espace. La
courbure de cette courbe gauche est alors nécessairement plus grande
que la courbe de départ ;

2. Si la courbe d’arrivée est légérement plus courbée que la courbe de
départ, alors le voisinage tubulaire du support de cette courbe doit
étre trés fin, du moins du coté convexe ;

3. Si la courbe de départ comporte un point d’inflexion, alors la courbe
d’arrivée aussi;

4. Sila courbe de départ est une courbe fermée simple strictement convexe,
alors la courbe d’arrivée ne peut pas étre une courbe plane;

5. Si la courbe de départ n’est pas fermée, alors le papier plié se met
dans une position telle que la courbe d’arrivée soit une courbe plane et
I’angle entre les deux nappes soit constant.

L’objet de leur article est de démontrer ces assertions sous certaines hypo-
théses sur le comportement physique d’une feuille de papier.

Dans ce projet personnel, on présente les arguments principaux dévelop-
pés par D. FUCHS et S. TABACHNIKOV, on propose ensuite pour chaque
propriété une visualisation au travers d’'un modéle en papier.

Ce document comporte une annexe rappellant les différentes notions né-
cessaires a la compréhension de l'article.
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1 Les principaux arguments de D. FUCHS et
S. TABACHNIKOV

Nous travaillons dans I'espace euclidien E? ou E* munis de leur produit
scalaire canonique respectifs noté <, > et munis de leur norme euclidienne
associée notée ||.||. Soient

r:[0,] — E

une courbe plane injective de classe C*° paramétrée par sa longueur d’arc et
U un voisinage tubulaire du support de I'. Soit

v:[0,l] — E?

une courbe gauche de classe C*° également paramétrée par son abscisse cur-
viligne. Soit f une isométrie du support de I' vers le support de . Nous
noterons kr et k., respectivement la courbure algébrique de I' et la courbure
de ~. La plupart des observations faites par D. FUCHS et S. TABACHNI-
KOV se déduisent du théoréme suivant :

Théoréme 1.0.1 Si |kp(s)| < ky(s) pour tout s dans [0,1], alors il existe
exactement deux prolongements isométriques de fen U.

1.1 Existence des isométries de ’espace

Théoréme 1.1.1 Si0 < |kp(s)| < ky(s) pour tout s dans [0,1], alors il existe
deux prolongements isométriques de f

f17f2: u — Eg

Démonstration : Soit S le support de f;. Le support de ~ appartient a S.
Soit,
a: [0,]] — [0,27]

I'application qui a un point s € [0,[] associe 'angle entre le plan tangent
de f et le plan osculateur de v en v(s). Ce plan existe car la courbure de
~ ne s’annule pas et donc cette derniére est biréguliére en ce point. Nous
considérerons I' comme une courbe plane de 2, id nous la plongeons dans
cet espace.

Calculons la courbure géodésique de v au point ~(s). Soit (7”(s)), la
projection orthogonale de ~”(s) sur le plan tangent de la surface et N(s) le
vecteur normal de la surface au point v(s). Soit «a(s) est plus petit que 7/2,
soit il est plus grand que 7/2. Dans tous les cas, il est positif et plus petit
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FIGURE 1 — Définition de «

que 7. Supposons qu’il soit plus petit que 7/2. D’aprés la définition de la
courbure géodésique .0.24, en notant k, la courbure géodésique, on a

ky(1(5)) = ky(s) cos a(s)

car la famille (7/(s), (7(s))p, N(s)) est une famille directe. On remarque qu’en
faisant la substitution o — 7™ — «, on obtient

kg(1(s)) = —ky(s) cos(m — a(s))

car la famille (7/(s), (7"(s))p, N(s)) est cette fois indirecte. On alors dans les
deux cas la méme courbure géodésique.

En faisant de méme si « est plus grand que /2, on obtient la méme courbure
géodésique au signe prés. D’aprés le théoréme .0.3, la courbure géodésique
est invariante par isométrie, d’ou :

ky(s).cosa(s) = ky(L'(s)) = —k,(s). cos(m — a(s))
k(L) (s) = kr

car la courbure géodésique d’une courbe plane plongé dans E? est la méme,
au signe prés, que la courbure algébrique de cette courbe en tant que courbe
de E2. Le signe dépendant de 'orientation du plan contenant cette courbe,



on peut faire en sorte que ces deux courbures aient méme signe. Donc pour
que fl soit un prolongement isométrique, il faut que le support de la surface
f1(U) ait des plans tangents faisant soit un angle o, soit un angle 7 — a avec
les plans osculateurs de 7. Les prolongements isométriques f1 et f> sont donc
définies par P'application qui transforme U en 'enveloppe de la famille de
plans constituée des plans tangents qui font respectivement un angle « et
7 — « avec les plans osculateurs de ~. 0

On note a présent S le support de la surface paramétrée par I'un des
deux prolongements de f. Pour obtenir une telle surface, nous prenons la
surface définie par ’enveloppe de la famille de plans qui font un angle o avec
les plans osculateurs de . Le cosinus de cet angle est égal au rapport entre la
courbure de I' et celle de v et donc est soit compris entre 0 et 7/2 si la cour-
bure de I est positive, soit compris entre 7/2 et 7 si elle est négative. Nous
prenons comme repéere pour ’angle « le repére de Frénet. Nous obtenons la
seconde surface en faisant la substitution o — 7 — «.

FIGURE 2 — Création de la surface

Corollaire 1.1.1 Les surfaces fl et fg sont des surfaces développables.

Démonstration : On utilise la proposition .0.12. 0

Proposition 1.1.1 Soit 3(s) l'angle entre la génératrice de S et la courbe
v au point y(s). On a alors

_d(s) —T(s)
cot fi(s) = k. (s) cosa(s)

ol T est la torsion de 7.

Démonstration : Soit un plan P(s) faisant un angle «a(s) avec le plan
osculateur au point v(s). Ce plan est tangent a la courbe et donc le vecteur
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tangent YTS)) appartient a ce plan. On note 173_)) le vecteur directeur de la

droite d’intersection de P(s) et du plan normal. On a donc un angle «a(s)
— — —

entre v(s) et n(s). De plus, P(s) est engendré par t(s) et v(s). On note N(s)

un vecteur normal au plan P(s). On a donc :

FI1GURE 3 — Ensemble des vecteurs de la démonstration

Js_j = cos a(s).@ + sin Oz(s).@
et
]WSS = —sin (X(S).TTSS + cos oz(s).lTs)>

—

Aprés avoir fixé les notations, on va calculer g(s), le vecteur directeur de

la génératrice de la surface défini par I'enveloppe. D’aprés la proposition.0.12,
on a:

g(s) = N(s) AN'(s)

Comme
]Ws)> = —d/(s) cos OJ(S).TTS)}—SiH a(s).rTsS—a’(s) sin a(s).lTsj%—cos a(s).lﬁs)>

En utilisant les propriétés du produit vectoriel ainsi que les formules de Fré-
net, on obtient au point s :

7 =sin« <l€3> - 7'7) +a' T +keosasina. ™ — reos?a. T
D’ou . . N
g(s) = k(s)sina(s).v(s) + (a/(s) = 7(s)) t(s)
— —
Or I'angle ((s) correspond a 1’angle entre g(s) et ¢(s). Par suite :
<) t(s) >

cot 6(8) T ge———

det(g(s),t(s))
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d’ou :

— — — —

cot 3(s) = k(s)sina(s) < v(sl)t i> +(d/(s) = 7(s)) < t(i:f(t
k(s)sina(s) det(v(s),t(s)) + (/(s) — 7(s)) det(t(s), t(s))

On obtient finalement :

cot B(s) =

1.2 Etude de v lorsque f ne change pas la courbure

Proposition 1.2.1 Si la courbure en tout point de v est la méme que celle
de I, alors v est la ligne de striction de la surface S.

Démonstration : Si la courbure de v et celle de I" sont identiques, alors
a(s) = 0 pour tout s de [0,[]. Il n’y a donc qu’une extension possible f ou
le support de f est défini par 'enveloppe des plans osculateurs de . D’aprés
la proposition .0.12, les génératrices sont engendrées par les vecteurs

b(s) ANV (s) = —7(s)t(s)

ol b est le vecteur binormal de et 7 sa torsion. Donc les génératrices sont
les tangentes de 7 et cette derniére est donc la ligne de striction de f. [J

1.3 Cas ou I' comporte un point d’inflexion

Proposition 1.3.1 Si " possede en sq un point d’inflexion mais pas v, alors
les deux surfaces définies par les prolongements de f se croisent le long d’une
droite en sg.

Démonstration : Soit € > 0. Si I posséde un point d’inflexion en s, alors
k. (so) cos a(sg) = 0.

On a donc deux cas : ky(sg) = 0 ou a(sg) = m/2. Comme v n’a pas de
point d’inflexion, nous sommes dans le second cas. Etudions la surface para-
métrée par I'un des prolongements de f, c’est-a-dire une enveloppe de plans
tangents de vy faisant un angle o avec le plan osculateur de . On sait que
a(sg —€) €]0,7/2[ ou a(sy — €) €]n/2,7[. Supposons que I'on soit dans le
premier cas, le second cas se traite de fagon analogue. Donc les courbures



FIGURE 4 — Croisement des surfaces

algébriques k,(so — €) et kr(sp — €) sont de méme signe et 'enveloppe de
plans fait un angle plus petit que 7/2. Comme la courbure algébrique de T
change de signe en sg, on a a(sy + €) €|7/2, w[. En faisant de méme avec la
seconde surface en appliquant la substitution o — 7™ — «, on constate que les
deux surfaces se croisent donc le long d’une droite en y(sp). O

1.4 Cas ou [ est fermée et strictement convexe

Lemme 1.4.1 S0 ' est une courbe simple fermée strictement convexe et si
la courbure de v n’est pas identique a celle de I, alors v n’est pas une courbe
plane.

Démonstration : Supposons que 7 soit une courbe plane. On a pour tout
t €I, k, > kp. Comme la courbure de v n’est pas identique a celle de T',
on a [ k, > [ kp. Or l'intégrale de la courbure d’une courbe plane est un
multiple de 27 et donc ces intégrales devraient étre égales ce qui est absurde
et donc v n’est pas une courbe plane. O

Proposition 1.4.1 Si I' est une courbe simple fermée strictement conveze
et v est différente de I', alors v n’est pas une courbe plane.

Démonstration : Si 7y est différente I', il v a trois cas : soit elle différe par
sa torsion et sa courbure, soit juste par sa torsion, soit juste pas sa courbure.
Si elle difére par sa torsion, comme I' a une torsion nulle, il existe un point
ol v a une torsion non nulle en ce point. Il existe donc un voisinage de cette
courbe qui est non plane. Si elle ne difére que par sa courbure, alors d’aprés
le lemme précédent, elle est non plane. Donc dans tous les cas, v est non
plane. Il



2 Applications de ces résultats au papier

Dans cette partie, nous illustrons les résultats obtenus précédemment une
réalisant des pliages de papier. Cette partie n’a qu’un caractére illustratif
et une compréhension compléte de ces pliages nécessiterait une étude des
phénomeénes physiques a 'oeuvre, ce qui est ici hors de propos.

2.1 Création de la surface

Prenons une feuille de papier pas trop grande. Dessinons-y le support
d’une courbe de classe C* réguliére pour pouvoir appliquer les résultats pré-
cédents. Appelons cette courbe I'. Dans un premier temps, I' est strictement
convexe. Ainsi, nous pouvons modifier I' en v en y opérant une isométrie.
Lorsque que I’on modifie une feuille de papier sans la froisser ni la déchirer,
on y applique une isométrie. En appliquant l'isométrie qui transforme I' en
v, nous modifions toute la feuille. Ainsi, nous voyons apparaitre une nou-
velle surface. Mais le théoréme 1.0.1 nous indique qu’il existe deux isométries
donnant deux surfaces. Ainsi, en tordant la feuille dans 'autre sens, nous
appliquons la seconde isométrie ce qui nous donnera la seconde surface. En
les faisant s’intersecter le long de 7, nous voyons dans ’espace les résultats
des deux isométries. Comme notre théorie est locale, nous ne devons prendre
qu'un voisinage de I' sur la feuille. Ces deux surfaces jointes le long de
forment une figure E.

Voici a présent un autre moyen d’obtenir cette figure. Il suffit simplement
de plier le long de I' la feuille et de modifier la pliure jusqu’a obtenir v. En
faisant ainsi, on obtient qu'une partie de E. En effet, en pliant le long de I" de
cette maniére, nous appliquons simultanément les deux isométries, 'une du
coté convexe de I', 'autre de son coté concave. Plus précisément, au lieu de
laisser le coté concave dans le prolongement du coté convexe, on le remonte ce
qui crée la seconde surface. En pliant dans 'autre sens, on obtient la seconde
partie de E. On obtient ainsi sans trop de difficulté une partie des deux ré-
sultats de I'isométrie, I’autre partie étant obtenue en pliant dans I'autre sens.
On peut aussi visualiser la courbe 7 résultant des isométries a 'intersection
des deux surfaces qui, dans notre cas, est la pliure. On constate sans trop de
difficulté que la courbure de 7 est plus grande que celle de I". C’est en effet
une condition suffisante du théoréme pour I'existence des surfaces.

2.2 Surfaces développables et génératrices

Le corollaire 1.1.1 du théoréme 1.1.1 nous informe que les surfaces créées
sont développables. Or les surfaces développables ont une courbure de Gauss
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FIGURE 5 — Nlustration du résultats des isométries

identiquement nulle. Nous pouvons ainsi, et c¢’est ce qui rend ces résultats si
intéressant, visualiser des surfaces qui ne sont pas trivialement plates.
Comme ces surfaces sont développables, elles admettent des génératrices.
La proposition 1.1.1 nous donne I'angle qu’elles font avec les tangentes. Ainsi,
si on paramétre I' et 7, on obtient I’angle et on peut visualiser ces génératrices.

2.3 Isométrie sans modifications de la courbure

Dans cette section, nous montrons comment visualiser le résultat de la
proposition 1.2.1.

Nous reprenons donc notre feuille comme dans la premiére partie. Nous
y tracons une courbe toujours strictement convexe de classe C*°. Plions la
feuille le long de la courbe afin d’obtenir une partie des deux surfaces et la
courbe . Essayons de modifier les surfaces afin de modifier la courbure de ~.
Si on compresse aux extrémités de 7, on se rend compte que les deux nappes
se rapprochent. Ce phénomeéne est du a la relation entre la courbure de T,
celle de v et de I'angle entre les plans de I'enveloppe et les plans osculateurs.
Plus la courbure de v augmente, ce que I'on fait en compressant les surfaces,
plus cet angle augmente.

Faisons a présent 'opération inverse et éloignons les extrémités de . Nous
voyons ainsi les deux nappes se rapprocher des plans osculateurs. Ceci est
normal car 'angle diminue quand la courbure de 7y diminue. Si nous faisons
I'opération jusqu’a la fin, les deux nappes redeviennent la feuille de départ.
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FIGURE 6 — Surface plate

Pour éviter ce désagrément, il ne faut pas modifier la torsion de v lors de
I’étirement. La proposition 1.2.1 nous dit que si 'on finit I’étirement, v de-
vient la ligne de striction des surfaces. Cependant, les génératrices étant alors
les tangentes de -, elles ne définissent qu'une nappe qui était initialement le
coté concave de I'. L’autre nappe n’étant pas définie, on doit donc ’enlever
avant le pliage.

2.4 Courbe avec point d’inflexion

Dans cette partie, nous supposons que I' comporte un point d’inflexion.
D’aprés la partie 1.3, il y a donc deux possibilités : soit les surfaces se croisent,
soit v comporte aussi un point d’inflexion. Lorsque nous plions le long de
I' 1a feuille, nous suivons cette courbe et donc nous reproduisons le point
d’inflexion.

Essayons a présent de supprimer ce point d’inflexion en modifiant v. La
premiére proposition de la partie 1.3 nous dit que si v ne posséde pas de
points d’inflexions, alors les surfaces se croisent le long d’une droite se qui
est impossible avec le papier.

2.5 Courbes fermées

Intéressons-nous a présent aux courbe I' fermée strictement conxeve, c¢’est-
a-dire une courbe sans points d’inflexions. La partie 1.4 nous dit que la courbe
v ne sera jamais une courbe plane.

Dans notre cas, pour créer la courbe ~, il faut 6ter un peu de 'intérieur
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FIGURE 7 — Nllustration d’une courbe fermée

de T.
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Annexe : Un peu de théorie des
courbes et surfaces

Théorie des courbes

Définition et paramétrisation des courbes planes

Dans cette sous-partie, nous travaillons dans 1’espace euclidien E? muni
du produit scalaire canonique noté <, > et de la norme euclidienne ||z|| =

V< T, >

Définition .0.1 Une courbe paramétré différentiable est une application C*>
a:l — E?

ot I = [a,b] est un intervalle de R. On appelle support de a l’ensemble
a(I) C E2.

Définition .0.2 On dit que « est réguliére si pout tout t dans 1, o/(t) est
non nul.

Définition .0.3 Soit o : I — E? une courbe paramétrée. Soit 3:J — E?
une application. S’il existe un C*-difféeomorphisme ® de 1 dans J tel que :

a=0 o ¢
alors 3 est une CF-reparamétrisation de .

On a alors
B=a o &L

Comme « et ®~! sont continues, 3 est aussi continue. On a, de plus,
B(I) = a(@7'()) = a(D).

Donc ( a le méme support que « et ainsi [ est bien une paramétrisation de
la méme courbe que celle de a.

Proposition .0.1 Si 3 est réguliére en ®(t), alors a est réguliére.



Démonstration : On a

Or comme ® est un difféeomorphisme, ® est bijective et donc ¢’ ne s’annule
pas. On a, par la régularité de 5(®)), o réguliére. O

Nous considérons dans la suite a : I — [E? une courbe de classe C® ré-
guliére ou I = [a, b].

Paramétrisation d’une courbe par son abscisse curviligne

Définition .0.4 On appelle longueur d’arc de o le nombre

- / /(1) dt.

Définition .0.5 La courbe o est dite paramétrée par son abscisse curvilgne
ou sa longueur d’arc lorsque ||/ (s)|| = 1 pour tout s dans [0,1].

Proposition .0.2 Toute courbe de classe C' et réguliere admet une paramé-
trisation par son abscisse curviligne.

Observation : Deux courbes de méme longueur sont isométriques.

Définition .0.6 Un point «(t) est dit birégulier si (¢/(t),a”(t)) est une fa-
mille libre. Une courbe est dite biréguliére si tous ses points sont biréguliers.

Définition .0.7 Un point d’une courbe parmétrée par sa longueur d’arc qui
n’est pas birégulier est un point d’inflexion.

Nous considérons a présent une courbe v paramétrée par sa longueur d’arc.

Courbure d’une courbe plane

Définition .0.8 On appelle courbure principale de v en s, noté k la norme
de la dérivée seconde de v en s.

On considére dans la suite que la courbe est de courbure non nulle en s.

Définition .0.9 On appelle cercle oscultateur de v en s le cercle tangent a
la courbe dont le rayon est linverse de la courbure de v en s.



Définition .0.10 La normale principale de v en s :

_ ")
1y (s)ll

Définition .0.11 La normale algébrique ng, est unique normale de v telle
que pour tout s € I, (7/(t), nay(t)) est une base orthonormée directe.

n(s)

On peut ensuite mettre un signe a la courbure d’une courbe :

Définition .0.12 On définit la courbure algébrique par :

B k(s) st nalg(s) = n(s)
kag(s) = { —k(s) sinug(s) = —n(s)

Théoréme .0.1 La courbure algébrique caractérise les courbes planes para-
métrée par leur abscisse curviligne a un déplacement pres.

Courbes gauches

On travail aprésent dans 'espace euclidien E? muni du produit scalaire
canonique <, > et de la norme euclidienne associée. On considére & présent
une courbe réguliére v : I — E3 paramétrée par son abscisse curviligne
de classe C*. Dans la suite, nous noterons t(s) = 7/(s) le vecteur tangent
unitaire au point y(s) et

+(5)

") = e

le vecteur normal au point 7(s) si ce n’est pas un point d’inflexion. La cour-
bure de la courbe v sera noté k.

Définition .0.13 Le vecteur b(s) = t(s) An(s) est le vecteur binormal de la
courbe au point y(s).

Définition .0.14 Le triedre orthonormé direct (y(s),t(s),n(s),b(s)) est ap-
pelé le triédre de Frénet.

Comme 7 est de classe C*, n(s) est dérivable et on a :
V(s) =t(s) An'(s)

D’ou b/(s) est perpendiculaire a ¢(s) donc paralléle & n(s). Par suite, on a :



Définition .0.15 Le nombre 7(s) dans V'(s) = 7(s)n(s) est appelé la torsion
de v au point y(s).

Définition .0.16 On appelle formules de Frénet les formules :

t' =kn
n =—kt—71b
bV =1n

Définition .0.17 Le plan engendré par les vecteurs t et b est appelé plan
rectifiant, celui engendré par t et n est le plan osculateur et celur engendré
par n et b est le plan normal.

Proposition .0.3 Une courbe v de classe C® paramétrée par son abscisse
curviligne s admet en tout point biréqulier un repére de frénet.

Démonstration : Un point d’une courbe de classe C*° paramétrée par sa
longueur d’arc est soit birégulier, soit un point d’inflexion. Si ce n’est pas
un point d’inflexion, alors les vecteurs t, n, b existent et forment une famille
orthogonale. Donc le repére de Frénet existe. 0

Théoréme .0.2 Soient
k: [0,]] = RY

et
T:[0,]] >R

deuz fonctions continues C*. Il existe une courbe v de longueur l paramétrée
par labcisse curviligne s telle que Vs € [0,1], ky(s) = k(s) et 7,(s) = 7(s).
Cette courbe est unique au déplacement pres.

Ce théoréme est le théoréme fondamental de la théorie locale des courbes
(voir |2] page 19). Ce théoréme est le théoréme fondamental de la théorie
locale des courbes (voir [2| page 19).

Surfaces

Définition des surfaces et paramétrisation
Définition .0.18 Une surface paramétrée est une application de classe C*
f:UCE? —E3

L’ensemble S = f(U) est le support de la surface.



Définition .0.19 Une surface paramétrée f : U — K3 est réguliére en un

point w € U si et seulement si (aa—fl(u), %(u)) est une famille libre.

Exemple : Soit
g:UCR? - R

une fonction différentiable. Alors

f: U— E3
(r,y) = (y9(zy))

est une surface réguliére dont le support est le graphe de g.

Définition .0.20 Soient f: U — E3 et g : V — E3, deux surfaces réguliére.
S’il existe un C*°-difféeomorphisme ® de U dans V tel que

f=go®,

alors g est une reparamétrisation de S.

Plan tangent et normale & la surface

Définition .0.21 Soit f : U — E3 une surface paramétrée réguliere en un
point p. Le plan tangent T,S est le plan affine passant par p et dont l’espace
vectoriel associé est engendré par les deuxr dérivées partielles de f en p.

Proposition .0.4 Le plan tangent 1,5 de f ne dépend pas d’un reparamé-
trage de f.

Démonstration : Soient

f: UCR* — E3
(U,U) = (fl(uav)?fQ(UJ?U)va(ua’U))
et
g: VCR?* — E3
(ulavl) = (gl(ul>v/)agQ(ulav/>>g3(ul>U/))

deux représentations paramétrique de S. 1l existe donc un C*°-difféomorphisme

D : U — AV

(u,0) = (U, 0)

tel que :
f=go?.



On a donc

g=fod™
En dérivant suivant la régle de chaine, on obtient en un point p € R? :
dg of ., oot af op~1

%(p) = %(cp— (p)) o' (p) + %((D_l(p)) ou’ (p)

o1 o1
) = L)% )+ L@ o) )
Donc les dérivées partielles de g sont des combinaisons linéaires de celles de f
et ainsi, le plan tangent engendré par les dérivées partielles de g est le méme
que celui engendré par celles de f. 0
On note a présent les dérivées partielles f, et f, au lieu de af et af

Définition .0.22 On définit le vecteur normal unitaire de f : U — E? en

p:
fu N fo

N = A

ou N\ représente le produil vectoriel.
Définition .0.23 Un plan normal de f : U — R3 en p est un plan contenant

la normale de la surface en p.

Courbes sur les surfaces
Proposition .0.5 Soient f : U — E? une surface réguliére et
a:1CE — UcCE?
une courbe plane réguliere différentiable. Alors la courbe
foa:1—E3
est réquliere.

Démonstration : Soit, pour ¢t € I,

On a alors pour tout ¢t

( 0.a) (1) = /(1) 5 (a(t),y(0)) + ¥/ () - (2 (t), ().

Or si ce nombre est nul, f n’est pas réguliére ce qui est impossible. Donc
f o« est réguliére. O



Définition .0.24 La courbure géodésique d’une courbe v paramétrée par sa
longueur d’arc en un point v(s) sur une surface régulicre est la norme de la
projection orthogonale de v"(s) sur le plan tangent de la surface en ce point
muni du signe positif si (7'(s), (Y"(5))p, N(s)) est directe ou (v"(s)), est la
projection orthogonale de ~"(s) sur le plan tangent de la surface, sinon on
muni cette norme du signe négatif.

Théoréme .0.3 La courbure géodésique est invariante par isométrie.

Courbure d’une surface en un point

Définition .0.25 Soit f: U — E? une surface paramétrée. L’ application

G: UcE? — §?
p +— Np)

ot S? est la sphére unité de E3, est application de Gauss.
L’application de Gauss est différentiable et sa différentielle en p est
T2 2
dG, : E* — Typ)S©.

Or on a < N,N >= 1 d’ott en dérivant : < dN,N >= 0. Donc la normale
en p est perpandiculaire avec la différentielle de 'application de Gauss en p.
Comme cette derniére est a valeurs dans le plan tangent, N(p) est normal &
7,S et & Ty, S?®. Done 7,8 et Ty, S? sont paralléles. Donc la différentielle
de lapplication de Gauss est une application linéaire de 7,8 dans Ty, S?.

Et voici le célébre Theorema egregium de Gauss :

Théoréme .0.4 La courbure de Gauss est invariante par isométrie.

Surfaces plates

Soit f : U — E? une surface paramétrée de classe C* et réguliére.

Définition .0.26 Une surface plate est une surface ou le rang de la diffé-
rentielle de application de Gauss en tout point de la surface est inférieur ou
égal a 1.



Surfaces réglées

Soient
a:1CcE? — E3

une courbe de classe C*> et une famille F de droites passant par le point
a(t) et définie par un vecteur directeur w(t). L’équation paramétrique d’une
droite de F est donc :

veER — at) +ow(t).
Définition .0.27 La surface paramétrée par

fi: IxR — E3
(t,v) — «at)+ow(t)

est une surface réglée de directrice a.. Les droites sont les génératrices de la
surface.

On suppose a présent que ||w(t)|| = 1 pout tout ¢. Supposons aussi que

w'(t) # 0.

Proposition .0.6 [l existe une unique courbe 3 tracée sur la surface telle
que < B'(t),w'(t) >= 0 pour tout t € 1 appelée ligne de striction de f. Elle
est indépendante de la directrice de la surface. Le point de la génératrice
appartenant a la ligne de striction est le point central de cette génératrice.

Démonstration : Soit 3 une telle courbe. On a donc pout tout ¢t € 1 :

B(t) = aft) + u(t)w(t)
D’ou
B =ad 4+ dw+uw
Par suite
0=< 3,0 >=<d,w >+u<w, v >

Comme w' # 0, on obtient donc comme paramétrage de 3 :
8

< a/(t),w'(t) >
C<w'(t),w'(t) >

B(t) = alt)

w(t)

Soient oy et g deux directrices distinctes de (S, f). Donc pour une fonction
s=s(v),on a:

ft,0) = ai(t) + vw(t) = as(t) + sw(t)



D’otu :
< (o —af),w >

<w w >

B1— B2 = (o —ag) +

Comme < w,w’ >= 0,

B — 3 — ((s—v)+<(v_s>w/’w/>)wzo

<w w >

Donc la ligne de striction est bien indépendante de la directrice. 0

Définition .0.28 On appelle paramétrage canonique de f un paramétrage
de la surface réglée o la directrice est la ligne de striction.

Proposition .0.7 La courbure de Gauss d’une surface réglée est négative.

Pour une démonstration de cette proposition, voir [2], pages 191-192.

Surfaces développables

On suppose une famille de droite (a(t), w(t)). Le produit mixte sera noté
par (,,).

Définition .0.29 Une surface développable est une surface réglée ot (w(t), w'(t), o/ (t)) =
0 pout tout t € 1.

Si a/(t) = 0, la directrice est réduite & un point et la surface est alors un
cone. Si w'(t) = 0, alors w garde une direction constante et la surface est
alors un cylindre.

Supposons «a réguliere et w’ # 0. Alors (w(t),w’(t)) est une famille libre.
(w(t),w'(t),a'(t)) = 0 siginfie que o/(t) appartient au sous-espace-vectoriel
engendré par (w(t),w'(t)).

Proposition .0.8 Les génératrices d’une surface développable sont tangentes
a la ligne de striction.

Démonstration : Comme une surface développable est une surface réglée,
elle admet une ligne de striction 3 telle que < f'(t),w'(t) >= 0 pout tout
t € R. Comme w et w’ sont perpendiculaires et 3’ appartient au plan porté
par w et w’, [’ est colinéaire a w. Donc les génératrices sont tangentes a la
ligne de striction. 0
Remarque : Souvent, dans le cas des surfaces développables, la ligne de
striction est appelée aréte de rebroussement. L’aréte de rebroussement a exac-
tement les méme propriétés que la ligne de striction.



Proposition .0.9 Le vecteur normal d’une surface développable garde une
direction constante le long de chaque génératrice. Autrement dit, le plan tan-
gent d’une surface développable est est le méme le long d’une génératrice.

Démonstration : Le plant tangent est engendré par les dérivées partielles de
la paramétrisation de la surface. Pour une surface développable paramétrée
canoniquement, on a :

fs(s,v) = %(s, v) = F'(s) + vw'(s) = AMv)w(s) + vw'(s)
of
ol ) = A (5,0) = w(s)

Or la génératrice d’une surface développable est obtenue en fixant s et en
faisant varier v. Donc le long d’une génératrice, les plans tangents sont engen-
drés par un vecteur commun. Intéressons-nous a présent au second vecteur
qui engendre les plans tangents.

Si on est dans le cas d’un céne, 3 = 0 ce qui entraine que le second
vecteur (la premiére dérivée partielle) est engendré par le vecteur directeur
de la génératrice. Dans le cas d’un cylindre, w’ = 0 et on ne peut pas parler
dans ce cas de ligne de striction. De plus, un cylindre n’admet pas de ligne
de striction et donc les dérivées partielles sont libres et identique le long des
génératrices.

Si nous n’avons ni cone, ni cylindre, alors 3’ appartient au plan vectoriel
engendré par w et w’. Comme nous avons un paramétrage canonique, on a :

fs(s,0) = AMv)w(s) + vw'(s)

et comme w et w’ sont orthogonaux, les deux dérivées partielles sont libres.
Dans tous les cas, les plans tangents sont identiques le long d’'une méme
génératrice, méme sur les points centraux. ]

Proposition .0.10 Le vecteur normal d’une surface développable paramé-
trée canoniquement qui n’est pas un cylindre et ou ['aréte de rebroussement
est paramétrée par son abscisse curviligne en un point f(s,v) est

w'(s) Aw(s)

N(f(s,0)) = sgn(v) o]

ot sgn(v) est le signe de v.

Démonstration : On a

f(s,0) = B(s) + vw(s)



_of _ /
fs_ 88 —6<S)+UU}(S)
_9f _
fv aU—w(S)

D’ou

fs A fo=0'(s) ANw(s) +vw'(s) Aw(s)
Comme les génératrices sont paralléles aux tangentes, il existe A(s) € R tel
que :

B'(s) = A(s)w(s)

Par suite,
s A fo = As)w(s) Aw(s) +vw'(s) Aw(s) = vw'(s) A w(s)

Comme N(f(s,v)) = % et que la surface n’est pas un cylindre, on a

N(f(s,v)) = sgn(v)
ce qui démontre la proposition. O

Proposition .0.11 Une surface développable est une surface plate.

Démonstration : D’aprés la proposition .0.10, I'application de Gauss en
tout point de la surface ne dépend que d’une variable au signe prés. Comme
I’application de Gauss est différentiable, elle admet une différentielle en tout
point qui est une combinaison linéaire des dérivées partielles. Si I'on garde
les méme notations, la dérivée de N(f(s,v)) suivant v est nulle. Donc la
différentielle n’est portée que par la dérivée de N(f(s,v)) suivant s. C’est
donc une droite vectorielle. Par suite, la différentielle est au plus de rang 1
ce qui entraine par défintion qu’une surface développable est plate. 0

Proposition .0.12 Soit (P;)e1 une famille de plans, de vecteur normal uni-
taire N(t) et tel que pour tout t € 1, N'(t) est non nul. Soit o : I — E3 une
courbe réguliere telle que pour tout t € 1, o/(t) est dans le plan P;. Alors l’en-
veloppe de plan (Py)ier définit une surface développable ot les génératrices
sont engendrées pour tout t € 1 par N(t) A N'(t).

Démonstration : Soit ¢ un réel. L’équation implicite d’un plan de la famille
en un point «(t) est

< N(t),z > — < N({t),a(t) >= 0



en dérivant par rapport a t, on a
< N'(t),z > — < N'(t),a(t) >= 0.

Soit G; I’ensemble des solutions du systéme formé par ces deux équations,
appelé courbe caractéristique de [’enveloppe. La réunion de ces courbes ca-
ractéristiques définie I'enveloppe. Comme (N(¢),N'(¢)) est une famille libre,
le systéme admet des solutions et la courbe caractéristique est une droite
engendrée par N(t) AN’(¢). Or cela est vrai pour tout ¢. L’enveloppe est donc
une surface réglée. Or cette enveloppe est tangente aux plans de la famille.
Donc chaque plan est un plan tangent de ’enveloppe qui ne varie pas le
long de chaque génératrice. L’enveloppe est donc une surface développable
de directrice « et les génératrices sont engendrées par N(¢) AN'(¢). Voir [7]. B
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