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Introduction

L’objectif de ce stage était ’étude de l'article Versions polyédriques du retournement de la sphére de
Richard Denner [I] dans le but de comprendre et de réaliser un modeéle polyédrique 3D de la surface de
Boy : le polyedre de BREHM.

La surface de BOY est une immersion de I’espace projectif RP? dans R3. Elle a été découverte en 1901 par
Werner Boy [2] alors qu'il était étudiant en these sous la direction de David HILBERT. Elle est composée
d’un ruban de Mo6bius comportant trois demi-torsions et d’un disque. Elle fait apparaitre une courbe
d’auto-intersection et un point triple.

FIGURE 1: Une surface de Boy,
Source : Dusan ZIVALJEVIC

Par sa simplicité, le modeéle polyédrique de BREHM permet de se faire une bonne idée de la conformation
dans 'espace de la surface de Boy.

Ce rapport débute avec des notions topologiques (recollements, topologie quotient) puis présente ’espace
projectif RP?, 'immersion de BOY et le modele polyédrique de Brehm.
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amenent. Je tiens a remercier également Régis Goiffon, chargé de la diffusion des mathématiques au sein
de 'ICJ, qui m’a permis une fois encore de réaliser & quel point est importante cette diffusion et m’a donné
vraiment I’envie de m’investir dans ce type de projets. Mes remerciements s’adressent aussi a Francis Laza-
rus qui m’a fait prendre en main Inkscape et Kenji Iohara pour m’avoir fascinée par la science des origamis.



1 Topologie quotient et recollement

Soient X et Y deux espaces topologiques, Xog C X et ¢ : Xo — Y. On note ~ la relation d’équivalence
sur X UY définie par
Z1 = 22
ou
21 ~ 29 ssi z9 € Xp et 21 = p(22)
ou
z1 € Xo et z9 = p(21).

Définition 1 L’espace (X UY)/ ~ est appelé recollement de X a'Y par ¢ et il est noté X U, Y. Il est
muni de la topologie quotient.

Rappelons que, pour la topologie quotient, un ensemble U € X/ ~ est un ouvert si 7~ (U) est un ouvert
de X, ou 7 est la projection naturelle X — X/ ~.

Exemples

1. Soient X = D? = {(z,y) € R?/22 +y?> = 1}; Xg = 0D? = S'; Y = {point} et ¢ : Xog — {point}
I'application constante, alors X U, Y est la sphere S2.

FIGURE 2: Recollement du bord d’un disque sur un point

2. Soient X = D?; X =0D? =5';Y = D? et ¢ =Idype, alors X U, Y = S2

N

FIGURE 3: Recollement de deux disques selon leur bord




2 Espaces projectifs et rubans de Mobius

2.1 Le ruban de Mobius

On consideére sur 'espace produit S! x R, la relation d’équivalence suivante :

(02, 22) = (01,21)
(01,21) ~ (02,2) ssi ou
dk € Z/(GQ,(EQ) = (01 + (Qk + 1)7[', —:171).

Définition 2 L’espace quotient (S* x R)/ ~ est appelé le ruban de Mébius. 1l est noté M? et il est muni
de la topologie quotient.

Définition 3 L’espace (S* x {0})/ ~C St xR/ ~ est appelé I’ame du ruban de Mébius. Les sous-espaces
{0} x R/ ~ sont appelés les fibres.

FIGURE 4: Un ruban de Md&bius avec son ame et ses fibres,
Source : http ://www.craftsmanspace.com

Proposition 1 Le ruban de Mébius s’identifie a l’ensemble 2 des droites affines du plan.

Démonstration Soit z un point de S € C et z un élément de R. On définit une application ¥ en
posant :
T:S'xR— 9

(z,2) — D,

ou D, ;, est la droite affine dont une équation paramétrique est

R—C
ur— uz +irz.

riz = (—x)i(—2)

Dz,m = D—z,—x

FI1GURE 5: Droites du plan



Montrons que W est surjective. Soit O un point du plan et D € Z, z un vecteur directeur unitaire de D.
Soit D+ = {izu/u € R}, la droite perpendiculaire & D passant par le point O. On note I I'intersection de
D et D+ et x 'unique réel tel que I=izz. Ainsi D est la droite d’équation paramétrique v — uz + izz et,
par suite, ¥(z,z) = D. L’application ¥ n’est pas injective. Précisément, si D € Z est telle que D = D, ,,
alors on a ¥~1(D) = {(2,2); (2, —2)}.
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FIGURE 6: Espace quotient
Il s’en suit que Papplication induite W : (S! x R)/ ~ — Z est bijective. O

2.2 Espaces projectifs
On considére sur la sphére unité S™ de E"*! la relation d’équivalence ~ suivante :
x~y <= ==y (relation d’antipodie)

Définition 4 L’espace quotient S™/~ muni de la topologie quotient est appelé ’espace projectif de di-
mension n et il est noté RP™.
On note 7 la projection naturelle S™ — RP™.

Proposition 2 L’espace RP™ s’identifie a l’ensemble Py des droites de E"*' passant par l'origine.

Démonstration : En effet, il est facile de vérifier que ’application

O :RP" — 9

[x] — D, := la droite de vecteur directeur x

est bijective. Il

Lemme 1 L’espace RP' est homéomorphe a St

Démonstration : On considére 'application g : 5’1/ ~— St et h:S'— St

[eie] Ly Q20 olf __y o210

L’application g est bien définie car Yk € Z ,g([¢?]) = ¢([¢/®™)]) et on a le diagramme commutatif



suivant :

|

Y g5

Montrons que g est bijective. La surjectivité est claire. Pour Iinjectivité, si el = e'® alors 6 = ¢ [27] i.e.
[€] = [e].

Montrons que g est un homéomorphisme. Tout d’abord, g est continue. En effet, par définition de la
topologie quotient, g est continue si et seulement si i est continue. Or la continuité de h est évidente,
donc g est continue. Une application bijective continue d’un espace compact dans un espace séparé est un
homéomorphisme. Par conséquent, g est un homéomorphisme. (S'/~ est compact car c’est I'image d’un
compact par I'application 7 qui est continue). Il

Soit ~ la relation d’équivalence définie sur le carré [0, 1] x [0, 1] par

r1=xz2 et y1 = Yo
ou
(w1,91) ~ (22,92) ssi x1 =02 =1et y1 =1—1yo
ou
r1 =129 =0et yy =1 —ys.

Il est bien connu que l’espace quotient [0,1]2/ ~ est homéomorphe au ruban de Mobius, nous ne le
démontrerons pas ici. On considere 'application

@ : OM? — St
irx

(,0) — €'

(z,1) — (@ +1)

F1GURE 7: Recollement d’'un ruban de Md&bius et d’un disque le long de leurs bords

Lemme 2 On a RP? = M? U, D2

Idée de la démonstration Elle est entierement contenue dans la suite de figures ci-dessous.






3 Immersions et plongements

Dans ce paragraphe, on considére que toutes les applications sont C*°.

3.1 Immersions

Définition 5 Soit n € N* et m > n. Une application f : U C R™ — R™ est une immersion (ou paramé-
trisation réguliére) si pour tout P € U, on a rg(dfp) = n.

Observation Soient U un ouvert de R contenant S” ! et f : U — R™ une immersion. Alors, pour
tout P € S"1, on a dim(dfp(TpS™!)) = n — 1. Par extension, on dit que fign—1 réalise une immersion
de S"~! dans R™. Si de plus f(—z) = f(x), f passe au quotient sur RP"~! et on dit que I’application
quotient f: RP"™! — R™ est une immersion de RP™ dans R™.

Exemple : Le plongement de Véroneése Soit

f:U=R3{(0,0,0)} — R®

(x? y? Z) 'H (x27 y27 227 wy? yz7 Z':U)'

Nous allons montrer que f induit une immersion de RP? dans RS. La jacobienne de f a pour expression

2¢ 0 O
0 2y O
0 0 2z
Jac fiey) = | 4 0
0 =z
z 0 =z

On veut montrer que le rang de cette jacobienne est 3 en tout point (z,v,2) € R3\{(0,0,0)}. Comme z,y
et z jouent des roles symétriques, on suppose x # 0. Considérons le déterminant du mineur formé par les
lignes 1, 4 et 6 :

2x

Y = 223
z

o8 O
8 © O

Puisque z # 0, ce déterminant est non nul. Ainsi, 'application f est une immersion, et comme f(P) =
f(=P), elle induit une immersion de RP? dans RS.

3.2 Plongements de ’espace projectif dans R™

Définition 6 Un plongement de RP? dans R™ est une immersion injective de RP? dans R™ .

Exemple L’application f de I'exemple précédent est un plongement de RP? dans R®. Vérifions son
injectivité. Soit (w1, 1, 21, 2, Y2, 22) € R®\{(0,0,0,0,0,0)} tels que f(x1,y1,21) = f(x2, 92, 22). Les trois
premiéres composantes de f montrent que (z1,y1,21) = (£x2, y2, £22). Les trois derniéres composantes
de f donnent (x1,y1,21) = £(x2,y2, 22).



3.3 Immersions dans R? : la surface de Boy
Soit

h:U=R3{(0,0,0)} — R?
(222 — 9% — 22) (2% + 9y + 22) + 2yz(y? — 22) + z2(2? — 22) + 2y(y? — 2?)
2

3

(z,y,2) — \/—(yQ = 22) (@ + 9y + 2°) + 22(2% — 2%) +ay(y® - 2?)

5 2
(z+y+2) (YL 4 (y—2) (- y)(@ - 2))

F1GURE 8: Une paramétrisation de la surface de Boy,
Source : Didier MULLER

Cette application est telle que h(x,y,z) = h(—x,—y,—z). En considérant sa jacobienne, il est possible
-mais fastidieux- de montrer que h est une immersion. Cela est fait dans [3]. L’application h induit donc
une immersion de RP? dans R3.

Définition 7 La surface de Boy est l’image par h de S2.
La décomposition RP? = M? Uy D? est visible sur la surface de Boy. La suite de dessins ci-aprés re-
présente une rétractation de la surface de Boy auquelle il a été 6té un disque. Le dernier dessin est un

plongement standard du ruban de M&bius ayant trois demi torsions. On trouvera un petit film montrant
cette retractation dans [4] et un autre montrant la construction de la surface de Boy dans [5].
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FIGURE 9: Rétraction de la surface de BOy lorsqu’on lui 6te un disque : Un ruban de Mo&bius

D’apres Jean-Pierre PETIT, Le Topologicon



4 Représentation polyédrique

4.1 Polyédre

Nous considérons ici une définition donnée par HILBERT et COHN-VOSSEN dans [6]. On trouvera des
définitions plus "classiques"” dans [7] et [8].
Définition 8 Un polyédre est en ensemble de polygones agencés de telle sorte que :

1. sur chaque aréte, exactement deux polygones se rencontrent.

2. il est possible de se rendre d’un polygone a un autre en ne passant que par des arétes

En particulier, cette définition autorise 'intersection de polygones. De plus, elle est adaptée au polyédre
de BREHM qui n’est ni plein, ni convexe.

4.2 Description du polyedre de Brehm

Ce polyedre, décrit dans [9] et [1], comporte trois faces pentagonales et sept faces triangulaires. Les trois
pentagones sont identiques, et, parmi les sept triangles, un triangle équilatéral et deux ensembles de trois
triangles identiques (trois triangles jaunes et trois bleus dans le dessin ci-dessous).

Ao Ay Ao Ay Ay

FI1GURE 10: Patrons du polyedre de BREHM

Dans le polyedre final, ces éléments apparaitront assemblés comme ci-dessous :

(a) Trois mémes faces triangulaires é ;

jointes par un triangle équilatéral  (b) Trois mémes faces triangulaires ) Trois pentagones concaves
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Pour construire le polyedre, on procéde en quatre temps comme le montrent les figures :

Les deux premiers blocs se joignent ainsi On ferme le tout

Les pentagones sont insérés au reste séparément Et on obtient le polyedre final

Source : www.cabri.net

Le polyedre de BREHM comporte 9 sommets, 18 arétes et 10 faces.

4.3 Décomposition topologique

On va constater que le polyedre de BREHM se décompose en un disque topologique et un ruban de
Mobius. D’une part, la réunion de I’ensemble des triangles est homéomorphe a un disque comme un simple
dépliage permet de s’en convaincre :

13
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FIGURE 11: Identification des 3 pentagones a un ruban de Md&bius

D’autre part, les trois pentagones forment un ruban de Mobius a trois demi torsions. Les dessins qui
préceédent permettent de se figurer les fibres et I’ame de ce ruban de Mdbius.

FIGURE 12: Décomposition topologique du polyedre de BREHM
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