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Une mntroduction au h-principe

Vincent Borrelli






Avant-propos

Bref historique de la théorie des immersions

Le point de départ de la théorie est la question suivants : étant donnéss deux varistés
(différentiables) 14™ et V™ peut-on “voir” 1 comme une scus-variéts de NV 7 Un théoréme
céeébre de H. Whitney affirme que c’est effectivement toujours possible si » = 2m on dit
alors que I seplonge dans V. En revanche les choses s2 compliquent si m < n < 2m e de
viennernt, bien sir, impoasibles gi 7 < m. Ainsi touts surface s= plonge dans B* mais toutes
ne se plon gent pas dans B*, en particulier les surfaces ferméss non orisntables ne peuvent
pas se réaliser comme sous-varistés de B¥ . Une fagon de “voir® malgré tout ces surfaces est
d’affaiblir la notion de plon gement en s antorisant des points d’auto-intersection, on parle
alors d*fmmersion. Lillustration ci-dessous représente la surface de Boy, une immersion
de l'egpace projectif RP* dans B¥ (Source des illustrations. — B. Morin et I-P. Petit, C.
R. A 8. (287), T67-770).
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Evidemment cette représentation est moins “parlants™ quun véritable plomgement car
la. présence d™une courbe d auto-intersection complicue la lecture de la figure. 1 s'avérs
neanmoins 4 1usage que ls immersions sont plus faciles 4 manipuler que les plon gement s
et que de plus, elles interviennent un peu partout en géomeétrie différentielle. Ceci explique
pourquoi les immersions deviennent un sujet d%8tude en lui-meme dés les annsss &0, les
deux questions centrales de la théorie étant celles de "existence et de la classification. En
particulier, on veut savoir, étant données deux immersions d 'une méme variéts, =i 'on
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peut passer de "une A Pautre par un chemin dans U'sspace des immersions. La réponss A
cetbe question est parfois trés peu intuitive, I"exemple le plus céldbre di A 3. Smale étant
le retournement de sphére Les pages précédentes illustrent quelques étapes de ce rebour-
nement. (Source deg illwimtions. — Les mathématiques aujourdhui, Belin, article de= B.
MMorin et J.-P. Pebit p. 39252 )

En fait la. théorie des immersicns débute véritablement avee les travaux de 3. Smale sur
la. sphare. Elle se développe ensuite grace i de nombreux travaux dus en particulier 4 I
Hirach (~&0), A. Phillips (~&5), J-P. Dax (~70), M. Gromoy (70 4 90). Récemment, Y.
Eliashberg ot IM. hlishachev {2001) cnt considérablement simplifis 1a théorie des immersions
en dégageant une notion fondamentale : Papproximation holonom ique.

Organization

Le cours se compose de cing legons dont nous donnons ici, pour chacune dentre elles, 1=
titre ainzsi que les principans résultats conecernant la theéorie des immersioms qui ¥ seront
Cayslacl=-H

Legon I. — Variétés et applications différentiables. Existence d™un plongement
de touts varisté 14™ dans un espace B™ pourvu que n soit suffisamment grand. Classifi-
cation des immersions de 5! dans BZ.

Legon IT. — Fibrés. Les variétés orientables 14™ qui admettent une immersion
dans B+ sont stablement parallslisables.

Legon IIL. — Petlt nécessaire de théorie homotopigque. Théoréme de classifi-
cation des applications.

Legon I'V. — Le h-principe. Classification des immersicns, théoréme de Smale
Hirzch, paradoye de Smale.

Lecon V. — Lintégration convexe. Démonstration du théoréme de classification
des immersions.

Au dda de ces résultats, nous découvrirons, pour ¥ parvenir, des technicques dont intarst
dépasss amplement le cadre de la théorie des immersions. Le h-principe, mis en évidence
par I, Gromov alors qutil revisitait les travaux de Smale-Hirach, 4 un champ dapplica-
tion débordant trés largement la théorie des immersions | en géometrie rismannienne, en
geometrie symplectique, e,

Motons égalament que la théorie des immersions est une branche de la topolo gie différentislls
et que, par consdquent, elle interagit naturellement aves les autres branches de cette dis-

cipline. A titre d'illustration, la résclution de la conjecture ci<dessous, propre ala théorie,

implique 1o conjecture de Poincaré (elle est méme équivalants).



Conjecture. — Soit 1% une varigié O ef g : 55 — M7 un plongement régulidrement
homotope d une immersion f 55 — M° gui pewt g'dtendre d D°. Alors. g peuf a'étendre
en une immersion D% — 143

Conjecture de Polncaré. — Soit I{° une varidté comnexre. compacte. sang bord ef gim-
plement connere alors 14° est homd omorphe d 5°.

AVERTIESERENT. — Ca cours ne prétend pas 4 Doriginalits. Je me suis fortement inspins
des livres de M. Hirsch | Differential Topology, GTM, Springer-Verlag) ot F. Landenbach
( Topologie différentielle, Cours donng 4 'Eeols Polytechnique) pour ls premiéres legons
et cewx de D Spring | Conver Integration Theory, Birkhiuser] e de Y. Eliashberg et I.
Mishachev (Introduction fo the h-principle, G3M, ANS) pour les suivantes.
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Chapitre 1

Variétés et applications
différentiables

1.1 Varietés et sous-variétés (rappels)

Définition. — Un espace topologique 1 est une variéie de dimension na :
1) 1f est sSparés,
2] 14 est une union dénombrable de compacts,
3] M est localement homéomeorphe 4 B™.

La derniére condition équivaut i letistence d'un recouvrement ouvert i = {U; hzr de
A tel que pour chaque ¢ £ I, il exisbe une application ; @ ; — BR™ qui &t un
homéomarphisme sur un cuvert de B™. La demnée de 4 = [ (0,5} est appelée un atlas.
SiliNU; #0,on ades changaments de cartes :

vy e owr e (N U;) — ;U NUy).

Ces applications partent d™un ouvert de BE™ et arrivent dans un ouvert de B™, on peut
done parler de la classe de ces fonetions. Si il existe sur 1 un atlas dont les 2;; sont tous
de classe O7, on dit que I et une variéld de clasge C7.

Exemples. — B, 5", T",Z, =T} - - " (g fois) , M le ruban de Mébius, groupes da Lis.
Remargue. — Les conditions 1) et 2] de la définition permettent d’acarter certains es-
pacea “pathologiques™ (¢f Berger-Gostiaux p. 6889 pour des exemplss). Elles assurent
aussi avistence dune partition de 1"units.

Définition. — Une application f: 14 — N entre variétés de classe O est de clasge O7
an point = £ M & il existe des cartes de 1 au wisinage de x et de W an voisinage de
flz) telle que, lus sur ces cartes, f soit O

Cette d&finition est consistante, elle ne dépend pas des cartes choisies.
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Avertissement. — Dans ce cours, cn supposs - sauf mention ecplicits du contraire - que
I'em travaille avec des variskés de clagss O%°1

Proposition (Partition de "unifté). — Soif i = {U; by un recovvrement ouver: O°°
de M alors. pour fout i 1, il exigte X 1 M = [0,1] felle gue :

-Supp A CU,

- {Supp M} est localement find,

- EjEI .:I'.j = ].

La partition de 1"units est un cutil permettant de passer d™une construction locales sur des
cuverts de 1 4 une construction globale sur tout 14

Sait & un sous-groupede D f7° 14) .7 On rappelle que G agit librement sur f s ¥x £ 04,
0 =id = g =, 7 agit proprement sur 14 =i pour tout compact i de W, g KMK =10
sauf peut-étre pour un nombre fini d’8léments de .

Proposition. — a) 51 & eat wn sous-groupe discret agissant librement ef proprement gur
M, alors M/G esf une varidté C°°.

b) 5i G est un sous-groupe de Lie compact de D ff° (1) agissant librement sur I alors
MG est une varigtd C°° de dimension dim M —dim G.

¢) 5i M est un groupe de Lie ef G un sous-groupe de Lie fermé. alors M/ G est une variéte
O™ de dimengion dim M — dim .

Exemple. - RF" =5"/2,, T =R" /2", CF™ =55, 2, = H/T,, H = demi-plan
de Poincars, [, © SL(2,R).

Définition. — Une partie ¥ C B™ est une sous-varidid de dimension m =i pour tout
r = I, il existe un cuvert O de B™ contenant =, ou cuvert O de B™ et un difféomer phismes
b0 — 0 tal que :

(UMM =0 N(R™ = {0}).
Tne partie 1 C N est une sous-variété si dans lss cartes de N, M apparait comme uns
sous-varigts.

Exemples. — 5" C 5", RP" C RP", CP™ CCP™, 50(m) C 50(n).

1.2 Immersions et plongements

e
Définition. — Une application f: 4™ — N™ est une immersion si lue sur les cartas,
elle est de rang maximum (i. & de rang m). L application f et une submersion =i lue sur

'Un résultat de F. Palais affirme que 5 A7 admet un atlas Ct oalors 1 edgte un aflas O mr AT

deéfinissant la méme structure O Autrement dit, il n'v a pas grande difffrence a supposer LI O oou AF
o
*La topologis des espaces d'applications st abordée plus loin.
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les cartes, ells est de rang n. Enfin, f est un plongement si f{14) et une sous-varists de
N et f un difffsomorphisme de 1f dans f{14).

Un critére. — Si f est une immersion injective propre alors f est un plon gement (la
réciproque est fausss, of. plus has). On parle alors de plongement propre.

Rappelons que f est propre 5i la préimage de tout compact est compacts. En particulier,
gl lasource est compacte, f est propre. La démonstration de ce critére est une application
du théoréme d'inversion locals.

Exemples. — Les projections ™ — R™, (m = n), R" = T",5" — RF", 57" — CP™
sort des submersions. Les inclusions 5 — R, T" — F*", 50(n) C M. R) sont des
plon gements.

Exemple. — La surface de Boy est une immersion de RFP* dans B>,

Exemple. — L’'space projectif RP® 22 plongs dans B*. En afet, BP est 1"union dun
ruban de Méhius M° et d™un disque DF le long du bord 8M° = A0° = &', O suffit de
“pousser” M7 et 0° de part et d'autre de B* © B* en laissant 5 © B? fixe.

Contre-exemples. — 1) Lapplication f: 8! ¢C — &' ¢ iC, z — z° egt une immersion
et f{5!) =t une scus-varisété de € mais f n'est pas un plongement car elle ne réalise pas
un difféscmorphisme sur son image.

2] Lrapplication f ' B — B*/Z7 = T°, u— (u,0u) avec a £ B, @ est une immersicn
injective mais pas un plongement car f{R| n'est pas une sous-varisteé de T

3) L'application f : B — €, u +— (1 4 )™ est un plongement de B dans € mais pas une

Théoréeme. — Toufe varéfd compacte O adme! un plongement dans B™ pouriu gue n
goit suffisamment grand

La démenstration de ce théorame passe par le lemme de rétrécissement.

Lemme de rétrécissement. — Soif { U;} un recouvrement ovvert de M, il exigte un re-
couvrement ouvert { Vibzr avee T: © U; tel que {V;}izr soit localement finie.

Démonstration du lemme. — Soit (;);z; une partition de 1"unité subardonnse a {0 }.
On poss ¥ = A74{]0,1]), on a

Vi={rc M, z)=£0} = Supp N C O,

et {1: bigr et localement finie car {Supp 4 ey dle-méme est localement finie. Clest aussi
un recouvrement puisque pour tout = dans 14 il existe un indice i tel que iz £ 0. O
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Démaonstration du théoréme. — Sait 4 = {(0;, ) higr un atlasfiniyioe 7 ={1,2,. .- N}
et a;: M — [0,1],i £ 1, telles quea; = 1 sur T; & Supp a; C U;.7 On définit :

fooum — REsHD
o loqlz)oiz), oz, axiz)exiz) oy iz)).

Cette application est propre car W est compacte Elle st aussi injective. En offet, sup-
posons que fiz) = fly) avec = £ 1}, alors 1 = a;(z) = a;(y) done v £ V;. Mais alars
ailz)e(z) = aslyle;ly) entra.i::_ta wilxr) = ;(y) soit = = y. Montrons que f et une
immersion. Sait © £ 1; et x; : R+ . B 13, projection tells qus :

i'1=f,-n,fr;.|: T, — RT"
r — ajlzle;(z) = i)

Cn oarang. i = Dauntre part @ rang 7,0 F = m.inlim-ng mLrang fl, or rang 7; = m
done rang. f = m, et par conssquent rang. f = . O

Remargue. — Ce théoréme reste vrai méme =i I n'est plus suppoeée compacts. Pour
une démonstration, voir par exemple I'ouvrage de M. Adachi.

On note I M, F") (resp. E{4,R")) l'espace des immersicns (resp. des plongaments) de
14 dans B™, ces daux espaces sont des sous-espaces de C°7( 14, B") dont il faut mainten ant
précizser la topologie | osst celle de la convergence uniforme sur les compacts des dérivéss
de tout ordra Seit (£, ) une famille dénombrable de compacts recouvrant 14, la topologie
de (14, R™) est métrisable i partir de la famille des semi-métriques suivantss

dy (f.o)l= E:uplfr”(i"] — " {=)|

ol est un multi-indice de dérivation. Bien sir, si 1 est compacte, on peut réduire la
famille (A, )] & un seul élément. Cette topologie est appelées la topologie des compacts-
cuverts, 'origine de ce nom est hien visible lorsque 1'on remplace B™ par une varigks N™
quelsongue. Pour définir une “distance™ de g 4 une application f donnss, il faut prendreun
compact i de 1 et un cuvert ' de NV qui soit un domaine de carte ot td que F{R ) C O
oo nobe

Wi (f) = (a6 C°(36.N) | o(K) C U, d(f.g) <eb

Lunique topalogie pour laquells les intersections finies de W ;L,L,.Ef] forment une hase de
voisinage st la topologie des compacts-ouverts de O 14, V).

Théoréme. — Soif I compacte. alors I{14,B™) ef E({,R™) sont des owerts de O (14, E™).

Démonstration. — CAS DES IMMERSIONS. — Sait d= 3 [0 5k l_HJ, on g =5 o dir
Scit f £ I{14,R"), supposons que toutss les boules B( f, 1) contisnnent un dément £, qui

D tels oy eastent car ﬁi::u:n.édm Al compact = ﬁcv:-m_p.u.-:t = Iy =n,:|||:ﬁ_] compact dans £y =
. -
@) C R7. Hediste e > 0 tels que KT ={z € 7 |d(z, K1) Ze} C D Prendre oy = 1 — A =55
avec ARy — [0,1), O, Al =0, Az =181 = 1.
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ne scit pas une immersion. I existe done =), £ I, v, de norme 1 tels que
iz (o) =0

FPuisque I est compacte, quitts A edtraire une sous-suite, on peut supposer que xp — r et
travailler dans une ssuls carte contenant = On peut alors supposar que v, | = 1 pour une
norme sur cette carte puis, quitte A extraire une scus-suits, que vy — v avec v de norme
L. Or fi, — f done @ =dfy, (=, )ivy) — df (z)(v) = 0. Contradiction.

CAS DES PLOMGELMENTS. — Suppeeons qu'il existe f, — f avee fi € E(14,R™). Puisque
A est compacts et J{1f,R™] est ouvert, c’sst donc que les f, ont des points d’aubo-
interssctions. Soient a), = b, des points tels que fi(ay) = fu(b). On peut suppossra, — a,
b, — b, ar fila,) = fulb,) = fila) = f(b). Mais f &tant un plongement & = b = =,.
Titilisons une carts au voisinage de =y, dans cette carte v, = a-.::Z est un vecteur unitaire
tangent, on pent suppossr v, — v (unitaire). Un développement de Taylor de fi sur une
boule B centrée en xy permet d Berire :

| filbi) — filew) —dfilew) (B —au)| L

. —aup |Hess b —ayl.
b —au| =3 EP| fillbe —ail

Fuisque fi — f, on peut toujours suppossr :
sup |Hess fi| < 2sup |Hess f|
B f=]

et done ) ) . .
lim |fulb ) — fulan) — dfi (e )b — ey _a

k—oa ||bj‘ —Ekl
Done limg _eadfi (2L )(ve ) =0 car fuiby) = fulae ). D7antre part :

lim dfiia.)(v.) =df(za)iv).
j —.
Comtradiction . O

Remargue. — Le théorame reste vral méme zi B™ est remplacé par une varigbs N
quelcongque. Si 04 n'est plus supposss compacts, le théoréme est encore vrai A condi-
tion d'abondonner la topologie des compacts-ouverts et de lui préférer la topologie fine.
Cette topologie est cdle que 1"on obtient en prenant comme bass de voisinages les inter-
sections deénombrables de W ;. 5i I et compacte, on obtient la meme topologie que
celle des compacts-ouverts mais si 14 nest plus compacte, elle est beaucoup plus large.
En particulisr &%(14, ¥ n'st pas métrisable, mais ¢t tout de méme un espace de
Baire : Mintearsection dénombrable d’ouverts denses est dense. On montre également que
Sub(d N (reap. Diff(AL)) est un cuvert de =14, V) (resp. O=( 04, I)).

Définition. — Soient fp et f; deux immersions. On dit que fy et f; sont méguliérement
homotapes =i il existe une application O F : 1 = [0,1] — B™, Fz,s) = F,(z) tell= que
Fa = fo, F1 = f1, ot F. est une immersion pour tout & £ [0,1].
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Une tells application fournit un chamin confinue F : [0,1] — I{14,R") joignant fo ot fi.
Une simple famille d'immersions & f, dépendant continument du paramétre & £ [3,1]
denne un chemin dana {44 ,R™) non nécessairement continu (la topologie de 744, B™) est
la topologie fine).

Définition. — Soient fj et f deux plongements. On dit que fj & f; sont fsofopes =i il
erdste une application O F: M % [0,1] — B, Fiz,s) = F,(z) telle que Fy = /3, Fy = f1.
et F. est un plongament pour tout = £ [0, 1].

1.3 Immersions du cercle dans B-

Cm munit 5! et B dune orientation. Si~ ; &' — R* est une immersion alors son applica-
tion tangente fournit une application ~' : 5! — ® = B*", {(0,0)} dont an peut caleuler le
nembre de tours V'), Rappelons qus

r "

Niy) = LJ{ i7') Lﬂy,;ydf)
2z 5l '.,r’.-."'_+§|_

Cn définit 1indies I'{~) de ~ comme étant le nombre de tours V{~'), puisque Ii~) est
clairement invariant par homotopie réguliére, on 4 une application :

.

im

I mlfst ) — =
[+] — I

Catte application est surjective comme le montre 1'acamen des exemples ci<dessous :

' L ——
Py S y e, ,
I " . { Y i . 7 .
5w i | | - | | - ) | | - 'ER]
i M | i
L y, o W ! 1 | ] LY
. - W o

- - )
Ifvl=-1 Iiy)=0 Ily)=1 TIiy)=2 Ifv) =3
Le point important est que cette application est en réalitd une bijection.

Théoréme de Whitney- Grausteln (1937). — On a : 715, R7)) = Z, l'identification
gfant donnée par l'indice.

Démonstration du théoréme de Whitney- Graustein. — I suffit détablir 1%injecti-
vité de I. Soient =, telle que N (~)) = NV (~)), d’aprés le théoréme de Hepf, il exists une
homotopie

oy & — R
telle que ga = =, et @1 = ). L'idée serait d'intégrer cette homotopis pour obtenir une
homotopie réguliare joignant - & ~. Malheureussment

5 Pt J{ ay(u)du
o
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n'est pas une courbe fermss en général. Mous dirons que op est holonomdgue (ou parfois
plus simplement “intégrable” ) précisément quand la courbe [ est fermeés. La. stratégie de
la. démonstration est de pertuber o, jusqu’a n'obtenir que des courbes intégrables.

Proposition 1. — Soit o, : 8! joignant - d +, il existe wne application :
= [ = [0,1] — C™iElR)
it, =) — Tt

telle gue Ty g = 0y, Tn, = Y0, D1 = 71 ef Iy est holonomigue.
Cette proposition implique 1 théorame puisque
-
wls) = ,.'[ Ei,lfﬂ]dﬂ
0

fournit une homotopie régulisre joignant -~y & . Considéarons dabord une proposition
plus simple

Proposition 2. — Sofo : 8! — R, il exste une homotople o, 1 8 — R, telle que oy =
ef o1 goif holonomigue.

Démonstration de la proposition 2. — Quitte i effectuer une premiére homotopis

]

radiale, on peut toujours suppossr que o | 5 — 5, on peut en outre supposer que o n'est
pas une application constante Sait T = _|"Ul ofu)du (on a identifis 5! 4 B/Z). Puisque DF
est converce, 1 £ int( D7) et 'homotopie o, = & — 17 convient. O

Une version 4 parametre de ce raisonnement permet d'obtenir la propeosition 1, elle est
laizzss au lecteur. O

1.4 Espace des jets

Définftion. — Soit U B™ et f £ O (U, R™), la r-jet de fen r est le uplat :
af

) = LA N S SE A WP
.-fl.rTJ—l.rTJerLaTlerL ‘aznfrj‘ A2 Flz), )

ol o parcourt tous les multi-indicss de déarivation tels que |a| < r.
Boit o, = d.(m,r) l2 nombre de dérivéss partiellss & dordre v, le r-jet §7 f(z) peut Stre
considérs comme un point de 'sspace JR™,B* )| = R™ «B* = B™t = ... x B™r ot §7 F
fournit une application :
i"f U — J(RT,RM)
T — jfiz)

qui s%identifie 4 un développament de Taylor 4 1ordre r. Motons que :

JUE™ B =R" <R = C(R™ . R")
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et plus généralement :

. Tz Y Tt o T e L 1= n’
TR R =R" = R xknf,wfﬁr A
-]

Cail Ef_‘mn (R™,R™) eat |'sapace vectorisl des applications -lingaires symétriques de B'™ dans
E™. 5i M e N sont des variétés, un rjet est une classs daquivalence [z, f, U], de triplets
(z,fo0)ou U C M estun ouvert, = = 0 & f: 0 — . La relation déquivalence est la
suivante : [z, f,.U], = [z, .U, siz = = et 5i il existe descartes V C M et W C N
telles que, luss dans ces cartes, f et f' sient les mémes dérivéss jusqu’a lordre r en =
Eien sur, =i cela est vrai pour un certain couple (7, de cartes, cela restera vrai pour
tout antre couple de cartes. On note 7 f(z) la classe d Bquivalencs, 1'ensamble J7 (14, V)
de tous les r-jets a une structure de varists, il est naturellament muni d un certain nombre
d’applications :

-lapplication scuree & : JYR™,R") — M, [z, f, U], — =,

-lapplication but 7 : J(R™,R") — N, [z, f.U]- — Flz),

-les projections p TR, R") — JAR™.R"), [z, F.U), — [z.F.U);. (r = q).
Une fonction f: W — N fournit une application :

if M — JT(M,N)

T — " flz).

I est facile de voir, en se plagant dans une carte, que :

— L n . ." i B
g Hx) =B = H Lo B RT).
Joml
Définition. — Onappelle relation diférentielle des immersions 'ensemble T = U earw 5 iz y ©
JHM,N) ou Ty ={L: T.M =T, N |rg L =m}.

Par définition, f : 1f — N est une immersion si et ssulement =i §2 Ff{04) C I

1.5 Exercice=s

Exercice. 1. — a) Un krepire crthonorme de l'espace suclidien E™ est un ensemble crdomms
de & vecheinrs lingaitement inds pendants et detz-a-dein orbhogonatzx. On pobe 1], I'emmemble des
h-repates crthonotimes de 7. hMontrer qu= 15 ¢ 2=t the ~ari=t= - dit= d= Shefel - en 'identifiant a
i =space ]:q:u:n:g;:m I:= qu-\:hﬁ:nh de deiiz Erolipes de L:|.-=I

bl Mleme queskion avec l'emmemble (7, 1 des -som-espaces lindairtes de B" |5, 1 =5t appelée la

grassmannienne des k-plans de= E7).

Exercice. 2. — .:.:I Monbrer qu'ﬂ edzbe e imimetsion e T2 {].ufnf} dansz F=.
b) dem penr T, {pomi} dams E=:.

Exercice. 3. — Plhngement de EP" dams 5" (plongements de Hopf-James). Soit 2 EnH o
Ertl — Pt yme application hiling aire symetrique telle que :

sEletyz=0=hir,y =0
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Scit g : B — B £ EEL

.:.:| ]'.I-:u:h'erqueg[::]:g[y:l = =3y [a:u:::i.&rerfz[:+y,:—y:l:l.

b) Monbrer que g est une immersion.

) Momtrer que g indoit 1n plngement de BP™ dans 5045

-:]:I En n:d:si:]él:ﬂ.h{:fz[:n,-- Cy Tn RO, -,yn:l = I::n:uI e -,:“:I aves I = Ei_H:,:IiF_-ilh'.I:dJﬂEi'qﬂEEP“
= = dams 577 et dans B77.

Exercice. 4. — Soit f: M L . On peut dfnit &, ;1F, 7 F mais pas Hess F =n génsral,
pottrqued T

Exercice, 5, — Montrer que = ({8, 57)) = In.
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Chapitre 2
Fibrés

2.1 Le theoreme du voisinage tubulawre
Soit M™ C B the soim-variebs, U'espoce fongenta M oest 1'enzemble
Ti={{z¢) €3 = B" | v 2 TLM}.

On a une projeckon naturells p @ T — 3, (z,v) = r donk la fibte p~z) = T3 = B™
e=t |'espace tamgent 3 MW au pomt r. L'espace tangent TH e=t mmmi d= la bopologie indhiitk= par
M= B" c'est en fait vne variets O de dimemmion 2m. 51 (U4 omi)ier somt des carbes de M| alors
le= applications
I p~ i) — VW« BEm
iz, vl — i), w)
ol woest 'imhigque vect=ir te] que .il:x.:-'i_]:l__,i fzilw] = vet Vi =wxil) CE™, sontdes carbes de TAL

En particiler :
Tl VB — prlL)
(o) = (el Aol Julw])
et ks chamgements de carbes sont donnes par
;b WaB™ — V2B

() =l o (g, dley 0 ulw)
ot V) = ez U NG ) et 1V = 23 (NG )L T est sotrvent commode de considerer des cortes ou dessus
des ;| a sarnoir

T : p ) — U= B™

lz, vl +— Iz, w).

I..\EE -:h.:.:gemh d! Cﬂrh\!ﬁ H
T ol(Tw) 1 (W W) = BE™ —  [WniG) = B
iz, wl — [z, dluy ﬂn...'-"l_]:l.__-.;[_-:'||:l:.'.' il
PEL'I"-'EJ": .11:\\1'5 E“:I.'E TS COITITE dlﬂ ﬂPP].'i.C.lH.I\JCDE H

fii: WiNl; — Glim E)
x — 'il"?." ﬂ'\u-“l_]].__-.;[:'“

om ks appelle alors des fonckons de fansitions.



On mimit F™ de la metrique suiclidiemne, 1'sspece normal & M ek '=ns=mble :

NM={lr,v) EM=F" |vEN, M = I:I_‘.‘lf:lJ'}.
Avec la bopologie mduite par M = B" | cebbs ezpace apparait comme une sous-varisbs de dimension
nde M= BT Comme precedemment, on a une projeciion natuelle p: WA — M (z, vl — £ avec
pentt fibre p~(z) = N M o B"™,
Soit r = 0, 'ens=mble :

Tublr)= {l:II v) € Nz M | |r.| < |'}
e=t ihe souiz-vrariets d= N appele= l= fube de mgon v, L'application egponentizlle d= B" domme=
par restrickion une application
e: NAM — BEm
iz,vl — x4+

Theoreme du voisinage tubulaire (cas ¥ =F"), — Soit M CE" une sous-variete compacte.
Sir = 0 est suffisamment petit alors e|rp( ot un difffomorphisme sur son image V' = e(Tub(r]),
par consequent V' est un voisinege de M dons B™ did woisinage fubuloire.

Demonstration, — MNobone que & envode la seckion nulle O VW) = {(z,0) £ N} sir M. Onva
d'abord montrer que sur un voisinage de O W), « esb une immersion, bisn mir on pourra boujoirs
choisit un volsinage qui soib un tube Pulsque «: N — E"  onadepp oy TjomW W — E™ avec

Tz WM =T M Na M.
Alnm, poir botk (X7 € Tz VW, onoac:
dep ol X, V)=dr (X)) +denV) =X+ 1

D'avbre part B o T M@ VoM, done de oy =st bijective, coci resbe vrai sur un bube Tub(r) orec
r suffmamment petit. Cuitte 3 prendte r plius pebit enoore, eryy est mjectire. En effet, sodent

(Zn,tn) = (=l £ Ir_'bl:%:l et belz qiie zq + vn = = + of,. Par compacibs, on peith botijoiits
Eippomst T, — r. Puisque v, — Oeb o), — 0, on a aties ©5, = z. Par k theoreme de la fonckon
I\é-:ipru-qu:, = axt it di‘ﬂém:u;p]:ﬁ.m d'iin 1.1::'51'.1:.151: T de |:.'I.'| I:I:I =i EI:T:I. Contradickion. O

2.2 Un peu de theorie des Libres

Sodent & i gEroiipe 'b:hp:hlag:i.quel X un =7 F- T ‘b:hpq:hlug:qu: et It 5 — Hmﬁ:hl::{:l im mcd.'p]::i.u:':e
de grotipes. Si

X — X

iy, xl +— DTigilx)

et combimie, on dit que & ot sur X, eb s T esk injectve, on dit que lackion esb effeckoe

n° Definibion, — Scit & um groupe topologiaque agesant efechivement sir un espace F. Un
fibre B de bose B de fibbe F o de groupe structurel & esh une application p : £ — O et ime
collection d'boméomorphismes { o MU — U« F, U onrvert de B} (ks carbes an dessus de
i) bels que
1j Le diagraimime= sitivant commmibe
Yl = Ui = F

.
r
""\.,H_F Ty -

. -




'-_":I Tau‘hpq:ni:n'h de E:I'._Em dane ithe catrbe.
.3:I 5i1~’[Hehue&ELmec.1rb:,a1mu|veshmemrb=d: 'I.-:I
-l:l Le= .:.PP]ic.:.'H.n:u:ls e -ﬂ:.:.::ge:mﬂ:{:d: catbes sotrk de la forime :

iinld) = F — Winl)=F
iz, fl — Iz, fislx ) F)

1 L=

o fi_,- :n!-l"il_lH_,- — i I:.:.PP].i.c.:.ﬁq:u: = 2 ‘Eramhn:ml

Qiiand la fikee =zt in espace veckotial Fde ditmetmion g, on patls d= fbre vectorzel de rang g, qiand
la fibte e=t & on patle de fbre prindpal.

E:nernp].cu. - 1:I LIEEP!.CE Pru-:]u:ﬂ: My o Ma i .1I..r]| la fibte a=t ."lf:\-, l= Eroiipe sbrictiral e=k
G = {id}.

7} Le tuban de Mahite M7 — 51 la fibte ezt tn segment | — e,¢], le grotipe shructiral et
G={+id}=To.

3) La fiktation de Hopf 8° — 5 = CuU {oal, (21, 22) = 21277, la fibte est B, le groupe struchural
e=t &= [7(l].

4) Le fited bangent (d'une soue-aridts de Bn) TAS 2 A, la fibte et B™, le groitpe struchoral
e=t &= &l {m, B).

51 Le fikre normal (d'une sotsvarisbs de B™) W3 == 3, la fibre est B"~™, le gtoupe striachiral
ext &= Glin—m E).

@) Le fibre des reperes. Soit FA = {(x, 01, ,vm) € M 0 T2M w2 TeM | rolva, - tm) =
m}, la projection natupelle FAM 2 M est un fikré de fibre Glim, E) et de groupe struchiral
&= Gl[mE).

7| Un tevetement 37 — M avec M et A comnece par arcs, la fibre est 1m espace discret ok &
s'identifi= a un sousgrotps de 710 A7),

8) Fibre des l-jet= JY M, N) = M IV, de fibre BE™ x E", de groupe striuctural & = Glim, E) »
Glin,E) 1'ackon e=t (a,b).L= 1o Loa)).

Fibre induit, — Soit f: B' — B et p: E — B un fibr= de fibre F =t de groupe strsctural &, On
defimit l= fibre induzt F'E par :

FUE)={(8,€) £ B' = E | ple) = F(¥)} 2= B'.
On a alors l= diagramme commuitatif sinramnt
.-'IHE —=F

7 b

F
B —=F
et il est facile de verifier que FYE a poirr fibre F est poir groupes strackaral &

Isormorphisme de Abrés, — Un morphizme de fihrés est tine paite d'applications (£, £ talle que
le diagramme sitvant scit commutatit

f
E——=F
P p'

k)

B——pg
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et telle quie poiir boiik cotiple de cathes o ]J_]I:n!-l":l w F oo :].'l_:I () — W = F la composes :

Ib} = FE p i) Lo i) is(e)) 2= [F(8)} = F
eoit 1in homeomotphisme donnee par 1'ackion n:'|_'1.'u:| element Ty (5] £ & De plus b= T, (b)) dodk
ebre continue sur 140 F L), Unmerphisme | £, F) estun somorphisme = il adimet um irceres (7, g ).
Theoreme, — Scient M une veriete compacte (eventuellement @ bord) et £ — B un G-fibre. 5:

Fig: M — B sont homotopes clors F'E & g'E sont isomorphes.

Definition, — Un espace B est condruckie = l'idenkibs de B esk homotope 3 une applicakion
constatbe.

Lez botiles d= B™ sont contrackles, plus generalement ks parbies convreces.
Theoreme, — Tout fibre sur ane base controckle est drvial (tsomorphe & an produzd).
1” Ce resuliat est 1m corollaire du theoreme pracadent.

o Clas des Aboes vectoriels, — 5i Ey et B sonk deux espaces veckoriels, on peub formers
.E] & .E:\.l .E] l::lfjl .E:\.__'.E] |ﬂ .E] i .E:\.:ll EI:.Ell.E:\.:l = .Ejl l::l.E:\.l ot Toithes cax DPE.L'.!.H.I\J:DE ==
generalizeat faclement an cas de fibres £7 — B =t £z — E =ir tine meme bas=.

2.3 Le hibré tangent

Mous avons domne une defmibion i fibre tangent d'une sotsariete de B". Ceble defimibion ==t
fort peu inbrimseque mais ell peut suffite dans le cadre de ce cotrs A condibion de savnoir

1) que fotbe variete I = plonge dans un espace B™ avec n assez grand,

21 que deirc plongement= 1, fo @ W — BE" défnizsent des fibrés tangents iscmoiphes.

Voici cependant une définition intrinssque. Sait (3, 4) une variebs avec 4 = {(Ui, = )igr}. Un
veckeur est une classe d'équivalence [z, 1,v] de tripkts (z,f,v) € M = J = E™ sous la relakion
d'squrralence :

(z,8,0) g, w) == z=pebdiviod Jamiy) =w.

L'enzamble de boiis les vecteits de b st l'espace tangent T AL [ est muim d'une projechon :

r: TITM — M
[z,5,¢] — =
Dies carbes sont données par :
T p~ W) — (W) = B™ o U= E™
I, I, — luxlx ), el Iz, alus |- lell.
[=.1,¢] o lz ), v) iz, s g ()

d'oii les changements de carbes :
Too(Te)=l s ol NG« B — (LN« B
i, v) il (R T r[.r], ey nq,.:-i_]];[ vl

qui sont des diffomorphismes. On muinit T de la topologie poiir laquelle chaque T sk un
bomeomorphisme. On verifie alors que p : T MW — M est im fibre vectorie]l de fibre B™ ef de groipe



sbruchiral & = GII:MIE:I.

Powur boubke application §: M = N, om a une application df : T — TN defimie au moven de

tepress nhabions locales :

()5 : pop M) —  pE ()
[z.6,¢] +— [flz),7 dlt; 0 Fos? S

o = {I:l!-Flill..Ji:l} et A = {I:'I.-:'i,r.li:l}. Par constrisction d_,: ek 1mn mq:a.-p]::'m:'xe de fibrés vechorials
i = linsaite enbre lex fibtes. BEn realits cebbe constrickion est foncbotielle, an particiiber :

dl f og)= df ode =t ditdar) = wrar.

Orientation, — La Froiipe GI+I:m|:E:I .:.E,ﬂ: de mamiete evidetbe st les hases {I:c';h- . ,em:l} d=
EmM Il y a detiz orhites, ithe orentokon de B™ est le chotc de 'ine d'anbre alles, nobse o, Sodb

: B — B im fikae w'ech:hnd de tatg ™, ithe omentokon de E est tibe famille {“’-t}-tEE o' otienba-
'In.n:u:lsdeu:ﬁ'br\m {.E }-IE-S tell= qu:lli:-:rb: i atla= {IH“-\,J"I} de E d:mlequelleuruﬂ:nchcmm:r
le= fibites =T I..E_ W:.' —+ IIEmII.bD.I de= carbes | |an demmiis de= 14 | JumrpT I_|!-|II )= L = B™ Pr\euer'.'v:n{:
fottjorates les ctietbatiots. Une orientotion de M ezt the ctienbation de p: TM — M. MNobone que
B W est ihe otienbation de E — B ek f: B' — B alors f'E est nabirellement otientee, on nobe
Flu cetbe orientabion.

1

Propomtion, — Toute moriete simplement ¢

COMMEDT 6L IJ?T.EH*EHE.

Demanstration., — L'idée ast la stiivante, on prend £ £ M ot the otienbabion we de ToA, pos
definit l'otientation wy, de ¢ £ M, on “poisse” wb le long d'un chemin joignant = a p. Afin que la
constriiction ait 1in zens, il faik qie @y, be depende pas dii cheimin chois, o'e=t 1a qiie 'hyrpothess
de simple connesdbe inberrient. Plis preécssment, soit 4 : [0, 1] = M iun chemin tel que (0} = =
et (1) = g, prizque la bass szt conbrackble, T 0 ext brivdal et dode otiembable. 11 ecisbe tne
tmicue orienbabion @' T de ' TA belle que au dessus de 0 £ 0, 1], 8] 7Y = (3w <o On définit
wy commme éhant lorientation de T, 3 tell que au dessusde L 2 0, 1], (3w )1 =8] . On nobe
wy = Mz, [1 faut mainbenant montrer que s §: [0,1] — 3 c:.'l'.un aitbre chemin t=] qe §(0) ==
et d|l) = g, alots Myl = djpedz. Puisque M est simplement connese, il existe 1me homotopis
R[04 = M belle que

B0 sl =z, Ril,sl=pg, R 01=+i#), kit 1) = di).

Il st plie pratique de voir cebbe homotopie comme 1me application & - D7 = [0, 17/ ~o — 3 oi1 les
e=iiles classes non triviales de la relation o sont {(0,8) | 5 £ |0, 1]} =t {il,2) | s = |, 1]} Comme
D7 et comtrackible, ¥ T est frivial done orientable, ﬂeunb:unc umque-\:-nﬂ:hhm & balle que :

Elﬂ-lcﬂ] = ﬂ:‘ :I_.'ll'I E"’*I] '|] — Egl ]'.'lf_

Oma s (A7 Ayt _||||-]|,1] =] TV = Blia,-] =t 8 etz ) 1,0 =|5“]'T-"f= B)i1,0 ] dome (25 Ayt 1] =
N (et | V), 0] Trads

(0 (g Do = (5 sz ie] b (8 (= Do = (F* (12,01

d'oit Myl = byt Aing i, pe dépend pas du chemin cheods. On constriit pat o= proceds ime

£

criemtation s chaqie composants conpee= de 3. O

Proposition, — BF™™ n'est pos orientolle
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Demanstration. — Sipposcis que o aoik e ofistkabion de FEF™. On note 4. 5" C B H
& C FPH lantipodie st p : 5" — BP la projection. On peut définit une orisnbation 8 de 577
par la telation d].'l_tl:ﬁ'_-,:l =] Dautre P.:.rl'. Do A =p :i::np]ique :

dp_z | Af:) = dp (8],  |#)

Or Af_ est I'une des crientations possibles i e, Af. = 8., Puisque dp__I8_.) = w|;, il faut
Jd'apres (] que A8, = §__ ; donic @ est invarianks par l'anbipodie. Ced ast impossible siir 5" car

.-.|.I:.'rI &1, ,e:\-,.:l = I:—.'rI —&1, 0, —c':\-,.:l
attbrement dit, puisque (-1 = —1 | A remrretze 'otienbation. O
Parallalisabilite, — L'oriembabilite sigmfie que 'on peut sutrie de manisre cohetents in repere
ditect d= O le lomg d'an lacet. 51 on peut defimt de mamere cohereobe 1n champ de reperes ditecks
g kot W oon dit que T A (ou M) est patallelisable. Plis precsement W estdite pomliaiscble =

son fibee des reperes F A admet une sechion et dans o= cas F A est trival, puaisque F A esb un
fibre principal) ol de maniere squivalents si T 3 esb brivialimable [iscmorphe & 3 = BE™).

Exemples, — B™ T, tois les grovipes de Lie.

Onnobe e : M= B — M k fikte vectorie]l trivial de rang 1. On dit que 3 ezt steblement pa-
relietschble 5 TA & « esk tririal.

Exemples, — 5", ..

On dit que M est presque porallélisoble sl M ' {point} est parallslizable. On nobe B, (resp. 5P,
rezp. PP ) 'ensemble des varistes parallelizables de ditension m (=sp. shablement patall=lizables,
resp. presgque patallelimables).

Propasition, — On e - F, C R, C PP, C Ortentfable

De plaus
SRy = PPy={ toutes lex varietés orientables de dimension £}
Fy= R = PRy = | toutes les variétes orientables de dimension £}
SR = PP}

La previve de ceble proposition faik appel & des resultats de classification des fitees. On 1'admet.

2.4 Le Gbre normal

Mois sotmimes mainbenant =n mesiire de domner ime defimbion inkhimeque du fibre normal d'ime
immetsion. Mobons d'abord que s F @ W — N est tine imimemon alors

FITM) = {(z,dflva)) EM = TN |z 2 M, va 2 To M} C F'TN
ext 1 ote-fibré vechotiel de rang m de F*TN qui est isctnorphe (+ia df) & TM.
DéfAnitian, — Scib F: M — N the immersion, ke fheé

N(F) = (F'TN)/&FIT M)

'Par exrmpls, pour ks connaisseurs, une I3-surface n'sst pas stablement parallélisable mais slle ==t
premue parallsisable



ext appels b fbre normal de f.
O 1ok .Tr_'.'JI:r:I = {l:II r.':l £ Nz I:_,*':I | |r.| < |'} I:-\:nﬂ a i [V d'meméh'.i.qm ﬁmmi:mearbiﬁrﬁire:l.

Theoreme du woisinage tubulaire (cas géndral), — Soit f : M — N un plongement de M
compacte. S5z v = 0 est suffsomment peki clors 5P |y est un difffomorphisme sur son rmade
V, por consequent V' est an vomsingge de A dans NV Jif soisinege fubulzire

On a nobe exp 'application exponentiells TN — V. La pretive de ce theor=me ==t 1= adaptation
facile de czlle domnes= en debit d= kgon poir k cazs NV =F".

Une ole=ration alsmentaite mais important: st la sitvank= :
dFITAVE N fle FITHN.

En effet, =i on misnit Y d'tine mebtiqis femanhisnne athitraite, alots £'TN 2= rebrotive misnit d'un
prodhiib scalaire dans chagie fibre par simple ransport de structinre. On nobe v 1= fikee crthogonal
i dF(TM) dane FYTN, cn a donc :

F(TMIE v = TN

et par conssquent v est Bomotphe a4 N f) 2t l'on a done i somorphisme enbre SFI T ) &6 N F)
et FITI.

Si ¥ =F", puisque TE™ = B" « B est frivial, £ TE" l'sst atssi ek par comséquent oF (T M6 V()
est frivial.

Propeosition, — ¢} M™ edmet! une immersion dens B™ = M™ et perelleliseble.
Bl M™ ortentable admet une immersion dans B™+H = WM™ et stoblement porollélisoble.

Demanstration. — a) ezt &vident.

b Puisque FITE™H agt frivial, 1 est otienbable, d'aukre part TA st orisntable par Ipothess,
caci implique que NV{F) est crienbable, O NV F) st de mang 1, 1= choix d'une orienbation domme
donic une sechion parbout non malle d= N{ F)— M, donc une friviaki=ation. Ainsl N F) = e, d'oi1la

conclusion. O

2.5 Exercices

Exercice L, —a) Seit 4 = {I:l!-l"ill\,?i:li=].‘_'l} I'aflas de 57 =i = f {."-'}, = & {5} et le= oo
pont des projections sterécgraphiques. Ectire la fonction de transition #102 d= TS".

b Monbrer que sur 5° il n'existe pas de chatmp de veckstirs parbout nen mil En déduire que 757
n'est pas wivial.

Ewercice 2, — Montrer qu'il existe une infinits de trivialisaticns non homobopes de TTE .

Exercice 3, — a) Montrer que 7987 = {v £ T57 | |v| = 1} est homéomarphe & S0(3).

b) Monbrer que 7767 est homéomorphe 3 BEF® { Suggestion. Toub dément de SO(3) ast une roba-
fiom aubour d'im d'ase eb d'autre part on peut voir BP comme _DE__' ru ot e idenbifie ks points
antipodanx du bord de la 2houle A0° = 57,
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Exercice 4, — Montrer que 5, BF? 57 ot BP7 sont parallélizables | Suggestion. Utiliser les qua-
ternione et les -\:n:b:u:ﬁ.n:mu:l.

Exercice 5, — Monbrer que 5 = 5" est frivializable.

Exercice B, — Soient £ = IF « B — D7 I fibte vechorial poodiit d= rang n =t H — SD7
i sote-fibre veckoriel de Egns — A0 da tang m < n. On suppoms que § — J0° admet une
trivialimation, peuton prolonger B — J07 en un sone-fibrs veckoriel H — D de £ — D77
Exercice 7. — Monbrer que T et orienbable.

Exercice 8, — Exdsbe-til 1me immersion du ruban de Blsbine M~ dans B7 7

Exercice B — Soient M et N detix varisbss shablement parallelizables. On suppos= que M admet
im champ de vecbsims parbout nom nul. Monbrer que 3 = N esk parallelizable. En deduir= que
& B° agk parallslizable.

Exercice 10, — a) Montrer que le produit 8™« 577 za e danme Bt
b) Mombrer que boutt produit de sphires 8™ - 2 B za plonge daps Bt +met]



Chapitre 3

Petit nécessaire de théorie
homotopique

3.1 Tyvpe dhomotopie, groupes: d' homotopie

3.1.1 Tyvpe d’homotopie

Definition, — Dei applicabions contimies f, #/1 : X — 1" zont bomotopes 5 il excizks 1me applica-
Hon conbimie F: X [0, 1] = ¥, Fi(z) = Fiz,s), telle que Fo = fo, 71 = f1. On nobe alos o & f.

Definition, — Scdent X, 17 deinc espaces topologicques, une application F : X — 17 e=t tmne
equivalence d homotopie 'l exdste une application ¢: 1" — X telle que Fogrm y eb oo Fr oy,
O dit alors quie g est i inverse homedopigue de Febque X et 1 sonk bomoetopiquement sguivalents,
on nobe X 21

Bien =i 72 st une telhbion d'squivalence.

Definition, — Un espace X est dit controcklesi X /2 {pf}, ou, de= maniere squivalents, =i idx =t
homobope 2 'application constante e : X — {p} C X,

Definition, — Un espace A C X est un rétmct por deformakion cu sens fort de X = il eccisbe 1ne
bomobopie F: X w0 [0,1] = X, appelss la deformation, telle que :

1y Fiz,0) ==z,

2y Fiz,1) £ 4,

J Filztl=xsxs 40241

Si I'on exdge que b condifion 3) soit matisfaite seulement potr # = 1, on dit alots que A ek un
rebract par déformation. Par défimition, s A et 1m rétract par déformabion de X, alore A /2 X.

Exermple 1. — B [0}, Scient i : {0} — B" linclusion et r : B* — [0} I'application consbanbs,
alots v 0= idjg) et ior & idp. par F = fide..

Exermple 2, — B 0} &= 8771 Soient ¢ 51 C B {0} linclusion o + - B [0} — 87
= xf|z|, alore r ot = tdg. - ek 0T A2 rdp- Jo} pat Thomobopie Fi = (1 -4+ 4r.

1 Exermple 3, — B¥ Drcibe 2 81 B2 It e 81 B [, o pe} 72 vi B
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Exemple 4. — Tout groupe de Lie (de dimension finie | s= refracks par deformation sir in sous-
groitpe de Lie compact, en particulier : Glin, B) /=2 Ofn), Gliin, E) &= 50(n), Gl(n,C) & [(n).
3.1.2 Groupes dhomotopie

Fappeloms que 1'on nobe mo( X)) 1'stsemble des composantes commesces par arce de X Sodentn = 1
et oo £ X, on pos=
.'r“[.'{,.ru:u:l=m[f'c'[f",ﬂf“,:{,.rn:l:ll

ot O X, AV, B) = {Fe X, V) | F(4) C B}

Proposition, — S n = 1, l'mesemble 7 X, z0) est an groupe. il est abélien sin = 2.

Démonstration, — On note (z,p) £ I" 1w I, Ia boi est celle de la concaténation

I TE- Y/ B P ¥
_i"-]'l'_i';_"[rlﬂ.nl_{ _ﬁ_—.[_‘rl'}y—l} E-'-EI'_"]'"I-'!

L'slément neittre ext 1'application cotebatbe « @ I — {zp}. L'excamen du dessin cidessoie montrs
quiz limrrete d= [:,y::ll— Fiz, y:l e=t [T, y:l — fiz,1 —y::l.

X
i —

= Y _— = -

o vz 1 - Vo1-y
f'ﬂf'—é &

n° L'ammocinbivite ast E'.'.Hd:be, polr 2 la commitativite resiilbs de l'ecamen des ql.ia.{:h:

demmite ot demmoiis,
| I —

-y O

X

Le grenmpe 7o X, o) est appels le n-isme groups d' homotopie de X bass en g, Toube application f
(3, za0) — (1, po) induitune Aache 70 f 7 (X, z0) = 7 (1 o) par composition [a] £ 7 (X, zo0) —
[foa] € 7alY, po). [l et facile de vérifier que cebbe Hache estun morphizsme de groupes. D 'ankre park
Tl O] = 7n fOmnget Tatdy = tde_ (% 200, Attbrement dit 7, et un foncteir coratant Bien sir, =
FolX zo) = (V,po) est une dquivalence d'homobopie, alors 7, f et un issmorphisme de grovpes.
Reécipmoquement, tne application contimie f @ (X, 1) — (1, pg) qui induit un somorphisme de
groupes 7, f 7K, zq) — 7,01, o) pour tout n = 1 et ume bijection pour n = 0, est appeke=
ime eguivclence d homotopie foible Il exizbe 1me cabsgorie imporbanbe d'espaces opologiques pour
laquielle lex squivalences d'homotopie faibles sont des équiralences d'homotopie, o= sont les CW-
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3.1.3 CW-complexes
Déﬂniﬁm. - U:D C.I'I'-EGFEPIEEIEEEE 111 'I.1:I:|:I.|_'|:I:| n:]-én:u:nbr.:.b].e :'i.- = U:'i.- r“'l l\:i'iJ H

1) X% agt i ermemble discret de points (les (eosliules).

2) X[ s'obbient a partir de X1 on “attachant” des disquies { D0 }ag 4 (les ncellides) 1=
long de letits bonds, Précisément, il asdsbe tin shssmble d'applications f. : 407 — x=1 o

X = xn=D T o2 (falz) e =)
agd
On met, bien enbendi, sir iy bopologie quictiet.

A1 X est mmmi de la topologie faible i = I C X esb oivrert 5 poir bout n :I:I,HI'I:{[""-\:EE
cirrett (et done F est ferme 5 pour boubn = 0, F O ."i.'r""cn'hfcm':é:l.

La borne siuperisire des dimemmicons des cellules esk la dimension du CW-complexe, les espaces
ey . n-squeleites. On monbre facikment que chadquie celhile de X est conbeniie dans un
soiE-complexe fing de X, Cetbe propriebs est a l'ongine du C=closure fimbe d= CW, 1= 117 proerient
de Weal topologie = topologie faible.

Exemple 1. — Toik graphe est im OW complece de dimenmion 1.

Exemple 2 — Un CWomplxe ayant une Ocellile &t 1ime n-cellule =t dowk 1'application d'atha-
chement ==t 'application constants = : 571 — 0 — cell el e est homeomomphe & une sphére 57,

Exemple 3. — Void une autrs fagonde vwoir 5 comme un CWcomplese. Prendre X, = [V JU{ £},
atbacher deirc l-celhiles pour obbenit X1 = 1m dquateur, puis atbacher den *cellukes pour obte-
nir les deirc hamisphetes,

Exermple 4 — Un structure W sur T2 s'obbient en prenant X190 = [}, X1 = upe latitude
et 1me longitnde 7 simbetseckant en X puis on atkache ime 2-cellule selon a fa=13-1.

Exemple 5, — Toube trangulation sur vme varists fournit une sbruckure OW s la anste,

Exemple 6, — Le CWomplexe avant une Ocellule et & n-cellules ot dont ks applications d'at-
tachement sont boubes constantes esb homeomorphe au boucuet de sphates '-.':‘=]ﬂ" .

Theoreme d= Whitehead (L048), — Sotent X & V deuz CW-complezes e F: (X, o) — (1, o)

une equivalence d homotopie foible, clors F est une equivelence dhomotopie.

On admet ce rezultat, menbionnons azalement que toutt espace bopologicque 17 admet une appreed-
mation CW, c'esba-dire qu'il edske un CW-complecee X ef une squivalence d'bomobopie faikle
F:X=7

3.1.4 Calcul des groupes d'homotopis

En genetal, il s'agit d'ine tache haitbeinent non triale. A 1'hetire actiells, on he connait boiijoits
pas= s le= Eroiipes d'hm:'b:hpie e np]:fere::, il e=t cotbex facile de modrkrer = mgl:ﬂn:l =0m=
k< netw, I:ﬂ" :I = __.-I e tevanche le= chomes devieiment ardies pouar r,._|.|¢I:5" :I, =0 I_-J.'i:-:i:r\c:iu:e
k! projposs d'etabliv =j r'gl:ﬂj:l = __.-:I. Porar un aspacs ‘b:hpol:g:l.que qudn:u:u:que. le calciil estk p.:.r.E:nis
facilits =i l'om dispose d'un fikes F — X —. B. En eflet, contraitement a 1'hoimologis, on a 1me
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siiite eccacks lomgie
— Tl Fl—= mq( X)) — s B — 7q1l Fl — - - — 7olF) | e 2 ol B

| L'ecackibide ai niveann du o signifi= que I'image de la f2che a gaiiche =t 'image reaproque de
la compomant= contenant k= point basz= de la fache a dioib=). Une application direcks de cetbe mint=
i:-:.:.cbemcu:‘hrequesi. K 2 X esb b recotrtement d'un aspace comileEies :'l-l.:.].acm rnl::i-:l —+ rnl:."l-:l
m‘hi::ja:ﬁ'.'esi.n=1 =k 1in :'m:u:'n:u'.p]::'m:'lesi.n = 2

Exemple 1. — La fiktabion Z7 — B — T™ perimet d'obtenit : = (T )= I8, 7 (TM ) =0m k= 1.
Le ca=z n= | domwhe hoiis lex groiipes d'bometopie d= 51

E:nernp].n: 2, — La fiktakion d= Hq:hpf 85— — & Pi:n:nei: d'obbenir mkl:ﬂg:l = :\34_.‘[5\'] poiar
toist E I:I =n Pu:.rh.cu]:.err:—l:ld:hm:e —\gl._f I— —|3|'53|— T

3.2 Classification des applications

32.1 Homotopie libre, homotopie basée
Soient X, 17 deuix espaces bopologiques, on pob=

[%, ¥]o = =al S X, 20, Vg ll), [X, Y] = (S X, 1700
En particubier =, (1, @) = [B7, 1],

Dafinition, — Soit ro £ X un point base ot sofent o @ [0,1] =1, /i, At X =1, on dib que fi
ext brement homotope @ A le long de v, =il edebe 1me homobopde F @ X o [0,1] = 1 balle que
Fl,01= f, Fi.,1l1= f1, Fizo, 4= uif). On mob= fo=, A

Buppesons w(l)= wil) =po i e. [u] £ 711, po). On dEfnit tne ackion du 71(1, po) sur [X, Th en
pemant [u][folo = [f1)p ot fi est n'imporbs cuelle application telle que fio co, f1. Les propriebds
siivantes (admizes| monbrent que= cetbe ackion ==t bien definie= :
Fl.- (Existence) Scient & @ (X, x0) — (V,po) ek [0,1] =1
avec u|l) = go, alor=s il exdste F1: X — 1 falle que fooy f1.
F2 - (Unicita) Scdent fo o, A1, foody fo, v v (rel 7)), alors
A Seanatmu Disf1y 2.
P2 - (Mulbkiplicati~ite) fo o2y f1, froe, fo= oo fo

Theorame, — 5 17 est connere por arcs © [X,V]o,/m (V)= [X, 1]

En particulier, =i 17 est simplement connesce, le foncteur d'oubli [X, 1) — [X, 1] et bijecti. ce
théorame dit avesi que ke 7901, pp) agib sur le =, (1 pn) ob cue le quotient est [57,17)

Deéemonstration, — L'inchsion C9( (X, 250, (Y, po 1) C C9 X, 1) induit une application, dibs “d'ou-
bli", au nirean du 7 0 T [X, V] — [X, 1), I est clair que T [u][ flo) = T([f]a) done T pamse an
cuickent.

D'avtre part T{[fok) = T([Ak) implique qu'il exdste © : 7 — 1 tal que fo o2 A, 6 e [fAlo=
[r_'] [_ﬁ:u]n:u et ' est mjectire.

Boit [g] £ [X, 1], om hote g1 = gizo). Puisque 17 est comneccs par arce, il exdiste w: [0,1] — 17 el
que v0) = g1, w(l) = po, d'apres PLil exdsbe @ (X, z0) — (1, po) bel que F ooy g done [f]= [g] 1
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e I I: [ﬁ:.}:.l = [5] O

Definition, — On dit que 1 esk n-simple =i poir boitk point base go £ 1, le 7101, po) agit trivia-
ledre it =it r,.l:'.l:'I E.'l:ll L'eup.:l.n:e 1 a=t Ez'mplfe E il e=k n-Eimple poar btk .

Example 1. — Tk espace simplement connesce st n=imple.

Exemple 2, — L'ackon du = (1) sur luimeme est donnes par la comjugaizson : al #) = afa—?,
aireE un espace e=t l-simple 5 =t s=ulement 5 71 (1, g ) ==t abeli=n poir ot gy £ 17

3.2.2 Clamse fondamentale d'un CW-complexe

On suppose désormmaiz que 1 est commece par arce, en parbiculier = (po, p1) £ 17, 760V, o) =t
76l 17, 1) somb iscmorphes, on ne mentionnera done plis l= point bas=,

Definition, — On dib que 17 est n-conneze | 7017 = O poix bouk & = n.

Goit p: 7, (1) — H,(Y,I) l'application naturelle defimie par pf[f]) = £,[5"] o1 [57] représente 1=

generateir de H (5", D) |donpe par l'odenbation). En genetal, cetbe application n'est ni injeck-re=

m mijective, on a neanmoins 1= resilbat miiqant.

Theoreme d'Hurewicz (- 1835), — L opplication p est un morphisme de groupes. Pourn = 1,
s MY ) [mIY), 7Y — Hy(V,I) est un isomorphisme e si 17 est n-connere. n = 1,

o
g imelY) = H Y | I) est an tsomorphisme pour dboud 1 £k < n4 1.

On nobe desorimais n ke phis grand enler pour lequel 1 soit (n — 1 Foonnexe. Le theoreme des
coefficients vmrersels permet d'scrite une suite d'isomorphis-mes natimels :

Hom(= (¥, 7 (Y]] & Hom(H,(V,T), = (Y1) & H™ (¥, =.(¥]].
L'image de 1'td £ Hom (7, (1), 7,(1 ) dams AT, 7,11")) par ces isomotphismes ek nob=e A1),

Definition, — Soit n l= plus giand enber pour lequel 17 scit (n — 1)-connexe, La clamse A1)
HYMY ,7al1)) est appelée la closse fondemendale da 17,

im

Exemples, — A(F) = [57], AB" « 5)= [8" = [}]+ [[+} = 57].

32.3 Théoreme de Hopf et sa généralisation
Le thecteime de Hopf petimet de clamset le= applications d'vun OV complece date 5 a condibion
qie 1n ditnetrsion dit CW-cotnplete soit infétistite on égale & n.

Theaoreme de Hopf, — Sezt X an OW-complere. On suppose que dim X £ n ou gque n = 1,
alors :
[*,5] — H"(X,I)
7l = ]

est une jeckon.

La theorie de 1'obskbiickion permet d'obbenir la geperalisation surranbe .
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Theoreme de clamsifi cabion des applications, — On note n e plas grend endzer pour leguel 7
E'E!' [T.| - l:l-fﬂﬂﬂfl'f. E‘ﬂ!!’ :{ amn C“I‘I'-L-ﬂmpl!ﬂ'f !'E'l! Qe
Wi=n HH(XmY))=0
Ti=n H'YX, w1 =0,

clors :

[, 7] — H“[f{,rﬂlll':l:l
7] +— FUAIY)

et une jeckon.

3.3 Appendice : Homologie et cohomologie

3.3.1 Homecologie singuliere
Cn appelle g-simplere, I'enmemble :

A= {{fo ko) SR | T, 1 20)

Les fonctions :
falE Ag-] — AT
ifo,...fq—1) +— (fo,...tm =1, 0,fm, .., fg—1)

soitk appeldes les app bootions de foce.

Definition, — Soit X un espace topologicque. Un g-simplexe singulier de X est une application
(contimie) o A% — X,

On note 5;( X, Z) le Trmodule Lbre engendre par ks g-simpleses singuliers {o : A9 — X}, Un
elément de 5 (X, Z) s'scrit done comime une somme formelle (finie)

Zi_ gt

wit a; £, o5 £ OO A%, X). On définit une application “bord” & : 5, (X, T) — S,_1( X, T) par :

L
dle)= 3 (-1"o0 fI,

m=i

On veérifie faclement que &, _y o d, = 0. Le g-ieme groupe d homologie de X ¢ ceeffidents dans T
ext ke quotent :
H (X, Z) = ker &, ftm 8,4

Une application f: X — 1 induit ime application :

Fio E(XI) — ST
=4 — fﬂa’

et indnit 1m morphisme (de T-modules) -
Fo=Holf) : | X, T) — H(V,T)

Onade plus B, (Fog) = B, (flo H,(g) =6 B (idy) = idg (x
oorratiatk.

autrement dit, 5 estun fonck=ir

=
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3.3.2 Cohomelogie singuliere
On pose 89X, I) = Homz(5(X,I),T) et 4, : (X, I) — & X, I) defici par : (dalie) =
|.1I:-5"+]a':l. Le g-éém: groupe de mkumufn.yz'e de X o cEE‘_f,E:z'm!'E done T ext la qu:hﬁ.en‘h :
HYX,I) = kerd/imd,_;.
Une application f : X — 17 induit une application : % : £ (¥, I) — 5 (X, I) par (fla)le) =
|:|.I:_;'"ﬂ :.r:l. Clebbe derimiers .'.'I.PP].'i.C.l“:i.l\:m pa=sms an qmﬁﬂ:k et inchitk i m:hrp]:ﬁm:r.: :
Fi= HYF B Y, T = H9(X, D).

On verifie que H9 et tin fobcteitr contraatiank, L e HY(fog)= HY%g)o HIYF) b H9(dy ) =
H.F.“II'."C.:'I'

3.3.3 Théeoreme des coellicients universsls

Diamz la construchion de I'homologie =t de la cobomologie, on peib templacer le groupe des co=fi
cents = par n'mmports quel grovpe abali=n & et obtenit ans d'aitres groupes de d'bomologis =6
de cohomologie, nobes 5 (X &) ot B9 X &) Engenstal — ot meme 5 &G = T- H9( X &) n'est pax
Homz | H [ X, Z),&), neanmoite, il ¥ a 1 morphisme naturel 7 B9 X &) = Homz | H (X, 2, &)
donnea par : 3 [a])(fp]) = alz).

Theoreme des co=fBoients universals, — On ¢ ane suite ezacte -
00— ExtiH; 11 X, D), &) — HY X &) A, Homz| H (X, Z), &) — 0

Airei 7 aek mrjeckive ot son noyan est ke groupe abelen Exf(H, (X, I),&). Vaoid quekjves va-
l=iire itkiles poiir Exfl., ) :

Er#{Z,G) =0, Ext(T.,G) =G/nG, Ex#{Ta, T) = Tn, Ext(Tn,Tn) = Tu

ave: d = pgedin, m).

d3.3.4 Cuelques groupes d'homologie

Tout d'abord une propridts imporbants © les homologies et cobomologies singulieres de deux espaces
homotopicquerment dquiralents aonk isomorphes,

S X est contrackle : i
R R = =0,
H,;l,‘i,Gj:H“l,‘t,G]:{D o

S M st une varieks de dimernsion m alors :
HIMG =H MG =0 sg<loug>m

S M et comnees
Hul M, G1= HY M, &= G.

Si M est compact= et orientable :
H (MG=H" MG =G

de plis, powr ok 0 =g = om, H M &)= B M, &).
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S M esk compachks et non otienbable :
HolMGl=oG={as G| Za=0}, HMM G)=G/25.
Si M e=t non compack= :
HolMGI=H" (MG =0.
Exermple 1. — Laspher= 5™

H, (8™ T)= H8™ I) = { O =0=g=m,

Z mg=0cug=m.

Exermple 2, — Le for= T

P . .
H;['['C',__.{|=H“[’[‘:',__.-]={ =, mag=0cug=5
T mg=1
Exemple 3. — L'espace projeckt BF™.
I Hg= 0ol g=metm impair,
H(BP™" Ii=+ Lo sigimpair, l<g=m-—1,
0 sgpair, Zigom
Z =sEg=0 ciig =m et m impair,
HIPPF™ L= ¢ 0 =sgimpair, l<g<m-—1,
Ly sigpar, 2Zgzm

3.4 Exercices

Exercice, L. — Comsbisre im COWcomplexe de dimemmion 1 homobopiquement sqiivalent a
B (DU D) ol D et Do sonb deaz drodbes

a) disjomtes,

b ayant un point cormmiin.

Exercice, 2, — Pour monbrer que deirc espaces Xo, X1 sont bomo bopiquement equivalents il e=t
parfois commode d'mbroduire un foisiéme espace 117 conbenant X e X7 et de montrer que lesin-
clusions Xy C et X C T sont des equivalences d ' homotopis, of done par tamsmteeibs X, 2 Xy,
THlizer ceci pour montrer que ;

al BluTr B v E (les exbiémibes de T sonk atbachees & deitc points distincts d= 51,

b & v E s 5N, 5] la sphere pinces,

<) B T U(DyU Ds) ot Dy est atbaches 3 T7 l= long d'un fquateir et Dy e long d'une
latituide,

Exercice, 3, — Décrite une struchse de OW-complee por BP? comporbant une celhile dans
chacque dimensicon 0,12,

Exercice, 4. — Cakuler 7 (EFPZ) pour k=0, ..., 3 En deduire que 72(57) = T (on rappells que
TV ext diffscamecaphe a BP).

Exercice, 5, — Monbrer que la variebs de Shiefel 75 ¢ esb (m — k& — l}Foonnexe, En déduire que

~GE, L )=0sm =2

Exercice, 6, —Scibn = 2 et X = (5 = [@ 1]} ro oia (2,00 7o [Tz, 1) avec T : 5" — B |a réflexdon
de B A travers B Montrer que X n'est pas n-simple.

Exercice, 7. — Déberminer [EF? T of [T7, BFY].



Chapitre 4

Le h-principe

4.1 Relation diférentielle
Deéfinition. — Toith asts-etmetmble R C JY A, N) et appelé tne relation différentielle.

Dame ce coitiz, on he commidete que des telabions diffs miabielle= 2 C .:r:ll:."l.rI N qui sonk de= e
pace=s tobal de fibtem sur & w0 V. On a dohc tibe ijecﬁm D R —= M2 N et des fibte=
Rep=v"Yzp € O(TM TN

=8 N=F 78 =82 F « JBE) =8« B (BF). Une
application § : 51 — B et une immetsion = o selement s ' =0, 4. &, pour bouk £ 257

iz e 8w B (B (000} =T
L'ezpace T fikre trivislement sur 5« B, c'est tme relation diffstentiells dite des immersions de

- L)
& dans B°.

Exemple 2, — S0t T =Wz peare wlz g C J]I:.‘l.r, N avec :
I.,= Mono|T M T,N).

L'mp.:l.n:e T fibte sur AL ."--I la fibte ail de==iiz de |:I|E|':| ebank I:.J-" Bien n.'l'.'u.'I _;'" M= N oe=k
ihe ifrimersion =i ek seilement 5 71F S T(T) et l'espace T est appek la relotion differentielle des

imm:rﬁiuns I'_'-E' ..Ila.r I'_'-I'_'HE :'l-.

Exemple 3. — [mmetsions dont 'application de Gatiss est contrainte. Scik A C &, 1 sotis-
ehsemble de la grassmannienne des m-plnes de B". On pose By =Up enrap=- R, © JU AL B
o

Ry, =1L o(T M BY)| LITLA) = A}

Une application f: M —F" ez une immermion dont l'application d= Gates= & W —Gram =t a
valeir dane A = ot petllement = 7 F £ T(R.4). En particulier, s B" =B ™ =C™ at :

Ar = {II € Grog o | 1 = IO} alerz Ry, est la relabion difffrentiell des immersions com-
plezes,

Aroe = {II € Gra, ., | (1L L IT} aleas R4, ==t la relation difffrentielle des immersiomns
lograngiennes,

Arg ={0& Gra,, [(INI={0}} akor= R ;__ est la relation diffsrentislle des itmmersiones

totclement réelies.
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E:nernp].n: 4, — Imimetmons ﬁméh'i.qu:u. Sodetk I:."lfI 5] =k I: ."--I rz:l detiz vatisbes Hemannienne=. On
poms Tira = Wz pig ar Iiml:.'l.'l E.-:I T

Toalz,w) = Monolsol| T M, g ), IT,N, 12

)

Alete F: (M, g) — [V, k) est isctmébtique o et seulement s §1F £ T(Tiya).

DéfAnitian, — Une solution d'tme relabion différertielle B ¢ JYM, N) est une application
F oM — N belle que 715 2T(R).

On nobe 5 () 'espace des scluticns de B (mmi de la bopologie induite par c=lle de &1 (3, ¥}
et TR 'empace deg seckiors de . On a ube application :

Jo &dR) — TR
F = j1F.

-

Definition, — Une relation differenbielle B sabisfait au b-principe =i pour boutke seclion o« TR,
il mxdisbe 1me homobopis de sectlions o S TR ) telle que on = @ eb oy £ TSR] (i 2. il sk
FiM =N telle que 71 F =1 = TR

Clathe defimbtion équirant a demander que l'application J indiuize 1ne mirjeckion au nrreau di 7o
TolJ) o moldel R )) — molTTR)).

Definition, — Une relabion differentiells B zati=fait au b-principe J-poremetrigue si R sakisfait
au f-principe et = pour boute famille de sections o = T(R) telle que oo = 1o et en = 1A, 1
ecciste 1me homotopie H : [0, 1]:' — IR} t=lle cque

HD f) = oy, His,0l=0p His,1i=op, « Hil {i=75.
Cetbe défmition squivatt a demander que l= groupe =y (DIR), Sol{R)) moib trivdal Ced implicque
que l'application J induit une bijecton au mvean di 7o wolJ) ol SaliR)) N alDIR).

Definition, — Une relabion differenkielle 7 satisfait au k-princpe poremetrgue s J @ Sel|R) —
TR est up= equivalence d'bomotopie faible.

Mobons que st M est compacks, JU M, V) est metrizable, par conssquent une squivalence d'home-
topde faible est une equivalence d'homobopie,

Exemple, — Les proposibions qui petmetbent de démontrer ke theoreme de Whithe - Graustein
montent que la relabion difsrentiells des immetsions de 5 dans BY zabisfatt au h-princpe 1-
parametrique. [1 n'sst pas difficile, xrec les memes idees, de monbrer que cetbe relabion diff renkis]ls
sakisfail en realits an k-principe parametricque.

4.2 Les theoremes de Gromov

AcTion oE DifF(M) sur JYM, N). = Soit o = DifF( M), alom o agit sur J (3, V) par :
wilz m L) = lwlz), g Lo daiy).

Si F esk belle que ;1 Fiz) = (z,p, L) alors

1

el (=) = felz), £l2), d odan ] = P Fow™)ipiz)).
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DifAnition, — Une relation difirenticlle T et Di £7 M b inveriente si peur botk o £ D £ A0,
(R =1,

Pattrd bottbes ke relatiots vies précidetntnet, setik la relation difiéresbielle T des itntoewichs esh
D¢ £5( M )-irrearianbs.

AMFLITUDE D'UHE PARTIE TOE BE". — Soit A CBE", on note Conul A, a) 'emrreloppe cotrraxe d= la
composantes comexe de A qui combient a.

Definition, — Une patbie A C E" sk cmple sl poir boitbt e £ A ona : Convld,a) = BE™ En
particilisr 4 = ) ezt ample.

P . O .
Fi - ——— T
i | i L
| ; / N
LY N { | b [l
kY ——— | | LY i I}
b "1 ! A i
K"\-. A___.-' e A K\.___ ) __,.-A
= S

A n'=st pas ample, A et ample, A n'est pas ample.

Exemple, — Soit F in mis-espace vackoriel de B" | V'sspace complmembaite B" | F ezt ample =
et metilement s Codim F = 2,

AWMPLITUDE D'UNE RELATION R C JY(AM, V). - Localsment JY A, V) g'idenkifie & :

SETRYESTERE o S ESTERTE | b

1=1
oii I et ) sonk des carbes de A ab V. On nobe I:.1.'I By E1, ..., Em :I i alsment de= J]I:n!-l"l 'I.-:'I e‘l:cnnpcﬂe :
JHU VIt =1z, p,01, . wmo1) )

aimei JYUW, V) = WV 2 BT On note pl la projection sur le premier fackenr et Ry oy ©
JUL V) limage de ® C JY M, V) par l'identification locale . Schématiquement, on a
Ryy —  JHU, V)
| 7t
JUL, VL
Enfin,m = £ JVW, V4, on poee : R, = (pt )z I NRy 4

Definition, — Une relabion diffstentialle 7 JY 3, V) et cmple = poinr botibe identification
locale JU V), ot poir bout = £ T, ViE, R, et ample dans (pri—3{z) o B0

Remargue, — Evidermiment, ca ne depend pas de la carbe choimie pusgil'on le== prend botites. .
Propomition, — Le relekon differenkelle I des tmmersions de W™ dans N est ample sin = m.
Démonstration, — Sait J (L, V) = I« V= [[ oy E™ une reprézentation locale. Alors

iz, w1, vml ERuy = (u1,..., vm) esk libre dans B,
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Beit - = [z, p,v1,..., vmo1) = TV, V)L
1:I &4 I:r.'_||...I r.'m_]:l soirk lite aiteime b :i.'n:]ép-ﬂ:d.:.n‘h alote
vy £ (oL~ 2] eek dans Ryy == vy EVediy, .. ,vng)=10
—_— U EE".'_H.

Adnml R =Ry pnipt)z)=F" I Or h codimension de [T esbn — (m — 1) = 2, donc .

PV 8i ey, by ) sont liss alors B, = 0 ok done B, ezt ample. O

DEwy THECRELES ASSURANT UM R-PRINCIPE. — Une varicts ast dibe fermeée =i elle est compacts
sars bord, elle eet dite cuverde 5 acimne de se= composantes connecees n'est fermee. En parbiculier
iune variebs commese donk le bord ek non vide est owrrerbe,

Theoreme 1 { Gromov 60-T1), — Soit M une varicte ouverte ef R une relofion différentielle

ouverde et Di fF M )-inveriente, clors B setisfoit ou h-principe poromébrigue ie.
JoSR) — TR

est une equivelence d homolopie foible.

Ce thecteme est admz, =0 revanche la demomstration du prochain theorsme occupera boube la
legom WIIL.

Theéoreme 2 (Gromow 60-T3), — 5 R est ouverte et ample. clors R sotisfoit cu h-principe
poromEiTiguE LE
JoSR) — TR

t une equivalence d homotopre foible.

(-3

Remargue, — Id, pas d'hypothése mrr la wriéhe M.

4.3 Le théoreme de Smale-Hirsch

T]J.éﬂl‘l‘ﬂ.‘.ﬂ.l! d.E Enmlc-l']'_h'ul:]:.. - Gﬂ SUPPOES QUE TR <, T Ou. EE- m = n, gue ..Ila.r E‘E* IJEIE'E?'-I.'E.
L 'epplication

J: IM N — MondITM TN)=TI(I)
£ —_ g

Bl

et une equivelence d homolopie foible.

Démonstration, — 11 est itmmédiak de constaber que T C JV {3, V) est otrrette . On it ates
qu'elle st Dh F( M jdmraniant= eb ample. [ suffit done d'appliquer ks theoremes de Grome-. O

D45 o 5 EST PARALLELISAELE ET V = E™. — Il v a im homéomotphisme (oon natitel] anbre
l'=zpace de= monomorphisies de B™ dais BE™ 2t la vatists d= Stiefel 7, 5 des me-teperes d= B
Etant domnes 1un repare (c1,...,vm) de B™ | on definik :

MonaslBF™ E") — Vam
L —  [Liea),...,Lleml).
Pitizqiie M ast parallzlizable il eisbe vnchamp de repere= global (o4, ..., v, ) s 3 et im homme crmorp hisme
LIy — T, )

g — |z loolvylz)), .ozl ().
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Corollaive, — Soit M pomllélscble (m = noum =n & M ouserte) alors I(M, V) est faiblement
kﬂmni‘npiqum:n!‘ Eqﬂimf:r& a E“'[H,‘I;,m:l. En pzrﬁ:uﬁer toute voriete pzrﬂl!EEu chle admet ane
immersion dans B™H (B™ 5i M et ouzerde Jet

ol T(0, ™)) 2 [, V5, ).

Demonstration, — En eflet (M, 14 ) conbient boujours les applications constanbes =t par
conzequent n'ast jamais vide. O

Hemargque, — On amit deja modtrs 3 1a legom IT que 5 W admet vune imometsion dans B™ aloes
M e=t parallalizahle.

tj!ﬂl'ﬂllﬂil\!. - Tﬂﬂi‘ﬂ' HE??‘E"’!‘E"’ IJ?T-E?'I.!'EEII!E I.'n.rE rﬁmmuinn S E 'zmm:rge d’Eﬂ.E E‘ |:IE3 EE‘ IJEIEE'?*E_{I.

En eflet un peu de theotie homobopicquie montre que boube varists orienfable de dimension 3 e=t
patallelizable 1

t:'ﬂl'ﬂl].ﬂil\!. - Sﬂ!!‘ ..Ilf e WHHEPFEEIEHEPEFEI!EI!EEEEII!E EI!IJ?'E ..Ilfll {"I:i} Ed’mﬂ* une immminn JEFLE
|

CAs off M EST STABLELENT PARALLELISAELE ET W =Fm+1 _

t:‘!ﬂl'ﬂ].].ﬂil\!- - SE ..Ilf EE!’ E*EHmEﬂ!’ FITEI!I!HEEEHE ..Ilf Ed’mf!’ e immﬂ'uinn d’E?'I.E Em+] - .DE PI!EIE.
I(M, B et faiblement homotopiguement équivalent & C°°[ M™, 0 (m + 1)), en porficubier :

ol (M B H ) o [M 501m + 1))

Hemargue, — Dans la legon IT om a alabli tne rédproque parbiells 2t premmier point piisgue
l'ot a mombis qie =i M otishiable admet ithe imimetson dans B+ alors 3 sk stablement pa-
rallalimble. L'hypothess otisnkable s=t indispenmable, BP? n'est pas stablement parallelizable =t
poirbant il exdste dex immersions de BP? dans B2 : la surface de Boy par exemple.

Demanstration., — Soit e le fibre frivdal 3 o« B — M et vy tne sschon parbout non mille de ce
fibre. Commderons :

I Mone(TM,E™H) —  Mone (TM & e E™H)
L — L

ot L est défimd de la fagon suivants. Enun pednt ¢ = M, seit (o, .., Uy | U0 repere direck de T_ A,
(rappelons que i 3 esk shablement parallelisable alors 3 st orientable), on poss=

Lo=L. wsurTM

La(rn) él;i:;:m:: Lt g (Lzlva), .o, Lz{vm), .E._-.;[M:u:l:l soit ditecks dans

Il ext facile de vérifier que T ezt tme scuivalence d'homobopie. Puisque M st skablement pa-
rallelimble, TH & e est trivial et Wonof(TH & e B™) est homotopiquement squivalent a
C=( M, S0 (m + 1)) m|

'En fait toute varists de dimenson trois simmerges dans B
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Paradoxe de Smale, — Lindusion stendord 1 5 — B¥ ot regufz:remen kumu"ﬂpe arored

4

I EED UneE ref'szun de B2

Demanstration., — La :.P]:i':r\e 57 et stablement Pu.r.:.]lﬂim'b].e domae
wol (57, B2)) o2 [B7, 50030 22 = (5002)) /= (50(3)) =0,
car mo| SO0 =0 O

4.4 FExercices

Exercice 1, — La telation difffrentiell ' = p dans JYE, B} satisfait-=lle an bprincipe T Msme
question pour ¢ = p° (boujours dane JE, E).

Exercice 2, —S-\:i-ci.‘i.'.-.|._!—{I'.1:;||:|.'a-\.'l":Ed-'lnﬁd-l ':_:;'-I-::-;-l}.:.".'va:l:l < d <1
3) Memtrer quil exdiste une famille de fomcbioms £, : 4 — B telle que

._ﬁ:,l_I]II:\._I— —I_J.— + g..

i ) - o
'.I'FJI.I]|I:".I= 3 + Iy
grad f= 0.

'I:h:l Em:l.:.'\er de comstritite cebbe farmille e:rp]i.n:i.‘bemi: I:je :|:|':.' Euiis pas .:.::r.i.'.'é...:l
Exercice 3, — Diderire 7ol 7{8, T,

Exercice 4. — Monbrer que la relation diffitentielle des itnimetdens bobalemnent reelles £ : 3 — C™
vérifie b h-principe paramétrique. Déberminer =of Irg (T5,C7)).

Exercice 5 — Upe applicabion @ M — N est ube submersion =, pour bouk x £ M, df - T2 —
Ty IV et surjective, ced implique en parbiculier m = n

al La relabion différenbielle des mithmermons est-alle ampl= 7

bi Blotbtet qise & F 0 M — B =gt ithe sibimesmion alors 3 est oirretde.

¢} Le= submetsicns de M dans B vérifientelle tm h-princpe T

Exercice B — Monbrer U= boiate varisbs presque P.:l.r.:.]lé]:i.m'bl: de ditnermion T E':i.'nmrge dare
FF | ains=i, poir cetbe dimetmion : PP = SF

Exercice 7. — Meonbrer que =i 3 e presque parallélisable alots 3|3 s'imimerge dans Bm+1,

Exercice 8, — On Silpjeome T 1 :|.1:r.|p.:|.:.r QLE].I:E:I :in'.u.ﬁ.:.n'hl:u:l cl.:ﬁﬂel:::ﬂ::l ke immetmions d= E™
dan= B2 7

Exercice B — a) Monbrer qite =il ecisbe iin fibie recbotiel 1 de rang + sie 5 bel quie T 61 soib
isomotphe aii fibre trivial e™ T de tang n 41, alots M os'imimetge dans BT, Baciprogiie.
bi On adimet la tegle d= simplification des sotmines diteckes de fibres vechotiels

Sbn=bdny = LHob,

a condibion que rang(£1) = rangifz) = & > m = dimension de la bazse,

On suppose quil edste une immersion F: 3 — F"V n = m+ 1) aing que r s=choms du fibes
notmal & F, (11,...,00 ), linsairement independantes en chaque poink. Monbrer que W s'immenge
dan= E™.

<) Montrer que BPY slimmerge dans BF ot P, BF® BP® dane B . [ On ne peut pas faire misir:,
on montre que les dimenmions de 1'espace d'artives B" sont les plus basses possibles).



Chapitre 5

L’intégration convexe

5.1 Le lemme fondamental
Definition, — Un lacet g : [':'. 1] —B" F[I:I:I =g[1::l entoure - SR = Canr.'[_q[[l:ll 1]:]:] O {:}

Lemme fondamental, — Soiend B C F™ ane peﬂie guverte. o E R &=z £ C'mr.'l_'ﬂ,a':l. Il eriste
an lecet 2 : E:II 1] bose en o qui entoure = e del gue

: = L EYATH

Demanstration., — H..:.l:pdcd:u = Clonw fﬂ,a:l s'obbent en 1:|th=:|:|.:|.tr|: l'enzeimble des combinaisodes
linsatres »_ appr avec pr S [a'] = composants cofmes par atcs de B conbenant o, *ar = 1,
aE = [':', 1]. Dione il exdske 1 I - A =y P tal= i

Wi
== Z Lk
k=1

et boitk lacet g E:II 1] — T haze an o ot pasmant par g1, .., pv verifis Canr.'[_r,'[[lr_'lll]:l:l O {:} ie. g
enhoitte -,

En general - = _ll-l::l gls)ds. Moboms 5q, .., 55 les bempe oft gis,) = p, et ecdt £ : [0, 1] — B} telle
quie
:i.:l Fo = m o= [Cl, 1] ' Blsy, "i"-":ll
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i) f fe=1,
awves 71, 7 detiz nombres st baime ok Pcdﬁ.ﬁs atrbitratres. Cn poms

1
fe= _L ols) el s
Etant donne ¢ = 0, on peub choisir 71, 7o bels que, pour boub & £ {1, .., N}, on adk ||z — gls )| = e

Comme R est ouverbs, =i ¢ est suffisamiment petit, = £ Convia, ..., zv). Par constquent il exisk=
O<py,,py = lbleque ™ po=1ek:

a W 1
r = ZF": Ik = ZPJ: f F[‘E:Ifk [‘E:Iﬂ!'ﬂ
=1 k= A0
1 w 1
= J{ F[;:l Zpk_ﬁ: [E:IEI!-E = f F[‘:I-F[E::Id"
o k=1 o

it Fis) = [y pefils). Soib -

aeop] — o
5 — L.F[u:lﬂfu.

OnaMis)= Fis) =0, M0 =10, A1) = 1. Donc ) et 1n difféomerphisme crodmant de [0, 1).
Effactiions k= chamgement d= variakble 5 = ..'-'u_][i:l c'egb-a-dite £ = 1(s), oh a df = Vz)ds = Fi=)ds

d'ot
=,

Ainsi, i = go X~ convient. O

1 1
gls)Fis)ds = ,{ god )
]

Remargue, — A priori g £ 2,(R), mai il est bien évident que 'on peut choisit g parmi les
“alletm-retoiurs" i, e, l'espace :

RAFR) = {o g DR} | % £[0,1] slf) = a(L —£)},

linb=ret atant que maint=nant oo a afaire ar=c 1N espace contrackhble.

Lemme fondamental (version parametrique), — Ssient E= B« B — B un fibre trizdal.
B=[0,1", R C E ouverte. s S T(R) &t - ST E) tel que -

wh £ B, z(b) £ Conv(Ry, olb)),
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oa Ha= r_ll:b:l M. Alors il exste Iz : [':', 1] — TR} evec 20 = hil)= o telle gue :

|
wh = B, :[bj|=ll|I' Bz, b)ds.
[x]

Demonstration, — [ suffit de rajoiiter le parametre b £ B dans la preirme precedenbes. On decide

de plus, d'apres la remarque, de choisit ¢ @ [0,1] = T(R) telle que, pour bouk b £ B, @ soit dans

2AE (R a
o [B -y,

Hemargue, — 51’ ezt ample, la condition z(b) £ Conul By, olb)) esb avbomaticquement +arifiss,

5.2 Le h-principe 1-dimensionnel
Goit B = [0, 1]™ = [0,1]™ 1« [0, 1] = € = [0, 1] Ondécompose b £ B sous laforme b= (¢, {), c £C.

Theéoreme (k-principe 1-dimensionnel], — Soient E= B« F'— B, BE=C« [0, RC E
cuverte ef ample & f: B — E". On suppose gque B — B admet ane seckon o, clors i eriste ane
homotopie fu B — B felle que

-I_.'I "_-:] - JE'"C‘"U =

2 b (b, f1(b)) est une section de R — B homotope @ o dans TR ).

Demonstration, — Soit o ime seclion de B, pusgqie R is ample, on est dans les condibions du
lemme fondamental version parametrique. I1 exisbe 20 [0, 1] — T(R) telle cue

(1
8fo ih) =J|I' fa|=, blids.
lﬂf il |:| | ¥
ik .
Ffile, £ = fole, 0) + j R0 s),lc, 5))ds
]

ain @ 2 [0,1] = [0, 1] est e fonction que 1'on déterminera dans les lighes qui sutrent. Comstatons
d'abord que f st une solubion d= R pusgie :

A £
ﬁ][c, £l = RIB(£),1c, £1) € Rz

et f1 et bomobopicque 3 fo par (1 —w)fo 4+ wfl, v £ [0, 1] Voila comment choisit # pour obbenir
"_,*'] - ﬁ:'"w‘:‘“ e Fiwnsy >0 sceatd < f1 <6 <. <8 <1 tels que:
il = [:I’k,fk-l-q].:lmf_;l'l.ﬁ‘ = CE
i) > f _qleng(ll=py = 1-1.
Cin pose
#: [01] — [0,1]
0 S
g — £
t — bl
:|!|d+]l— -]
fei41 — fr+ 1)

i, ZESf 4+,

El.fk+lil:f :f'ﬂ+]
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8
L j Fi |
M
l!
. L i
05 AT 1 D47 fp D) fg T4 L

On pose [f] = max{k | I, C [0, {]}. htroduisotes deux fonckions :

El
J.[':|£::I = _i"-|:|[i:||:|:|+1ilzai._ﬁ:|[i:|£k_:ll
k=1
Bl
ke d) = fole,0) + Zj R(&=), (e, =))ds,
k=17
=t rappelons que : .
_F][i:,i:l =_ﬁ:.[:,ﬂj+j .Tz[ﬁ'[::ll [i:,a:l:lda.
]

D va momtrer que 'on peits choisit 1 suffiEamment petit de fagon que -

i) Lo = Il < e/3,

i) 1= Ellce = /3,

i) [k = Alles = e/ 3.
Coimme | est tine fonchon en escalier, l= theoreime des accroisssimenls fins montre que 'on peut
choisir i suffisamment petit por obtenir i). D'aute part

172 = Elle= = L _— | 18(s), (e,2)) s = e Jifs 2]
on peut done choisit 7 suffsamment petit pour obtenir i), Nobons que les majorabions i) =t iii) o=
font pas inberrenit . Pour la majoration i), l'idée est la sutranbe

1
1il-[:I 04 [, £ + 1#}:]55

L B(8(s), e, 5)Ms

" 1

- ) \

1ilf Rl (e, &) )df = 1rEfD (o, fg).
[u]

12

La premiere egalibs s'obtient en faisant le changement de variable # = 8(s) = % Enmidbe om
choisit 7 de fagon qie )

A E:II 1] |fz[£, [i:,i_l, + 1#:]} - .rz[il [i:l fk::l:ll E: e_,l'ﬂ-,

B
|F:[:,£:|—I[:,£:|| = |1inz-[:l J’z[i,[c,£k+1ii:|:|—fz[i,[:,ik:l:lafil
k=1

"i'f.-"'i'—c—: efden =l

1%
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Miortis avems dobe motbré ks points i, §, ebiii. | On potirrait lissst @ afin d'obbenit 1 f C). 1 resbe
maitbeniant A corstritite e ]::u:na‘l::hp:l.e de gectiohs o, : B — 1 ‘hdlequem:|= o ek = I:Ed,ﬂ;_ﬁ:l.
H5H, [':'. 1] —+ rl:'E:I e=t 1ine ]:IJ:ITJD‘IIJP:I.E jc&gmﬂkﬂn =caH= l'z, alots oy I:.:,f:l = H, I:E'I::I’:I,I:.:,:I’:I:I
codvietrh I:acu a identifie o a [':', 1] —* ]:'I:'E :I, 5 El'l:.IJ:I:I. Une talle ]:q:u::u-‘b:hp:i.e H, Pn:hun.:l.ﬂ: = pas
eiber 5 o5 — s, b) n'=lit pas homobope & 5 = =(b) dame By, la remarques qui =it ke lemme

fond atme nhal permet d'sviber cob 2ciizl ot poiiz domne de facks 1'homobopis desir=e, O
o On hoke . T Y -
Al s = maslliflee I 5 e -l 57 llew)

C'ezt la potme CF zame le berime "%_;"C\-u Avec a peine phizs de fravail, on peut remplacer la
conclumion 1) du theoreme du h-principe |-dimensionnel par :
[f1 = Bllees =

Il v a avesi 1 b-princpe I-dimensionnel reladf.
Theorerme I:l'z-]_:u.':i.ul:l]_:lc l-dimensionnel relatif |, — Soeemd E= B« B — B B= (= [':', 1]I
R C E ouverte ef ample & fo: B — B". Soit K C B un ferme tel gue %E‘ £ R sur un ouzerd
WK, On suppose gque W — B odmet une section o o qu il exste ane homotopite oy ETTR) de o
ca dessus de W) telle gue o1 = [1d, % I. Alors il eriste une homotopie fu: B — B™ felle que -

) %u g [':', 1]I Fu = fo sur un ouwert WO R C WURD.

d-::'l "--4'-:I - -'J'-:'"C‘“ e
Sl b= (5,8 71000 est une section de W — B homolope & o dens TR

I'rauu TS PIOpOEons d! TR SceToE T ﬂ 1.1 dmcmhr.:hn:u: dE L= IE'L'I]:I.'-!‘I: =1n E’E\EI\CI.CE 1

5.3 Un theoreme de Gromov

Theoreme, — S0 B C JUM N carerte et emple. o £ T(R) 2 f= bsle) : M — . Four
fout e =0, i existe F: M — N ef ane homotopie o, £ TR telle que o = o, o9 = P F et

".l: - .l'l'-l:I"\‘_""‘| e
Diame cex condibiones, on dit que 7 sabi=fait an b-principe - denme.

Demonstration, — Cn ne domne quie les lighes ditectrices On fraraille d'abord localement s un
orcert cubicquie L =]':|, 1 ["" de M ek un cirrert 1V de V. Lamechion o £ TRy ) C J? i,V sk

@b ih, falb) e i), b)) £ Ry

On ukilize la h-principe 1-dimensicnne]l pottt réaliser 1ne homobopie de o dans TRy y) =k obbeniz
ithe seckioh qui ='inbegte par tapport 3 la detmisre variable. Préciesment, st ot 0 B — JYUW, 1V
l'aPP]:i.c.:.E.n:u: :

bi— (b, falb),walh), . e2m—1lh ],
oh hokte E = B v B" —— B le fiktd trivial obbenu en frank en artisre le fikes JYL, V) —
JHL V)t par lapplication ot . On nobe encere 5 : B — E lapplication deminse pat b — (b wm (b))
Schénnﬁqu:nrnhl of1 ale diagrm sitivant

E=B=Pn JYL WV

= " I

(=

B =L Pt
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S0t & C F la mlabion diffsrenbi=ll obbshie =0 Hiank =0 atter= la telabion 'Ez.-.'p. O vrarifis
it disbement que 5 est otverbs eb ampl, bish =it & ek tne ssckion de 5. Le h-principe 1-
ditre teictine] Pe:n:nd: de realimet it ]Jn:lﬂ'.h:i‘b\:ipiﬂ qui. jq:u'ni:E' A tihe seckion ]:olm:h:m:ique b~ I:.'.'|I %“:I,
atttretnent dit la seckicn :

a5
b= e, £l = (b f1ih),eeqlb), e qth), —— B |.E-||

est un ekmentde TR, ). En appliquant de nouvean cethe meme procedure pour Laxw, erhiste
vatishle, ot cblietd :

ar
"]I.'.'III £ Ruw.

df
b= |, foib),w=ald), . ,x.:-'m_:-l.':lllal_ .'.'|I, g

En remarquant que Ry 1 =st ouverbs et que fo =t f sont (O, 5, TJ)-proches, on peut realiser ume
homotopie de cebbe sackion d:nurl_ﬂul?_ldcﬁg:nﬂ obbenir

g5 b
b= (b, Fa(b), =10, """?'"_ﬂl:b:l'ﬂ.:: ik, éf‘lbll £ Ruw,
et ain= de sinbe jusgia'a obbenit vne sschon completement inkegres . [1 faiit snminte recoller ks mor-
ceairc, cela st possible grace a b vermion relabive di principe 1-dimensioonel, c'estra-dite, =0
fait, & la contrackibilibs de 275 O

Il o'y a aixime difficults dans ce conbedb= a passer dYun h-prindpe= a 1 b-prmcps parametricgie.

Theorame | Gromov], — Seit R C JU M, W) ouverte et ample. clors R satisfoit au h-principe
% dense.

Cela signifie que 5 P est iine variebs compacte e comme im espace de patameties et o P —
TR}, alors pour bowt e = 0 il exishe une homotopie o, @ [0, 1] % P— T(R) telle que o = o =t

o1 P — J(S:I(R)) CT(R)
r — .I:].l:j"

Die pls : mavces ||op — Folles < e, oit g = bala) : P — € (34, ).

5.4 FExercices

Exercice, 1, — Complter la demonstrabion du h-princpe 1-dimensicimel de fagon a obbenir un
thecrame relatif.

Exercice 2. — a) Dotnet the comstriickion gécmétrique ditecke d'tne imimetsion § : T2 — B3
dont lapplication de Gauss ctienbse G (F] : TP — 5 a ime image conbemie dans un roisinage
d'uin hetmisphire.

B) Sait f : T? — B2 une immetsion queloongue. Monbrer qu'dl exdste ine imimeteicn § : T2 — B3
'hdlequ: :ﬁ:a‘hfn-larh‘hrmnrnhlpnm:b:de = mb T () dvibe 1m point de 57,

o) Chie 5= passet-il = on demande= & &7 f) d'enhcr detix points antipodaic: T

d) Question cuverte (M. Gromer) : eciste-t-il tme immermion @ T° — B dont Papplication de
Cates vite ks quatre sommets d'vn betrasdre ragulier nscrit dans 5 7

Exercice, 3. — On tramille dans 1[0, 1], B ot on considére la tebbion différentielle fermee
= {7+ 7 = 1}. Monbrer quee botthe couthe f @ [0, 1] — B telle que |F]F < 1 peik sbte
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approchee au sens O pat tipe solubion £ [0, 1] — B¥ 4= 7.

Exercice, 4, — Echec du h-principe relabif por les immetsions D7 — B, Monbrer que immetsicn
fo: Bl —e,e|— BT teprésentie d-demsotis he peutt pas s sendue on tine inmetsion de D7 dans
B? pourtantle ljetde f peut dtre sbendu en une mction o £ D(T) (T ast la relation diffé mntislls
dem e tsions de D7 dane E:'.II
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