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Le probléme du plongement isométrique

e Un plongement
f: (M, g) S5 EI

entre une variété riemannienne compacte (M", g) et un espace
euclidien E9 = (R", (-,-)) est un plongement isométrique s’il
préserve la longueur des courbes i. e.

Long(f o 7) = Long(7)

pour toute courbe paramétrée C' par morceaux « : [0,1] — M"
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Le probléme du plongement isométrique

e Un plongement
f: (M, g) S B9

entre une variété riemannienne compacte (M", g) et un espace
euclidien E9 = (R", (-,-)) est un plongement isométrique s’il
préserve la longueur des courbes i. e.

Long(f o ~) = Long(7)
pour toute courbe paramétrée C' par morceaux « : [0,1] — M"

e Cette condition se réduit a résoudre un systeme d’EDP non
linéaires :

. of of
Pourtout 1 <i<j<n, <8X,-’8xj>_g”
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Le théoréme de Nash-Kuiper

Définition.— Une application f : (M", g) L', 19 est dite courte (au
sens strict) si f*(.,.) < g.
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Le théoréme de Nash-Kuiper

Définition.— Une application f : (M", g) L', 19 est dite courte (au
sens strict) si f*(.,.) < g.

.

John Forbes Nash Nicolaas Kuiper
Théoréme (1954-55-86).— Soient M" compacte et f : (M", g) C, ga

un plongement court. Alors, pour tout e > 0, il existe un plongement
C'-isométrique f : (M", g) — E9 tel que ||f — fy||co < .
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Sphere réduite

e-¢

Définition.— Une sphére réduite est 'image par un plongement
isométrique d’une sphére unité de E2 dans une boule de rayon
strictement plus petit que 1.
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Un corollaire : I'existence de sphéres réduites C'
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Un corollaire : I'existence de sphéres réduites C'

]

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Un corollaire : I'existence de sphéres réduites C'
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Une construction explicite d’'une sphere réduite

®
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Un scalp
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Un plongement isométrique

© =
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Un plongement court

. fo i
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Un plongement court

© e
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Elongation...
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... par oscillations
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F'(t)

Lintégration convexe

Objectif.— Etant donnés un nombre § > 0, une application
fy : [0,1] — S c R3 et une fonction

r:[0,1 — R*

telle que
vt €[0,1], r(t) > [I(N)I,
trouver F : [0,1] — R3 telle que
i) Vte[0,1], F'(t) € Vect(fy(t),n)
iy Vvte[0,1], |[F(t)]] = r(t)
iy ||F—Tfollco <o
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Lintégration convexe

e Pour satisfaire /) et ii) on doit nécessairement choisir F’ de la forme

F'(t) = r(t)e®

Sp

ouf:[0,1] — Rete? :=cosft+sindnavect:=

2

Ifoll”
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Lintégration convexe

¢ Si I'on veut créer des oscillations, un choix possible pour 6 est
0(t) = a(t) cos 2 Nt
ou N € N* est le nombre d’oscillations et « : [0,1] — R est fonction.
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La CO-densité

e Pour tout t € [0, 1], on pose

t .
F(t) := £,(0) +/ r(u)eio(v)cos2nNu g,
0
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La C°%-densité

e Pour tout t € [0, 1], on pose
t . N,
F(t) = fo(0)+/ r(u)e/®(cos2riu g
0

Lemme fondamental de I'intégration convexe.— Si pour tout
t € [0,1], le nombre a(t) est choisi telle que

]
/ r(1)e(De0s(2rs) 45 — f1 1)
0

alors F vérifie ’

IF = flleo = O(;)
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La C°%-densité

e Pour tout t € [0, 1], on pose

t .
F(t) := f,(0) +/ r(u)eio(v)cos2nNu g,
0

Lemme fondamental de I'intégration convexe.— Si pour tout
t € [0,1], le nombre a(t) est choisi telle que

]
/ r(1)e(De0s(2rs) 45 — f1 1)
0

alors F vérifie ’

IF = flleo = O(;)

Vocabulaire.— On dit que I'application F a été obtenue a partir de f,
par intégration convexe.
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La C°%-densité

Observation.— On dispose d’'une formule pour déterminer a(t) au
moyen d’une réciproque de la fonction de Bessel Jy de degré 0 :

f(t

Graphe de la fonction de Bessel Jj
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La CO%-densité, N =5
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La CO%-densité, N =10
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La CO%-densité, N = 20
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Stratégie

¢
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Stratégie
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Stratégie

o |l suffit d’allonger trois familles de courbes pour allonger n'importe
quelle courbe de la surface initiale.
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Stratégie

o |l suffit d’allonger trois familles de courbes pour allonger n'importe
quelle courbe de la surface initiale.

¢ Si on s’y prend bien, le défaut isométrique de la surface qui en
résulte est moitié plus petit que celui de la surface de départ.
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Stratégie

o |l suffit d’allonger trois familles de courbes pour allonger n'importe
quelle courbe de la surface initiale.

¢ Si on s’y prend bien, le défaut isométrique de la surface qui en
résulte est moitié plus petit que celui de la surface de départ.

e |l ne reste plus qu’a itérer le procédé une infinité de fois...
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Réduire le défaut isométrique

-f()@

A = Gsphere — fo -+ )
le défaut isométrique. Remarquons que

On note

e A = 0 sur les calottes
e A est une métrique sur B.
e A =FEdu®du+ F(du® dv + dv® du) + Gdv @ dv
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Réduire le défaut isométrique

On pose

0 ::du+dv:<< ) Y= (U,

0 ::du—dv:<< y ), ) =(lk,.)

—_ -

63:—dU—<<g)>, - ) =1(Us, )

et on décompose le défaut isométrique en
A = p1ly @ by + polo @ lo + palz @ L3

e On choisit fy telle que p1 > 0, po > 0 et p3 > 0 sur B (C’est possible)
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Réduire le défaut isométrique

Stratégie.— Pour chaque j € {1,2,3}, on allonge la famille de courbes

donnée par ¢; afin de faire disparaitre le facteur p; du défaut
isométrique

A = p1ly @ by + pala @ Ly + palz ® L3

La famille de courbes donnée par ¢4
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Réduire le défaut isométrique

e Cette allongement se fait au moyen d’une intégration convexe
appliquée a toutes les courbes de la famille.
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Réduire le défaut isométrique

e Cette allongement se fait au moyen d’une intégration convexe
appliquée a toutes les courbes de la famille.

e Par exemple pour j = 1, on construit a partir de fy une nouvelle
application F en prenant

= Vo + (U,
Ainsi
Isphere — F(,-) = pala @ 2 + p3ls @ {3

avec pp = p2 + O(x.) et p = p3 + O(x;)
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Réduire le défaut isométrique

e Cette allongement se fait au moyen d’une intégration convexe
appliquée a toutes les courbes de la famille.

e Par exemple pour j = 1, on construit a partir de fy une nouvelle
application F en prenant

r=1/o1 + lldf(Uy)II2

Ainsi
Isphere — F(,-) = pala @ 2 + p3ls @ {3

avec pp = p2 + O(x.) et p = p3 + O(x;)

e Le nouveau défaut isométrique = plo @ o + pilz @ I3
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Intégration convexe « le long » de /4
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Intégration convexe « le long » de />

¢ On réalise une nouvelle intégration convexe « le long » de ¢, afin de
faire disparaitre le facteur p, du défaut isométrique.
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Intégration convexe « le long » de />

Le nouveau défaut isométrique = p5/3 ® {3 + O( Nl2)£1 ® 44
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Intégration convexe « le long » de /3

¢ On réalise une troisieme intégration convexe « le long » de ¢3 afin de
faire disparaitre la composante p3 du défaut isométrique.
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Intégration convexe « le long » de /3

S

NS
AN

Le nouveau défaut isométrique = O(,\,l2 + Nl3)£1 ® Uy + O(le)ﬁz ® Ly
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Ca coince !

e Le nouveau défaut isométrique A n’est pas nul sur B :
A = pily ® by + paly @ ln

avec
Pil<pr et |5l <pe
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Ca coince !

e Le nouveau défaut isométrique A n’est pas nul sur B :
A = pily ® by + paly @ ln

avec
Pil<pr et |5l <pe

¢ De plus, les coefficients py et p> ne sont pas positifs en général.
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Ca coince !

e Le nouveau défaut isométrique A n’est pas nul sur B :

A = pily ® by + paly @ ln

avec
;1 <p1 et |p2| <p2

¢ De plus, les coefficients py et p> ne sont pas positifs en général.

e Ce défaut est rédhibitoire : I'intégration convexe ne peut qu’allonger
les courbes, pas les raccourcir.
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Ca coince !

e Le nouveau défaut isométrique A n’est pas nul sur B :
A = pily ® by + paly @ ln

avec
Pil<pr et |5l <pe

¢ De plus, les coefficients py et p> ne sont pas positifs en général.

e Ce défaut est rédhibitoire : I'intégration convexe ne peut qu’allonger
les courbes, pas les raccourcir.

e Nash contourne cet obstacle en cherchant a diviser le défaut
isométrique par deux plutot que de le réduire a zéro directement.
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Approche itérative

e On construit une suite
fo, Fi1,F12,Fi3, Fo1,F22,Fog3,

d’applications telles que

”gsphére — Fis(s ) lleo < ok

Affirmation.— Siles Nj ; croissent suffisamment vite, la suite des Fy 3
converge au sens C' vers une application F,, C%-proche de f; et
isométrique :

Fc;ko<'7 ) = gsphére
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Top départ !
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Premiére vague d’oscillations
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Seconde vague d’oscillations
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Une sphere réduite
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Le facteur de réduction
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La Terre dans une balle de ping-pong ?
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Structure géométrique de F.
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Erreur
13

1.

1
Eo.75
0.5

¥0.25
0

Une portion de la surface initiale

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Premiére intégration : 8 oscillations
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Deuxiéme intégration : 64 oscillations
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Zoom sur la deuxiéme intégration
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Erréur
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Encore plus prés
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Erreur

Troisieme intégration : 4096 oscillations
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Troisieéme intégration : 4096 oscillations
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Zoom sur la troisiéme intégration
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Erreur
1.13
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Encore plus prés
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La quatrieme intégration : 524 288 oscillations
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La quatrieme intégration : 524 288 oscillations
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La quatrieme intégration : 524 288 oscillations
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Erreur
1.13

La cinquieme intégration : 2 097 152 oscillations
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La cinquieme intégration : 2 097 152 oscillations
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Erreur

La cinquieme intégration : 2 097 152 oscillations
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La sixiéme intégration : 16 777 216 oscillations

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Zoom sur la sixieme intégration
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Zoom sur la sixieme intégration
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La septieme intégration : 536 870 912 oscillations
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Nash-Kuiper unidimensionnel

Lapplication initiale f,
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Nash-Kuiper unidimensionnel

Lapplication f; obtenue a partir de fy par intégration convexe
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Nash-Kuiper unidimensionnel

Lapplication f, obtenue a partir de f; par intégration convexe
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Nash-Kuiper unidimensionnel

Lapplication limite £, (de classe C')
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Matrices de corrugations
e Soit Cx : ST — O(2) définie par

e (849)-eon (£13)

On appelle Cx une matrice de corrugations.
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Structure de I'application de Gauss

o Leffet des intégrations convexes successives est formalisé au moyen
d’une suite de matrices de corrugations :

Ce(u) ;:( c0S Oy (u) sinek(u))

—sinfdx(u) cosb(u)

avec
Gk(u) = 7
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Retour a l'intégration convexe

ni tk

Je

e Notre choix de 6 :
0(t) = «a(t) cos 2r Nt
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Structure de I'application de Gauss

o Leffet des intégrations convexes successives est formalisé au moyen
d’une suite de matrices de corrugations :

Cx(u) ::< cos Ok (u) Sinek(u)>

—sinf(u) cosbx(u)

ou
Ok(u) = a cos(2m Ny u).

e Lapplication de Gauss n., du plongement limite est donnée par un

produit infini :
- > ty
= Ce |-
(7)) (2)

qui est analogue a un produit de Riesz.
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Produits de Riesz

e Ce sont les produits infinis de la forme : <4
- Frigyes Riesz
ur— JJ(1 + axcos(2rN¥u))
k=0

ou N > 3 est un entier et (ak)ken Une suite de nombres réels telle que,
pour tout k € N, |ak| < 1.
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Produits de Riesz

e Ce sont les produits infinis de la forme :

~ Frigyes Riesz
ur— JJ(1 + axcos(2rN¥u))
k=0

ou N > 3 est un entier et (ak)ken Une suite de nombres réels telle que,
pour tout k € N, |ak| < 1.

e Dans notre contexte, les facteurs du produit de Riesz sont remplacés
par les matrices de corrugations. En identifiant R? & C, on peut écrire

Neo U) H elak cos(27rNku)n ( )
k=0
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Fonction de Weierstrass

iW(u

o Ainsi : Ny (u) = e Wny(u) avec W(u) = 332, ax cos(2mNku).
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Fonction de Weierstrass

iW(u

o Ainsi : Ny (u) = e Wny(u) avec W(u) = 332, ax cos(2mNku).

fto)

! J

#h
|

e Siax =a, Ny =blavec0 < a< 1< ab, lasérie W est la fonction
de Weierstrass. La dimension de son graphe est conjecturalement

2+In(a)/ In(b).
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Fractale C'

Bilan.— Le procédé de Nash-Kuiper unidimensionnel construit une
application limite £, de classe C'. Lapplication normale n,. est de

classe CO, elle s’exprime comme un produit de Riesz et posséde
conjecturalement une structure fractale.
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Fractale C'

Bilan.— Le procédé de Nash-Kuiper unidimensionnel construit une
application limite £, de classe C'. Lapplication normale n,. est de

classe CO, elle s’exprime comme un produit de Riesz et posséde
conjecturalement une structure fractale.

Le flocon de Von Koch et une courbe fractale C'

Définition.— On dit qu’une courbe a une structure fractale C' sile
graphe de son application normale est fractale.
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Du cercle aux surfaces

Soit Cx ; € SO(3) telle que

1 1
Vi Vik,j—1
Vij | =Crj- | Vkj-1 |-
Nk j Nk j—1
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Du cercle aux surfaces

Soit F., : (X2, 9) — E2 la limite de la suite :

fo, Fi11,F12,Fi3, Fo1,F2,Fo3,

Ve < [ 3 Vg
Vo = H H C'k7 il Vo
Noo k=1 \j=1 no

ona
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Du cercle aux surfaces

Soit Fy, : (X2, 9) — E3 la limite de la suite :

fo, Fi11,F12,Fi3, Fo1,F2,Fo3,

ona
Ve < [ 3 Vg
Vo | =TI {1ICki]-| v
Noo k=1 \j=1 no

Remarque. — Contrairement au cas unidimensionnel, les expressions
analytiques des matrices Cx ; sont peu maniables. En particulier, la
comparaison avec un produit de Riesz n’est pas claire.
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Du cercle aux surfaces

Soit Fy, : (X2, 9) — E3 la limite de la suite :
fo, Fi11,F12,Fi3, Fo1,F2,Fo3,

ona

Ve < [ 3 Vg
Vo | =TI {1ICki]-| v
Noo k=1 \j=1 no

Remarque. — Contrairement au cas unidimensionnel, les expressions
analytiques des matrices Cx ; sont peu maniables. En particulier, la
comparaison avec un produit de Riesz n’est pas claire.

Théoréme (V. B., S. Jabrane, F. Lazarus, B. Thibert, 2012).— « Ce
produit infini est asymptotiquement un produit de Riesz. »
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Fractales usuelles vs Fractales lisses

Images : Jos Leys et Projet Hévéa
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Plus d’'images !
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Plus d'images !
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Plus d'images !
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!
At P
o P
W

TR ANNNEN

Vincent Borrelli

SARRRY 3

N
N

N
NN

WAV

NN
MU
‘\ A

IR
L) \\\;M\\m\\\

R
IHERETIITI

AARRRNNY

NN

\\\.\\\u\\\\\\‘xin”f“

W
W\\‘W ,‘\\( \\(§

iy

(g
i
1

WS

AN

AREEAERARRARANNY

Institut Camille Jordan - Lyon 1




Plus d'images !
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Plus d'images !
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Encore plus d'images sur le site du projet Hévéa

http ://hevea-project.fr/

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Merci pour votre attention...

Léquipe Hévéa
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. et votre accueil !

EMA 2018 Rabat
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