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... les plongements de Nash-Kuiper

On a coutume d’appeler plongement de Nash-Kuiper tout

e V. BORRELLI

plongement isométrique obtenu a partir des principes de
construction exposés dans les années 50 par John Nash et
Nicolaas Kuiper dans deux articles restés célébres [22, 18].
Ces plongements ont immédiatement intrigué la communauté
par leur faible régularité — seulement C!- et par le caractére
paradoxal des objets géométriques qu’ils permettent de créer.
Dans ce Raconte-moi, nous mettons plus particuliérement
l'accent sur l'un d’entre eux : la sphére réduite.

1. Larigidité des sphéres

On sait depuis 1900 et les travaux de Heinrich
Liebmann que les sphéres sont des objets rigides,
elles ne peuvent étre déformées isométriquement.
On dit qu’une application de la sphére $2 dans un
espace euclidien E3 est isométrique si elle préserve
la longueur de toutes les courbes tracées sur $2.Si
l'on s’imagine la sphére comme étant réalisée maté-
riellement, la condition d’isométrie signifie que l'on
ne s’intéresse qu’aux applications qui n’étirent ni ne
contractent le matériau. Le résultat de Liebmann
énonce que toute application isométrique de classe
C? de la sphére dans l'espace euclidien tridimen-
sionnel E3 = (fR3, (.,.)) est la restriction d’une iso-
métrie globale de E3, c’est-a-dire d’'un déplacement
ou d'un anti-déplacement [20]. Ce résultat n‘est pas
propre a la sphére, Stephan Cohn-Vossen le généra-
lise en 1927 aux ovoides, c’est-a-dire aux surfaces
fermées sans bord et a courbure de Gauss stricte-
ment positive [8]. Il montre de plus que cette rigidité
cesse dés que l'on 6te une portion quelconque de
l'ovoide. Autant qu’on puisse en juger, ces résultats
sont conformes a l'expérience. Une balle de ping-
pong est indéformable sauf a la « poquer » c’est-
a-dire a réduire brutalement sa régularité a celle
du continu. En revanche, elle devient légerement
déformable aprés la découpe d’une calotte 1. Sil'on
admet en premiére approximation que le celluloid

n‘est ni étirable ni contractile, cette déformation
peut étre considérée comme isométrique. Théorie
et sens commun sont donc au diapason... mais cette
belle harmonie ne va pas durer.

2. Le théoréme de Nash-Kuiper

Les articles de Nash et Kuiper vont en effet ajou-
ter quelques notes dissonantes et mettre en tension
le couple théorie/intuition. Le responsable de cette
disharmonie est le résultat suivant, obtenu en codi-
mension supérieure a deux par Nash en 1954 puis
étendu au cas de la codimension un par Kuiper en
1955:

Théoréme 1 (Théoréme de Nash-Kuiper). Tout
plongement strictement court fy : (M™, g) — E9
d’une variété riemannienne de dimension m dans
un espace euclidien de dimension g > m peut
étre approché au sens C° par un plongement C!-
isométrique.

Un plongement est dit strictement court si la lon-
gueur des courbes tracées sur la variété est stricte-
ment plus grande que celle des courbes imagesz.
Par exemple, si la variété riemannienne est la
sphéere unité $2 alors toute homothétie de rapport
k < 1 fournit un plongement court dont l'image est
une sphére de rayon k. Le théoréme affirme que
pour tout € > 0, il existe un plongement isométrique

1. Sivous réalisez l'expérience, n"hésitez pas a enlever une calotte relativement importante afin d’obtenir un résultat tangible.
2. Précisément, on demande fS(,) < Kgou0<K<1estconstant.
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f.: $2 — [E3 qui est e-proche de f au sens CYi. e.

sup[[fe(x) = fo(x)ll < e
xe%2

En particulier, si € est choisi tel que k+¢ <1 alors
l'application f. envoie isométriquement la sphére
unité dans une boule de rayon k+¢ < 1.

Corollaire 1. On peut plonger Cl-isométriquement
la sphére unité dans une boule de rayon arbitraire-
ment petit.

Limage de la sphére par un tel plongement est ap-
pelée une spheéere réduite et sa simple existence
constitue un pied de nez aux résultats de rigidité de
Liebmann et Cohn-Vossen.

3. Vie et mort de la dimension de
Janet

Un résultat célebre de Hassler Whitney énonce
que toute variété de dimension m admet un plon-
gement C* dans fRzm, autrement dit, il existe une
application f : M™ — R2™ de classe C® réalisant
un homéomorphisme sur son image et dont la dif-
férentielle df, en chaque point x € M™ est injec-
tive [26, 27]. Si la variété (M, g) est compacte, en
faisant suivre ce plongement par une homothétie
h de rapport suffisamment petit, l'application com-
posée fo = ho f est strictement courte et, d'apres le
théoréme de Nash-Kuiper, tout choix de € > O four-
nit un plongement isométrique f, de cette variété
riemannienne dans un espace euclidien de dimen-
sion 2m. Ce fait est déja en lui-méme trés étonnant
puisque localement la condition d’'isométrie fait ap-
paraitre m(m+1) équations : si 9 est un ouvert de
R™ et si (gjj)1<i,j<m Sont les coefficients de la mé-
trique g, alors f: (U, g) — E9 préserve la longueur
des courbes si et seulement si pour tout 1 <i,j <m
ona

Jf df
<9—X,~, 8_xj> = 8ij-

Génériquement, pour espérer avoir une solution au
probléme du plongement isométrique, on s’attend
donc a ce que la dimension de l'espace d’arrivée
g soit au moins égale au nombre de contraintes
appelé dimension de Janet :

m(m+1)
Sm=" 5

Et c’est effectivement ce qu’il advient dans le cas
analytique. Ludwig Schlafli conjecture en 1871 que
g = s, suffit pour le probléme local [23], Maurice
Janet et Elie Cartan le démontrent en 1927 [16, 6].
Mais la encore, le théoréme de Nash-Kuiper vient
tout bousculer. Au prix de la baisse drastique de
régularité que constitue le passage de l'analytique
a la classe C1, il substitue a la dimension de Janet,
quadratique en m, une fonction linéaire.

4, Anémie d’une hypothése
métrique

La dissolution de la dimension de Janet met
en évidence un point remarquable du théoréme de
Nash-Kuiper : I'hypothése métrique — a savoir le
caractere strictement court du plongement — est
quasi-indolore. Elle disparait complétement si la va-
riété est compacte puisque, comme on l'a vu, seul
compte dans ce cas l'existence d'un plongement. Si
la variété est non compacte, Kuiper montre en 1959
que l'existence d'un plongement dans R9 n'implique
pas nécessairement celle d'un plongement stricte-
ment court dans E9. En revanche, il est toujours
possible d’en obtenir un dans E9*! [17]. Dans le cas
non compact, l'hypothése métrique peut donc for-
cer l'ajout d'une dimension. Il savére que cet ajout
n‘est pas nécessaire pour une vaste famille de varié-
tés non compactes et en particulier pour 'espace
hyperbolique H2. C’est la raison pour laquelle le
théoréme de Nash-Kuiper permet aussi de déduire
U'existence d'un plongement isométrique C! de cet
espace dans [E3, un résultat qui contraste une nou-
velle fois avec ce qui était établi auparavant : l'im-
possibilité démontrée par David Hilbert en 1901 de
plonger isométriquement 'espace hyperbolique de
facon analytique > [14].

5. Réductionnisme aigué

Ainsi, que la variété (M, g) soit compacte ou
non, il existe un plongement court fy de celle-ci
dans [E9 avec g < 2m+ 1. Choisissons un nombre
r > 0 de préférence petit et considérons la boule
ouverte B(r) de rayon r de [E9. Quitte a compo-
ser fo par un difféomorphisme strictement court?
@ : E9 — B(r/2), on peut toujours supposer que
l'image de fy est incluse dans une boule de rayon
r/2. En prenant O < € < r/2 dans le théoréme de

3. Le résultat de Hilbert sera démontré en régularité C2 par Nikolai Efimov en 1964 [21].

4. Dans le cas non compact, une simple homothétie ne suffit pas.
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Nash-Kuiper, on obtient un plongement isométrique
C! de la variété dans une boule B(r) C [E9. On peut
donc non seulement réduire les spheres mais égale-
ment toutes les variétés riemanniennes compactes
ou non.

6. Courbure

Le théoreme de Nash-Kuiper révele que le
monde des plongements isométriques se métamor-
phose complétement lorsque 'on place le curseur
de la régularité sur la classe Cl. Le point clé est
que le tenseur de courbure, le plus célebre des in-
variants de la géométrie riemannienne, nécessite
deux ordres de dérivation pour étre défini et que
c’est lui qui, bien souvent, fournit la premiére obs-
truction a l'existence de plongements isométriques.

A titre d’illustration, considérons le cas des sphéres
réduites. Une telle sphére est 'image par un plon-
gement isométrique de la sphére unité dans une
boule de rayon r < 1. Imaginons qu’une telle sphere
existe en régularité C? et notons-la ¥°. Sous cette
régularité, le tenseur de courbure existe et il est pré-
servé par le plongement isométrique. La dimension
étant deuy, il se réduit a un seul nombre appelé la
courbure de Gauss. Celle-ci vaut un pour la sphére
unité et, puisqu’elle est conservée, elle vaut égale-
ment un pour ¥ 2. Diminuons le rayon de la boule qui
contient Y2 jusqu’a ce que son bord vienne toucher
la sphére réduite. On montre, et c’est assez intuitif,
qu’au(x) point(s) de contact la courbure de ¥.2 doit
étre supérieure ou égale a la courbure de la sphére
qui constitue le bord de la boule. Cette derniére
courbure vaut 1/r2 ou r est le rayon de la boule.
Il faut donc nécessairement que r > 1, en contra-
diction avec notre hypothése. En fin de compte, la
courbure fait bel et bien obstruction a l'existence
des sphéres réduites en classe c2.

/. H-principe

En classe C!, 'absence d’un tenseur de cour-
bure invalide le raisonnement précédent. Il reste
malgré tout trés étonnant qu’aucune autre obs-
truction n‘apparaisse et que l'on puisse effective-
ment réaliser des sphéres réduites. Cette constata-
tion, ainsi que quelques autres relatives a différents
domaines de la géométrie différentielle, seront la

source d'un questionnement qui conduira Mikhail
Gromov a découvrir la notion de h-principe 5 dans
les années 70 [12]. Ce principe homme une pro-
priété des systémes différentiels qui, lorsqu’elle est
satisfaite, réduit la recherche de solutions a une
question topologique. Le résultat de Nash-Kuiper
montre que les équations aux dérivées partielles qui
traduisent la préservation de la longueur satisfont
au h-principe. C'est la raison pour laquelle, dans
leur théoréme, I'hypothése métrique s’évanouit :
'existence d’un plongement isométrique se déduit
de celle d’un simple plongement, c’est-a-dire d'un

probléme de nature essentiellement topologique 6.

8. Le défaut isométrique

Comment ces plongements isométriques sont-
ils construits par Nash et Kuiper ? Le point de départ
est le plongement court fy que 'on va déformer
itérativement pour réduire a chaque étape le dé-
faut isométrique A. Voyons de quoi il retourne. La
longueur d’'une courbe y : [0,1] - M™ tracée sur
(M™, g) est donnée par lintégrale

1 1
Long(y) = fo g0 (1), (1)} dt

et celle de la courbe image par

1 1
Long(fy07) = JO (i (1), dio(/ () .

Dans cette derniére intégrale, pour ne pas alourdir
l'écriture, nous n‘avons pas fait apparaitre la dépen-
dance au point ¥(t) de la différentielle dfy. La dif-
férence A,(.,.) := gy(.,.)—(difo(.), difo(.)) représente
donc l'écart a la situation isométrique au point x €
M™; on l'appelle le défaut isométrique. Notons que,
puisque fy est strictement courte, A, est un produit
scalaire. Sur chaque carte U C R™ de la variété, ce
défaut définit une application A : U — ¥+ (R™) a
valeurs dans l'espace des formes bilinéaires symé-
triques définies positives de R™. Cet espace est un
cone convexe ouvert de dimension s,,, la dimension
de Janet, dans 'espace vectoriel #>(R™) des ap-
plications bilinéaires symétriques de R™. Son bord
contient tous les carrés £® ¢ ot £ est une forme li-
néaire de R™; une telle forme bilinéaire est en effet
symétrique positive mais dégénérée. Considérons
Sm formes linéaires £4,..., 5 _. L'ensemble de toutes

5. Le lecteur intéressé trouvera dans le numéro 122 de la Gazette (octobre 2009) un article consacré au h-principe.
6. Exactement, la condition sur le rang de la différentielle se réduit, via un autre h-principe di a Stephen Smale et Morris Hirsch, a

un probléme purement topologique [24, 15].
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les combinaisons

sZmpiei‘X’ei
i=1

ou les coefficients p; sont strictement positifs est
un sous-céne de F*(R™). Pour simplifier, nous
allons supposer qu’il existe un choix judicieux7
des €1,...,€sm tel que ce sous-cone soit ouvert et
contienne l'image A(%U).

Le céne ¥*(R?) (en rouge) et le sous-céne
engendré par trois carrés de formes linéaires
(en vert) représentés dans l'espace vectoriel
F(R?) = (Edx®@ dx + F(dx® dy + dy ® dx) +
Gdy®dy|(E,F,G)eR3).

Dans ce cas, pour tout x € 9, le défaut isométrique
s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients
strictement positifs des ¢; ® ¢, :

Qu’a-t-on gagné? Une stratégie. Cette écriture sug-
geére que pour réduire complétement le défaut iso-
métrique, il suffit de corriger le défaut de longueur
des courbes dans les s, directions duales aux ¢;.

O. Corrugations

Commencons par faire disparaitre le coefficient
p1. Pour ce faire, on feuillette fy(°% ) par des courbes
dont les vecteurs tangents sont perpendiculaires
a dfg(ker €;). Puis, en faisant osciller toutes ces

courbes dans la direction normale de fagon a aug-
menter leur longueur, on déforme f; en une appli-
cation f1 1 dont le défaut isométrique ne comporte
plus le terme ¢; ® £1. C’est tout a fait possible car
construire des courbes oscillantes dont la norme
de la dérivée est prescrite ne pose pas de difficulté.
On ajuste en méme temps les fréquences de ma-
niére a obtenir des amplitudes d’oscillation com-
patibles avec la condition d’e-proximité. L'effet des
oscillations est de couvrir la surface de vagues a
la maniére d’une téle ondulée. On appelle ces on-
dulations des corrugations, un terme introduit par
William Thurston lors de ses travaux sur le retour-
nement de la sphére [19]. Il ne reste plus qu‘a itérer
Sm fois pour obtenir une application f; 5 dont tous
les termes du défaut isométrique ont disparu... sauf
que cela ne marche pas! En effet, chaque nouvelle
vague d’oscillations vient perturber les précédentes
et réintroduit les termes d’erreur tout juste anéan-
tis. lamplitude de chacune de ces nouvelles erreurs
est certes sous controle, elle est inversement pro-
portionnelle a la fréquence des oscillations, mais
en revanche on ne connait rien sur son signe. Si
celui-ci est négatif, il faut non plus allonger mais
raccourcir les longueurs pour espérer faire dispa-
raitre U'erreur, or un tel raccourcissement est hors
de portée d’une corrugation...

10. La gourmandise est un vilain
défaut

Voici comment contourner cette difficulté : plu-
tot que de vouloir réduire le défaut isométrique di-
rectement a zéro, Nash préfere étre moins gour-
mand et se contenter, au moyen des mémes corru-
gations, de diminuer ledit défaut de moitié. Et ceci
change tout. En effet, diviser chaque coefficient p;
par deux préserve leur stricte positivité ce qui au-
torise a poursuivre l'ajout de corrugations a linfini.
On obtient donc une suite dapplications (f, s _)nen
telles que

=

0

N

1
?A(fo).

A(fn,s,.n) < EA(fn—l,sm) <. <
Toutefois, le contréle des perturbations induites par
'ajout de chaque corrugation nécessite de choisir
des fréquences de plus en plus en plus élevées ce
qui, mécaniquement, force les amplitudes a étre
de plus en plus faibles. Cet accroissement des fré-
quences n'affecte pas la convergence C! des appli-

7. Un tel choix n‘est évidemment pas toujours possible sauf & réduire la taille de .
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A gauche, un plongement strictement court fy de la sphere unité; a droite, le plongement f; ; obtenu

apres corrugation.

© Projet Hévéa

A gauche, une spheéere réduite, son diametre vaut environ la moitié de celui de la sphére unité; a
droite l'accumulation infinie des corrugations vue depuis lintérieur de la sphére

cations f, 5 car on peut assurer par un choix conve-
nable des parameétres la décroissance rapide des
amplitudes des oscillations des dérivées premiéres.
En revanche les amplitudes s’envolent pour les dé-
rivées secondes et c’est la raison pour laquelle la
convergence n'est pas de classe c?. Lapplication
limite f,, qui est évidemment isométrique, possede
donc une régularité de classe cl.

1 1. Les fruits de Nash-Kuiper

Les plongements de Nash-Kuiper ont été a l'ori-
gine de bien des développements. La méthode de
construction a inspiré a Gromov sa théorie de

© Projet Hévéa

Uintégration convexe, un outil puissant pour ré-
soudre certaines familles de relations différentielles
et démontrer l'existence de h-principes [12]. La
question de leur régularité C1% a conduit a conjec-
turer lexistence d’'un réel a(m) dépendant de la
dimension et donnant génériquement la régula-
rité maximum. Parmi tous les travaux que cette
question a motivés citons ceux de Yurii Borisov [3]
en 2004 et ceux de Sergio Conti, Camillo De Lel-
lis et Laszlé Székelyhidi [9] en 2012. Un lien in-
attendu entre l'existence des plongements Cl de
Nash-Kuiper et celle de solutions « sauvages » de
"équation d’Euler brisant la conservation de l'éner-
gie — le fameux paradoxe de Scheffer-Schnirelmann
—a été mis en évidence en 2010 par De Lellis et Szé-
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kelyhidi [10, 11, 25]. Les travaux se poursuivent dé-
sormais en direction de 'équation de Navier-Stokes.
Tout récemment, Marshall Slemrod et al. ont ex-
ploré une autre voie mettant directement en corres-
pondance les solutions de "équation d’Euler 2D in-
compressible avec des familles dépendant du temps
de plongements isométriques de surfaces dans E3.
Leurs travaux suggérent que l'on pourrait détecter
le caractére sauvage d'une solution au moyen de
la géométrie de la famille de surfaces duales [1].
La géométrie des surfaces de Nash-Kuiper a été
décrite en 2012 par Said Jabrane, Francis Lazarus,
Boris Thibert et moi-méme. Elle a conduit a la mise
en évidence de la structure Cl-fractale: le plonge-
ment est C! mais le graphe de sa normale est un
objet fractal [4]. Des expressions explicites des plon-
gements de Nash-Kuiper ont permis de visualiser 8
un tore plat [5] en 2012 et une sphére réduite [2]
en 2017. Enfin, dans un travail non encore publié,
Luca Codenotti et Marta Lewicka utilisent l'intégra-
tion convexe pour construire des solutions cla de
"équation de Monge-Ampere. Les images qu’ils ob-
tiennent devraient facilement vous convaincre qu’il
existe un air de famille avec les plongements de
Nash-Kuiper [7].

Bref, le sujet est en pleine ébullition. Dans un ar-
ticle récent intitulé Geometric, Algebraic and Ana-
lytic Descendants of Nash Isometric Embedding
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