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RESUME

Les pavages apériodiques ont suscité un grand intérét des mathématiciens, depuis la décou-
verte des quasicristaux dans les années 80. Ils interviennent dans plusieurs domaines des
mathématiques. Notamment, dans la topologie algébrique par le biais de la cohomologie
des pavages, dont il existe plusieurs versions. Dans ce travail de thése, on s’intéresse princi-
palement & deux thémes. D’une part, les déformations de pavages, dans lequel on calcule le
groupe mixte (dont les petites déformations sont dans un voisinage de I'identité). D’autre
part, comme la cohomologie de Pimsner-Voiculescu est une nouvelle venue dans la théorie
des pavages (définie par Bellissard et Savinien), on donnera un isomorphisme explicite
entre la cohomologie des pavages et la cohomologie de Pimsner-Voiculescu. Puis, on énon-
cera clairement un autre isomorphisme entre la cohomologie fortement P-équivariante et
la cohomologie de Pimsner-Voiculescu.

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions de base de la théo-
rie des pavages, particuliérement, on rappelle la construction de I’espace des pavages. Le
deuxiéme chapitre s’intéresse aux différentes versions de la cohomologie de 'espace des
pavages qu’on trouve dans la littérature. Il est important de noter que ces différentes
versions sont isomorphes, cependant, les isomorphismes en question sont assez abstraits.
Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse aux déformations des pavages. Bien que, cette
théorie soit introduite par Sadun, Williams et Clark, on considére que ’approche de Kel-
lendonk, qui se situe dans le cadre des fonctions P-équivariantes. De ce point de vue, on ne
considére que les déformations des ensembles de Delone, ainsi une déformation est donnée
par une application lisse, telle que I'image d’un Delone est un Delone et sa différentielle
soit fortement P-équivariante. L’objectif de ce chapitre est le calcul du groupe mixte, qui
est une version réduite du premier groupe de cohomologie fortement P-équivariante. En
effet, le calcul de ce groupe se fait (& partir du premier groupe de cohomologie fortement
P-équivariante) en deux parties. La premiére partie est assez générale (car elle est reliée
aux tores), le calcul est le méme pour tous les pavages coupe-et-projection, a 'aide de
I’application * définie par Moody. La seconde partie fait I’'objet d’une étude plus pous-
sée, sur des exemples explicites (les pavages de Fibonacci, Penrose et I’Octogonal). Enfin,
au dernier chapitre, on s’intéresse a la cohomologie de Pimsner-Voiculescu construite par
Bellissard et Savinien pour les espaces de pavages. L’objectif, dans ce chapitre, est la
construction d’isomorphismes explicites entre la cohomologie des pavages (comme limite
directe de cohomologie cellulaire du complexe de Anderson-Putnam-Géhler), la cohomo-
logie Pimsner-Voiculescu et la cohomologie fortement P-équivariante.




REMERCIEMENTS

Mots clefs :

Pavages apériodiques, pavages coupe-et-projection, cohomologie des pavages, fonctions P-
équivariantes, déformations des pavages, groupe mizte.




ABSTRACT

The aperiodic tilings have attracted great interest mathematicians since the discovery
of quasicrystals in 80 years. They work in several areas of mathematics. Notably, in
algebraic topology through cohomology of the tilings, which there are several versions.
In this thesis, we focus mainly two themes. On the one hand, deformations of tilings, in
which calculating the mixed group (where the small deformations are in the neighborhood
of the identity deformation). On the other hand, the cohomology of Pimsner-Voiculescu
is a newcomer to the Theory of tilings (defined by Bellissard and Savinien), we give an
explicit isomorphism between the cohomology of tilings and the cohomology of Pimsner-
Voiculescu. Then we will state clearly another isomorphism between the strongly pattern
equivariant cohomology and Pimsner-Voiculescu cohomology.

The first chapter is devoted to recall some basic notions of the theory of tilings, in
particular, we recall the construction of the tilings. The second chapter looks at different
versions of the cohomology of tiling spaces found in the literature. It is important to note
that these versions are isomorphic, however, isomorphisms in question are quite abstract.
In the third chapter, we are interested in deformations of tilings. Well that this theory was
introduced by Sadun, Williams and Clark. We believe that the approach of Kellendonk
which is built entirely in the framework of the pattern equivariant functions. From this
point of view, we only consider the Delone sets deformations. A deformation is given by
a smooth map, such that the image of a Delone set is a Delone set and its differential
is strongly pattern equivariant. The purpose of this chapter is the calculation of the
mixed group, which is a smaller version of the first group of strongly pattern equivariant
cohomology. The calculation of group is distorted (from the first group of strongly pattern-
equivariant cohomology) into two parts. The first part is fairly general (since it is linked
to the torus), the calculation is the same for all cut-and-project tilings, to using the x-map
defined by Moody. The second part is the subject of further study on explicit examples
(on Fibonacci, Penrose and Octagonal tilings). Finally, the last chapter, we interested in
cohomology of the Pimsner-Voiculescu built by Bellissard and Savinien for tiling spaces.
The objective in this chapter is the construction of explicit isomorphisms between the
cohomologies of tilings (direct limit of the cellular cohomology of the Anderson-Putnam-
Gahler complex), the Pimsner-Voiculescu cohomology and strongly pattern-equivariant
cohomology.

Keywords :

Aperiodic tilings, cut and project tilings, cohomology of tilings, pattern equivariant func-
tions, deformations of tilings, mized group.
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INTRODUCTION GENERALE

Le contexte

Ce travail de thése se situe dans le domaine de la théorie des pavages et la topologie
algébrique. On s’intéresse notamment aux isomorphismes entre les différentes versions de

cohomologies, ainsi qu’aux déformations de pavages.

Depuis la découverte des quasicristaux dans les années 80, les mathématiciens et phy-
siciens ont porté un grand intérét a ces matériaux. Comme le modéle mathématique des
quasicristaux est les pavages apériodiques, leur étude a suscité beaucoup d’intérét du-
rant ces trois derniéres décennies. Ces objets mathématiques sont présents dans divers
domaines des mathématiques. L’étude de la topologie des pavages, i.e. des espaces de
pavages, est toujours d’actualité, ainsi que la cohomologie des pavages, dont il existe
plusieurs versions. A l'origine, la cohomologie a été définie comme la cohomologie du
groupoide du pavage [18] ou comme la cohomologie de Cech de l'espace des pavages [1].
Une version plus intuitive a été proposée plus tard en utilisant le concept de fonctions
P-équivariantes [17, 20, 21]. Récemment, Bellissard et Savinien ont proposé une version
utilisant le concept de complexe singulier (induit par la structure du pavage) afin de définir
la cohomologie dite de Pimsner-Voiculescu [7]. D'un point de vue calcul, le cohomologie
du groupoide a eu plus de succés pour les pavages coupe-et-projection [13], tandis que la
cohomologie de Cech est plus avantageuse pour les pavages de substitution [1]. De sur-
croit, la version originale de la cohomologie des pavages est isomorphe & la cohomologie
fortement P-équivariante. La fermeture topologique de celle-ci qu’on appelle cohomolo-
gie faiblement P-équivariante est isomorphe a la cohomologie tangentielle de I’espace des
pavages (vu comme une lamination). La théorie des déformations fut introduite par Sa-

dun, Williams et Clark |11, 29|. IlIs ont interprété le premier groupe de cohomologie en
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terme de déformations de pavages. En effet, de leur point de vue, une déformation est
définie par un 1-cocycle, qui modifie la forme des pavés, ainsi, on obtient un nouveau
pavage, mais sous certaines conditions. Kellendonk reformula la théorie des déformations
dans un cadre différent, celui des fonctions P-équivariantes, ainsi une déformation est
donnée par une fonction de R bi-Lipschitzienne dont la différentielle est fortement P-
équivariante. En fait, les déformations altérent les propriétés des systémes dynamiques
associés aux pavages. Les deux points de vue donnent une interprétation en cohomolo-
gie. Les déformations selon Sadun-Clark-Williams s’interprétent dans le premier groupe
de cohomologie définie par le complexe de Anderson-Putnam-Géahler, tandis que les dé-
formations, vues par Kellendonk, sont modélisées par le premier groupe de cohomologie
fortement P-équivariante. Le groupe mixte modélise les petites déformations modulo la

conjugaison topologique.

Principaux résultats de la thése

Dans cette thése, on s’est intéressé a la cohomologie des pavages d’une part, et aux défor-
mations des pavages d’autres part. Comme il existe plusieurs versions de cohomologies,
le probléme posé étant que les isomorphismes sont abstraits. L’idée du chapitre 4 est de
donner des isomorphismes explicites entre différentes versions de cohomologies [6], & savoir
la cohomologie PV [7], la cohomologie des pavages [28] (définie a partir du complexe de
Anderson-Putnam-Géhler) et la cohomologie fortement P-équivariante [17]. Au chapitre
3, on utilise l'interprétation de Kellendonk, pour avoir quelques résultats sur le groupe
mixte [20], en fait, on donne un encadrement du rang de ce groupe pour les pavages
coupe-et-projection. Le calcul de ce groupe se fera explicitement pour quelques exemples

de pavages (Fibonacci, Penrose et Octogonal).

Plan

Chapitre 1

Pour commencer, nous rappelons quelques notions de base en topologie et en algéebre.

Par la suite, nous mettons en place le formalisme de la théorie des pavages ainsi que les
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notations que nous utilisons pour ce travail de thése. En fin de chapitre, 'accent est mis
sur les deux constructions de I'espace des pavages, i.e. comme limite inverse du complexe,

dit de Anderson-Putnam-Gaéhler, et comme espace métrique.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous rappelons les différentes cohomologies connues dans la littérature.
Ensuite, nous décrivons, de maniére trés concise, les constructions de celles-ci appliquées

aux pavages.

Chapitre 3

L’objet de ce chapitre est le calcul du groupe mixte, autrement dit, le groupe des défor-
mations de pavages. Tout d’abord, il est nécessaire de rappeler les deux approches sur
les déformations. Ensuite, nous nous intéressons au groupe mixte des pavages coupe-et-
projection, en utilisant ’application * et ses prolongements. Enfin, nous calculons le rang

de ce groupe pour quelques exemples.

Chapitre 4

Dans ce dernier chapitre, tout d’abord, nous nous intéressons a la construction d’un
isomorphisme explicite entre la cohomologie PV et la cohomologie des pavages. Ensuite,
on étend cet isomorphisme jusqu’a la cohomologie fortement P-équivariante. Enfin, on
prolonge cet isomorphisme a un homomorphisme entre la cohomologie dite PV faible et

la cohomologie faiblement P-équivariante.
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Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre d’introduction, on rappellera quelques notions de base d’algebre et de
topologie, qu’on utilisera dans ce travail. En outre, on mettra en place les définitions
de base utilisées dans la théorie des pavages. En fin de chapitre, on rappellera les deux

constructions de 'espace des pavages.

1.2 Rappel de quelques outils de base

1.2.1 Complexes simplicaux

On rappelle dans ce premier paragraphe la définition des complexes simpliciaux. Pour
plus de précision, on se référe au livre de Hatcher [16],on peut voir aussi [30]. Cette notion

permet de définir la cohomologie simpliciale, qu’on a utilisé dans ce travail de theése.

DEFINITION 1.2.1 (Simplexe). Soient py,p1, ..., pn n+1 points de RY, tels que les vec-

teurs popi, PoPss - - - DoPn Sotent linéairement indépendants. On note par A™ = (pg, . .., Pn)
la plus petite enveloppe conveze de ces points. On dit que A" est un n-simplexe, et les

POINtS Py, . . ., Pn Sont appelés sommets de A", le nombre n est la dimension du simpleze
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A",

Le d-simpleze engendré par un sous-ensemble {pn,, ... ,Dn,} de {po,...,pn} est apellé

face de dimension d ou d-face du n-simplexe A™.

L’ensemble des faces de dimension plus petite que n du n-simplexe A™ est appelé bord
de A™, qu’on note OA™. Le simplexe ouvert A" de A" est A" — JA™.

EXEMPLE 1.2.2. Le n-simplexe standard de RY s’écrit :

n
A" = {(po,p1,- - pa) €R™L: Zpi = 1,2, > 0 pour tous i }.
i=1

Sans trop rentrer dans les détails, on rappelle la définition d'un complexe simplicial.

DEFINITION 1.2.3. On dit qu’un espace topologique X admet une structure de A-
complexe ou complexe simplicial, s’il existe une collection d’applications {04 }acr, avec
I =1],1n et a € I, telles que les applications o, : A" — X vérifient les propriétés

suvantes :

1) la restriction o,|xn (o € I,,) est injective, et chaque point de X est dans l'image de
A ] que p g

ezactement une telle restriction oo |an ;

(2) chaque restriction de l'application o, a une face de A" est une des applications

o5 : A" — X | avec lidentification d’une face de A™ ¢ A"1.

Un ensemble U de X est dit ouvert si et seulement si pour tout o € I, o' (U) est un

ouvert de A™.

Orientation des simplexes.

Pour I’homologie ou la cohomologie simpliciale, il est nécessaire d’avoir une orientation sur
les simplexes. Soit A™ = (pg, p1, - - - , Pn) Un n-simplexe, I'ordre des sommets dans 1’écriture
du n-simplexe définit une orientation du n-simplexe A™. Si on effectue une permutation

7

paire, on ne change pas le signe, en revanche on rajoute un signe ” —” si on effectue une

permutation impaire.
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Complexes Polyédraux.

On a le méme principe que pour les complexes simpliciaux, on remplace les simplexes par
des polyedres réguliers de R”Y. l'orientation est donnée par l'orientation de chaque type
de k-cellule.

1.2.2 Limites inductives et projectives.

On rappelle ici la définition des limites inductives et projectives dans une catégorie donnée

(groupes, anneaux, modules ou encore espaces topologiques...etc).

Soit C une catégorie, un objet p de C est appelé objet universel final s’il existe un
unique morphisme de chaque objet de C vers p. Il est dit universel initial si, pour chaque

objet de C, il existe un unique morphisme de p vers cet objet.

Soit (C)ieny une famille d’objets de C, supposons qu'il existe, pour tout ¢ < j, un mor-
phisme

m O — O

tel que, pour tout ¢ < 7 <k, on ait
7TiO7T§:’/T]i et T = id

Une telle famille est appelée systéme inductive. La limite inductive (ou limite directe) du
systéme (71';) est un objet universel initial dans une catégorie A, dans laquelle les objets
sont formés de couples (C, (7)), avec C' un objet de C et (7') une famille de morphismes
nt . C; — C, telle que pour tout 4 < j on ait le diagramme commutatif

,n.l

J C]

NS

Ci

Ainsi, si (C, (7)) est la limite inductive et (D, (p")) un objet quelconque de cette

catégorie, il existe un unique morphisme ¢ : C' — D rendant commutatif le diagramme
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C; d C;

N

/P

On note cette limite C' = lim C;, en omettant les 7sz Pour les groupes, la limite inductive
i
existe et est donnée par

hi)nC'l = {(SL’O,Q?l, N T ) c H Cz‘ﬂ':+1(l’l) = LCZ'+1}/N,
@ ieN
avec N le sous-groupe des éléments engendrés par (...,0,z,0,...,0,—7%(x),0,...), avec

J
z € C; et wi(x) € Cj.

Pour la définition de la limite projective (ou limite inverse), il suffit de renverser toutes

les fleches. Soit ¢ < j, on a le morphisme
ml: Cj — C;

tel que, pour tout « > 5 > k,

Ainsi on obtient un systéme projectif, qui permet de définir la limite projective (C, (7%)),

noté C' = lim C;. Pour les espaces topologiques cette limite existe, si les applications wf

i
sont continues, et est donnée par
liinci ={(zo,21,..., @p,...) € H0i|772+1(-75i+1) = z;}.
i ieN

La topologie de cette espace est la topologie la moins fine rendant les applications m;
continues. En fait, la topologie limite projective des topologies des C; est la méme que

celle induite par la topologie de ’espace produit [ [,  C; (pour plus de précision voir [2]).
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1.2.3 Topologie de Fréchet

Pour plus de précision sur la topologie de Fréchet, on se référe au cours de [5]. On désigne

par K le corps des réels ou des complexes.

DEFINITION 1.2.4. Soit E un K-espace vectoriel. Une application s : E — RT est

appelée semi-norme si les propriétés suivantes sont vérifiées

e Vx e FE, s(x)>0;
e VA e K, s(Az) = |\s(z);

o Vo,yec E, s(x+y) < s(x)+ s(y).

Une norme est une semi-norme avec s(z) = 0 <= = = 0. La topologie engendrée par une
famille de semi-normes est définie de la méme maniére que celle définie par les normes.

En effet, une boule ouverte centrée en x de rayon € s’écrit BS(x) = {y € Els(x —y) < &}.

DEFINITION 1.2.5. Soit E' un K-espace vectoriel et {s;}ic; une famille de semi-normes
sur E, avec I un ensemble dénombrable. Un sous-ensemble U C E est dit ouvert, dans la
topologie engendré par les semi-normes, si pour tout point x € U, il existe i1,...,1, €
et € > 0 tel que

B (x)N...N B (z) C U.

Ainsi E devient un espace vectoriel topologique. Un tel espace vectoriel topologique est

dit de Hausdorff si et seulement si
Viel, s(z)=0<=z=0.

E est dit de pré-Fréchet un espace vectoriel topologique de Hausdorff, si la topologie

est donnée par une famille dénombrable de semi-normes.

REMARQUE 1.2.6. Un espace pré-Fréchet est toujours métrisable.

On rappelle la définition de I’adhérence d’un espace semi-normé, on dit qu’un éléement

f est dans I’adhérence d'un espace F si et seulement si,

Vk € I,Ye > 0,3fr. € BV <k, si(fre — f) <.
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De méme on rappelle la notion de convergence dans la topologie de Fréchet, on dit qu’'une
suite de fonctions (f,)nen de E dans K, converge vers une fonction f : E — K si et

seulement si :

Viel, lim s;(f,—f)=0. (1.2.1)

n—---+o0o

DEFINITION 1.2.7. Un espace de Fréchet est un espace pré-Fréchet complet.

Un exemple important d’espace de Fréchet est 'espace Cp°(U,R) des fonctions lisses

bornées sur un ouvert U de R% Cet espace est muni de la famille des semi-normes sui-

vantes :
sk(f) = sup sup |[D" f(z)], (1.2.2)
|a|<k xzeR4
avec o = (ayq,...,aq) € N4 |a| = Z?:l a; et Df = 82?;1 32:‘;]“ la derivée partielle

d’ordre || de la fonction f. Pour cette famille de semi-normes, la convergence définit en

1.2.1 d’une suite de fonctions (f,),en vers une fonction f s’écrit comme suit :
VE e N,Ve > 0,IN e NVn e Nn > N = s.(fn — f) < e

L’espace C2°(R?, R) est complet, ce qui découle de la complétude de I'espace des fonctions
continues bornées CP(R% R) et des arguments standards sur l'interversion de limite et
dérivation pour les suites de fonctions qui convergent uniformément vers une limite ainsi

que leurs dérivées qui convergent uniformément.

1.3 Formalisme de la théorie des pavages.

On s’intéresse dans cette section au formalisme de la théorie des pavages. En particulier,

les pavages apériodiques.
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1.3.1 Notions de base

DEFINITION 1.3.1. o Un pavé de R? est un sous-ensemble non vide, compact de R?
égal a la fermeture de son intérieur. De plus, un pavé est homéomorphe a une boule

fermée de R,

e Un pavage P de R? est une famille dénombrable {p;}icr de pavés tels que :
Upl = Rd?

pour tout i # j
pi N pj = Op;i N Ip;.

Dans ce travail, on suppose que les pavés soient des polyédres de R? qui se touchent face

A face.

DEFINITION 1.3.2. On appelle Amas un sous-ensemble fini de P, A= {p1,...,px}, tel
que Uj p; recouvre un ensemble connexze de R. Les amas sont aussi appelés cluster ou

patch.

DEFINITION 1.3.3. Un pavage P est dit de compléxité locale finie (CLF) si pour tout

n € N, a translation pres, il n’y a qu’un nombre fini d’amas a n pavés.
DEFINITION 1.3.4. On dit qu’un pavage P est apériodique, pour tout x € R? tel que

P + x =P implique que z = 0.

Les pavages sont vus comme des ensembles fermés de R?. En fait, un pavage P est un
sous-ensemble fermé de parties données par le bord des pavés. Ainsi on pose la notation

suivante.
NOTATION. Bg[P — z] signifie Bg(0) N (P — x)

DEFINITION 1.3.5. Soit P, P’ C R? deux ensembles fermés. On dit que P’ est locale-
ment dérivable de P siVr >0, 3R > 0, Yo,y € R? :

Bgr[P — z] = Bg[P — y] implique B,[P' — x| = B.[P" — y],
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autrement dit : Vo € RY, B.(0) N (P’ — z) est determiné par Br(0) N (P —x). On dit que
P est mutuellement localement dérivable (MLD) de P’, si P localement dérivable
de P’ et P’ localement dérivable de P.

EXEMPLE 1.3.6. Pour tout x € R?, I’ensemble P — x est localement dérivable de P.

DEFINITION 1.3.7. Un ensemble de Delone' D est un sous-ensemble de R? tel que :

o D est uniformément discret, i.e. il existe r > 0 tel que pour tout x € R?

#(Br(r)ND) > 1,

o D est relativement dense, i.e. il existe R > 0 tel que pour tout x € R?

#(Br(z)ND) < 1.

Soit x € D et R > 0, un amas de D, centré en = de taille R, est un sous ensemble de
D de la forme Br(0) N (D — z). On définit la notion de complexité locale finie pour un
ensemble de Delone comme suit : Pour tout R > 0 le nombre d’ensemble Bg(0) N (D —z),
pour x € D, est fini. Les notions d’apériodicité restent valables pour les ensembles de

Delone, de méme pour la dérivabilité locale.

Toutefois il reste une remarque importante a faire, il est important de savoir que tout
pavage peut étre associé & un ensemble de Delone et réciproquement. Soit D un ensemble

de Delone donné, on appelle domaine de Voronoi d'un point x de D, ’ensemble
Ve ={y €RY/|z —y| < |z —y|,V2 € D\{a}},

V. est aussi appelé pavé de Voronoi. Ainsi I'union de tous les pavés de Voronoi donne
un pavage de R%, noté V(D). Réciproquement, de tout pavage on obtient un ensemble de
Delone. Pour se faire, on définit la notion de pointe (on utilisera le mot anglais "puncture")
d’un pavé?. Une puncture d’'un pavé p dans P est un point choisit dans p, tel que si deux
pavés coincident, & translation prés, leur puncture respective soit & la méme position.
Par exemple, on choisit le barycentre, un des sommets, ou un point quelconque de p tant

que la condition précédemment citée soit vérifiée. On note PP“"¢ ’ensemble de toutes les

LOn dit aussi Delaunay, en francais.
2Notion trés importante pour le chapitre 4.
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punctures du pavage P, et l'ensemble PP*" est un ensemble de Delone. Comme V(D)
est muni d’une structure de complexe polyédral, on définit le dual £* d’une d-cellule £ de
V(D) comme 'enveloppe convexe des points de D correspondants au domaines de Voronoi
contenant £ comme une d-face (voir [13]). Dans ce sens, on définit le pavage de Dirichlet
comme le dual du pavage de Voronoi, tel que les sommets des pavés de Dirichlet soient

les points de ’ensemble de Delone D.

1.3.2 Meéthodes de construction des pavages

On s’intéresse principalement & deux méthodes de constructions des pavages, tout d’abord
la méthode des substitutions, et ensuite celle de coupe-et-projection. Il existe tout de
méme une autre méthode de construction, celle des régles locales de recollement, qu’on

n’utilisera pas dans ce manuscrit.

Substitution

La construction des pavages par une substitution est la plus visuelle, et la plus pratique.
Afin de comprendre cette notion, on commencera par les substitutions pour les pavages

de dimension 1, par la suite on définira les substitutions pour les dimensions supérieures.

Un alphabet A est un ensemble fini de lettres (pour 'exposé on signifie par lettre :
une lettre ou un chiffre). Un mot de 'alphabet A est une suite fini ou infini de lettres.
On note I'ensemble des mots de l'alphabet, A*. La concatenation de deux mots est
lopération de "coller" la derniére lettre du premier mot & la premiére lettre du second
mot, cette opération est associative, ce qui muni I’ensemble A* d’une structure de monoide
avec le mot vide comme élément neutre. Une substitution o est une application de A
dans I’ensemble A*, qui se prolonge a un morphisme sur le monoide A*. La matrice de
substitution ou matrice d’incidence, M = (m;;);;, est la matrice dont le coefficient
m;; est le nombre de fois que la i"™ lettre apparait dans o(j*"“lettre) . On dira qu’'une
matrice de substitution est primitive s’il existe un entier positif n tel que la matrice M™
a tous ses coefficients strictement positifs. On dira qu’une substitution o est primitive si
sa matrice d’incidence est primitive. Pour plus de précision sur la théorie des mots et leur

dynamiques voir [4].




14 1. PRELIMINAIRES

En dimension plus grande les lettres sont remplacées par des fermés de R? d’intérieur
non vide, par exemple, des polyédres (comme des losanges, des carrés, cubes...etc). En
fait, on regarde la géométrie des pavés. On se donne un réel A > 1, qu’on appelle facteur

d’inflation®, une substitution est une application telle que :

e Tout pavé lui est associé, par la substitution, le méme pavé augmenté par 1’homo-

thétie de rapport A;

e On rempli le pavé augmenté par des pavés de taille normale, un tel pavé est appelé

superpavé d’ordre 1.

La matrice de substitution M = (m;;);; est définie comme pour les substitutions de
dimension 1, le coefficient m;; est donné par le nombre du i pavé dans le %™ superpavé
d’ordre 1.

Méthode coupe-et-projection

L’autre méthode est celle de coupe-et-projection, cette méthode de construction est sur-
tout utilisée dans le chapitre 3, afin de déterminer le rang du groupe des déformations

d’un pavage.

DEFINITION 1.3.8. Soient £ un espace euclidien de dimension N, et A C € un réseau
régulier (i.e. un sous-groupe discret cocompact) et soit E et E+ deux sous espaces de € (E+
est l'orthocomplement de E), m: £ — E et 7+ : £ — E* les projections orthogonales.

On dit que le triplet (£, E,\) est un schéma de coupe-et-projection si

(i) 7|p est injective ;

(ii) m(A) est dense dans E*.

Afin de définir les ensembles coupe-et-projection, il est nécessaire de définir I'applica-

tion suivante, dite ’application s,

x:m(A) — 7H(A);

3The stretching factor.
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telle que :
#(z) = (7| (z)) (ou encore *(w(x)) = 7t (x) ). * est un homomorphisme de groupe

(car 7 et m+ sont des morphismes).

gl

FIGURE 1.1 — Schéma coupe-et-projection et ensemble coupe-et-projection avec zone d’ac-
ceptance K.

DEFINITION 1.3.9. Soit K C E+ un compact qui est ’adhérence de son intérieur, on

appelle ensemble de coupe-et-projection avec zone d’acceptance K [’ensemble :
Pr ={z enm(A)|*(x) € K}.

Si 0K Nwt(A) =0, alors Py est dit non-singulier. Si K est la projection du N -cube unité
de RN, on dit que K est une zone d’acceptance canonique. On dit aussi que Py est un

ensemble coupe-et-projection N — d de domaine d’acceptance K.
NOTATION. On note v la restriction de * a Pk, i.e. 7 = *|p,.

PROPOSITION 1.3.10. /23] L’ensemble Py est un ensemble de Delone apériodique et de

complexité locale finie.

Démonstration. voir la démonstration dans [23]. O

REMARQUE 1.3.11. Le choiz du pavage associé a P peut se faire de plusieurs maniéres,

soit les pavés sont des pavés de Voronot, ou soit les points de Px sont les sommet de pavés.
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Dans le cas canonique, i.e. K canonique, les pavés sont les projections de d-faces des N -

cubes de RV,

1.3.3 Quelques exemples importants

On rappelle dans ce paragraphe la construction de trois pavages, par les deux méthodes
décrites précédemment. Tout d’abord, le pavage de la droite réelle dit de Fibonacci. En-

suite les pavages du plan, appelés pavage de Penrose (en losanges) et pavage octogonal.

Pavage de Fibonacci

Le pavage de Fibonacci fait partie de la classe des pavages donné a la fois par un schéma
coupe-et-projection d’une part, et par une substitution d’autre part. Ce pavage de la
droite réelle est donné par le schéma coupe-et-projection suivant (£, E,Z?), avec E + E+
la décomposition du plan R?, tel que I'angle # est irrationnel satisfait tanf = %5, le
nombre d’or. D’autre part, ce pavage est donné par une substitution ¢ définie sur un

alphabet a deux lettres {a, b} par

{a —— aab
o

b —— ab

Cependant avec une telle substitution on obtient qu'un pavage d’'une demi droite, pour
paver toute la droite il faut partir d’'un mot de deux lettres, en sachant qu’il existe des
mots de deux lettre impossibles comme bb, les seuls possibles sont ab, aa et ba, et par la

suite appliquer la substitution & droite et & gauche. Ainsi on obtient la suite

... abaababaabaabababaab . . .

1+v5
2

pour paver la droite il suffit de prendre pour a un intervalle de longueur et pour b

la longueur 1.
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Pavage de Penrose

Le pavage de Penrose est aussi un pavage qu’on obtient par un schéma coupe-et-projection,
donné par (&, E,Z°), avec E = R? et dont I'orthocomplément est de dimension 3, pour
plus de précision on se référe a [23|. On obtient aussi ce pavage par une substitution,

celle-ci est définie sur des losanges. Cependant, il n’y a pas que deux losanges, mais il faut

FIGURE 1.2 — Substitution donnant le pavage de Penrose (les losanges sont subdivisés en
triangle.

compter vingt pour le premier et vingt autres pour le second (on compte tous les losanges

avec leur orientation.)
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FIGURE 1.3 — Pavage de Penrose par les losanges.

REMARQUE 1.3.12. Il est possible d’obtenir un pavage MLD a celui du pavage de Penrose
par un schéma coupe-et-projection d’un réseau de rang 4, autrement dit, l’espace & est de

dimension 4 avec les espaces E et E+ de dimension 2 (pour plus de précision voir [9]).
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Pavage Octogonal

De méme pour le pavage Octogonal [33], il est définit comme ensemble coupe-et-projection,
donné par le schéma (&, F,Z*), avec E un plan de R*. La substitution est définie sur un

triangle et un losange comme lettres de ’alphabet (voir [19] pour plus de précision).

NN
AN

FIGURE 1.4 — Substitution donnant le pavage Octogonal.

De méme que pour le pavage de Penrose, il faut compter seize triangles et quatres
losanges de base pour obtenir tout le pavage du plan.

PR AYT

L XS XN XY L XX L

Ny N A A B\ S/

B N o mu /\n

B R B R B B N R
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SN TSN TS
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FIGURE 1.5 — Pavage Octagonal par les triangles et les losanges.

1.4 Espace des pavages.

L’idée est de construire un espace qui a pour éléments des pavages, il existe deux ma-
niéres d’avoir un tel espace. D’une part, on définit une métrique sur les pavages, et donc
I'espace des pavages est donné comme complétion de l'orbite (par 'action du groupe de
translation de R?) d'un pavage donné. D’autre part, on définit cet espace comme limite
inverse d’espaces topologiques, appelés complexe de Anderson-Putnam-Géahler. Dans les

deux cas les constructions donnent le méme espace topologique : I’espace des pavages.
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1.4.1 Espace des pavages comme espace métrique.

On considére que des pavages de complexité locale finie. On note B,(x) la boule centrée

en = de rayon r, de plus on note

le r-amas de P centré a l'origine.

Métrique des pavages

Etant donné deux pavages P et P’ dans R? (a savoir que ces deux pavages sont sur le
méme R?). On dit que P et P’ sont e-proche si les deux pavages coincident sur une boule
centrée a l'origine de rayon %, modulo les petites translations (de taille inférieure a ). On

écrit la métrique D :

/ . 1
D(P’P)_}ﬁfo{RH

|3£L‘7y € Bﬁ(OLBR(P - "L‘) = BR(P, - y)}

L’enveloppe continue d’un pavage

Soit P un pavage de R?, on appelle orbite de P I’ensemble
orb(P) = {P — x|z € R%}.

L’espace des pavages (p, appelé aussi enveloppe continue de P est la complétion de
I’orbite de P par D

Qp = orb(P)
Les éléments de 2p sont des pavages.

THEOREME 1.4.1 ([17]). L’enveloppe continue d’un pavage P de complexité locale finie,
est I’ensemble des pavages P’, tel que a translation pres, tout amas de P’ apparait dans
P, i.e.

Qp = {P'IVR > 0,¥z € R, 3y € R? : Br(P' — x) = Br(P —y)}.
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(Qp, ) est un systéme dynamique topologique avec p(v,P’) = P’ — v, comme action

continue de R? sur Qp. 11 existe une transversale canonique.

DEFINITION 1.4.2. La transversale canonique du pavage P est [’ensemble

Zp = {P' € Qp|0 € Prmel,

On définit une métrique sur la transversale canonique induite par la métrique des

pavages. Soit P; et Py deux pavages de =p, on définit la métrique sur Zp par,
Dy(Py, P2) = inf {——|B,(Py) = B.(P))
=Ml ——— | Dy = Dr )
o7, ) =i 1 2
cette métrique engendre la topologie sur la transversale canonique.

LEMME 1.4.3. Zp est la complétion de {P — z|x € PP'} par rapport a Dy.

THEOREME 1.4.4 ([13]). Pour un pavage de complexité locale finie P, I’espace topologique

Qp est compact.

THEOREME 1.4.5 ([13]). Soit P un pavage de complexité locale finie, alors la transversale

canonique est un ensemble compact et totalement discontinu.

1.4.2 Espace des pavages comme limite inverse.

L’objet de ce paragraphe est la construction de I'espace des pavages comme une limite
inverse d’espaces topologiques plus simples. Cette définition a été amorcée par Anderson
et Putnam a la fin des années 90, pour les pavages donnés par une substitution|1]. D’autres
s’y sont intéressés comme Sadun, Bellissard, Gambaudo [3] et bien d’autres. Cependant,
c’est Franz Géhler qui donna une jolie construction [14], généralisée par la suite par Sadun
[26].

Soit P un pavage de R? de compléxité locale finie, et ¢ le pavé (ou 'amas) de P
qui contient I'origine Ogs. On appelle premiére couronne du pavé t, I’ensemble des pavés
contigus a t, on ’appelle aussi 1-voisinage ou encore la 1-décoration. La deuxiéme couronne

de t est définie comme ’ensemble des pavés contigus a la premiére couronne et ainsi de
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suite on obtient la k™ couronne. En revanche, Un k-voisinage (aussi appelée une k-
décoration) de t est I'union de ¢ et ses k premiéres couronnes. De maniére équivalente, on

appelle un pavé ¢t décoré par son k-voisinage, un pavé k-décoré.

REMARQUE 1.4.6. Il faut noter que la décoration ne change pas la taille du pavé, donc

un pavé k-décoré est le méme pavé avec les informations sur son k-voisinage.

Soient t1, to deux pavés dans P, on dit que ¢; est équivalent & to, si, a translation
prés t1 coincide avec to, cette classe d’équivalence est appelée protopavé. La condition
de complexité locale finie implique qu’on a un nombre fini de protopavés. Un protopavé k-
décoré est une classe de translation d’un pavé k-décoré. Encore une fois la complexité locale
finie implique qu’on a un nombre fini de protopavés k-décorés. Afin d’obtenir la définition
des complexes d’Anderson-Putnam-Gaéhler, on introduit une autre relation d’équivalence

sur les faces de pavé.

Soient f; et f, deux faces de deux protopavés k-décorés t; et £5. On dit que f; est équi-
valente & f si on trouve deux représentants ¢ et ¢y (resp. des classes t, et t~2) dans P tels
que les faces (de t; et t9) correspondantes & f; et fo coincident. Ainsi on définit les com-
plexes I'y, comme I'union des protopavés k-décorés modulo cette relation d’équivalence sur
les faces. Ces ensembles I’y ont une structure de complexe simplicial. Le complexe (') ren
est appelé le complexe d’Anderson-Putnam-Gaéahler. En fait, les approximants I’
sont des variétés branchées, on se référe au travail de Bellissard-Benedetti-Gambaudo [3]

pour plus d’informations.

EXEMPLE 1.4.7. On considére le pavage de Fibonacci P = ...baabaababaaba . .., pour
un tel pavage il est assez facile de dessiner les deux premiers approximants du complexe de
Gahler. Pour Iy, les protopavés 0-décorés sont a et b, et pour I'y, on a plus de protopavés,
il y’en a quatres : (a)a(b), (b)a(a), (b)a(b) et (a)b(a), notons que la taille des pavés ne
change pas c’est la décoration qui change (ce qui est entre parenthése). Par identification

des bords dans P on obtient donc les variétés branchées suivantes :

On introduit la définition de I'espace des pavages donnée par Géahler dans un travail
non publié¢, mais publié par la suite par Sadun|26]. Mais tout d’abord, et comme on I'a

vu au premier paragraphe, il faut un systéme projectif.

DEFINITION 1.4.8. Soient les applications surjectives ay, : Ujyq — Tt qui a un point

4The forgetful maps.
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: (a}a(b).(b)a(a)
a b

(alb(a)
) r

FIGURE 1.6 — Les deux premiers approximants du complexe de Gahler pour le pavage de
Fibonacci.

dans un protopavé k + 1-décoré associe le méme point dans le protopavé k-décoré obtenu

en oubliant dans la décoration la k + 1°°™¢ couronne. Ainsi la chaine suivante

Q41 g [Ty)
: —>Fk+1 —>Fk —>F07

est un systeme projectif, et la limite inverse est l’espace des pavages Clp.

REMARQUE 1.4.9. Les ensembles 'y, sont des variétés branchées compactes. Un point
de I'y, permet de dire comment placer les amas correspondants a un pavé k-décoré autour
de lorigine de R. Autrement dit, les surjections oy induisent une application surjective
pr : Qp — [y définie comme suit : on considere le pavé de w € Qp avec sa k-décoration
et contenant ['origine. Un point dans ce pavé, a translation pres, correspond a un point

dans un protopavé k-décoré, qu’on écrit py(w).

Sadun démontra que les deux définitions de l'espace des pavages sont équivalentes
(voir [27]).

THEOREME 1.4.10 ([27]). Si P est un pavage de complexité locale finie, alors l’espace
des pavages Qp, comme fermeture de l'orbite de P (par l'action de translation, suivant la

métrique sur les pavages) est limite inverse du complexe de Anderson-Putnam-Gdhler.

DEFINITION 1.4.11. On dit qu’un espace Qp est mutuellement localement dérivable de

lespace Qpr, s’il existe une conjugaison topologique entre les deux espaces et que P est
MLD de P'.
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Chapitre 2

COHOMOLOGIE DES PAVAGES.

2.1 Introduction

La cohomologie est un invariant d'un espace topologique, cet outil intervient dans de
nombreux domaines des mathématiques. Bien que, la cohomologie sur R? soit parfaitement
connue des mathématiciens, ce n’est guére le cas pour d’autres espaces topologiques. Tout
d’abord, on rappelle, de maniére trés concise, les définitions des différentes cohomologies
qu’on a a étudier. Pour de plus amples informations on se référe a [10], [12] ou encore [16].
Ensuite, on s’intéresse au sous-complexe des fonctions P-équivariantes et a la cohomologie

qui en découle. Enfin, on donne les résultats principaux sur la cohomologie des pavages.

Dans ce chapitre, on ne considére que les pavages polyédraux apériodiques de com-

plexité locale finie.

2.2 Rappel des cohomologies

2.2.1 Cohomologie de De Rham

Dans cette section, on rappelle la cohomologie de De Rham sur R?, cependant, on s’inté-

resse & un sous-complexe du complexe des k-formes différentielles lisses sur R?, & savoir le
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complexe des fonctions fortement P-équivariantes. Soit x1, z9, ..., x4 le systéme de coor-
données standard de R?. On définit I'algébre extérieure sur R, qu’on note Q*, engendrée

par les vecteurs dxq, dxo, ..., dxy, telle que :

L’espace 2*R? est un espace vectoriel sur R, ayant pour base la famille :

1, dz;, dx; Ndxj, dv; Ndx; ANdxy ..., dry AN dxg.
1< ] 1 <3<k
Soient k € {0,...,d} et U un ouvert de R% une k-forme différentielle sur U est une

application lisse f : U — QFR?. En utilisant la base canonique de R? et la base de QFR?,

on écrit pour tout z € U

f((lf) = Z fil,m,ik (I‘)dlﬁll VANPIIAN dl’ik,

1<ii<..<ip<d

avec les f;, ;. des fonctions lisses sur U a valeurs dans R, l'algébre C*(U, ORY) =
@Zzo C>(U, QFR?) est une algébre graduée, avec C= (U, 2*RY) espace des k-formes lisses

sur U a valeurs dans R. L’opérateur différentiel
d: C®(U,QFRY) — C>(U, Q' RY)

est définit sur une k-forme différentielle f(z) = >, o o <q firin (@)dTiy Ao A dyy,
par
Ofir,vin,
df = 191<Z:<%<d; axl R
Par exemple si f € C®(U,Q°RY), i.e. une fonction de U a valeurs dans R, alors df =
> 81’ o-da;.

L’opérateur d est une antidérivation, vérifiant la relation d o d = 0. d est appelé
opérateur de différentiation extérieure. Le complexe ainsi défini, (Q*R%, d), est appelé

complexe de De Rham.
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Les éléments du noyau de d sont appelés formes fermées, dont I’ensemble est noté
Z*(R%). Les formes exactes sont les éléments de 'image de d, on note B*(R?) 'ensemble

des formes exactes.

DEFINITION 2.2.1. La cohomologie de De Rham sur R? est ’espace vectoriel
Hpp(RY) = Z*(RY)/B*(RY).
LEMME 2.2.2 (Poincaré).

. rod R en dimension 0
Hpp(RY) =

0 sinon.

2.2.2 Homologie et Cohomologie simpliciale

Afin de mettre en place le vocabulaire ainsi que les notations, on rappelle dans ce para-

graphe la définition de 'homologie et de la cohomologie d’un complexe simplicial.

Soient X un A-complexe et A un groupe abélien. On appelle une n-chaine de X une
combinaison linéaire finie de n-cellules de X. On note C,,(X, A) le groupe de ces n-chaines
sur X. On appelle opérateur de bord les homomorphismes 0, : C,,(X, A) — C,,—1(X, A)
définit par : d,(e) est le bord de e, i.e. une combinaison linéaire formelle des (n — 1)-faces

de e.

LEMME 2.2.3. Pour tout n, on a 0, 0 Opy1 = 0.

Une n-chaine « est appelée n-cycle si et seulement si 0,,a = 0, 'ensemble des n-cycles
est le noyau de 'application 9,,, qu'on note Z,(X,A) = kerd,. Un n-bord est une n-
chaine « telle qu’il existe une n + 1-chaine § vérifiant o = 9,103, i.e. « € Im 0,41. On
note ’ensemble de ces bords, B, (X, A). On remarque bien que tout bord est un cycle, en
revanche, la réciproque n’est pas toujours vraie. D’otl la notion d’homologie, on appelle

n-groupe d’homologie de X le quotient
H,(X,A)=Z,(X,A)/B,(X, A).

D’une maniére analogue, on définit la cohomologie de X. Le groupe des n-cochaines
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est le dual du groupe des n-chaines, C"(X,A) = hom(C,(X), A). On appelle cobord
I’homomorphisme dual de 9, noté 9" : C"(X, A) — C™(X, A), tel que 9" 0 9" ! = 0.

Un n-cocycle est une n-cochaine dans ker 9", on note le groupe des n-cocycles,
Z™(X, A). Un n-cobord est un élément de Im 9", le groupe des n-cobords est noté
B™(X, A). Bien évidemment un n-cobord est un n-cocycle. La réciproque n’est pas tou-

jours vraie, on définit ainsi le n-groupe de cohomologie :
H"(X,A)=2Z"(X,A)/B"(X, A).

Si X est un espace contractible, alors la réciproque est vraie, c¢’est ’équivalent du lemme

de Poincaré pour les formes différentielles.

Pour la suite, 'anneau A est soit ’anneau des entiers Z ou des réels R. La structure
de groupe des n-cochaines sera remplacée par une structure de Z-module ou de R-espace

vectoriel.

Cohomologie polyédrale

La cohomologie polyédrale est définit de maniére analogue que la cohomologie simpliciale,
il suffit de remplacer un complexe simplicial par un complexe polyédral, ainsi les notions

de cobord et de cocycle sont analogues.

2.3 Fonctions P-équivariantes et Cohomologie

Dans la théorie des pavages, on a introduit la notion des fonctions P-équivariantes. Celle-
ci permet de définir une cohomologie isomorphe a la cohomologie des pavages d’une part,
et de traduire le langage des déformations des pavages dans le cadre des fonctions P-

équivariante d’autre part.

DEFINITION 2.3.1. Soit P un pavage (ou un Delone) de RY de complexité locale finie, et

soit f une fonction définie sur R?, on dit que f est fortement P-équivariante', s’il existe

Dt a Panglais Pattern equivariant functions.
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R >0, tel que pour tout x,y € R,

Br(0) N (P — ) = Br(0) N (P —y) = f(z) = f(y).
On appelle R le rang de f.

Notons qu’une fonction fortement P-équivariante sur un réseau régulier P est une
fonction périodique. Comme le pavage est de complexité locale finie, si f est une fonction
fortement P-équivariante alors la restriction de f a I’ensemble des sommets du pavage
prend un nombre fini de valeurs. De plus, toutes les fonctions continues (lisses) fortement
P-équivariantes a valeurs réelles sont bornées. Si P’ est localement dérivable de P, alors

toute fonction fortement P’-équivariante est fortement P-équivariante.

DEFINITION 2.3.2. L’espace des fonctions faiblement P-équivariantes, noté C2° (R R)
est l’adhérence de l’espace des fonctions lisses fortement P-équivariantes C’;’SP(Rd, R) dans
Uespace des fonctions lisses bornées, par rapport a la topologie de Fréchet (i.e. la topologie

induite par la famille des semi-normes {s;hien qu’on a défini au chapitre 1). Autrement
dit, si une fonction f € C° ,(R% R) alors

Vi € N,Ve > 0,3f, € C5(RYR),VE < 1, s1,(frc — f) < e

2.3.1 Cohomologie fortement P-équivariante a coefficients réels.

Comme toute k-forme w s’écrit ), fidz;, on dira que w est fortement P-équivariante si

et seulement si les fonctions f; sont fortement P-équivariantes. On note C° (R4, QFRY)

'espace des k-formes lisses fortement P-équivariantes. Comme d(C°,(RY, QFR?)) C
2 o (R, QFIRY) (avec d étant la différentielle de R?). Donc

> (R Q'R LN > (R Q'RY) SRR 0 (R, Q9RY)

est un sous-complexe du complexe de De Rham.

DEFINITION 2.3.3. La cohomologie fortement P-équivariante est la cohomologie du

sous-compleze (CZ,(RY Q*RY),d), qu’on note H: (R4 R), autrement dit pour tout
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k €{0,...,d}, la cohomologie s’écrit

HF (R R) = (kerd N C2°5(RY QFRY)) /(Im d N C° 5 (RY, QFRY)).

En utilisant la cohomologie dynamique des fonctions transversalement localement
constantes (dont la définition n’est pas nécessaire pour se travail de thése, on se référe
donc a Particle [17]), Kellendonk et Putnam démontrérent que la cohomologie de Cech de

Qp est isomorphe a la cohomologie fortement P-équivariante [17].

THEOREME 2.3.4 ([17]). La cohomologie de Cech de Uespace Qp a coefficients réels,

H(Qp,R) est isomorphe a la cohomologie fortement P-équivariante, Hy_p(R%, R?).

Les fonctions faiblement P-équivariantes sont des fonctions bornées. L’espace des k-

formes lisses faiblement P-équivariantes est noté C° ,(R? QRY). Ainsi la suite

% p(RYQRY) -5 € p(RYE QRY) =5 - =5 O 5 (R, Q'RY)
est un sous-complexe du complexe de de Rham. On définit la cohomologie faiblement

P-équivariante, notée H (R R), par

HF (R R) = (kerd N C »(RY, Q"RY))/(Im d N C° 5 (R, QFRY)).

2.3.2 Cohomologie fortement P-équivariante & coefficients en-

tiers.

D’autre part, Sadun a démontré un résultat similaire, en utilisant la construction
de l'espace des pavages (2p comme limite inverse des complexes d’Anderson-Putnam-
Géhler (T'y)gen (voir [26, 28]). Tout d’abord, il a démontré que les formes fortement

P-équivariantes sur R? sont le pullback des formes sur les T';,.

Ainsi la cohomologie de Cech de Qp a coefficients entiers est limite directe des co-
homologies de Cech des complexes (I'y)ren & coefficients entiers. Sadun démontra que la
cohomologie fortement P-équivariante est isomorphe a la limite directe de la cohomologie

de De Rham des variétés branchées I'y. Soit m, : R — T'y 'application induite par le
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pavage P, tel que pour tout x € R? 1'élément my(x) de Ty, décrit le voisinage a 'ori-
gine du pavage P — x. On dit que x et y sont deux points P-équivalents de rayon r, si
B,(0)N (P —z) = B,.(0)N (P —y). Si x et y sont P-équivalents de rayon r et s'il existe
k € N, tel que r > k(L+1), alors m(z) = m(y) (L étant le diamétre du plus grand pavé).
De plus, si mp(z) = m(y) alors il existe un rayon r tel que z et y soient P-équivalents.
Une fonction f est dite fortement P-équivariante sur R? si et seulement si il existe k tel

que f(z) = f(y) quand 7 (x) = 7 (y), donc il existe une fonction f sur I'y, telle que

W;(fk) = f7

notons aussi que, pour tout [ > k, il existe des fonctions f; sur I'; tel que T ( fl) = f. D’ou

le théoréme suivant

THEOREME 2.3.5 ([28]).

2pRYLQRY) = | 7i(Q°T),
keN

avec Q"I'y, ensemble des n-formes différentielles lisses sur I'y.

Ensuite, Sadun démontra le théoréme de De Rham pour les variétés branchées,

THEOREME 2.3.6 (|28]). Si X est une variété branchée, alors la cohomologie de de Rham

de X est isomorphe a la cohomologie de Cech de X a coefficients réels.

Dongc, pour tout k£ € N la cohomologie de Cech de T est isomorphe a cohomologie de
De Rham de I'y.

Le pavage P confére & R? une structure de complexe polyédral, ot les sommets sont des
0-cellules, le arétes sont des 1-cellules...etc. Alors les approximants I', ont aussi une struc-
ture de complexe polyédral. On dit que deux cellules ¢; et ¢y sont P-équivalentes de rayon
r s'il existe x € ¢; et y € ¢y P-équivalents de rayon r. On dit qu’une cochaine o sur R? est
fortement P-équivariante s’il existe r tel que si ¢; et ¢y sont deux cellules P-équivalentes
alors a(c1) = a(cy). Ainsi la cohomologie fortement P-équivariante a coefficients entiers

est donnée par la suite

0 — CH(RY) — CH(RY) — - — CHR?) — 0,
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avec C(RY) T'ensemble des n-cochaines fortement P-équivariantes sur R?. Finalement,

on a

THEOREME 2.3.7 (|28]). La cohomologie fortement P-équivariante a coefficients entiers

est isomorphe a la cohomologie de Cech de Uespace des pavages p a coefficients entiers.

2.4 L’approche de Bellissard-Savinien

On rappelle qu’on ne considére que les pavages polyédraux de complexité locale finie.
Dans cette section, on décrit la construction de Bellissard-Savinien de la A-transversale,
ainsi que la cohomologie associée, qu’on appelle la cohomologie de Pimsner-Voiculescu
[7]. Bellissard et Savinien ne considérent que les pavages simpliciaux. Comme les pavages
sont polyédraux, on peut considérer la cohomologie polyédrale au lieu de la cohomologie
simpliciale. En effet, la restriction aux pavages simpliciaux n’est topologiquement pas une
restriction, puisque tout pavage de complexité locale finie est mutuellement localement
dérivable & un pavage polyédral (par exemple, le pavage dual du pavage de Voronoi de
I'ensemble de ses punctures). Ainsi de maniére mutuellement localement dérivable, on
peut subdiviser les polyédres en simplexes. Les pavés d'un tel pavage de dimension d sont
homéomorphes & un d-simplexe, avec la condition que ces pavés se rencontrent face a
face. En outre, une face de dimension n est homéomorphe a un n-simplexe, c’est-a-dire
homéomorphe a A™ = {(xg, 21,...,2,) € R™™ : 3" 2, = 1,2; > 0 pour tous i }. Cela
signifie que le pavage définit un complexe simplicial (ou A-complexe) de espace X = R%.
On note P" le n-squelette de ce complexe simplicial, dont P? = X et P" est I'union de

toutes les faces de dimension inférieure ou égale a n.

De la construction des I'y, il en découle une structure de complexe simplicial sur
celles-ci et les cartes ay sont des applications simpliciales. Une n-chaine sur I'j est une
combinaison linéaire des n-cellules de I'y. On note I’ensemble de ces n-chaines, C,,(I'x, Z).
L’ensemble des n-cochaines est le Z-module dual de ’ensemble des n-chaines, qu’on note
C™"(Ty,Z) = Hom(C,(Ty,Z), Z).

Bellissard et Savinien ont introduit la notion de pointe (ou puncture) pour les faces de
dimension n. En effet, une puncture d’une n-face est un point de la n-face qu’on choisit

de telle sorte que, la position de ce point soit la méme pour des n-faces qui coincident, &
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translation pres. Par conséquent, les variétés ['y sont naturellement pointées.

Comme conséquence de cette notion, on peut définir les transversales de dimension n.
On note par P™P“"¢ I'ensemble des pointes (ou punctures) des cellules de dimension n du

pavage P.

DEFINITION 2.4.1. [7] La A-transversale de dimension n est
ER ={P — x|z € PP}

L’union de ces ensembles =X est appelée la A-transversale du pavage P

Les ensembles =% sont des sous-ensembles totalement discontinus et compacts de (2p.
Leur topologie est engendrée par les sous-ensembles ouverts-fermés (clopen), qu’on appelle

zones d’acceptance pour les faces de 'y, données par la définition suivante

DEFINITION 2.4.2. La zone d’acceptance d’une n-cellule o de T'y, est le sous-ensemble
Ea(o) de ZX donné par

—_

Ea(0) = p;; ' (po)

avec p, la pointe (puncture) de o. (Les surjections py sont définit dans la remarque 1.4.9,

en fin du chapitre 1).

REMARQUE 2.4.3. Rappelons qu’une d-cellule o dans Ty correspond a (la classe de

ke couronne. Dans la méme idée,

translation de) un pavé t, dans P décoré avec sa
une n-cellule o dans 'y, correspond a une n-face d’un pavé dans P décoré avec sa k™
couronne. Ainsi, Za(0) peut étre vu comme un sous-ensemble de pavages contenant un
amas correspondant a une face k-décorée définie par o, telle que sa pointe (puncture) soit

en 0 € RY,

On note la restriction de la distance D (définit au chapitre 1) & Z5 par Da. La famille
des boules ouvertes-fermées {Bp, (P, )} pez,, de rayon € et de centre P, est une base
de topologie de 'espace (Ea, Da). On note Bj (P, ¢) la boule ouverte-fermée dans la

A-transversale =} de dimension n, de rayon € et de centre le pavage P.
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LEMME 2.4.4. [6] La famille de zones d’acceptance {Ea(0)}ser,, pour tout k € N, est

une base pour la topologie de l’espace métrique (Za, Da).

Démonstration. On se fixe n dans {0...d}, car la démonstration ne dépend pas de la
dimension, on démontre le lemme pour 'espace métrique (2%, Da). Soient o un n-simplexe
de 'y et 7 un pavage dans =Za(c). On choisit un réel R > 0 tel que, pour tout 7’ € =},

T et T’ coincident sur une boule de R? de rayon R centrée & l'origine qui recouvre la face

1

77 et B > k. Alors 77 est un pavage

et son k-voisinage décrite par o, i.e DA(7,7") <

Zon nce =a l.e.
de la zone d’acceptance Zx(s), 1.€

1
(T, ——) C ZEa()-

Réciproquement, soit 7 € =} et R un réel positif, I'origine est une puncture dans une
n-face f de 7. On choisit k tel que la n-face f et son k-voisinage de 7 recouvre un patch
de taille supérieure & R centré a l'origine. f et son k-voisinage définit un n-simplexe oy

de I';. En conséquence, si 7" est dans Za(oy), alors 7' coincide avec 7 sur un patch de

taille supérieure & R centré & I'origine. Donc 7" est un élément de Bp (7, RLH), ie.
T' € Ea(oy) C By, (T, R;)'
+1
[l
NOTATION. Pourn € {0,...,d}, on note C(EX,Z) le Z-module des n-cochaines sur la

A-transversale de dimension n. Le Z-module C(ZX,Z) est aussi appelé A-compleze de

degré n, celui-ci sera étudié au chapitre 4. De plus, on a C(Za,Z) = @, C(ZR,Z).

COROLLAIRE 2.4.5. L’espace des fonctions a valeurs entiéres, sur [’ensemble totalement

discontinu =a, est engendré par les fonctions indicatrices sur les zones d’acceptance.

REMARQUE 2.4.6. Il en découle que tout o € C(ZX,Z) @ R est de la forme o =
Yoo Nelz,(0), c'est une somme finie car o est une fonction continue sur le compact =}
a valeurs dans Z, et n, € R. On remarque que si o # o' alors Za(c) NEa(0’) =0 (un

pavage ne peut avoir deux cellules différentes a 'origine). Par conséquent, on a

loloe = sup sup [n,1z, () (T)] = sup|n,|
o TeER o
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2.4.1 La cohomologie de Pimsner-Voiculescu.

Soient S} l'ensemble des n-simplexes sur I'y, et S; I'union disjointe des Sj'. Sy est un
ensemble fini car P est de complexité locale finie. L’ensemble des n-chaines simpliciales
sur I'y est noté C,(I'x), c’est un groupe abélien libre avec base Sf. Le Z-module des

n-cochaines sur I'y, noté C™(I'y,Z), est finiment engendré.

Soient 0 € 57 et T € S,?_l une face de o, i.e. 7 € Jo. Ainsi ¢ est représentée par une
n-face e, k-décorée d'un pavé dans P, et T est représentée par une n — 1-face f, C f, (des
faces de e,). On définit le vecteur x,, dans R par z,, = p, — ps avec p. et py les pointes
(punctures) respectives de e et f. Il est important de noter que ce vecteur ne dépend pas

de la décoration, donc

Tor = Tay(o)ag(r)-

Comme Iy est une variété branchée plate (ou encore un espace euclidien branché) le

vecteur z,, est bien défini sur I'y.

DEFINITION 2.4.7. Soient 0 € §)! et 7 € S,’;_l une face de o, i.e. T € do. L’application

linéaire 04, : C(Ex ', Z) — C(ZR,Z) est définie par

0 — ]IEA(U)TQE”]IEA(T) if T C 80,
o 0 stnon.

avec 1y la fonction indicatrice sur l’ensemble U et T*°7 la translation par le vecteur —x,,,
i.e. pour tout f dans C(ZX ', 7Z), on écrit 7% f(£) = f(T7%E).

REMARQUE 2.4.8. Si l'espace C(Za,7Z) est remplacé par lespace de Hilbert L*(Za, C)
(définie suivant une mesure invariante sur la A-transversale) alors, dans ce cas les appli-

cations 0, sont des tsométries partielles.

Le n-simplexe standard A™ est orienté. Les n-faces de P sont homéomorphes a A",
on les muni de l'orientation induite par les homéomorphismes, sachant que les n-faces
qui coincident, & translation prés (par conséquent, les images de A™ par le méme ho-
méomorphisme a translation prés), ont la méme orientation. Si f C e alors on écrit oy
'orientation relative entre f et e. Plus précisément, o.; est égale a 1 si l'orientation de f et
de la face de e correspondante a f est la méme, a —1 sinon. Cependant, il faut remarquer

que si f n’est pas une face de e 'orientation o.¢ est nulle. Finalement, on a 0,, = o.f avec
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The edgeT.

/ Theface o,

The face 0,

FIGURE 2.1 — La translation entre les punctures (en dimension croissante) d’une 2-face.

e et f comme ci-dessus.

DEFINITION 2.4.9. La cohomologie de Pimsner-Voiculescu ou simplement la cohomo-
logie PV, de l’enveloppe continue de P est la cohomologie du compleze {C(ZX,Z),dpy }
avec dpy : C(ZX,Z) — C(EX™,Z) la PV-différenticlle, définit par

dPV = Z Z 007'90'7'

0633+1 TES@:TC@U

On démontre assez rapidement le lemme suivant,
LEMME 2.4.10. dpy odpy = 0.

NOTATION. Le groupe de la cohomologie PV de degré n a coefficients entiers est noté
H}y (Lo, C(Ea, Z)).

La cohomologie PV est isomorphe a la cohomologie de Cech de I’espace des pavages
[7]. Le but dans le chapitre 4 est de donner une preuve directe de ce résultat a 'aide d’un

isomorphisme explicite.
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Chapitre 3

THEORIE DES DEFORMATIONS DES
PAVAGES

3.1 Introduction

L’étude des déformations des pavages a été introduite par Sadun, Williams et Clark.
Celles-ci permettent d’étudier certaines notions d’équivalence entre espaces de pavages.
On suppose que tous les pavages en question sont polyédraux, c’est a dire que les pavés
sont des polyédres de R%. De plus, on suppose que les pavages sont de complexité locale
finie. On note (I'y)ren le complexe de Anderson-Putnam-Géhler associé & P (définit au
chapitre 1). L’objectif de cette étude est de classifier les déformations de 'espace des

pavages.

Il existe deux points de vue sur les déformations, le premier est celui donné par Sadun-
Clark-Williams dans leurs travaux([11] et [29]). Le second est celui de Kellendonk([21]),

qui permet d’avoir une vision plus analytique de la théorie.

Dans les deux cas, les déformations induisent plusieurs notions d’équivalence entre les

espaces de pavages. On a principalement trois notions,

(1) homéomorphe;

(2) mutuellement localement dérivable ; ou encore
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(3) topologiquement conjugué.

Cependant, Kellendonk rajouta une nouvelle notion, celle de la conjugaison topolo-
gique pointée. A savoir, on dit que deux ensembles de Delone P et P’ sont conjugués
pointés, s'il existe une conjugaison topologique entre les systémes dynamiques (Qp, R%)

et (Qpr, R?) telle que P est image de P’ par cette conjugaison.

3.2 Les déformations selon Sadun-Clark-Williams

Dans cet exposé, on considére uniquement les pavages polyédraux de 1’espace euclidien
Rd

Afin de bien comprendre le point de vue de Sadun-Clark-Williams, on se place dans
le plan R2. En effet, étant donné qu’on considére que les pavages polygonaux, la forme et
la taille des polygones (& savoir les pavés) sont décrites par un n-uplet d’arétes orientées.
Une aréte orientée est vue comme un vecteur dans R2. Il en suit que la somme de ces
vecteurs (correspondant aux arétes) est égale a zéro. Par exemple, la forme d’un triangle
est donnée par un triplet de vecteurs du plan, telle que leur somme soit égale a zéro. De
plus, si deux pavés p; et p, différents coincidant sur une aréte, a translation prés, alors on
a le méme vecteur sur I'aréte de p; et sur 'aréte du translaté de py. Cette identification est
compatible avec la relation d’équivalence décrite dans la définition du I'y dans le complexe
de Anderson-Putnam-Géhler, c’est en fait la déscription de la forme du protopavé. Bien

évidement, il ne faut pas oublier que la somme des vecteurs sur les arétes doit étre nulle.

En résumé, la forme d’un protopavé est décrite par un 1-cocycle fy de I'y a valeur dans

R?2, vérifiant la relation

dfo(w) = fo(dsw) = 0, (3.2.1)

avec w une 2-cellule dans 'y (en fait, dgw correspond au bord de w, qui est une combinaison

linéaire formelle des 1-faces, i.e. vecteurs sur les arétes).

D’une maniére plus générale, on peut considérer la forme d’un protopavé décoré par
ses k-couronnes. Ce qui donne une 1-cochaine fermée sur Ty, a valeurs dans R? (vérifiant

la relation précédente 3.2.1).
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DEFINITION 3.2.1. Soit un pavage P, on appelle fonction-forme' de P une 1-cochaine

fermée fy: Ty — R? telle que
dfo(w) = fo(dsw) =0,

pour toute 2-cellule w dans T'y.

Définition des déformations : Ces 1-cocycles (ou fonctions-forme) jouent aussi un
autre role celui de produire un nouveau pavage (a translation prés) du pavage initial en
changeant la forme des protopavés. En effet, soient P un pavage, e une 1-cellule de T’
(correspondant & une aréte dans un protopavé k-décoré dans le pavage P). L’image de e par
un 1-cocycle f, notée f(e), définit un vecteur de R? qui correspond a une aréte orientée, a
translation prés, d’un nouveau protopavé. Ainsi, si on remplace e par un segment paralléle
a f(e), alors, a I'aide de la condition df = 0, on obtient le bord d’un nouveau protopavé.
Or, il n’est pas nécessaire qu'un tel procédé permet de completer le 1-squelette en entier
du nouveau pavage. Cependant si c’est le cas, on décrit un nouveau pavage de R% déduit
de P, a l'aide du 1-cocycle f (qu’'on a construit pavé par pavé a partir de ceux de P).
Le pavage obtenu est appelé déformation de P(pour plus de précision on se référe au

travaux de [11] [29] et |21, section 3.1]).

REMARQUE 3.2.2. [l faut noter qu’on obtient un nouveau pavage qu’a condition que
les nouvelles arétes different légerement des arétes originales, sinon le résultat n’est pas

forcément un pavage. En réalité, on parle de petites déformations.

Une question naturelle se pose a propos des déformations, si P’ est une déformation
d’un pavage P, existe t-il un processus inverse 7 Autrement dit, si on a un pavage P’, peut
t-on obtenir le pavage P comme déformation de P’ ? C’est le cas si les arétes du pavage P’
différent légerement des arétes de P. En fait, le processus d’inversion n’est pas valable si
par exemple P’ est une déformation périodique d’un pavage apériodique. Par conséquent,
on ne prend que les petites déformations. On appelle la 1-cochaine fermée associée & une

telle déformation, la fonction-forme admissible.?

NOTATION. Si P’ est une déformation d’un pavage P par une 1-cochaine admissible f,

on note le nouvel espace de pavage par (Sdp);.

'En Anglais shape function.
2En anglais admissible shape function.




38 3. THEORIE DES DEFORMATIONS DES PAVAGES

THEOREME 3.2.3 (|29], Théoréme 2.1). Soit f : Ty — R? une 1-cochaine fermée

admissible, alors Qp est homéomorphe a (S2p);.

Ce théoréme de Sadun-Williams résume le fait suivant : si on déforme légérement le
pavage P alors on obtient une déformation P’, dont la forme des pavés est donnée par la
fonction f, qui différe tres peu de la forme des pavés de P. L’application qui a P associe

P’ induit un homéomorphisme entre les espaces Qp et Qpr.

Il faut noter que si une déformation est donnée par un cobord d’une 0-cochaine, alors les
deux pavages sont mutuellement localement dérivables. D’oil le résultat suivant, démontré

par Sadun et Clark.

Sadun et Clarks avait définit une application Z : H'(T', R?) — H'(Qp,R?) telle que

Z(f) = m([f])

avec 7 : 2p — I'y; la projection de I'espace des pavages sur I'approximant I'y.

THEOREME 3.2.4 ([11]). Soient f et g deux 1-cochaines fermées admissibles. Si Z(f) =
Z(g), alors (Qp) s est mutuellement localement dérivable avec (Qp), (dans le sens que les

déformations de P par [ et par g sont MLD).

On déduit de ce théoréme que les déformations d’'un pavage P sont paramétrées par
les 1-cochaines fermées sur un approximant I'y. De plus, si deux 1-cochaines fermées sont
cohomologues, alors les déformations associées sont mutuellement localement dérivables.
Ce fait s’étend aux espaces de pavages, a savoir que deux représentants dans la méme classe
de cohomologie induisent des espaces de pavages mutuellement localement dérivables. En
conclusion, les déformations, modulo les classes MLD, sont modélisées par les éléments

du premier groupe de cohomologie H'(Qp, R?).

On définit maintenant une autre classe d’équivalence sur les déformations, celle qui
donne la conjugaison topologique des espaces de pavages. Ce sont les déformations dite

asymptotiquement négligeables®.

Soit x, y deux points de P, un couple (x,y) est appelé récurrence de taille r si pour

tout 1/, By (P —x) = B.(P —y), avec r = supr’.

3En anglais asymptotically negligible.
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Un chemin suivant les arétes de x a y correspond a un lacet dans I'y, et donc a une
1-chaine fermée dans C(I'g). Deux chemins différents de x a y correspondent a la méme
classe d’homologie dans H;(T'y) (en fait ces deux chemins produisent une 2-chaine fermée).
La classe d’homologie d’une récurrence dans Hi(I'g) est appelée classe de récurrence. De
méme, si on a une classe de récurrence de taille (k + 1)A, A étant le diamétre du plus

grand protopavé, celle-ci correspond & une 1-chaine fermée dans C;(T'y).

Comme ’espace de pavages est minimal, toutes les classes de récurrence sont les mémes

pour tous les pavages dans l’espace.

On énonce maintenant la définition de la condition qui permet de dire qu’une défor-

mation induit une conjugaison topologique.

DEFINITION 3.2.5. Soit ) un élément de H*(T'y,,R%), on dit que ) est asymptotiquement
négligeable si pour tout € > 0 il existe une constante R., telle que pour toute récurrence

p € Hi(T'x) de taille R > R, on a
In(p)| <e.

Une classe dans _Hl(Q’p, R%) est asymptotiquement négligeable si son pullback est asymp-

totiquement négligeable dans H'(Ty, R?), pour un k donné.

Sadun et Clark ont énoncé le résultat suivant

THEOREME 3.2.6 (|11], Théoréme 2.2). Soit f, g € CY(To,R?) deux fonctions-forme
admissibles. Si Z(f) —Z(g) est asymptotiquement négligeable alors (p)s et (2p), sont

topologiquement conjugués.

Ceci signifie que, si on a deux éléments de Z' (T, R) tels que la différence de leur classe
est asymptotiquement négligeable, alors les espaces sont topologiquement conjugués. Dans
ce sens les 1-cochaines fermées admissibles asymptotiquement négligeables modélisent la
classe de conjugaison topologique entre les espaces de pavages. Notons que pour toute 1-
cochaine o dans H'(T'y, R), telle que pour un réel R donné et toute classe de récurrence p
de taille plus grande que R, a(p) = 0, donc I'image de «, par le pullback, dans H'(Qp,R)

est nulle.
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Déformations des pavages de substitution.

Dans leur travail [11], Sadun et Clark se sont intéressés aux pavages donnés par une substi-
tution. Ils ont démontré que le premier groupe de cohomologie fortement P-équivariante
se décompose en sous-espaces caractéristiques (donnés par les valeurs propres de la sub-
stitution). A T’aide de cette décomposition, on sait quels sont les sous-espaces concernés

par les déformations. On rappelle d’une maniére trés concise cette décomposition.
Une substitution ¢ induit en cohomologie I'application
o Hl(Qp,Rd) — ﬁ1<Q’p,Rd),

ainsi I'espace H'(Qp,R?) se décompose en sous-espaces caractéristiques de I’application

*

o .

THEOREME 3.2.7 ([11]). L’espace des éléments asymptotiquement négligeable est égal a
la somme des espaces caractéristiques associés auxr valeurs propres de module strictement

inférieur a 1.

3.3 Les déformations selon Kellendonk

Kellendonk a réinterprété le point de vue précédent dans le cadre des 1-formes 7P-
équivariantes (cf [21]). Dans ce cas, on se place dans un cadre analytique, i.e une défor-
mation est donnée par une fonction ¢ de R? & valeurs dans R?. On regarde les ensembles
de Delone au lieu de regarder les pavages. En fait, 'application ¢ transforme des points,
ce qui différe du point de vue de Sadun-Clark. Puisque & partir d’un pavage, on obtient

un ensemble de Delone et inversement, alors les deux approches sont équivalentes.

Dans la suite nous ferons un exposé concis des résultats démontrés par Kellendonk
dans son travail [21]. De plus, on donnera une interprétation des déformations d’un point

de vue cohomologique, autrement dit, on définira le groupe mixte.

Soit D un ensemble de Delone de complexité locale finie, et ¢ : RY — R? une

application qui vérifie I’hypothése suivante :
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Pour tout r > 0 il existe 7’ > 0 tel que pour tout = € R?
B(p(z),r) N (D) C p(B(x, ") ND). (3.3.1)

Cette hypotheése est verifiée si la fonction ¢ est bi-Lipschitzienne, i.e. s’il existe A > 1 tel

que pour tout x,y € R?

Az =yl < o) —ey)] < Az —yl. (3.3.2)

Notons qu'une application bi-Lipschtzienne est un homéomorphisme de R?. L’intérét
d’une telle hypothése est que I'image d’un ensemble de Delone par une application bi-
Lipschitzienne est un ensemble de Delone. Mais si on ne travaille pas avec un ensemble
de Delone, par exemple un ensemble uniformément discret, il suffit que ¢ satisfasse 1’hy-
pothése 3.3.1.

DEFINITION 3.3.1. Soit D un ensemble de Delone de R%. On dit qu’un ensemble de
Delone D' est une déformation de l’ensemble D, s’il existe une application lisse ¢ : R —

R? wvérifiant Ihypothese 3.5.1, telle que la différentielle do soit fortement D-équivariante
et o(D) =DD'.

La définition suivante permet de donner le lien entre une 1-forme D-équivariante et

une fonction entre les espaces de pavages (donnée dans I'article de Kellendonk [21]).

DEFINITION 3.3.2. Soit P un ensemble uniformément discret de complexité locale finie,
soit p : RY — RY,

1) Soit g € GL(d,R), si ¢ est une fonction continue telle que ¢ — g est faiblement
P-équivariante, on définit lapplication @ : orb(P) — Qup) par

Dy(P — ) := o(P) — g(x).

2) Si ¢ est une fonction différentiable telle que dp soit fortement P-équivariante, on

définit Uapplication @, : orb(P) — Qupy par
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Le théoréme suivant est un résultat important dans [21]. Il démontre qu’a toute dé-

formation est associée une fonction entre les enveloppes continues.

THEOREME 3.3.3 (|21], Théoréme 4.8). Soit P un ensemble de Delone de complezité
locale finie. Soit ¢ : R — R une application C vérifiant I’hypothese 3.3.1, telle que dyp
soit fortement P-équivariante. Alors ®, est uniformément continue, et se prolonge sur
Uespace Qp a une application continue @y, : Qp — Qupy. En outre, si ¢(0) = 0 alors

D, (Ep) = Zpp). Si @ est surjective alors O, est surjective.

La réciproque est une question naturelle a se poser : existe t-il, pour toute application
continue entre deux espaces de pavages, une déformation associée? Soient P et P’ deux
ensembles de Delone apériodiques de complexité locale finie, soit ® : 2p — Qp/ une
application continue telle que ®(P) = P’, qui preserve les orbites (i.e. qui envoie une
orbite de P —z sur une orbite de P’ —z’). Ainsi la question précédente peut étre reformuler
comme suit : Existe t-il une 1-forme fortement P-équivariante associée a I'application ® ?
Puisque P’ est un ensemble de Delone apériodique, le point z’ est determiné uniquement

a partir de x. Il existe une famille de fonctions pp_, : R? — R? y € R? telle que :
PP —y—1x)=P —y—pp_y(z), (3.3.3)
avec pp_,(0) = 0.

Le théoréme et corollaire suivants répondent a la question précédemment posée.

THEOREME 3.3.4 (|21], Théoréme 4.10). Soient P et P’ deur ensembles de Delone
apériodiques de complexité locale finie. Soit ® : Qp — Qp une application continue
telle que ®(Zp) C Zpr et ®(P) = P'. Alors il existe une fonction lisse ¢ : R — R?
ayant sa différentielle fortement P-équivariante telle que p|p = pp (de l’égalité 3.3.3) et
o(P) CP.

COROLLAIRE 3.3.5 (|21], Corollaire 4.11). Avec les mémes hypotheéses. Si ® est un
homéomorphisme tel que ®(Zp) = Zp et ®(P) = P'. Alors lapplication o, définie dans
le théoreme, vérifie Uhypothése 3.3.1 et induit la déformation P’ de P, i.e. P' = o(P).

Les deux théoréemes suivants permettent de donner une interprétation en cohomologie,

et par la suite donner la définition du groupe de mixte.
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THEOREME 3.3.6 (|21], Théoréme 4.13). Soient P un ensemble de Delone de com-
plexité locale finie, ¢ : R — R? une fonction continue et g € GL(d,R). Si ¢ — g
est faiblement P-équivariante, alors ®, est une fonction uniformément continue telle que
O, (w—2) = Py(w) —g(z). En particulier, ;4 s’étend a une semi conjugaison topologique
entre les systemes (Qp,R?) et (Qu(p), R?), telle que ®(P) = P'. Si p — g est fortement

P-équivariante alors o(P) est un ensemble de Delone.

THEOREME 3.3.7 ([21], Théoréme 4.15). Soit P' une déformation apériodique et uni-
formément discréte d’un ensemble de Delone de complexité locale finie P. Donc, en par-
ticulier, on a P’ = p(P), avec v : RY — R une fonction lisse vérifiant I’hypothése
3.8.1, dont la différentielle est fortement P-équivariante. De plus, si P’ est semi conjugué
pointé a P alors Uapplication ®;q est uniformément continue. St cette déformation est

bornée (dans le sens ot ¢ — id est bornée) alors ¢ — id est faiblement P-équiavariante.

Définition du groupe mixte

D’aprés la discussion précédente, on en déduit qu’on s’intéresse aux déformations proche
de I'identité, autrement dit d’apres 'approche de Kellendonk, on regarde les applications
¢ telles que dip est proche de did. A savoir les petites déformations (ou encore défor-
mations admissibles d’aprés Sadun-Clark-Williams). En effet, d’aprés la définition 3.3.1,
si D est un ensemble de Delone et ¢ : R* — R? une application lisse vérifiant ’hypothése
3.3.1 dont la différentielle est fortement P-équivariante, alors ¢(D) est une déformation
de D. Cependant, il faut noter qu'une application ¢ telle que dp € Z! (R RY) et dip
suffisamment proche de did vérifie I'hypothése 3.3.1, donc elle définit une déformation.

Or, on remarque que les éléments de
N (R RY) = {dn € B! ,(R*, R?)|n est constante sur D}

réprésentent les déformations triviales, au sens que celles-ci repésentent des translations
de D. Ainsi les éléments du groupe Z! ,(R? RY)/N! ,(R? R?) avec 'hypostése "proche

de l'identité" définissent les petites déformations de I’ensemble de Delone D.

De plus, Si dp — did est élément de B! ,(R?,R%) alors (D) est une déformation mu-
tuellement localement dérivable de D. Si cette différence est un élément de Bl (R R?)

alors (D) est topologiquement conjugué pointé de D. En conclusion, les petites défor-
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mations, modulo les déformations bornées (i.e. telles que dyp — did borné) qui sont dans
la méme classe de conjugaison pointée, sont paramétrées par les éléments proches de did

dans le groupe mixte
Hrln—’P(Rd’ Rd) - Z;—P(Rd7 Rd)/Bleu—’P(Rd? Rd) N Zsl—P(Rda Rd)?

REMARQUE 3.3.8. (i) H! _»(R% R?) n'est pas un groupe de cohomologie, car il n'est
pas définit par une suite de complexes différentiels. Autrement dit, le calcul de ce

groupe ne se fait pas par des méthodes de topologie algébrique.

(i) Dans le paragraphe suivant, on calcule le rang du groupe mizte, qui se fait a l’aide de
Uapplication * définie au chapitre 1 dans un schéma coupe-et-projection. En fait, les
petites déformations sont paramétrées par un ouvert du groupe mizte, notre intérét
porte surtout sur la dimension de ce groupe, afin de savoir la dimension de cet

ouvert.

3.4 Groupe mixte pour des pavages coupe-et-

projection

Dans ce dernier paragraphe, on s’intéresse au calcul du groupe de mixte. Ce calcul se base
sur deux outils, le premier groupe de cohomologie fortement P-équivariante H ;_P(Rd, R)

et 'application .

Comme B! (R R) C Bl (R R), alors cette inclusion induit une application quo-
tient ¢ : H: »(RYR) — H} (R R). Cette application ¢ et 'application * permettent

de décomposer le groupe H! ,(R? R) en deux sous-espaces, i.e.
H! ,(R"R) =R; D Ry.

Tout d’abord, on démontre que I'application * admet un prolongement lisse faiblement
P-équivariant et de différentielle fortement P-équivariante. Ensuite, a 1'aide de ’appli-
cation * (ou plutét du prolongement), on détermine quels générateurs de R; sont fai-
blement cohomologues (au sens que la différence de deux générateurs est un élément de

Bl o(RYR) N Z! (R R)), c’est a dire, on détermine ¢(R;). Enfin, on déterminera,
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sur quelques exemples, quels générateurs de Ry, qui ne sont pas éléments de ¢(R), sont

faiblement cohomologues.

Dans la suite de ce chapitre, on se place dans un cadre de schéma coupe-et-projection

(définit au chapitre 1), dont on rappelle les données.

3.4.1 L’application * et ses prolongements

Soit &€ 1'espace euclidien RY, on considére la décomposition en deux sous-espaces supplé-
mentaires orthogonaux E et E+ (respectivement de dimension d et d+). On note 7 et
7+ les projections orthogonales respectivement sur E et E+. Soit A un réseau régulier de
E. On considére le schéma coupe-et-projection (€, E, A) et 'ensemble coupe-et-projection
Pk, ayant comme zone d’acceptance un compact K de E+ (qui est la fermeture de son
intérieur), définit par

Pr = {r(\)|A € A, 7-()\) € K}.

On note v = *|p, : Px — E*. L’objet de ce paragraphe est de démontrer que 1'ap-
plication v admet un prolongement 7 faiblement P-équivariant, dont sa différentielle est

fortement P-équivariante. Autrement dit, 7 : £ — E* satisfait

<1> ;5/|77K =75
(ii) 4 est lisse et faiblement P-équivariante.
(iii) d¥ est fortement P-équivariante
Ceci fera l'objet d'un théoréme en fin de cette présente section. Mais, on commence
d’abord par quelques rappels.

DEFINITION 3.4.1. Soit P un ensemble de Delone de R?. Soit f : P — R?. Pour tout
heP—P={p—ql|pq€ P}, on définit la fonction Anf : PN (P —h) — R par :

Anf(x) = flz +h) — f(2).

Ay, est un opérateur qui associe une fonction sur P, une fonction sur P N (P — h).
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LEMME 3.4.2. Soit P un ensemble de Delone de R? de complexité locale finie, et
Y P — R Supposons que pour tout h € P — P, la fonction Apib est fortement
P-équivariante, alors il existe un prolongement lisse 1; : B — R? de 1 tel que la diffé-

rentielle di) soit fortement P-équivariante.

Démonstration. Voir dans la démonstration [21] O

COROLLAIRE 3.4.3. Soit Px un ensemble coupe-et-projection, alors il existe toujours
un prolongement lisse 7 : E — E* de Uapplication ~y tel que la différentielle d7 soit

fortement Py -équivariante.

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du lemme précédent. En effet, 'application

* est un homomorphisme de groupe, donc pour tout «x € E, et h € Px — Pk,

Apy(z) = ~(h),
ainsi Ay~ est fortement Pg-équivariante. O

La proposition suivante généralise un résultat de [21, Proposition 2.7] :

PROPOSITION 3.4.4. Soit P un ensemble de Delone de complexité locale finie, et w
une k-forme fortement P-équivariante sur RY (k > 1). D’apres le lemme de Poincaré il
existe une (k-1)-forme f telle que : df = w. Si pour tout € > 0 il existe un ensemble de
Delone P, localement dérivable de P tel que; pour tout p,q € P. : |f(p) — f(q)| < €, alors
w € BF (R R).

Dans |21, Proposition 2.7|, Kellendonk supposait qu’il existe une partition de P par
des sous-ensembles P; ... Py tels que, pour tout ¢ € {1,..., N}, chaque P; est localement
dérivable de P. Dans la proposition ci-dessus, on suppose qu’il existe un seul ensemble,
noté P., localement dérivable de P. Par conséquent, la démonstration suivante est une

adaptation de la démonstration donnée par Kellendonk [21].

Démonstration. Pour simplifier la démonstration on pose k£ = 1. On suppose maintenant
que pour § > 0 donné, on a un ensemble de Delone Ps localement dérivable de P, tel
que pour tout p,q € Ps, |f(p) — f(¢)] < §. On suppose aussi que df est fortement P-

équivariante, par conséquent, les dérivées partielles de f sont toutes bornées. Le but est
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de démontrer que pour tout m et 4, il existe une fonction fortement P-équivariante f,,
tel que pour tout [ < m on a s;(f — fims) <0 .
Il faut noter que si Ps est localement dérivable de P et f est une fonction fortement

Ps-équivariante alors f est fortement P-équivariante.

On note Vp, le domaine de Voronoi de P d'un point p € P. Soit py € Ps, pour tout

T € f/’p&,p et p € Ps, on définit la fonction oy : |J f/pw — R, par

PEPs

0 sinon.

f(p) — f(po) sl existe p € Ps,z € ‘0/7354)
os(x) =

Par définition f — o5 est d-prés (pour la norme uniforme) de f et est fortement P-
équivariante (Pj est localement dérivable de P). Cependant f — o5 n’est pas forcément
réguliére (i.e. pour tout point x appartenant a l'intérieur d’'un domaine de Voronoi, la

fonction o4 est constante, donc elle est discontinue sur le bord des domaines en question).

Le but est de régulariser cette fonction. On procéde de la méme maniére que dans
le travail de Kellendonk [21]. Soit p : R — R une fonction lisse & support inclus dans
B(0,1), et [p = 1, on pose ps(x) = 0 %p(%), on définit maintenant la fonction lisse
fortement P-équivariante fs, 5, = ps, * (f — 0s,). Montrons que c¢’est une approximation
a 0-prés, au sens de Fréchet (i.e. de la famille de semi-normes (s;);en de 1.2.2 du chapitre

1), de f. Soit un entier m < oo fixé. Soit € > 0, on a pour tout a € N¢ :

« o —|a|—d «
| D%(ps, % 75,) lloo<|| 5, looll D(ps,) 1< 628, || D¥p |1,

et donc on obtient pour tout [ < m :

sif = foran) < si(f — oo % )+ D 8200 | D | .

o<l

Or les dérivées partielles D f sont bornées pour tout a. Comme f * ps, converge unifor-
mément vers f sur tout compact, quand 9, — 0 (voir |5, Théoréme 3.4.6, chapitre 3|),
on peut donc trouver d; tel que, s,,(f — ps, * f) < §, par croissance des semi-normes, on
déduit que pour tout I < m, s5;(f — ps, * f) < 5. Finalement, on trouve un 0, tel que,
D lal<i 8,674 || Dy 1< $. Ainsi, pour tout [ <m

Sl(f - f(51,52) S +

N
DN
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Par conséquent, f est une fonction faiblement P-équivariante.
]

Maintenant on démontre 'un des plus importants résultats de ce chapitre. En effet,
le théoréme suivant démontre Iexistence d’un prolongement lisse de l'application v (i.e.

I'application ).

THEOREME 3.4.5. Il existe une fonction lisse 7 : E — E* telle que :

(Z) ’ﬂPK =7

(ii) di € Bl _p, (E,E-)NZ\, (E,E").

Avant de donner la démonstration du théoréme, on démontre le lemme suivant :

LEMME 3.4.6. Soit K le domaine d’acceptance d’un ensemble coupe-et-projection Py .
Pour tout x € ©+(A), l'ensemble Px_, est localement dérivable de Px. Par conséquent,

I’ensemble Pg_z)nk est localement dérivable de Py .

Démonstration. Soit z € 7 (A) alors on a Px_, = Px —, avec x(Z) = x. Comme 7 est
un vecteur fixe, 'ensemble Px — 7 est localement dérivable de Pg. Comme Prnrx—r) =

Pr NPk _, on en déduit que I'ensemble P(x_,)nx est localement dérivable de Pg.
]

Démonstration du théoréme 3.4.5. L’existence du prolongement 4 est donnée par
le corollaire 3.4.3. De plus, on déduit aussi que d7y est fortement Px-équivariante. Reste
a démontrer que 7 est une fonction faiblement Px-équivariante. L’idée est d’appliquer
la proposition 3.4.4. Autrement dit, il reste a trouver, pour tout € > 0, un ensemble de
Delone P’ localement dérivable de Py, tel que pour tout p,q € P’, |7(p) — F(q)| < e.
Par conséquent, on souhaite construire un sous-ensemble compact K’ satisfaisant les

hypothéses suivantes :

(1) P" = Pk est un ensemble de Delone localement dérivable de P ;

(2) il existe x € E* tel que K’ C Be(z), i.e. le diameétre de K est inférieur & .
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(1) Soit F' C #+(A) N K un ensemble fini, tel que K C Uuer B (u), on pose

K'=()K-u,

une telle intersection n’est pas vide, car pour tout u € }O(, il existe €, tel que B, (u) C K.
Donc pour € = min,{¢,}, on obtient B.(0) C K'. D’aprés le Lemme 3.4.6, ’ensemble
Pk est localement dérivable de Pg. Il reste & démontrer que Pk est un ensemble de
Delone, autrement dit, Pk est uniformément discret et relativement dense. En effet, Py
est uniformément discret car il existe u € F' tel que Py C Pr1y (qui est un ensemble de
Delone donc uniformément discret). Py est relativement dense car Pﬁ C Pk, avec 73?
un ensemble coupe-et-projection et donc relativement dense. Par conséquent, Py est un

ensemble de Delone localement dérivable de Pg.

(2) 1l reste a montrer que diam(K') < e, i.e. quil existe z € E* tel que K’ C
Be(z). Soit I un ensemble fini, tel que F' = {u;|i € I}. On pose K = Uier Bg (u;) avec
K' = ﬂje[f( — u;, on montre qu'il existe x € E*, tel que K' C Be(x). Or, on a par

distributivité de 'intersection et de 1’'union

R=OUBsw) -w)= U N Biluo) - i

JerI el oef{o:I—1I} jel

On écrit donc

K= MNBslwy)—u)u( |J [)Bsluoy) — uy) (3.4.1)

O bijective jEI 0 non bijective jEI
Soit y € K, i.e il existe une application o : I — I, tel que pour tout j € I,
Y € Be(uq(j)) — u;. Donc il existe b; € Be(0), tel que y = b; + u,(j) — u;.

Si o est bijective, alors

Z?J:ij‘l'ua(j) — Uj :>#(I)y:ij,

jel jel JjeI

or [|bj]| < §, et donc [|y|| < §, i.e. K' C B¢ (0) .
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Si o n’est pas bijective, pour tout j € I, on a Be (uo(j)) — 5 C Upepme B (ur) — uj, donce

() Bs (o) —u; < () U Bslun) =y

Jjel Jj€l k€lmo

Comme #(Imo) < #(I), on obtient

() Bs (o) —u; € () |J Bslun) —uy.

Jjel j€Imo kelmo

On pose Xo = (\jcrmo Urermo Bs(ux) — uj, par distributivité on a

Xy = U (M Bs(uriy) —u;.

o'e{o’:Imo—Imo} jeImo

On reécrit X, comme a 1’égalité 3.4.1 ci-dessus. On réitére le méme procédé, pour conclure
que X, C B:(0). Finalement on en déduit que K' C B¢ (0), donc diamK’' < e. Comme
K C K, on déduit rapidement que K’ C K’, donc diamK' < e.

Comme pour tout p,q € Pgr, on a ¥(p),5(¢) € K', on en déduit que |(p) —5(q)| < €.
Par conséquent, la proposition 3.4.4 permet de conclure que la fonction 7 est faiblement

Pr-équivariante.

3.4.2 Les générateurs de R;.

On rappelle la définition du "pullback" d’une application différentiable ¢ : R™ — R™,
qu’on écrit
w* . QkRn* _ QkRm*,

qui est un homomorphisme d’anneau vérifiant les propriétés suivantes,

e pour toute fonction f: R" — R, on a ¢*(f) = f o

e pour toute fonction différentiable g sur RY, on a 9(dg) = dg(g o ¢), avec dg la

différentielle sur F;

e pour toutes fonctions f et g, on a ¥*(fdg) = f ovdgr(go).
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Comme cet homomorphisme ¢* commute avec les différentielles, on a un homomorphisme

en cohomologie, qu’on note aussi ¥*
Y* : Hpr(RY,R) — Hpg(E,R).

LEMME 3.4.7. Soit ¢ : Px — A, telle que pour tout h, App est fortement Pgk-
équivariante, on note ¥ : E — RN un prolongement lisse de . Soit f : RN — R
une fonction différentiable. Si df est une 1-forme A-périodique alors @*(df) est fortement

P -équivariante.

Comme le réseau A est régulier, on rappelle qu'une fonction fortement A-équivariante

est une fonction A-périodique.

Démonstration. Soit df une 1-forme A-périodique, autrement dit, pour tout i €

{1,..., N} les dérivées partielles g—i sont A-périodiques.

D’aprés le lemme 3.4.2, Iapplication ¢ admet un prolongement lisse ¢ tel que la
différentielle est fortement Pg-équivariante. Soit p € Pk, donc @Z(p) est un point du
réseau A. Or df est A-périodique, donc g_:é o z;(p) = 6%-(0) i.e. une constante sur Pg. On
note r,,;, la distance minimale entre deux points de Px. Puisque Px est de complexité
locale finie, pour £ € E, les ensembles By, . (0) N (Px — &), a translation prés, sont en
nombre fini. A chaque ensemble By, . (0) N (Px — &), & translation prés, on lui associe
un point z¢ de By, . (0) N (Px — &), tel que, pour tout &' € E, si By, . (0)N(Px —&) et
Bs,,.. (0) N (Px — &) ne différent que par une translation d’ un vecteur y, alors x¢ et xg
ne différent que par la méme translation, i.e. z¢ = z¢ + y (il faut noter qu'il est toujours
possible de faire un tel choix z¢). On pose pe = z¢ + &, alors pe € P et £ — £ — pe est

fortement Pg-équivariante. Par conséquent, la périodicité des dérivées partielles implique

que 5= (€)) = FE(D(€) — d(pe))-

Reste a montrer que la fonction &€ — (&) —1)(pe) est fortement Pg-équivariante. Soit
£, & € Etel que BR(0)N(Px —&) = Br(0)N (P —¢'), il existe y € E, & =+ y, comme
la fonction £ —— £ — pg¢ est fortement Pg-équivariante de rang 2r,,;, on a pg = pe + v,
donc

R B ' &ty
DE) — dlpe) = / = / d
Per p

§+y
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aprés changement de variables on obtient ¢ (¢’ )—1;(]95/) = Pi dip = (&) —&(pg), comme dip
est fortement Pg-équivariante de rang R, on en déduit que la fonction & — (&) — Qz(pf)
est fortement Pg-équivariante de rang r = maz{2r,,, R}. Par conséquent, % o 1/; est

fortement Px-équivariante.

O

COROLLAIRE 3.4.8. L’application v induit ’homomorphisme ¢* - QF RV —

QISZPKE*. Par conséquent, on a un homomorphisme de groupe :
7;* : Hf_A(RN,R) - Hf—PK<E7 R),

avec H® , (RN R) le groupe de degré k de cohomologie fortement A-équivariante.

On s’intéresse maintenant aux générateurs de R;. On définit I’application ¢ : Py —
A C RY par:
p=1+1";

avec les inclusions ¢ : £ <— RY et ¢+ : E+ < RY. Par définition, pour tout h € Px — Pk,
'application App : Px N (P — h) — RY est fortement Py-équivariante, donc d’aprés
les lemmes 3.4.2 et 3.4.7, on déduit que l'application ¢ admet un prolongement lisse
¢ E — RY, dont la différentielle d@ est fortement Pg-équivariante. Ainsi dp peut
définir jusqu'a N générateurs dans la cohomologie fortement P-équivariante. En fait, &
l'aide de l'application ¢, on détermine une famille de générateurs de H! »(E,R), dont
on détermine leur image par l'application ¢ (définit au début de la section). En outre
d’apres le corollaire 3.4.8, on déduit que ¢* : HY \(RY,R) — H} , (E,R) est un
homomorphisme de cohomologie. Afin de déterminer les générateurs du groupe mixte, il

reste a démontrer que l'application ¢* est injective (pour le degré 1).

LEMME 3.4.9. L’application ©* ainst définit, est injective pour k = 1.

Démonstration. On veut montrer que rg(p*) = rg(H! ,(RY ,R)) = N. Notons qu’on

utilise la théorie de Sadun pour les cochaines fortement P-équivariantes.

Soient P un ensemble de Delone coupe-et-projection, et D(P) le pavage de Dirichlet
associé a P, qu’on muni d'une structure de complexe polyédral, sachant que les sommets
des pavés de D(P) sont les points de P. Soit K le corps R ou Q, on note Cy(D(P),K)
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I’ensemble des k-chaines sur D(P) et C*(D(P),K) I'ensemble des k-cochaines sur D(P).
L’application de bord 9y : C(D(P), Q) — Ci_1(D(P), Q) définit sur le complexe simpli-
cial induit I'application cobord 9* : C*(D(P), Q) — C*(D(P),Q), telle que, pour tout
f € C*D(P),Q), on a d*f = fod. Puisque D(A) est un complexe polyédral d'un espace
contractible, alors toute 1-cochaine est exacte (Lemme de Poincaré), i.e. tout élément «
de C'(D(A), Q) s’écrit de la forme 9* 3, avec § un élément de C°(D(A), Q). Comme les 1-
cellules orientées de D(A) sont des vecteurs de A, alors ceux sont des éléments de A—A. Par
conséquent, pour [¢] € C1(D(A),Q) et b € C°(D(A),Q), on a bo d([e]) = Acb(s(e)) (avec
s(e) le sommet initial (ou source) du vecteur e). Donc, si A.b est fortement A-équivariante

alors 0*b est fortement A-équivariante.

Un systéme de générateurs de H} ,(D(A), Q) est donné par, pour tout i € {1,..., N},
les applications #; : D°(A) — Q définient par,

Zi(v) = v; = 1™ coordonnée du sommet v
)

or pour tout 7, on a d*&; = 1.,. Donc H! ,(D(A),Q) = ({0*%;]i = 1,...,N}) (dont on

écrit les prolongements dxy,...,dxy ).

D’aprés le lemme 3.4.2, Papplication ¢ (resp. b) admet un prolongement lisse @ (resp.
i)) tel que dp@ (resp. dl;) est fortement P-équivariante (resp. A-équivariante). De plus, on

obtient le diagramme suivant

oy € H!_,(D(A),Q) —F— H!_,(D(P),Q)
0% € HL,(D(A),Q) ®R—Z~H! ,(D(P),Q) @R
J . |

db] € H! \(RY,R) ——~ H! ,(E,R)

avec ¢* l'extension de ¢* au corps R et 9 est un isomorphisme d’aprés Sadun [28], dont

une formule de I'isomorphisme réciproque est donnée par

w )(e) = | db=orb(e).

e
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(il y aura plus de précision sur cet isomorphisme au chapitre 4 ou encore dans [6]). Le
diagramme ci-dessus est commutatif, en effet, la commutativité du premier diagramme est

évidente, en revanche pour la seconde, on calcule ¢* o)™ et ¢~ o ¢* sur les générateurs
de la cohomologie H! ,(D(A),Q), i.e. pour tout i € {1,..., N},

5" o (day)([e]) = & ( / dr) = (0" 5,[e])

e

Yo @ (dx;)([e]) =/@*d%I/dw@za*(iiosb)([d%

€

donc @p* op™t =171 o o*.

Tout d’abord, on démontre que rgrp* > rggop*. D’apres le diagramme commutatif

ci-dessus, on déduit que rgr(@* o 1) = rgr(¢ o ¢*) et rgg(¢* o1) = rgg(yo ¢*).

Comme, le corps Q est contenu dans R, alors rgo(¢* o j) = rgr(¢* o). De plus,
comme 1 et j sont injectives, on en déduit que rgr@* = rgr(y 0 *) < rgr@* et rgop* =

rgo(y0 ¢*) < rgrp*. Donc

rgrR@" > rgop” (3.4.2)

Pour démontrer que rgg(¢*) = N, on s’inspire du travail de Kellendonk et Putnam [17]
sur l'application de Ruelle-Sullivan. Ainsi, on définit 'application 7 : H} ,(D(P),Q) —
QLE* par

. 1
(rllal).v) = i 5

/[_ (6(0), v)dnte) (3.4.3)

avec [a] la classe d'une 1-cochaine o« = 0*c et & = dé avec & et ¢ des prolongements lisses
de a et ¢ (d’aprés le lemme 3.4.2; car pour tout vecteur e € P, i.e. vu comme élément
de P — P, Acc(s(e)) = 0*c([e]) est P-équivariante), p est la mesure de Lebesgue. Cette
application est bien définie, car d’une part, étant donné que pour un ensemble coupe-et-
projection P, la mesure sur I'espace des pavages de P est érgodique (résultat démontré
par Schlottmann [32]), I'existence de la limite est assurée par le théoréme érgodique de
Birkhoff. D’autre part, 1’égalité 3.4.3 ne dépend pas du choix du représentant de la classe.
En effet, soit a, 3 deux 1-cochaines telles que [o] = [5], autrement dit, il existe une 0-

cochaine v tel que o« = 3+ 0*y. Montrons que (7([a]),v) = (7([F]), v), or la limite existe,
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il suffit de montrer que (7([0*y]),v) = 0, comme 7 est fortement P-équivariante donc
bornée on en déduit, par le théoréme de Stokes, que lim, ﬁ f[%ﬂdd&(x), vydu(x) =
lim, ﬁ ﬁ_r,r]d<2?:1 ag—ij)dmj, vydu(x) = 0. De plus, 7 ne dépend pas du choix des
prolongements de «, i.e. soient a; et ap deux prolongements fortement P-équivariants de
a, i.e. aq|p = aglp, donc la différence ay — g est une 1-forme fortement P équivariante
dn, avec n constante sur P (pour plus de précision voir |21, section 4|). L’application 7

est clairement un homomorphisme.

Reste a démontrer que rgo(7 0 ¢*) = N et de conclure. Tout d’abord, on démontre
que 7([¢*0*c]) = 7([0*c01]), i.e. T([0*cort 07]) = 0. Soit (eq,...,eq) une base de E, et
(y1,-..,yq) un systéme de coordonnées de E, ainsi on note (dyi, ..., dyq) la base de Q' E*

, pour tout ¢ € {1,...,d}, pour tout v € E, on a

" - . 1 L1
(r(eoroal)e) = lim g [ (dseor 3w, oduty)
d’ou
d déort oA
/[ oA duty) = 3 /[ g o 0)duy)
—r,r i—1 V=T {
v = 6]‘
déort o7
= /[ }da—y,wyj,@ﬂdﬂ(y)
—-r,r ]
par conséquent, f[—r,r]d 85ngjwdy1...dyd = f[_m]d_l(é ot o A(r,g) — ¢ ot o

A(=r,9))dy; . .. dg;j ... dyg. La fonction 4 est bornée car faiblement Pg-équivariante, donc

la fonction ¢ o1t o4 est bornée. On en déduit que (7([0*c o1t 0 7]),v) = 0.

Or sur les générateurs {dz;|i € {1,...,N}} de la cohomologie H! ,(D(P),Q), I'in-
tégrand (¢*dz;(x),v) de (7([¢*0*Z;]),v) est constant. Par conséquent, (7([s*0*%;]),v) =
(1*dx;(x),v). Comme l'espace des 1-formes constantes est isomorphe a ’espace dual de E,
en supposant que la base (e, ..., ey) est associée au réseau A et (z1,...,xy) un systéme

de coordonnées de RY ainsi la base dz, ..., dxry est associée au réseau réciproque,donc
b ) ) 9

(" di(z),v) = (n(€]), v)

car m =" =¢* (comme on travaille dans lespace engendré par les 1-formes constantes).
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Par conséquent,

{r([t"0"%i]),i=1,...,N}) = 7(QA™).

Done rgg(r o ¢*) = rgg({7(0F: 0 Dli = 1,...,N})) = rgo(n(QA™)), or m|yee est
injective (d’aprés Moody [23]), i.e. rgo(m(QA™*¢)) = N, on en déduit que rgg(To¢*) = N.

Par conséquent, on a rgop* > rgo(7 0 ¢*) = N. Donc rgr@* = N, et I'application $*

est injective.

Calcul explicite pour les ensembles coupe-et-projection N — d

Notons que pour la fin de ce chapitre on écrit d au lieu de dg pour la différentielle sur

I'espace E.

THEOREME 3.4.10. rg(q(Im@*)) = dimE = d

Démonstration. On commence par les calcul pour le cas N — 1. Notons e la base de
E, (ef,...,ex_,) une base de E+, et B = (e,e1,...,ex_;) est donc la base de RY. Soit

P € GLy(R) la matrice de passage de B & B4, donc 'application ¢ s’écrit & nouveau
¢ =P 4 Pt
Dong, la différentielle s’écrit
dg(z) = P~'(dz,0,...,0)" + PH0,d¥(x),...,dn-1(x))".

-1 _
avec P = (aij)(i7j)e{17._.7]v}2, on a

N-1 N-1
d(ﬁ(l’) = (andx, e ,CLNld.T)T + (Z a1j+1dij(:v), ceay Z CLNj+1d’5/j(ZE))T.
j=1 j=1
Ainsi les composantes dp;, i € {1,..., N}, sont faiblement cohomologues a a;dz, i.e.

dp; — a;;dx est combinaison linéaire des d7; (avec 4; les composantes de I'application 7).

Pour le cas des ensembles coupe-et-projection N — d, un calcul analogue peut étre
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fait. On écrit donc
dp = PN (dry,....dzg,0,...,0)" + P7H0,....0,dAi(x), ..., dTy—a(x))".

avec P~1 = (a;j) (i )ef1,.., 12, on écrit donc

d d N
dp = () arjdry, ..., Y anidry)" + (Y aydyj-a(@),. .. an;d¥;-a(x))"
j=1 =1 j=d+1
Comme {dx;}; est une base, on déduit le résultat. O
D’apres la démonstration du théoréeme précédent, on déduit que dp; — 2?21 a;jdx;
est combinaison linéaire des d?;(x), avec ¢ € {1,..., N — d}. On peut dire donc que les

coefficients dp; sont faiblement cohomologues & une combinaison linéaire finie de dz;,

ie{l,...,d}.

Comme, on travaille avec des coefficients de R, H! (R R) contient toujours un sous-
espace complémentaire a Im@*, qu'on note Ry (comme le complémentaire de Im@* n’est
unique, on en choisit un). On écrit la décompostion du premier groupe de cohomologie

fortement Pg-équivariante,
H! »(E,R) = Imp* @ Ry.
COROLLAIRE 3.4.11. Le rang du groupe mizte vérifie les inégalités suivantes

4 < rg(H}, p(E.R)) < rg(H. »(E,R)) — (N - d).

Démonstration. La premiére inégalité provient de rg(q(Im(p*)) < rg(H},_»(E,R)).

D’aprés la décomposition de H! »(E,R), on a rg(Ro) = rg(H:_»(E,R)) — rg(¢*) =
rg(H! »(E,R)) — N.Or H., -(E,R) = q(Impp* ®Ry), donc

rg(Hy,_p(E,R)) = rg(q(Im@* & Ry)) < rg(q(Im@*)) + rg(q(Ro))

or rg(q(Imp*)) = d (d’aprés le calcul précédent) et comme rg(q(Ro)) < rg(Ro) =
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rg(H! »(E,R)) — N donc

rg(H;l_p(E,R)) <d+rg(Ro) <d+ rg(Hsl_p(E,R)) — N.

3.4.3 Les générateurs de R,.

Pour finir le calcul du groupe mixte, il faut connaitre les générateurs qui ne sont pas
dans I'm@*. On n’a pas de méthode générale permettant le calcul de ¢(Ry) pour tous les

pavages coupe-et-projection. Cependant, ce calcul se fait pour quelques cas particuliers.

Cas des ensembles coupe-et-projection 2 — 1 canoniques

Afin d’avoir une idée bien précise, on refait le calcul pour N = 2 et d = 1. Notons aussi
qu’il est bien connu que le premier groupe de cohomologie fortement Pg-équivariante des

ensembles coupe-et-projection 2 — 1, dont la zone d’acceptance est canonique, est de
rang deux, i.e. H, , (E,R)=R?[13].

Soit A un réseau régulier de R? (par exemple Z?), on considére le schéma coupe-et-
projection A C E @ E*+. Notons Bea, = (€1, €3) la base canonique de R?, qui est aussi une
base du réseau A. Soit # 'angle de la pente de la droite E par rapport a e;. L’application

¢ : F — R? définit dans la base associée a la décomposition E + E*, par

o) = (21(2), $a(2)) = u(w) + 175 (2) = (2,0)" + (0,7(x))".

) cosd@ —sinf )
On écrit P = € GLy(R) la matrice de passage de la base de F + E+
sinf  cosd

dans la base B, par conséquent on a
p(x) = P~ (2,0)" + P71(0,5())".

@(x) = (wcosh, vsind)” + (—7(z)sin 0, 7(x) cos 0)".
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Donc la différentielle s’écrit
dy(x) = cos Odx + sin 0dy(z).

dps(z) = — sinfdx + cos 0dy(x).

Le deux générateurs dp, et dps ne sont pas fortement cohomologues. En revanche, si on

note ~,, la relation d’équivalence "étre faiblement cohomologue", on a
dpi(x) ~y, cosfdz.
dps(x) ~oyy — sin Odz.
Donc d@y ~y, —ﬁd@.

THEOREME 3.4.12. Tous les pavages coupe-et-projection 2 — 1, dont la zone d’accep-

tance est canonique, admettent un groupe mixte de rang 1, i.e.

Z! 5 (E,R)/By_p (E,R)NZ,_p (E,R) =R.

w—Pg

Démonstration. Comme rg(H! (R* R)) =2, et d =rg(H! »(E,R) — 1 I'inégalité du

corollaire 3.4.11 devient une égalité. ]

Notamment, si tanf = %5 (le nombre d’or), alors Pk est le pavage de Fibonacci,

donc le groupe mixte de celui-ci est de rang 1.

Pavage de Penrose

La cohomologie fortement P-équivariante est H. »(R* R) = R® [1|. La décomposition
induite par ¢*, s’écrit
H; »(R*R) = Img" + Ry.

Comme le pavage de Penrose est MLD & un ensemble coupe-et-projection 4 — 2, on a
rg(Img*) =4 (voir [9]), et donc rg(Ro) = 1.

Cas de Img@* : Les générateurs sont donnés ici par application ¢ (définit précéde-

ment), d’apres le théoréme 3.4.10 on a q(Imp*) = R
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Cas de Ry : Reste maintenant a savoir si le dernier générateur, i.e. le cinquiéme
générateur de la cohomologie, persiste au passage du groupe mixte. Autrement dit, est ce

que le cinquiéme générateur est faiblement cohomologue aux éléments de ¢(Img*)?

La réponse a cette question est non! En fait, nous allons construire une 1-forme o

vérifiant les propriétés suivantes :

1) Invariante par le groupe Cs ;
2) Fortement P-équivariante ;
3) Fermée;

4) Non exacte faiblement P-équivariante.

FIGURE 3.1 — Décoration des pavés de Penrose par les courbes.

On regarde le pavage invariant par 'action du groupe Cf, c¢’est le pavage dit de Cartw-
heel, avec sa version en losanges (voir [15, Chapitre 10]). La décoration du pavage de
Cartwheel est représentée sur la figure 3.1. Les courbes sont invariantes par C5. Cette

décoration est localement dérivable du pavage de Penrose.

Sur la figure 3.3, on construit ce cinquiéme générateur a qu’on écrit en coordonnées
polaires (r, 0) sur les losanges L; et Ly (6 étant ’angle entre les arétes des losanges comme
indiqué sur la figure 3.3). Soient 6 > 0 (la largeur de la bande grise sur la figure 3.3) et
une fonction lisse b sur R, & support compact inclus dans un intervalle de longueur 9, i.e.

supp(b) = [0, 4], telle que [ b= 1. Ainsi on écrit

alp, (r,0) = —=b(r)dr
alp,(r,0) = b(r—144d)dr,
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FIGURE 3.2 — Pavage de Penrose décoré par des courbes et bandes Cs-invariantes.

en dehors de la bande de largeur 9, la 1-forme a est nulle. On suppose, de plus, que la

fonction b est symétrique par rapport au point %, ainsi la 1-forme est continue et donc

lisse (car b est lisse).

L'angle 8 (0,0)

FIGURE 3.3 — Le générateur de R sur les losanges décorés.

Cette 1-forme « vérifie les propriétés ci-dessus, i.e.,
(i) « est Cs-invariante car toutes les courbes fermées sont invariantes par le groupe Cj
(car le pavage des Cartwheel est invariant par Cs [15]);

(ii) étant donné que la décoration est localement dérivable du pavage de Penrose, alors

a est fortement P-équivariante.
(iii) « est une 1-forme fermée, car a dépend que d’une variable & savoir 7

(iv) D’apres le lemme de Poincaré « est une 1-forme exacte, i.e. il existe une fonction

B € C*(R?,R) telle que a = df3. De plus, a n’appartient pas a q(Im@*).
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II reste & démontrer le point (iv). Tout d’abord, on démontre que [ n’est pas P-
équivariante au sens faible et fort. Puisque, toute fonction P-équivariante est une fonction

bornée, il suffit de montrer que  n’est pas une fonction bornée.

A T’aide de la décoration par les courbes et de la substitution du pavage de Penrose
(voir chapitre 1), on peut coder I'information de la 1-forme « par un 4-uplet d’entiers.
Tout d’abord, il faut noter que l'orientation des arétes est donnée par 'orientation des
fleches sur les courbes (voir figure 3.3). De plus, le 4-uplets d’entiers correspond au poids
sur les quatres arétes a, b, ¢ et d du pavage (dans le sens d’orientation). Par exemple
pour l'aréte a : on dit que a a pour poids 1 car il coupe une fois la courbe (voir la figure
le chiffre sous chaque aréte orientée). Il est possible aussi de mettre un label sur chaque

sommet, avec le choix du label 0 & gauche (comme sur le dessin)

0 a ) 0 b 1 0 c d I
- 5 . . . . s .
I 1 0 1

Donc la 1-forme « est représentée par le vecteur :

B(t(a)) — B(s(a)) \
B(t(b)) — B(s(b)
Vo = Uiy = (B(0a), B(OD), B(0c), B(0d)) =
5 = (300, 900, 300 5oy = |
B(t(d)) — B(s(d))

avec ((0-) le poids de l'aréte en question, ¢(-) le sommet de droite et s(-) le sommet de

gauche (par rapport a l'orientation du dessin).
Ainsi, on écrit la substitution (de la figure 3.4) suivante :

N a_lb_l

Q

N Cfldfl
p: .

_)a_

S

o

— C
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FIGURE 3.4 — Substitution donnant la décoration par les courbes Cs-invariantes.

dont la matrice d’incidence est donnée par

-1 0 -1 0

-1 0 0 0
M, =

0 -1 0 1

0 -1 0 0

les valeurs propres de cette matrice sont toutes de module 1, i.e. —1 avec multiplicité

1+1/3 1—1V/3
2 2

deux, et son conjugué

Par conséquent, avec une telle régle sur les arétes (qui donne le cinquiéme générateur),
on obtient le vecteur v, = (1,1,0,1) qui modélise v sur les premiers pavés (ou superpavés
d’ordre 0) de la substitution. Donc v, M? représente la 1-forme a dans le superpavé d’ordre

p. On démontre, par récurrence sur p, que
/UaMpp - (_1)p(p + 17 17pa —p + 1)7

on observe que les coefficients de v, M} ne sont pas bornés (pour p — o0) et donc que
la fonction (3 n’est pas bornée. On en déduit que 3 n’est pas P-équivariante. Il resta a

montrer que cette 1-forme o n’est pas dans I'image q(Ime*).

LEMME 3.4.13. [a] & q(Img™).
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Démonstration. 7 est I'application définit dans la démonstration du lemme 3.4.9.
Comme rggr(7(Im@*)) = 2, il existe deux générateurs [dfi], [dfz] dans Im@* tel que :
7([df1]) et 7([df2)] soient linéairement indépendants et df;, dfs ne sont pas faiblement coho-
mologues. En effet, un tel choix est toujours possible car si df; est faiblement cohomologue

a dfy alors 7([df1]) et 7([df2]) ne sont pas linéairement indépendents.
Si o est élément de g(Im@*), i.e. il existe A1, A2 € R tels que
o] = Mldfi] + Asldfa],
a ’aide de | ’application 7, on écrit
7([a]) = Mr([dfi]) + Ao ([df2))-

Or la 1-forme « est Cs-invariante, donc 7([a]) est Cj-invariante, i.e. égale a zéro. D’ou
M7 ([df1])+ a7 ([df2]) = 0, par 'indépendance des générateurs on obtient Ay = Ay = 0. Par

conséquent, [a] =0, i.e. « € BL_»(FE,R), ce qui est contradictoire. Donc a & g(Img*).
]

Alors, le cinquiéme générateur persiste au passage au groupe mixte, i.e. ¢(Ro) = R.

THEOREME 3.4.14. Pour le pavage de Penrose

Hrlnfp(Rza R) - Rg'

Pavage Octagonal

De la méme maniére, on calcule le groupe mixte pour le pavage Octogonal. La coho-
mologie fortement P-équivariante pour le pavage Octogonal est aussi de rang cing, i.e.
H! ,(E,R) = R® [13]. Montrons que le groupe mixte admet aussi trois générateurs,
comme pour la pavage de Penrose. En fait, la construction du cinquiéme générateur « se

fait de maniére analogue que pour le pavage de Penrose.

La cohomologie fortement P-équivariante, H. »(R?* R) = R®, on obtient aussi la dé-
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composition
H; »(R*R) = Im@" @ Ry,

Pour le sous-espace Imp*, les générateurs sont aussi donnés par I'application ¢, comme

pour Penrose, on a donc Im@*/ ~,= R2.

b o b A

fé p—> a b

i b a b

b a
b
b b N
N — b
b a
a b

FIGURE 3.5 — Substitution donnant le générateur de R, du pavage octogonal.

Pour le cas du sous-espace Ry, on procéde de méme que pour le pavage de Penrose. On

décore les pavés du pavage octogonal par des courbes fermées invariantes par le groupe

Cy (voir figure 3.5). Par la suite, on modélise la 1-forme « par un vecteur, en utilisant la

méme régle que pour le pavage de Penrose (voir dessin ci-dessous).

p
wyY =

A T’aide de la substitution du pavage octogonal (donnée au chapitre 1) et cette déco-

ration, on déduit la substitution suivante, notée o.
{ a — b la7b
o

b — a b

avec la matrice de la substitution
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on obtient ainsi le vecteur v, = (2, 1) qui modélise a sur le premier pavé de la substitution,

et donc v, M? représente la 1-forme o dans le superpavé d’ordre p. On a aprés calcul si p

0 . _ . -1 -1
L) et si p est impaire, on a MP = .

1
est pair, alors M? =
0 1

0

On a donc
—2,—1) sip est pair
(2,1) sip est impair

Par conséquent, la fonction 3 est bornée sur les sommets des arétes des superpavés d’ordre
p. Donc I’argument utilisé pour la pavage de Penrose n’est plus valable. En revanche, cette
fonction (3 est tout de méme non bornée. On démontre ce fait en regardant le mot o™ (a)

avec le codage ci-dessus.
LEMME 3.4.15. (i) Pourtoutn € N, on a $(0c**(a)) = B(da) et B(Da*"(b)) = B(Ib) ;

(i1) pour tout n € N on a
o*" 1 (b) = 20107 ()0 () -+ 07" (D),
avec v, le préfize ;
(iii) pour tout n € N on a
o (a) = w0 (D)o (B) -+ 0P (1),

avec wy, le préfize.

Démonstration. (i) immédiat par récurrence.

(¢7) On raisonne par récurrence,

e on suppose jusqu’au rang o2 1(b) = vy, 1b%(D) - - - ¥ (b);

e calculons o?""3(b) = 0?1 (02(D)), avec 02(b) = weba(b), on a donc o2 3(h) =
o (vobo (b)) = o2 (vy)a? T (b)o?"T2(b), par hypothése de récurrence, on en
déduit

O_2n+3(b) _ O_2n+1 (UQ)U2n+1bO'2(b) . 0'2n(b)02n+2(b).
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(ii7) On calcul 02" (a) = 0"~ (02(a)) or o*(a) = wybo(b) donc

o?"*a) = o® Hweba (b)) = o™ (wq)a® () o*"(b)

d’apres la propriété (i), on a ot (a) = wopy1b0?(D) - - - 02" 2(b)a?™(b), avec wo, 11 =

02"_1(102)112”_1 D

Conclusion : Comme ((da) = B(d0*"(a)) = B(Owani1) + >0 B(05* (D)) i.e.
B(0a) = B(Owan11) + (n+1)B(0b) Par conséquent, B(Owan 1) = 2—(n+1). On en déduit

que la fonction § n’est pas bornée, donc non P-équivariante.

LEMME 3.4.16. [a] &€ q(Img*).

Démonstration. Comme la 1-forme « est Cy-invariante, on procéde de la méme maniére
qu’au lemme 3.4.13.

O

On en déduit que ce cinquiéme générateur o persiste au passage au groupe mixte, i.e.

q(Ro) =R.

THEOREME 3.4.17. Pour le pavage Octogonal,

Hrlnf'P(Rza ]R) - RS‘
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Chapitre 4

LA COHOMOLOGIE PV DES PAVAGES

4.1 Introduction

Ce chapitre est la traduction d’une grande partie de l'article [6]. Cette partie est la contri-
bution de mon travail dans cet article. La cohomologie de Pimsner-Voiculescu est une
nouvelle venue dans la cohomologie des pavages. Celle-ci introduite par Jean Bellissard et
son étudiant Jean Savinien. Ils ont démontré que la cohomologie de Cech de I’espace des
pavages est isomorphe a la cohomologie dite de Pimsner-Voiculescu. L’idée de construc-
tion de cette cohomologie est basée sur le fait que le pavage polyédral admet une structure
de A-complexe, qui se transporte sur les approximants I';. Ainsi, on définit cette notion
de A-transversale, qui est tout simplement 1'union disjointe! des transversales canoniques
de chaque ensemble de Delone dont les éléments sont les pointes? des n-cellules du n-

squelettes P™.

Bien qu’il ait été déja démontré, d’une part, que la cohomologie de Cech de I’espace
des pavages est isomorphe a la cohomologie PV | et d’autre part, que la cohomologie for-
tement P-équivariante est isomorphe a la cohomologie de éech, I'objectif de ce chapitre
est d’expliciter un isomorphisme entre la cohomologie fortement P-équivariante et la co-
homologie PV, par le biais de la cohomologie des pavages définie comme limite directe

des cohomologies cellulaires des approximants I'y.

L union disjointe sur la dimension des squelettes P™
2Punctures
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Le travail effectué dans ce chapitre présente un oeil nouveau sur les différentes versions
de la cohomologie P-équivariante, en ce sens il permet d’avoir un lien plus direct avec le
cohomologie PV. Aprés avoir établi un isomorphisme entre la cohomologie des pavages et
cohomologie PV (on utilise les mémes arguments qu’en |7]). Ainsi, nous sommes en mesure
de reformuler la cohomologie faiblement P-équivariante et le groupe mixte en termes des

différentes versions de la cohomologie PV.

Pour le rappel des notions de base sur les notations ainsi que les définitions de base,
on se référe a la section 2.4 du chapitre 2 de cette thése. Dans ce chapitre, on établit tout
d’abord, par la propriété universelle sur les limites directes, ’existence de I'isomorphisme
entre la cohomologie PV et la limite directe des cohomologies cellulaires des I'. Ensuite,
on étend cet isomorphisme & la cohomologie fortement P-équivariante et on démontre que
celui-ci se prolonge a un homomorphisme entre la cohomologie faiblement P-équivariante,
introduite par Kellendonk et Putnam, et un nouveau groupe de cohomologie qu’on appel-

lera la cohomologie PV faible.

4.2 Un isomorphisme explicite...

Notre premier objectif est d’établir une relation entre les Z-modules C(Z%,7Z) et les co-
chaines de C™(T'y, Z). 1l faut rappeler que la limite inductive des Z-modules C™(T'y, Z) est

,a isomorphisme preés, déterminée par le diagramme commutatif

i

Cc™(Ty,Z) c™(Ly,7Z)

lim C" (T, 7)
!

Dans ce cas les applications 7,1 sont induites par les applications «;® (définies au chapitre
1, définition 1.4.8).

On définit maintenant les applications linéaires p; : C™*(I';, Z) — C(ZX,Z)

3The forgetful maps
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avec 1, étant la n-chaine qui vaut 1 sur la n-cellule o et 0 sur toute autre n-cellule. Ces
applications sont bien définies, car I’ensemble C,,(I";,Z) est un groupe abélien libre de

base §7'. Ces applications induisent un nouveau diagramme commutatif

i

c™(T;,7Z) c™(L';,Z)

C(2R,7Z)
D’aprés la propriété universelle des limites inductves il existe un unique homomorphisme

[ lim C™(Ty, 2) — C(E4, Z)
l

tel que le diagramme suivant commute

c™(1y,7)

X

Di l

C(2A.Z)
En fait, cet homomorphisme est uniquement déterminé par la relation
fom=p; 1€N.

LEMME 4.2.1. Le diagramme suivant commute :

1Ty, Z) 2> C™(T'y,, Z)

3 |

o(=nt, 7)Y (2R, Z)

Démonstration. Tout d’abord rappelons la définition de I'opérateur de différentiation

simpliciale dg. Pour o € C,,(T'y)

dS(]la> = Z 0571+

T7€CH+1(Tk)
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Dans la méme idée, réinterprétons la différentielle PV notée dpy, pour une fonction indi-

catrice sur la zone d’acceptance d’'un n-simplexe o, on écrit

dPV<]lEA(0')): Z OO'TQO'T]IEA(O')

TESSH_l

Donc, la commutativité est donnée par

Pk © dS(]la) = Z OO'T]IEA(T)

T7€CH+1(Tk)

et
dPV Opk(]lo> - Z OJTQUT]]-EA(U)'

TESS'H
En fait, I'isométrie partielle 0, translate la fonction caractéristique 1=, () vers la fonction

caractéristique fonction 1=z, ;). Par conséquent, dpy o pr = py o ds. [

COROLLAIRE 4.2.2. Le morphisme f commute avec les différentielles, ce qui induit un
morphisme f* entre les groupes de cohomologies. De plus, pour tout 1 < j, le diagramme

sutvant est commutatif

lf*

Hpy (Lo, C(Ea, Z))

Démonstration. Le fait que f commute avec les différentielles est une conséquence de
I’égalité suivante f o m; = p;, de plus, tout élément dans la limite inductive appartient a

I'image de m; pour certains .

Puisque I'application p; commute avec les différentielles, alors celle-ci induit un homo-

morphisme de cohomologie noté p!. Par functorialité, alors nous obtenons le diagramme
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commutative suivant

H(T;,7) Y H(T;,Z)

HPV<F07 C(EA7 Z))

La propriété universelle implique I'existence d’un unique homomorphisme ¢

lim H(I';,Z) — Hpy (Lo, C(Ea,Z)) tel que p; = ¢ o 7. Cependant I'application f est

!
donnée par p; = f o m;. Donc, par unicité nous avons ¢ = f*. Il

LEMME 4.2.3. Les applications p; sont injectives.

Démonstration. Soient i € N fixé, et o € C™(I';,Z) tel que p;(«) = 0, on écrit

o= Z Nel,

oeSy

avec n, € Z. Alors pour tout £ € =5 on a

P(@)©) = 3 nyleyo)(6).

oeSy

Soit £ dans Za(0g) avec une n-cellule oy € SI*. Par conséquent, ¢ contient un amas a

e

I'origine, qui est dans la classe de translation d’une n-face décorée par sa "¢ couronne

donnée par oy (la puncture de cette face est placée a l'origine). Donc

1if o = oy,
Lea@(&) = { Oif o #£0o
0.

En particulier, p;(a)(¢) = 0 implique n,, = 0. Etant donné que ¢ varie, donc tous les

coefficients n, sont nuls. Donc 'application p; est injective. O]

LEMME 4.2.4. Pour tout v € C(2X,Z) il existe k € N tel que v € Im(py).

Démonstration. Soit v € C(ER,7Z). D’apreés le corollaire 2.4.5, il est possible d’écrire

V= Z Nolz, (o)

oES™
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tel que les coefficients n, sont tous nuls sauf un nombre fini, car v est une fonction continue
sur un ensemble de Cantor compact & valeurs dans Z. Il existe k, € N tel que o est une
n-cellule dans I'y, et pi, (1,) = 1z, (»). Par conséquent 1=, ) € Im(py,). Par construction

nous avons Im(py) C Im(pyy1). Done v € Im(py) avec k = max, (k,). O

THEOREME 4.2.5 ([6]). L’application f* est un isomorphisme de cohomologie.

Démonstration. Injectivité : Soit [w] € lim H™(I', Z) tel que, 0 = f*([w]) = [f(w)]. Donc
I
il existe v € C(EX ', Z) tel que f(w) = dpyry. D’'aprés le lemme 4.2.4, il existe k € N

et € C" YT, Z), tel que f(w) = dpv(pi(a)) = pr(dse). Or w € lim C*(T'}, Z), par
!

conséquent il existe une n-cochaine wy € C™(I'y, Z) telle que, m(wy) = w et f(mp(wy)) =
pr(dsa). Puisque py = f o mg, nous avons py(wi) = pr(dsa). Le lemme 4.2.3 implique que

wr = dga. Ainsi [w] = 0, et U'injectivité de f* est démontrée.

Surjectivité : Soit [y] € H(Iy, C(EX,Z)), d’aprés le lemme 4.2.4 il existe k € N tel que il

existe a« € C™(I'y, Z), vérifiant py(«) = . Par conséquent,

0 = dpyy = dpypr(a) = pr(dsa).

Le Lemme 4.2.3 implique que [a] € H"(I';,Z), d’out mi(cr) € lim H™(I';,Z). Notons w =
I
(), donc v = pp(a) = f(w). Ainsi Papplication f* est surjective. O

4.3 Cohomologie P-équivariante et la cohomologie PV

Dans [21], il a été donné un isomorphisme explicite entre la cohomologie fortement P-
équivariante et la cohomologie de Cech (tous deux a coefficients dans R). L’idée d'un
tel isomorphisme provient de l'interprétation de Sadun de la cohomologie fortement P-
équivariante dans le contexte du complexe de Anderson-Putnam-Géhler. En combinant
celui-ci avec I'isomorphisme précédent entre la cohomologie de Cech et la cohomologie PV,
on obtient un isomorphisme explicite entre la cohomologie fortement P-équivariante et la
cohomologie PV. En outre, on démontre que cet isomorphisme est uniformément continu
suivant les topologies appropriées. Celle-ci nous permet de définir une version faible de la

cohomologie PV.
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4.3.1 Fonctions fortement P-équivariantes sur la A-transversale

Nous commencons ce paragraphe par une interprétation des fonctions fortement P-
équivariantes sur la A-transversale. Ensuite, nous expliciterons un isomorphisme entre
la cohomologie fortement P-équivariante et la cohomologie PV. Cet isomorphisme est
la composition de deux isomorphismes, le premier entre la cohomologie fortement 7P-
équivariante et la cohomologie de Cech [17]. Le second entre la cohomologie de Cech et la
cohomologie PV [7].

Notons C2°,(R%, Q"R%), 'ensemble des fonctions fortement P-équivariantes de rang
r. Rappelons que le pavage P induit une application canonique j;, : R? — T, telle que
pr(x) = pp(P — x) (Iapplication p; a été définie au chapitre 1, remarque 1.4.9). Soit o
une n-cellule de T'y. Alors j, ' (o) est une famille de n-faces dans P ayant toutes le méme

k-voisinage, i.e. la méme k"¢ couronne.

On dit que k est plus grand que r, si le k-voisinage d’une n-face contient le r-amas

centré en la puncture de la n-face.

DEFINITION 4.3.1. Soit k plus grand que r et w une n-forme fortement P-équivariante
de rang r. L’application J¥ : C2° o (R? Q"R¥™) — C™(T'y,R) est définie par

JHw)(1,) = / 0,

avec o € S} et o un choix quelconque de n-face dans ﬁ,;l(a) (en effet, on montre que
[intégrale ne dépend pas du choix de ¢ a l'aide d’un changement de variable et le fait que

w est fortement P-équivariante).

Pour w € CX 5 (R4, Q"RY™), Uapplication ¢y : C°5(RYQ"R™) — C(ER,Z) @ R est
définie par
Ye(w) = pr o Ji (W)

avec r le rang de w et k plus grand que r.

Il faut noter que, comme c’est fait de maniére équivariante, le choix dans la définition
ne pose aucun probléme et que le résultat reste indépendant de r et k, & condition qu’ils

soient assez grand. En particulier, on peut passer a la limite de telle sorte que ¢ = f o J
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ot lapplication J : C2,(RY Q"R¥*) — th (T'x,R) est induite par J*. 11 s’ensuit que

lapplication ¢ définie sur ’ensemble dense {P — p|p € Prrunc} C ZX est donnée

w<w><7>—p>:/%w

avec 0, la n-cellule de P dont la puncture est en p.

LEMME 4.3.2. Yod = dpyovy. En particulier i induit une application entre cohomologies.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Stokes, on a J¥(dw)(1,) = |, 05 W = I (W) (Lag).
De plus, 1s, = dgl,, donc 'application J* commute avec les dlfferentlelles d et dg.
D’aprés le Lemme 4.2.1, on déduit la commutativité de v avec les différentielle d et dpy .

Par conséquent, 1 induit une application en cohomologie. O

THEOREME 4.3.3 ([6]). ¢ induit un isomorphisme entre la cohomologie fortement P-

équivariante et la cohomologie PV.

Démonstration. On a déja vu que f induit un isomorphisme dans le Théoréme 4.2.5. De
plus, 'application J est un isomorphisme comme conséquence du théoréeme de De Rham
montré dans [28]. O

4.3.2 La cohomologie PV faible

Dans ce paragraphe, on veut donner un lien entre les fonctions faiblement P-équivariantes
et les fonctions sur la A-transversale & valeurs dans R. La cohomologie associée a ces fonc-
tions s’appellera la cohomologie PV faible, qui est reliée a la cohomologie faiblement

P-équivariante.

LEMME 4.3.4. 1 est une application uniformément continue, par rapport a la topologie de

Fréchet sur C°,(R%, Q"R%™) et a la topologie de la convergence uniforme sur C(EX, Z)QR.

Démonstration. Soit w une n-forme fortement P-équivariante.

6@l = sup | [ v

pe'])n ,punc

< max vol(oy)][wll
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la complexité locale finie garantie ’existence d’une valeur maximale ne dépendant pas de

w. Donc 1 est une application uniformément continue. Il

COROLLAIRE 4.3.5. L’application 1 se prolonge a une fonction continue
> o(RY, Q"R™) — C(2%,R).

Démonstration. Puisque ¥ est une fonction uniformément continue, alors elle se pro-
longe a une application continue entre la fermeture topologique de deux espaces vec-
toriels. L’adhérence de C®°,(R% Q"R%), dans C°(R?, Q"R%) (suivant la topologie de
Fréchet définit a Pégalité 1.2.2 du chapitre 1 par la famille de semi-normes (s;)cy), est

°° o(RY, Q"R¥™) (définie dans [17]). La fermeture de C(Z%,7Z) @ R est C(ZX,R), car =}

est un ensemble totalement disconnecté.

La définition de la différentielle PV reste valable sur C'(ZX, R). Nous pouvons envisager

également le complexe, dit le complexe PV faible :
- C(ERR) 5 OERLR) — -

DEFINITION 4.3.6. La cohomologie PV faible est la cohomologie du complexe précédent,
qu’on note H(I'y, C(Za,R)).

On remarque que le complexe PV faible est un complexe plus large (en terme d’inclu-
sion) que le complexe ---C(ZX,Z) ® R ey, C(EX",Z) ® R — ---. De plus, I'inclusion
C(ERX,Z) ® R C C(Z%,R) est une application chaine, cependant, il n’est pas du tout
évident qu'il existe une relation simple entre Hpy (I'g, C(Za,R)) et Hpy (o, C(Ep,Z) ®

R) 2 Hpy (T, C(Za, 7)) @ R.

LEMME 4.3.7. L’application dpy : C(Z%,R) — C(EXT',R) est continue (pour tout
ne{l,...,d}).

Démonstration. Soit f,g € C(ZX,R), alors on obtient

ldev () = dpv(@llss =11 D 0orbar(f = 9)lloes

TESSLJrl

or les applications 6,, sont des isométries partielles, par conséquent, ||0,-(f — g)|loc =

1f = gl
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Donc
HdPV(f) - dPV(g)Hoo S Z HOUTQUT(f - g)“oo
TESSH'l
< D I = dlle < CIIF gl (4.3.1)
TGSSL'H
avec C' = #(Syt1). On en déduit que dpy est une application continue. O

COROLLAIRE 4.3.8. L’application zﬁ induit un homomorphisme zﬁ* sur la cohomolo-

gie faiblement P-équivariante H,_p(R% R) a wvaleurs dans la cohomologie PV  faible

Démonstration. C’est un corollaire du lemme précédent et du lemme 4.3.2 prolongé a

QZ. Donc I'application QZ est une application chaine. Il

Dans l'article 6], dont le chapitre présent était la traduction d’une grande partie, on se
pose la question, quand est-ce que cette application est bijective? La réponse pour le
degré 0 est affirmative, i.e. 'application zZ est bijective, car les deux groupes sont égaux
a R au degré 0. On démontre alors dans [6] que I'application V¥ est bijective pour le degré
1.
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