Simulations numériques d’écoulements diphasiques par la
méthode des volumes finis sur maillages quelconques

Jean-Baptiste Apoung Kamga

Collaboration: R. Eymard, Danielle Hilhorst

Equipe AN-EDP
Université Paris-sud Xl

Journées Multiphasiques
Univ. Lyon, 04 Septembre 2008

J.-B. A. K. (Paris XI) MOMAS, Lyon 04/09/08 1/33



Plan

@ Motivations, équations et simplifications

© Volumes finis sur maillages quelconques (VFHYB)
@ Flux diffusif
@ Flux convectif
@ Flux convectif-diffusif
@ Traitement des non-linéarités

© VFHYB pour écoulements diphasiques
@ Equation et décentrage

@ Conclusion et perspectives

J.-B. A. K. (Paris XI) MOMAS, Lyon 04/09/08 2 /33



Notations et Equations

perméabilité absolue: K, cote descendante: z, accélération de gravité: g.

e indice:a; w-eau, o-air, o perméabilité relative: k.,
@ densité: p,, @ pression: pg,
@ saturation: s,, @ pression capillaire:
@ viscosité: [iq, Pc = Po — Pw:
® porosité: &, @ vitesse de Darcy: ug,,
@ mobilité : Ao = kra/lla, @ terme source ou puits: g,
@ mobilité totale : A=\, + Ao o fraction de flux: f, = Ao /A
i de Darcy Conservation de la masse
Kk 0pasS
Ug = — - (vPa —+ pasz) ¢M +V- (paua) = Pafa
Mo ot
Sw+So=1 pc(sw) = Po — Pw, + CL + CL. J
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Simplifications des équations

Trois formulations (Zhangxin Chen 2005)

© Pression de phase: p = po, S =Sy
@ Pression pondérée : p = s, pyw + SoPo, 8= Gy
. dpe
© Pression globale : p = p, + [*(f, <52 )(£)d¢, S = Sw

Equations résultantes sous |'hypothése d'incompressibilité

Pression. u, + u, = u, vitesse totale

Vu=q(p,s), u=—K(A(s)Vp+i(s))

ds

6 v (ufw(S) i (wa(s)xo(s) d”c(s)) Vs)> ~ qi(p.s)
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Des méthodes couramment utilisées )

Eléments finis mixtes et méthodes des caractéristiques (Z. Chen,...)
Volumes finis (R. Eymard, R. Herbin, D. Hilhorst, A. Michel, ...)
Volumes finis spectraux (P. Bastian,...)

Eléments finis discontinus (P. Bastian, B. Riviére,...)

But visé )

Inscrire dans la liste, la méthode des volumes finis pour les tenseurs de
diffusion anisotropes sur maillages quelconques:
(R. Heymard, T. Gallouét, R. Herbin, 2008)

Démarche )

Définir les différents flux et traiter les non-linéarités.
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Outline

© Volumes finis sur maillages quelconques (VFHYB)
o Flux diffusif
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Dis

crétisation par volumes finis hybrides (VFHYB)

Discrétisation: D = (M, &, P),

@ M, ensemble des mailles,
o £ ensemble des arrétes,

e &;,, arrétes internes,

o Eext, arrétes externes (Eex = EL, UEN ),

P = (xk)kem,ensemble des points étoilant chaque maille,

@ my , mesure de K; m, , mesure de o.

Ex, ensemble des arrétes de la maille K,

M., ensemble des mailles contenant I'arréte o,
nk o, normale unitaire extérieure & K en o € &k,
dk o, distance de xx a 0 € &k,

X5, barycentre de o,

Dk .+, cone de base o et de sommet x.
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Principe de la formulation VFHYB

08— e & & 4 4 & & 4 &
+ + + + + + + + + +
DR A L AL e e e 4 @ Inconnues ((uk )kem; (Uo)oee)
+ + + + + + + + + + . . .
I 2 2 2 P P2 s el P 0 @ Construction du gradient discret
RN AN AN AN Y AN AN AN YA constant dans chaque céne.
0.2 —¢ 4 4 & 4 4 4 4 4 4
+ + + + + + + + + + -
P IR PR T B T P e B o Avantages'
D B e e R e @ écriture variationnelle du
+ + + + + + + + + + .
A Ay Iy g e it B B probIeme,
il et Leg e e Lot bot g [hs Las @ élimination possible des
+ + + + + + + + + +
+ + + + + + + + + + (uo')o'eé‘y
0.6 —4 4 4 & & 4 4 4 & 4 = =
AL A A A AR A v 4 © conservation possible de
+ ¥ b i * + + 4 + % L
-08 +W +W +W +W +W +W +W +W +W +W certains (ua)geg_
+ + + + + + + + + +
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Flux diffusif : gradient discret 1/6

Formule de Stokes dans une maille )

m(K)Vu =3, ce, M(0)(uo — uk)nk o

Ajout d'un terme de stabilisation :(« est un paramétre réel) )

Vkou=Vigu+(Rkou)nk s Rxou= ﬁ (up — ux — Vgu - (x5 — xk))

Définition du gradient discret par ses valeurs constantes dans chaque coéne. J

Vpu(x) = Vkou(x), p.p.x € Dk

Probléme variationnel : Xp o = {((vk)kem, (Vo)oce) : Vo = 0,Vo € EL, J

{ Chercher u € Xpg tel que Vv € Xpjo
Ja Vov(x) - A(x)Vpu(x) dx = >~ v [ F(X)vi dx
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Flux diffusif:  expression 2/6

On remarque qu’on peut écrire

VKot = Z Y7 (Upr — uk)-

o'e€k

Jo Vov(x) - A(x)Vpu(x) dx = Z Z Z A% (ug — g )(vk — Vo)

KeMoelk o'e€k

avec A7 = Z e (/ A(x) dx) y
DK,U”

o EEK
On définit alors le flux diffusif a travers |'écriture équivalente du probléme
Dokem oeex Fro(U)(vk — Vo) = Ygerm vk [ F(x)dx Wv € Xpg
/
Fro(u) =Y A% (uk — ugr)
o’'e€k
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Flux diffusif : convergence en norme [? et H* 3/6

N=1. u —S|n(27rx)5|n( y), f = 8w?sin(27x)sin(27y).
Q = (0,1)?; maillages: h=2"",i=1,2,3,4,5,6.

pente = 1.0

10

pente = 2.0

1o ao! 1

Convergence : O(h) en norme H! et O(h?) en norme L. ]
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Flux diffusif : conditions aux limites de type Dirichlet 4/6

Procédure d’insertion

@ Dirichlet non homogéne u = g: u, = g(x,) Vo € &P

ext
sous forme forte (comme dans les éléments finis Lagrange).

—Au=0 dans Q,u=10 sur 1,u=2 sur I, Vu-n=0 ailleurs. J
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Flux diffusif : conditions aux limites de type Neumann 5/6

Procédure d’insertion

© Neumann non homogeéne (AVu) - n = g: imposée sous forme faible
(Vo (Fro(u) — mog) =0, Vo e&L,).

ext

—Au=—4 dans Q,
u=x>+y? sur Iy,

SRS AL 3 s

— O A AN Ao

Vu-n=2 sur 00\ S e ST
ERSESENR

S A vAvATa

AT vavat hiwst
P AVAVAS P AT AN
SR A A )
Sk

M= o0 |11 =[-1,1] x {0} ]

0.975 1 s
0x77

0.78
0.683
0.585
048
0.39
0.293
0.196
0092
0.000838

0.000853

=], 0 1
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Flux diffusif : Synthése 6,/6
Equation

V-(=AVc¢c)=f dans Q

Condition aux limites

(AVc)-n=g sur Ty, c=cp sur Ip.

Formulation

Z _VKmeK+ Z Vde’ff(C)+Vnglff(C) =0
KeM o€EK

—FZ™(C) si. ceKNL
I:_K,U(C): —Fd’ff(C)—mag si oely
C — CD si o€ rD
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Outline

Volumes finis sur maillages quelconques (VFHYB
g

@ Flux convectif
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Flux convectif 1/3
Objectifs

@ Evaluer le flux diffusif.

@ Evaluer le décentrage dans le contexte des schémas hybrides.

Equations

C|t=0 = Co dans Q

C+ V. -(uC)=S dans |0, T[xQ
C=Cpn sur 0, T[XTin, Tin={x€0Q:u(x) -n<0}

avec et p solution de

—V - (AVp) =f dans Q
p=pp sur I'p
(AVp)-n=0 sur y.
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Flux convectif 2/3
Cl’y_l — C[é n+1
Z VK Mk — A f
KeM _
+ oeee (UFRT(CTH) + v FEm(CY)) } =0

myu-ng o Cx si u-ngs>0

F;%‘?ZV(C) = mgu - nK,o’CO' si u- nK o <0
0 sinon
Co— Ck si u-nke=>0
Femv(C)=q G —Cn si oel
0 sinon

Remplacer m,u - nk , par Ffé’;’:f(p)
si la vitesse u = —AVp est issue d'un probléme de diffusion.
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Flux convectif 3/3
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Outline

Volumes finis sur maillages quelconques (VFHYB
g

@ Flux convectif-diffusif
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Flux convectif-diffusif 1/2

Equation

V- (uc—AVc)=f dans Q

Condition aux limites

(AVc¢) - n = gout sur  [out
(uc —AVc)-n=gp sur [in
c=¢p sur Ip

Fin={x€0Q:u-n<0}, 00 =T, Ul Ulp, partition.
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Flux convectif-diffusif

Formulation

2/3

Z —vimgfx + Z VkFKp(C) + VU’EK,U(C) =0

KemM o€EK

Fio(C) = Fi22'(C) + FEE(C)

)

ﬁK,J(C) = .
mou - n o(Co — Ck) = FEG(C) i
—Ffé’;g(C) si
_F}cé',fg(c) - magout Si
—F}C(?ZV(C) - Fic(h,fg(c) + Mg 8in si
G —Cp Si

u-nk,>0etoce KNL
u-nks<0etoe KNL
o € lout
o€l
o€lp
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Flux convectif-diffusif

V- (uc —eAc) =0 dans 10,13,
c =0 sur [ (portion en rouge),

¢ =1 sur [ (portion en vert),
=(1,3)7, e=0.01.

= ;,.

gii %E -'x{w i%'%mgf
%‘r“';;;;:":;;:*v oafs

‘—g.— ,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Solution par EF P1 (Freefem++)
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Flux convectif-diffusif 3/3

V- (uc —eAc) =0 dans ]0,1[2 /
¢ =0 sur [ (portion en rouge), "&‘ﬁ"

gvgvﬂwvgvmﬂﬂAVAu vml% S )
wﬂ¥ﬂ’ 7 .gwn. =
¢ =1 sur [ (portion en vert), {5 ?::S‘ g

u=(1,3)T, =0.0L *

‘Q‘
‘v‘ s wza¥

Solution par EF P1 (Freefem++) | Solution par VFHYB J
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Outline

Volumes finis sur maillages quelconques (VFHYB
g

@ Traitement des non-linéarités
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Algorithme de Newton pour f(x) =0

Q |Initialisation: xg, rp = f(xo)

@ Itération jusqu'a convergence :
o résolution : Jac(xk )0k = —rk
e mise a jour: Xxi1 = Xk + Ok
o évaluation :rg11 = f(xk)

© Critére d'arrét |r 1| < g|ro]

Inversion du systéme linéaire: Jyoc(xx)ok = rg ?

@ méthodes itératives: GC, GMRES, BiCGStab,....

@ méthodes directes pour matrices creuses: UMFPACK.

Calcul de la matrice jacobienne 7

@ calcul explicite, approximation par différences divisées (jacobian-free). ‘

o différentiation automatique.
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Différentiation Automatique (DA)

But: calculer de maniére automatique les dérivées des fonctions.

Principe: cas des fonctions a une variable

o Par analogie avec I'ensemble Z dont une base est (1, i) avec i = —1,
créé un ensemble DA de base (1, da) telle que da® = 0.

o Y représenter chaque fonction f(x) par f(x) = f(x) + f/(x)da

@ Y étendre les opérations algébriques.

Ainsi, F(x)&(x) = F(x)g(x) + (f(x)g’(x) + f'(x)g(x)) da,
fournissant la dérivée du produit f(x)g(x) au point x

Quelques logiciels libres dédiés
e ADIFOR, TAPENADE, ADOL-F : (Fortran, 77, 90, 95)
o FAD, CppAD, ADOL-C : (C/C++)
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Gradient de l'inconnue comme coefficient

@ Quelle expression pour le gradient discret lorsqu’il est coefficient. ]

Probléme modéle: surface minimale
Chercher la surface d'aire minimale s’appuyant sur une courbe fermée
g(x,y) = 0 et dont la projection sur un plan forme un domaine borné Q

2 A 2
i) ( i 2Vu> 0 dans Q o |Viul® plutdt que |V ,ul®.
V1+[Vul @ Y inclure les conditions aux

u=g(x,y) sur 09 limites.

Q=0C(0,1),g(x,y) = cos(karccos(x)),k =2,k =3,k =4
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Inconnue comme coefficient

@ Quelle expression pour I'inconnue lorsqu’elle est coefficient. J
{ ~V - (d(v)Vu) =0 dans Q e d(uk) plutét que d(u,).
u=g(x,y) sur 0Q o Attention au zero de d(-).

Q=(0,1)%,d(s) = s(1 — 5), Uexact (X, y) = sin(mx) sin(my)
Solution exacte (gauche), solution VFHYB (droite):(iter = 9, tol=10"14).

o
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Outline

© VFHYB pour écoulements diphasiques
@ Equation et décentrage
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Diphasique : équation 1/4

Formulation en pression globale en |'absence de gravité

Vu=q(p,s), u=—N(s)Vp dans Q

d)g'z + V- (uf(s) + D(s)Vs) = h(p,s) dans Q

p=pp sur M2, s=sp sur [},
(G(S)VP) “n = gout SUr lout,
(N(s)Vp)-n=g sur Th (uf(s) + D(s)Vs) - n=gin sur [

Condition initiale seulement sur la saturation :  s|; = sp.
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Diphasique : formulation VFHYB 2/4

Equation de la pression

Z (—VKqu(PZHv 5;'?1))

KeM

+ Z Z Vdelff(5n+1 Cn+1)+ v, F dlff(5n+1 Cn+1) —0
KeM o€k

Le flux diffusif FZ™ (Spt; C™1) est défini comme précédemment.

5,'2“ traduit la dépendance par rapport 3 la saturation.

Fdlff(5n+1 Cn+1) si ceKnlL
F_K,U(S,T_l; Cn+1) = ,:d:ff(sn—i-l Cn+1) mgg"+1 si o€ r;I)V

n+1 n+1 5 )
=G si oel

J.-B. A. K. (Paris XI) MOMAS, Lyon 04/09/08 30 /33



Diphasique : formulation VFHYB 3/4

Equation de la saturation

Si’é+1 - S;% _ p(prtl gntl
Z VK MK @ At ( K °K )
KeM

+ Z Z VkFK,O'(S[2+1) + VUFK,U(S;+1) =0
KeM o€€k
Avec Fico(SK™) = F (S + FEG(SK™)
Le flux diffusif Ffé’:f’;(S,’}H) est comme a précédemment.
Pour le flux convectif:
F}c(onv(anrl) —
mo FET(Spth; CrA)F(SEth) si FER(SEtt; ¢nit) >0
mo FET(SEth; CrA)F(SaFY) si FER(Sptt; Cril) <0

0 sinon
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Diphasique : formulation VFHYB 4/4

. | _
—F,‘z’f‘f(S”*l) — myght si o€ lout

- > 6

FK,0(5n+1) = —F/??gv(snﬂ) - F,‘é’if(S”H) + ’77048’;77Jr si. o€l
Satl — sptt si o eTl3

I:_K,J(SHH) = —F;‘?"Zf(S”“) i F;?’;’Z(S,Q—H; C"H) <0etoceKnNL

Fro(S™1) = me FER (ST CT)(F(STHY) — F(Sk) — FET (™)

si
Fg';’Z(S,'}“; Cl)>0etocecKNL
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Conclusion

@ Proposition et évaluation numérique d'une formulation volumes finis
gérant sur maillages quelconques :

o les différents flux propres aux écoulements diphasiques
o les non-linéarités issues des écoulements diphasiques

@ Proposition des outils pour sa mise en oeuvre efficace

e Utilisation de la différentiation automatique pour calculer la jacobienne
(ADOL-C)

o Utilisation d'une méthode directe pour matrices creuses pour |'inversion
de la jacobienne (UMFPACK)

o L'évaluer (étude de la convergence et estimation d’erreur).

@ La modifier si besoin pour assurer le principe du maximum.

@ La comparer avec d'autres méthodes (volumes finis, éléments finis
discontinus).

o La valider sur des cas tests 3D réalistes (MOMAS).
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