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Contexte

I Production d’hydrogène dans le stockage

I Problème de l’apparition/disparition de la phase gazeuse

I 2 types d’écoulement : saturé (liquide) et insaturé
(liquide/gaz)

I Formulation globale saturé/insaturé ?
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Analyse et simulation
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Construction d’un
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Construction d’un modèle saturé/insaturé
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Ecoulement diphasique insaturé
Hypothèses physiques du modèle

I 2 phases : liquide (incompressible) et gaz (compressible)

I 2 composants : eau et hydrogène

I Conservation de la masse pour chaque composant

I Loi de Darcy généralisée pour chaque phase

I Diffusion de l’hydrogène dissout dans le liquide

I Loi de pression capillaire : pg − pl = pc(Sg)
I Equilibre thermodynamique entre la solution liquide et le

mélange gazeux (lois de Henry et de Raoult)

I Loi des gaz parfaits

I Ecoulement isotherme

I Hypothèse supplémentaire : pas de vapeur d’eau
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Hypothèses physiques du modèle
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I Hypothèse supplémentaire : pas de vapeur d’eau



Analyse et simulation
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I Loi de Darcy généralisée pour chaque phase

I Diffusion de l’hydrogène dissout dans le liquide

I Loi de pression capillaire : pg − pl = pc(Sg)
I Equilibre thermodynamique entre la solution liquide et le

mélange gazeux (lois de Henry et de Raoult)

I Loi des gaz parfaits

I Ecoulement isotherme
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I Loi de Darcy généralisée pour chaque phase

I Diffusion de l’hydrogène dissout dans le liquide

I Loi de pression capillaire : pg − pl = pc(Sg)
I Equilibre thermodynamique entre la solution liquide et le

mélange gazeux (lois de Henry et de Raoult)

I Loi des gaz parfaits

I Ecoulement isotherme
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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Ecoulement diphasique insaturé
Equations de l’écoulement insaturé

L’écoulement insaturé est décrit par :

Φ
∂Sl
∂t

+ div

(
ql −

1
G

J
)

= Fw/ρstdl

Φ
∂

∂t
(ChSlpg + CvpgSg) + div

(
Chpgql + Cvpgqg + J

)
= Fh/ρstdg

avec pour jeux de variables usuels (pl, Sl) ou (pl, pg).

Où on note les flux : ql = −K
krl
µl

(
∇pl − (ρstdl + Chρ

std
g pg)g

)
,

qg = −K
krg
µg

(
∇pg − Cvρstdg pgg

)
,

J = − ΦSlF
Chpg + F

Dh
l Ch∇pg,

et les constantes :

Ch =
H(T )Mh

ρstdg
, Cv =

Mh

RTρstdg
, G =

ρstdl
ρstdg

, F =
Mhρstdl
Mwρstdg

.
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Où on note les flux : ql = −K
krl
µl

(
∇pl − (ρstdl + Chρ

std
g pg)g

)
,

qg = −K
krg
µg

(
∇pg − Cvρstdg pgg

)
,

J = − ΦSlF
Chpg + F

Dh
l Ch∇pg,

et les constantes :

Ch =
H(T )Mh

ρstdg
, Cv =

Mh

RTρstdg
, G =

ρstdl
ρstdg

, F =
Mhρstdl
Mwρstdg

.



Analyse et simulation
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Ecoulement saturé

I Ecoulement saturé en liquide : Sl ≡ 1 et pg non défini

I Loi de Darcy classique pour l’écoulement du liquide (eau +
hydrogène dissout)

I Transport de l’hydrogène dissout par diffusion/convection

I On note Rs = ρh
l

ρstd
g

, l’écoulement (saturé) de la solution (eau

+ hydrogène dissout) est décrit par :

div

(
ql −

1
G

J
)

= Fw/ρstdl

Φ
∂Rs
∂t

+div
(
Rsql + J

)
= Fh/ρstdg

I Variables usuelles : (pl, Rs)

Comment décrire de manière globale les écoulements
insaturé et saturé ?
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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div

(
ql −

1
G

J
)

= Fw/ρstdl

Φ
∂Rs
∂t

+div
(
Rsql + J

)
= Fh/ρstdg

I Variables usuelles : (pl, Rs)

Comment décrire de manière globale les écoulements
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Construction d’un modèle saturé/insaturé
Choix de variables adéquates

I Choix classiques de variables

I insaturé : pression/pression ou pression/saturation
I saturé : pression/concentration

I Introduction d’une nouvelle variable

X = RsSl + CvpgSg

I (pl, X) est bien défini dans les 2 régimes (saturé/insaturé)

I Caractérisation des régimes insaturé : X > Ch(pl + pc(0))

saturé : X ≤ Ch(pl + pc(0))

X ≡ Rs
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Choix de variables adéquates

I Choix classiques de variables
I insaturé : pression/pression ou pression/saturation

I saturé : pression/concentration

I Introduction d’une nouvelle variable

X = RsSl + CvpgSg

I (pl, X) est bien défini dans les 2 régimes (saturé/insaturé)

I Caractérisation des régimes insaturé : X > Ch(pl + pc(0))

saturé : X ≤ Ch(pl + pc(0))

X ≡ Rs
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I saturé : pression/concentration

I Introduction d’une nouvelle variable

X = RsSl + CvpgSg

I (pl, X) est bien défini dans les 2 régimes (saturé/insaturé)
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Choix de variables
adéquates

Formulation en
(pl, X)

Analyse et simulation

7/16

Construction d’un modèle saturé/insaturé
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Construction d’un
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I Caractérisation des régimes insaturé : X > Ch(pl + pc(0))
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Construction d’un
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Construction d’un modèle saturé/insaturé
Choix de variables adéquates

Insaturé :

variables usuelles
(pl, Sl) et (pl, pg)

Φ
∂Sl
∂t

+div

(
ql −

1
G

J
)

= Fw/ρstdl

Φ
∂X

∂t
+div

(
Rsql + Cvpgqg + J

)
= Fh/ρstdg

Saturé :

variables usuelles
(pl, Rs)

div

(
ql −

1
G

J
)

= Fw/ρstdl

Φ
∂Rs
∂t

+div
(
Rsql + J

)
= Fh/ρstdg
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Construction d’un modèle saturé/insaturé
Formulation en (pl, X)

I L’écoulement saturé/insaturé peut être décrit dans le jeux de
variables (pl, X) par un seul couple d’équations :

Φ
∂

∂t
(X −GSg) + div

(
(G+Rs)ql + Cvpgqg

)
= G

Fw

ρstdl
+
Fh

ρstdg

Φ
∂X

∂t
+ div

(
Rsql + Cvpgqg + J

)
=
Fh

ρstdg

I La 1ère équation est parabolique/elliptique en pl,
la 2nde équation est parabolique en X.
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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Analyse et simulation
Existence de solutions

I On considère la formulation simplifiée :
Φ
∂Sl
∂t

+ div
(
ql + 0

)
= Fw/ρstdl

Φ
∂X

∂t
+ div

(
Rsql + Cvpgqg + J

)
= Fh/ρstdg

I On peut montrer le résultat d’existence suivant :

En supposant rmin ≤ Rs ≤ rmax et pl ≥ 0,
il existe alors une solution faible à la formulation simplifiée pour
des conditions initiales et de Dirichlet suffisamment régulières.

I Un changement de variables bien choisi permet d’appliquer le
théorème de Alt et Luckhaus pour démontrer l’existence.
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théorème de Alt et Luckhaus pour démontrer l’existence.
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d’un modèle prenant

en compte
l’apparition/disparition

de phase
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théorème de Alt et Luckhaus pour démontrer l’existence.
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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Analyse et simulation
Test numérique : une configuration simple

I Conditions limites :
I Injection de gaz pur à gauche
I Condition d’imperméabilité en haut et en bas
I Eau pure (Xout = 0) à pression fixée à droite

I Conditions initiales :
état stationnaire sans injection (Qhin = 0)
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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Analyse et simulation

Existence de solutions

Test numérique

description

mise en oeuvre

résultats

11/16

Analyse et simulation
Test numérique : une configuration simple

I Conditions limites :
I Injection de gaz pur à gauche
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Analyse et simulation
Test numérique : une configuration simple

I Modèle de van Genuchten-Mualem pour la pression capillaire
et les perméabilités relatives

I Température fixée à T = 303 K

Caractéristiques de la roche Caractéristiques des fluides
Paramètre Valeur Paramètre Valeur

k 5 10−20 m2 Dh
l 3 10−9 m2/s

Φ 0.15 (−) µl 1 10−3 Pa.s

Pr 2 106 Pa µg 9 10−6 Pa.s

n 1.49 (−) H(T = 303K) 7.65 10−6 mol/Pa/m3

Slr 0.4 (−) Ml 10−2 kg/mol

Sgr 0 (−) Mg 2 10−3 kg/mol

ρstd
l 103 kg/m3

ρstd
g 8 10−2 kg/m3

Paramètre Valeur
Lx 200 m
Ly 20 m

Qh 1.5 10−5 m/ans
pl,out 106 Pa
Tsimul 5 105 ans
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Analyse et simulation
Test numérique : mise en oeuvre

I Discrétisation implicite en temps du système d’edp en
espace/temps

I Itération de Newton pour les non linéarités du système d’edp
en espace

I Discrétisation spatiale des edp linéaires par un schéma EFMH

I Méthode de Gauss-Seidel par blocs pour résoudre les 2
systèmes linéaires couplés

I Méthode du bi-gradient conjugué stabilisé pour l’inversion de
chaque bloc

I Implémentation de la méthode dans le logiciel Cast3m
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chaque bloc
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systèmes linéaires couplés
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Construction d’un
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Analyse et simulation
Test numérique : résultats
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Construction d’un
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Ecoulement saturé
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Analyse et simulation

Existence de solutions

Test numérique

description

mise en oeuvre

résultats

14/16

Analyse et simulation
Test numérique : résultats

abcisses (m)

d
en

si
té
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modèle saturé/insaturé

Analyse et simulation

Existence de solutions

Test numérique

description

mise en oeuvre

résultats

14/16

Analyse et simulation
Test numérique : résultats

abcisses (m)

d
en

si
té
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té

d
e
H

2
to

ta
le

(m
o

l/
m

3
)

0 40 80 120 160 200
0

4

8

12

16

20

abcisses (m)

sa
tu

ra
ti

o
n

en
g

a
z

(%
)

0 40 80 120 160 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

abcisses (m)

p
re

ss
io

n
li
q

u
id

e
(M

P
a

)

0 40 80 120 160 200

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

1.12



Analyse et simulation
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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Ecoulement saturé
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Construction d’un
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té

d
e
H

2
to

ta
le

(m
o

l/
m

3
)

0 40 80 120 160 200
0

4

8

12

16

20

abcisses (m)

sa
tu

ra
ti

o
n

en
g

a
z

(%
)

0 40 80 120 160 200
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

abcisses (m)

p
re

ss
io

n
li
q

u
id

e
(M

P
a

)

0 40 80 120 160 200

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

1.12



Analyse et simulation
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d’un modèle prenant

en compte
l’apparition/disparition

de phase
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Conclusions

I Ecriture d’un modèle saturé/insaturé grâce à un changement
de variables

I Un résultat d’existence pour le modèle

I La simulation sur un cas simple montre son aptitude à traiter
l’apparition et l’évolution de la région insaturée

Perspectives :

I Résultats d’existence plus fort ; unicité

I Tests numériques des limites (physiques/mathématiques) de
validité

I Prise en compte du changement de roche

I Homogénéisation sur la géométrie du stockage
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d’un modèle prenant

en compte
l’apparition/disparition

de phase
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Construction d’un
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F. Smäı, A. Bourgeat,
M. Jurak

Ecoulement diphasique
insaturé
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