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Modélisation

conservation de la masse:

φ(x)∂t(ρisi)(t, x) + div (ρiVi)(t, x) + ρisifP (t, x) = ρis
I
i fI(t, x), i = 1 · · ·m,
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Modélisation

conservation de la masse:

φ(x)∂t(ρisi)(t, x) + div (ρiVi)(t, x) + ρisifP (t, x) = ρis
I
i fI(t, x), i = 1 · · ·m,

Loi de Darcy pour les vitesses Vi

Vi(t, x) = −K(x)Mi(s)
`

∇pi(t, x) − ρig
´

, i = 1 · · ·m,

les saturations:
m

X

i=1

si(t, x) = 1, si ≥ 0.

Densité et pression capillaire

ρi = ρi(pi), p1j(s(t, x)) = p1(t, x) − pj(t, x), j = 2 · · ·m, s = (s2, · · · , sm).
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Modélisation

Pression capillaire et hypothèse

Pc = (p11, · · · , p1m) = −∇sF et ∂si
p1i ≤ 0.

Hypothèse 1: les pressions capillaires dérivent d’un potentiel (trivial en diphasique).
Hypothèse 2: comportement "monotone" (généralisation du diphasique).
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Modélisation

Pression capillaire et hypothèse

Pc = (p11, · · · , p1m) = −∇sF et ∂si
p1i ≤ 0.

Hypothèse 1: les pressions capillaires dérivent d’un potentiel (trivial en diphasique).
Hypothèse 2: comportement "monotone" (généralisation du diphasique).

Introduction d’une pression globale:

pi = p + gi(s), i = 1 · · ·m,

telle que
m

X

j=1

Mj(s)∇gj(s) = 0.

Ainsi,
m

X

j=1

Mj(s)∇pj =
m

X

j=1

Mj(s)∇p.
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Modélisation

Les fonctions gi sont définies par

gi(s) = g1(s) − p1i(si), i = 2 · · ·m.

On définit la mobilité totale

M(s) =

m
X

j=1

Mj(s).

Hypothèse 3: Si 1
M(s)

Pm
j=2 Mj(s)∇p1j(s) est un gradient, g1 est défini par

∇g1(s) =
1

M(s)

m
X

j=2

Mj(s)∇p1j(s).
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Modélisation

Hypothèse 4:
il existe Aj une fonction de R

m−1 t dans R ( j = 1 · · ·m ) telle que

q

Mj(s)∇gj = ∇Aj(s). (0)

En diphasique:

g1(s2) = g1(0) +

Z s2

0

M2(z)

M(z)
p′12(z) dz.

et
p

M1(1 − s2)g
′

1(s2) = A′

1(s2),
p

M2(s2)g′2(s2) = A′

2(s2).

On a l’identité remarquable:

m
X

j=1

Mj(s)|∇pj |
2 = M(s)|∇p|2 +

m
X

j=1

|∇Aj(s)|
2.
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Notations: Conditions initiales et au bord

Le bord: ∂Ω = Γinj ∪ Γimp , avec Γinj le bord d’injection connu et Γimp le bord
imperméable.

8

<

:

sj(t, x) = sΓ
j ≥ 0, j = 1 · · ·m,

Pm
j=1 sΓ

j = 1, p1(t, x) = pΓ
1 sur Γinj

Vj · n = 0 sur Γimp, j = 1 · · ·m.
(0)

où n est la normale à Γimp .
Les relations des pressions capillaires complètent les données.
Données initiales:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

pj(0, x) = p0
j (x) dans Ω j = 1 · · ·m

sj(0, x) = s0
j (x) dans Ω, j = 1 · · ·m.

m
X

j=1

s0
j = 1, s0

j ≥ 0.

(0)
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Hypothèse

( H 1) La porosité φ est régulière et 0 < φ0 ≤ φ(x) ≤ φ1 .

( H 2) Le tenseur K est borné régulier et coercif:

‖K‖(L∞(Ω))d×d ≤ k∞ et (K(x)ξ, ξ) ≥ k0|ξ|
2 (for all ξ ∈ R

d, p.p.x ∈ Ω).

( H 3) Les mobilités Mi sont régulières positives et

M(s) =

m
X

i=1

Mi(s) ≥ m0.

( H 4) (fP , fI ) ∈ (L2(QT ))2 , fP (t, x) , fI (t, x) ≥ 0 p.p. (t, x) ∈ QT ,

sI
i (t, x) ≥ 0 (i = 1 · · ·m) et

Pm
i=1 sI

i (t, x) = 1 p.p. (t, x) ∈ QT .

( H 5) Les densités ρi ( i = 1 · · ·m ) sont croissantes, régulières, bornées et non
dégénérées: 0 < ρm ≤ ρi(p) ≤ ρM .

( H 6) The functions s → A(s) = (A2(s), · · · , Am(s)) est inversible et A−1 est
θ−Hölderienne ( 0 < θ ≤ 1 ).

( H 7) Les fonctions gi sont régulières.
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Modèle stationnaire

−div (ρi(pi)KMi(s)
`

∇pi − ρi(pi)g
´

+ ρi(pi)sifP = ρi(pi)s
I
i fI , i = 1 · · ·m,

m
X

i=1

si = 1, si ≥ 0.

p1j(s) = p1 − pj , j = 2 · · ·m, s = (s2, · · · , sm).

D’où l’estimation d’énergie:

Z

Ω
Mi(s)|∇pi(s)|

2 dx < +∞

On conclut avec:

m
X

i=1

Mi(s)|∇pi(s)|
2 = M(s)|∇p(s)|2 +

m
X

i=1

|∇Ai(s)|
2.

MoMaS Lyon – p.9/12



Modèle instationnaire

Théorème Le modèle multiphasique compressible admet une soluton faible classique
globale vérifiant si ≥ 0 p.p. dans QT , ( i = 1 · · ·m ). De plus

Z

Ω
∂tE dx +

m
X

i=1

Z

Ω
KMi(s)∇pi · ∇pi dx −

m
X

i=1

Z

QT

Kρi(pi)Mi(s)g · ∇pi dxdt

+
m

X

i=1

Z

QT

ρi(pi)sifP ri(pi) dxdt =
m

X

i=1

Z

QT

ρi(pi)s
I
i fIri(pi),

où E =
Pm

i=1(ρi(pi)siri(pi) − sipi) + F (s) , avec ri(pi) =
R pi

0
1

ρi(z)
dz et F est le

potentiel des pressions capillaires (−∇sF = Pc ). La fonction E est minorée et

Z

QT

m
X

i=1

Mi(s)|∇pi|
2 dxdt +

Z

QT

|∇A(s)|2 dxdt < +∞.
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Modèle instaionnaire: clef formelle

Clef : Le produit scalaire de l’équation de conservation de la masse avec
ri(pi) =

R pi

0
1

ρi(z)
dz .

∂t(ρi(pi)si)ri(pi) = ∂t(ρi(pi)siri(pi)) − si∂t(pi).

D’où
m

X

i=1

si∂tpi = ∂t(
m

X

i=1

sipi) +
m

X

i=1

p1i∂tsi − p1∂t(
m

X

i=1

si)

Finalement,
m

X

i=1

si∂tpi = ∂t(

m
X

i=1

sipi) − ∂tF (s).
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Conclusions

Existence d’une solution globale par dissipation dégénérée des pressions.

-Résultat diphasique compressible aussi complet que diphasique incompressible (85’)
Améliore les résultats GS (2007-2008).

-Résultat triphasique compressible aussi complet que triphasique incompressible (92’)

-ecriture généralisée au multifluide.
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