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1) Introduction

Qu'étudie-t-on ?
Nombre de solutions entieres 1 < xq,...,x; < X de

d
ax +-+a tXt =0

d
22,1X12 + -4+ a tXt =0

d
ak,lek + ° + ak tXt 0

avec des entiers a;; et des entiers 0 < d; < --- < dj.
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1) Introduction

Qu'étudie-t-on ?
Nombre de solutions entieres 1 < xq,...,x; < X de

d
ax +-+a tXt =0

d
22,1X12 + -4+ a tXt =0

d
ak7]_X1k + ° + ak tXt 0

avec des entiers a;; et des entiers 0 < d; < --- < dj.

Objectif de mes travaux

e Majoration asymptotique (en X) du nombre de
solutions

e Equivalent (en X) du nombre de solutions
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1) Introduction

Qu'étudie-t-on ?
Nombre de solutions entieres 1 < xq, . ..

d
:3]_,1X11 + 43 tXt =0

d
32,1X12 + o4 ap tXt =0

d d
aix; + -+ akxi =0

avec des entiers a; et des entiers 0 < d; <

Domaines connexes

e probleme de Waring

e sommes de Weyl

e distribution des polynémes modulo 1

e |localisation des zéros de la fonction zéta de Riemann.

e < X de

- < dg.
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e 1770 : E. Waring, probleme de I'écriture des entiers
en au plus g(k) puissance k-ieme.

e 1909 : D. Hilbert, existence de g(k) pour tout k.
e 1916 : H. Weyl, méthodes de différences finies.

e 1920 : G. Hardy & J. Littlewood, méthode du
cercle.

e 1922 : J. van der Corput, amélioration des
méthodes de différences finies.

e 1935 : I. Vinogradov, amélioration de toutes ces
méthodes dans le cadre de systemes invariants par
translation-dilatation.

e 2012 : T. Wooley, méthode des congruences
efficaces et fait faire un bond aux travaux de
Vinogradov.
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Des systemes d'équations diophantiennes

aux sommes d’'exponentielles

On note e(a) = exp(2ima). Pour n entier,

/01 e(an)da

1
0

si n=0

sinon
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Introduction

Des systemes d'équations diophantiennes

aux sommes d’'exponentielles

On note e(a) = exp(2ima). Pour n entier,

Donc

1<xp,.xe <X

1 1 ; —
/ e(an)da = si.n=0
0

0 sinon

1
/ e(a(aix® + - + a; x%))da
0

compte le nombre de solutions entieres

1§X1,..

L xe < X de

d; d;
Aj1Xy o AieXy =

5/26



Points rationnels
sur une
intersection de
formes diagonales

Simon Boyer

Introduction

En conclusion,

K
di di
/ Zoz,-(a;,lxl’ +otaex) | d
xe<x Y [0.1]F i=1

compte le nombre de solutions entieres
1<xg,....,x < X de

1<x1,...

d
81’1X11 4+ 4 ai, tX =0

d
32’1X12 + + a2 tXt — 0

d d
ak1X ot akxe =0

On peut aussi |'écrire

/ I D. e(avjonx® + - + apjoux) d@

(0,11 521 1<x<x

6
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ponts atiomnels - Cas particulier (invariance par translation) :
intels's;c:;:)i de
formes diagonales

X1_|_...+Xs:y1+..._|_ys
Bt X2 =yi 2

Simon Boyer

Introduction
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Cas particulier (invariance par translation) :

X1_|_..._|_Xs:y1+..._|_ys

2

Nombre de solutions entieres
1<x,. ., X, V1,5

/[o,llk Y elalx—y)+-

1<x,y <X

donc par

o

1<x<X

e(a1x+---

, ¥s < X donné par

A+ a(x* = y)) do’

2s
+ ozkxk) do.

7/26



Points rationnels
sur une
intersection de
formes diagonales

Simon Boyer

Majoration
asymptotique via
les congruences
efficaces

2) Majoration asymptotique via les congruences
efficaces

On étudie le nombre J; x(X) de solutions entieres
1<Xxy,...,%,¥1,--.,¥ < X de systemes du type

X1+...+sty1+...+ys

Au moins s! - X* solutions : les solutions diagonales,

lorsque (x, ..., xs) est une permutation de (y1,. .., ys).
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Conjecture

Js,k(X) < X¢€ (Xs I XQS_
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Conjecture
J (X) < X (Xs 4 oX2- k(k+1)>

Théoreme (Wooley, 2014)

La conjecture est vraie dans les cas suivants :

i) k=1, 2 ou 3

ii)1<s<ik+1)

i) s > k(k — 1)
iv)lésé%k(k+1)—%k+0<k§>
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On étudie le nombre G, x(X) de solutions
1<xg,...,x < X de systemes du type

d

al’lxll +---+a tXt =0
d.

32,1X12 + + a2 tXt — 0
d d

ak1x ot akxe =0

avec des entiers a;; # 0 et des entiers
0<d << d.
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Conjecture
Pour t "suffisamment grand”, G, (X) < Xt—Dite o
Dy est la sommes des d;.
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Conjecture
Pour t "suffisamment grand”, G, (X) < Xt—Dite o
Dy est la sommes des d;.

Théoréme
La conjecture est vraie si t > 2di(dy — 1).

C'est une conséquence du cas invariant par translation.
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Il faut majorer Gy en fonction de Jj | 4, (X).
Changement de variables = a; ; = 1.

Majoration triviale sur toutes les valeurs possibles des
équations manquantes :

degrés manquants
G < X Jt).4,(X)
< Xdegrés manquantsxt—tous les degrés+-e

<< Xt'ka+6
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Congruences efficaces

Théoreme (Wooley, 2014)
Sis > k(k —1), alors Js  (X) < X?~

k(k2+1) e
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Congruences efficaces

Théoreme (Wooley, 2014)
Sis 2 k(k - 1), alors Js,k(X) < X25*@+€.

Idée de la preuve :

Point clé : Choisir un "bon” nombre premier p.
Premiere étape : Etudier le systeme selon les
congruences mod p de 2k variables pour obtenir des

infos mod p* des 2s — 2k variables restantes.

Deuxiéme étape : Recommencer mod p¥, puis mod
2 3
p*", mod p~°, ...

13 /26
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Premiére étape :

Js k(X)

)

< p?2 max j{‘f |2 Z e(arx + ...

= 1<¢<p

1<x<X
x=¢[p]

2s—2k
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Premiére étape :

Js k(X)

)

2s—2k

< p* % max f\f )2 Z e(aax+...)

1=¢=p 1<x<X
x=¢[p]

Intégrale de droite
= nombre de solutions d'un systeme

< p 52 fois nombre de solutions du méme systeme
avec x1 = y1[p*], ..., xk = yi[p”]

14 /26
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Majorati
as)aljl;)';’)at(;;:ue via Js,k(X)
les congruences k(k 1)
efficaces 2 2k kQ

< p s—2k—+ +

2k 25—2k

max]{ E e(arx+...) E e(aax +...)

1<¢<p

1<ocph”  [1Sx<X 1<x<X

x=o[p¥] x=£[p]

Inégalité de Holder pour échanger 2k et 2s — 2k, et on
recommence avec pX au lieu de p, etc ...
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1 1
Arrivés a pkN, on choisit p tel que X«V < p < 2X V.

On a p*" > X, donc I'info x; = y1[p*"], ...,
xc = yk[p¥"] devient ¥ = .

On remplace ces 2k variables par X*.

On utilise p < X it pour majorer J; x(X) en fonction de
Js—k k(X) et d'une puissance de X.

16
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1 1
Arrivés a pkN, on choisit p tel que X«V < p < 2X V.

On a p*" > X, donc I'info x; = y1[p*"], ...,
X = ye[p¥"] devient ¥ =Y.

On remplace ces 2k variables par X*.

On utilise p < X it pour majorer J; x(X) en fonction de
Js—k k(X) et d'une puissance de X.

On note 7 I'inf des 7} tels que

k(k+1)

Jsk(X) < X7 +2s=75=+¢ On veut s = 0.

On a majoré ns en fonction de 7;_, et N. Quand
N — oo, on trouve ns = 0 si s > k(k —1).

16
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Majoration
asymptotique via

les congruences
efficacegs Js,k (X)
2s—2k
< 252kmax7{f )| E e(arx + ...
=P 1st<p ‘ ‘ 1<x<X ( 1 )
x=¢[p]

— pour G x(X), la perte p'~" n'est pas compensée par
le gain sur l'intégrale

17 /26
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2) Equivalent via la méthode du cercle

Conjecture (Manin, 1989)
k(k+1)

Pour s assez grand, au mieux s > ===, on a

k(k+1)

Jox(X) ~ CXFE 2

ol C > 0 est une constante.

18 /26
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2) Equivalent via la méthode du cercle

Conjecture (Manin, 1989)

. k(k+1
Pour s assez grand, au mieux s > %

,ona

k(k+1)

Jox(X) ~ CX*

ol C > 0 est une constante.

Théoreme (Wooley, 2014)
Sis > k(k —1)+1, alors il existe C > 0 telle que

k+1)

Jok(X) ~ CX*

18 /26
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Théoreme
Sit>2di(dk — 1)+ 1, alors
Ge(X) = RPXt P 1 0 ( X

1
Dk_@ ou

R et P sont des constantes réelles positives ou nulles.
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Sit>2di(dk — 1)+ 1, alors

Ge(X) = RPXt P 1 0 ( X

Simon Boyer

1
Dk_@ ou

R et P sont des constantes réelles positives ou nulles.

Equivalent via la

méthode du cercle P rO posltlo n

Sit > kdi + 1 et si le systeme étudié posséde une
solution réelle non singuliére, alors R > 0.

Proposition

Sit > kdi + di + 1 et si le systéme étudié posséde pour
tout nombre premier p une solution p-adique non
singuliere, alors P > 0.
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Idée : Séparer les @ selon leur approximation
rationnelle.

Equivalent via la
méthode du cercle
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Méthode du cercle

Idée : Séparer les @ selon leur approximation
rationnelle.

M(q, (by, ..., b)) = arc majeur = @ tels que pour
tout /, «; est bien approché par

|

| =

Arcs majeurs : I = | | 5 M(q, b).
Arcs mineurs : m = [0, 1]% < 901,

20 /26
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terme principal ~ reste

AU U N

m
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Reste : |l faut montrer que supy|f| < X% (&, > 0).
— Grand crible + Inégalité de Weyl
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Reste : |l faut montrer que supy|f| < X% (&, > 0).
— Grand crible + Inégalité de Weyl

/ ’f‘Zs < (supm|f|2) f ’f‘25—2 < X2—25kJ —1,k(X)
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— Grand crible + Inégalité de Weyl

SN / |F[?* < (supwl|f|?) ]{ 12572 <« X272,y 1 (X)
m

k(k+1)

Or s — 1> k(k —1), donc Js_q x(X) < X?$727 72 <,
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Simon Boyer Reste : |l faut montrer que supy|f| << X1 7% (§; > 0).
— Grand crible + Inégalité de Weyl

SN / |F?* < (supalf]?) ]{ 1F]272 < X272 Jo_1 4 (X)
m

k(k+1)

Or s — 1> k(k —1), donc Js_q x(X) < X?$727 72 <,

_ k(k+1)  k(k+1)
/ ’f|25 < X2s 5 te€ 20, -0 <X2s - )
m
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Terme principal :
% = / 1%
/zm qZ?: 9ﬁ(q,7

%
On remplace @ par ﬁ + %7 b.
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Equivalent via la
méthode du cercle

Terme principal :

=y [
\/DJT qZ? 93T(q,3>

%
On remplace @ par ﬁ + %7 b.

Terme en

1
q

b

= équivalent a une constante P
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Terme principal :

=y [
\/DJT qZ? 93T(q,3>

%
On remplace @ par ﬁ + %7 b.

- .
Terme en = b = équivalent a une constante P

1
q

? est contrdlé par X

. 7k(k+1)
— changements de variables donne RX?*~ "2 avec R
constante
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Equivalent via la
méthode du cercle

Terme principal :

=y [
\/DJT qZ? 93T(q,3>

%
On remplace @ par ﬁ + %7 b.

- .
Terme en = b = équivalent a une constante P

1
q

? est contrdlé par X

. 7k(k+1)
— changements de variables donne RX?*~ "2 avec R
constante

C=RP

23 /26
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Obstacle principal pour une amélioration

Majoration asymptotique mais adapter les arcs mineurs

pourrait améliorer la majoration asymptotique de supy,.
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e Sans équation de degré k — 1, sis > k* — 3k + 3

(k >9), alors Js[f(kfll(x) < x2s— e e
(Wooley, 2014)
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e Sans équation de degré k — 1, sis > k* — 3k + 3

(k >9), alors Js[f(kfll(x) < x2s— e e
(Wooley, 2014)

e Pour k =5, sans équations de degrés 2 et 4, alors

JEA(X) < X+,
(Briidern & Robert, 2012)
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Améliorations/Généralisations réussies

e Sans équation de degré k — 1, sis > k* — 3k + 3
27

(k > 9), alors Js[f(kfll(x) < Xzs,%ﬂ.

(Wooley, 2014)

e Pour k =5, sans équations de degrés 2 et 4, alors
JEA(X) < X+,
(Briidern & Robert, 2012)

e Systéme "non singulier” défini par des polynémes

homogeénes, t > (D — 1)2°.
(Browning & Heath-Brown, 2014)
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