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Question de cours. Soient (X,d) un espace métrique, A et B deux parties non vides de X.
On rappelle que

d(A, B) & ae.iAnlfeB d(a,b) et diam(A) = Sl/lgA d(a,a’).

1. Montrer que si A et B sont bornés, alors A U B est borné.

2. Que peut-on dire de diam(AU B) ?

Exercice 1. /2
Pour tout polynome & coefficients réels P(x) = Y }_, ax 2", on pose ||P|| = (ZZ:O ai) . On

note par F 'espace R[z], muni de la norme ci-dessus.

1. Soit u: E — E I'application linéaire qui & tout polynéme P associe le polynome u(P) = @,
ou % = P et Q(0) = 0. Montrer que u € L(E, E) et calculer ||u].

2. Soit v: E — FE lapplication linéaire définie par v(P) = %. L’application v est-elle

continue ?

3. On fixe o € R. Soit L,: E — R, application linéaire définie par L, (P) = P(«).
Etablir si L, est continue :
(a) dans le cas |a] <1, (b) dans le cas |a] > 1, (c) dans le cas v = +1.

Exercice 2. Soit § > 0. On définit d: N x N — R* par

1 1 L. .
i1t SR

d(i,j) =0+
d(i,i) = 0.

Montrer que d est une distance sur N. Trouver les réels 6 > 0 tels que (N, d) soit un espace

métrique complet.
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Exercice 3. On considere un espace normé (E, | - [|), tel que E # {0}.

1. Soit 1: R* — R une application continue. On pose

é: EN{OY = E,  o(x) = 2zl 4

(a) Montrer que ¢ est continue.

(b) Montrer que si ¥(0) = 0, alors on peut prolonger ¢ & une application continue dans
E.

(¢) Montrer que si ¥(0) # 0, alors on ne peut pas prolonger ¢ a une fonction continue
dans F.

2. Construire un homéomorphisme ¢: R —]—1, 1] vérifiant ¢(0) = 0.

3. A laide des questions 1 et 2, démontrer que E est homéomorphe & la boule unité B(0,1).



