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Exercice 1
On considere ’ensemble

A={(z,y) eR*: 2® +y* <2}\{(z,y) € R*: (z — 1)* + ¢ < 1}.

Déterminer, dans R?, A et A, en justifiant rigoureusement vos réponses. En déduire la frontiere de A.

Exercice 2

1. Montrer qu'un homéomorphisme ¢: X — Y entre deux espaces topologiques X et Y envoie un
ouvert de X dans un ouvert de Y.

2. Démontrer que Z n’est pas homéomorphe a Q.

Exercice 3
On note P 'espace des polynoémes trigonométriques réels et pairs, de degré arbitraire :

N
P:{f:RHR, f(:c):Zak.cos(k:r):NGN, ao,...,aNGR}.
k=0

On suppose connue 'identité de Fejér, valable pour = € (0, 27) :

e sin((N+1)% 2 N
Kn(z) % Ni_l{ (Sin(-g)l 2)} _1+2kz_:1(1N]j-1> cos(kx).

On introduit les normes sur P,
1= [ 1f@lde et fle= sup |f@)]
0 z€[0,7]
1. Expliquer pourquoi, dans P, f = 0ssi ||f|l1 =0 et f =0 ssi ||f]lcoc = 0. (On ne demande pas de
vérifier les autres axiomes des normes).

2. On considere application T: P — R, définie par T(f) = f(0).

(a) Démontrer que T est linéaire.

(b) Etablir si T: (P, || - |looc) — R est continue et, si ¢’est le cas, calculer ||T7|.

(c) Etablir si T: (P, || - ||1) — R est continue et, si c’est le cas, calculer ||T]|.

(Indication : On pourra se servir de la suite K)

3. Démontrer que les normes || - ||; et || - |[cc ne sont pas équivalentes dans P. (Indication : On
pourra déduire la réponse de la question précédente, ou répondre directement en utilisant encore
la suite Ky).



Corrigé

Exercice 1. A = A;\A, ot A; = B((0,0), V/2) est fermé dans R? et Ay = B((1,0),1) est ouvert dans
R2. Donc A = A; N A§ est fermé et A = A. Ensuite,

A° = (A NAS)° = AS N (AS)° = B((0,0),v2) N (42)¢ = B((0,0),v2) N B((1,0),1)°.

Dans les deux derniéres égalités on a utilisé que dans un e.v.n. l'intérieur de la boule fermée est la boule
ouverte, et adhérence de la boule ouverte est la boule fermée (on rappelle que cette propriété n’est pas
toujours vraie dans un espace métrique). On en déduit que

0A = A\A° = {(z,y) e R*: 2?2 +y* =2} U {(w,y) €R*: (z — 1)2 + 4% =1}
consiste en deux cercles.

Exercice 2.

1. Soit ¢: X — Y un homéomorphisme et U un ouvert de X. On a ¢(U) = (¢~ 1)1 (U) car ¢ est
bijective. Mais ¢~1: Y — X est continue, donc ¢(U) est ouvert dans Y.

2. Rappelons que les singletons sont des ouverts dans Z, mais ne sont pas des ouverts dans Q (avec
la topologie usuelle). Par contradiction, s’il existe un homéomorphisme ¢: Z — Q, si m € N, alors
¢({m}) serait un singleton ouvert dans Q, d’apres la premiére question. Absurde.

Exercice 3

1. Tl est immédiat que f = 0 implique ||f||s = 0 et || f|lco = 0. Réciproquement, si f € P et ||f||1 =0,
alors f(x) = 0 dans [07] parce que f est continue. Ensuite f(x) = 0 dans [—m, 7] parce que f est
paire et alors f = 0 dans R parce que f est 2w-périodique. On montre de la méme maniere que
1o — 0 implique £ — 0.

2. La linérité de T est laissé au lecteur. On considére T: (P, | - ||loo) — R. Pour tout f € P, on

a |T(f)] = |f(0)] < ||flleo- Donc ||T|| < 1. D’autre part 1 (le polynéme constante égale & 1)
appartient a P et |T(1)] = 1 donc ||T|| > 1. On considere T': (P, - |l1) — R. On a

IT(Kn)| = [Kn(0)] =N +1
(d’apres la premiére égalité qui définit Ky, et en faisant tendre x — 0%). D’autre part,
Kwlh = [ 1n(e)ldo = [ Koy do
0 0

(en effet, la premiere égalité de Ky montre que Ky > 0). En utilisant maintenant la deuxieme
égalité de K, et en observant que foﬂ cos(kx)dx = 0 pour k =1,..., N, on obtient, ||[Ky]|1 = 7.

SiT: (P,| - |li) — R était continue, on aurait
T T(K N+1
= sup TWLS ITEOL_NAL ey,
rer.gzo Il = 1Enlh m
Autrement dit, ||T|| = 4o00. Cela montre que T: (P, || - ||1) — R n’est pas continue.



