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Seul document autorisé : deuz fewilles (manuscrites ou imprimées) recto-verso

Exercice 1

Soit f: R — R une fonction continue. On introduit les ensembles :
A={zeR: f(z) > 0}, B={zeR: f(z) >0}

et
C={(z,y) eR:y>f(zr)}, D={(zy) R y> f(z)}.

1. Démonter que A est ouvert et B est fermé.
2. Démontrer que C est ouvert et D est fermé

3. Comparer, au sens de Iinclusion, A avec B® et A avec B. Chercher des contrexemples
pour les inclusions fausses.

4. Comparer C avec D et C' avec D°.

Exercice 2

Soit X un enscemble muni de deux distances d; et da. On suppose que:
do .
Vi{z,) CX: z, b7 = 1, B¢ et que (X,d;) est compact

1. Démontrer que si £ est un fermé dans (X, do), alors F est fermé aussi dans (X, d;). (On
pourra utiliser la caractérisation de 'adhérence d’un ensemble 4 'aide des suites).

2. Démontrer que {X,ds) est compact.

3. Démontrer que si F' est un fermé dans (X,d;), alors F' est fermé aussi dans (X, da).
Conclure que dy et dy définissent la méme topologie.

T.S.V.P.



Exercice 3

Soit, (£, || - |I) un espace de Banach et B: F x EF — £ une application bilinéaire et continue.
On rappelle qu’alors

ACy > 0, Vz,y € E: ||B(z,v)| < Collz| ¥ -

Soit o € E tel que [|a|| < . On se propose de démontrer que 1'équation

z=a+ B(zr, ) (%)

posséde une solution = € E.

1.

4.

Rl

Justifier identité B(z,z) — By,y) = 3[Blz —y,z +y) + Blz +y,2 — y)].

En déduire que 'application z Yo+ B (z,z) est lipschitzienne dans toute boule {z €
E: ||z|| € r} et préciser une constante de Lipschitz pour ¢.

. Résoudre I'inégalité Cor® —r + ||a|| < 0. Trouver ensuite 0 < ry < 7o tels que V7 € [ry, 79}

on a
lelz <r = |la+ B(z,z)| <7

. Trouver un r > 0 tel que ¢ soit une contraction dans la boule {z € E: |z| < r}.

En déduire que 1'équation (*) posséde une solution z € E. Cette solution est-elle unique 7

Exercice 4

. Ecrire la définition de suite de Cauchy dans un espace métrique (X, d).

. Sait f,: [0,1] — R, o f,(z) = —=. La suite {f,) est-elle de Caucliy dans C([0, 1], R),

VTt
muni de la norme || - [joo 7

. Cette suite est-elle de Cauchy dans C([0, 1], R), muni de la norme || f||; o foi |f(z)|dz ?
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