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I Théorie des ensembles

I.1 Axiome du choix

Définition 1 :

Soit I un ensemble et (X;),., une famille d’ensembles non vides.

i€l
[[Xi={e:T— X | »(i)e X}
el el

C’est une généralisation du produit cartésien qui correspond au cas ot I est fini.
Si Vi X;=X, Alrs[[Xi=X"={p:1— X}
il
Un élément de HXi est appelé une fonction de choiz.
i€l

Proposition 1 (Axiome du choix):
V(Xi),o, telle que I # @ etVie I X; # @

[[xi#e2

il
Remarque :
L’axiome du choix & pour conséquence le paradoxe de Banach-Tarski qui permet & partir d’une boule de
R3 découpée en un nombre infini de morceaux transformés isométriquement, d’assembler deux boules
disjointes de méme volume que la premiére. Les morceaux sont des ensembles non-mesurables.

1.2 Ensembles ordonnés

Définitions :

o Un ordre sur un ensemble X est une relation < qui satisfait
1. Ve e Xz <,
2. x <y ety <z implique x =y,
3. x<yety<zimpliquex < z.

o (X, <) est un ensemble dit ordonnné.
o L’ordre est dit total si tous les éléments sont comparables, ie. siVr,y € X, z<youy<zx.
e Si X est ordonné etY C X  alorsY est aussi ordonné par restriction de cet ordre.

Exemples :

e C est un ordre sur P(X) qui n’est pas total.
e < est un ordre total sur N.

Définitions :
e a € X est un majorant' deY C X

—VyeVY, y<a.
SiY contient un majorant celui est unique est appellé le maximum de Y .

Langlais : upper bound
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e a €Y estun élément mazimal deY C X
<~ VyeY, y>aimpliquey=a.

e Y admet une borne supérieure (supremum) si ses majorants ont un minimum. Dans ce cas le
minimum des magjorants est (l’unique) supremum de Y :
supY =min{a € X|Vy € Y : y < a}.

Exemples :

o (X, <)avec X fini et Y C X = il existe des minima et maxima.

e (X, <) avec X quelconque non vide et < trivial (ie. z est seulement comparable avec x)
= Va € X, x esta la fois élément maximal et élément minimal.
Si |X] > 1 alors X n’est pas majoré = ni min/max, ni sup/inf.

Définition 2 :
Soit (X, <). L’ordre < est inductif si toute partie non-vide Y C X totalement ordonnée est majorée.

Exemples :

e X +# & quelconque muni d’un ordre trivial. Toute partie Y C X non vide totalement ordonnée
est un singleton
= L’ordre trivial est inductif.

e (X, <) pour X fini est toujours inductif.

Lemme (de Zorn):
(X, <) avec lordre < inductif = X admet un élément mazimal.

La demonstration du lemme de Zorn, qui fait normalement partie d’un cours sur la théorie des
ensembles en logique, est trop longue pour ce cours. Voir "Serge Lang, Real and functional analysis
(Springer)” pour une preuve de ce lemme a 'aide d’un théormeéme de Bourbaki utilisant 1’axiome du
choix (sans le dire explicitement). Le lemme de Zorn est en effet équivalent a ’axiome du choix.

1.3 Théoréme de Baire

Définition 3 :
Un espace topologique (X, T) est dit de Baire lorsque V(U;),., C T tels queVi € I, U, = X (ouverts
denses dans X ) et I dénombrable, on a

Ui = X.
el

Remarque :
ﬂ U; n’est pas forcément un ouvert. Il ’est en revanche lorsque I est fini.
il
De plus, par passage aux complémentaires on a la définition équivalente : V(F}),_, tels que EX F,eT
et Fl =g, on a
U F=o
icl
Corollaire 1 :
Soit (X, T) un espace de Baire et (F;)

Si U F; contient un ouvert, alors Ji, € I tel que F; = contient un ouvert.
icl

1 une famille dénombrable de fermés.
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Théoréme 1 (de Baire):

Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

Démonstration :

Soit (U;),.,, une suite dénombrable d’ouverts de (X, 7) telle que Vi € N, U; = X.

i€N

o0 o0
Soit w C X un ouvert. On va montrer que w N (ﬂ Ui> # @. Ainsi on aura ﬂ U; dense dans X.
i=0 i=0
w est ouvert, donc 3z, € w et r, > 0 tels que B(z,,r,) ={r e X | d(z,z,) <r,} Cw.

U, = X donc @ # B(z,,r,) NU, = w, (on note B(z,,r,)={x € X | d(z,z,) <r,}).
[ S ——

ouvert
w, est ouvert, donc Jz1 € w, et 0 < ry < & tels que B(z1,71) C w,.

71=X donc @ 75 B(xl,rl)ﬂUl = w1
—_——

ouvert

wn—1 est ouvert, donc Iz, € wp_q et 0 <7, < 252 tels que B(xy,7) C wp_1.
On a (z,) C X tel que (z,) C B(x,,r,). De plus, pour n >m > N

d(xma‘rn) S d(ﬁrmaxnfl) +d(xn717'rn) (1)
S d(iL’,n, xm—&-l) + -+ d(xn—Qa xn—l) + d(xn—la wn)
< T'm + + Tn—1
- 2 2
N N

< om—N T on—1-N

n—1-N 1 i
< X (3)

i=m—N
< TN

(x,,) est donc une suite de Cauchy. (z,,) C B(z,,7,) C w C X, or X est complet donc (z,,) converge

vers un point = € B(z,,7,). On a

N N
VN B(z,,r,) = ﬂ B(xpn, 1) C ﬂ U,.
n=0 n=0
Donc z € ﬂ U,, 1ie.wnN (ﬂ Ui> #* .
n=0 =0

&

Pour le choix de la suite (z,), on a utilisé une version de I’axiome du choix dite “conditionée et
dénombrable”, dénombrable car ce n’est qu’une suite et non une fonction définie sur un ensemble [
quelconque, conditionée car le choix de «x,, dépend du choix de x,,_1. On peut s’apercevoir qu’'un choix
conditioné et dénombrable peut étre obtenu & partir d’un choix quelconque sans conditions.
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II Topologie

I1.1 Espaces topologiques

Définition 4 :
(X, T) est un espace topologique
<= X est un ensemble, TC P(X) est un ensemble de parties de X telles que :

(i) 2, XeT
(i1) lensemble est stable par intersection finie
(iii) Uensemble est stable par union quelconque

U e T<= U est un ouvert de X pour la topologie T .

Exemple :
L’intersection d’un nombre infini d’ouverts n’est pas forcément un ouvert :

11
ﬂ —— | = {O} n’est pas un ouvert.

Définition 5 :
f:(Xy, T1) — (Xa, T2) est continue
<~ VU, € T, f_l(Ug) = {JJ € Xy | f(.T) S UQ} [SEP

I1.2 Topologie faible

Définition 6 :
La topologie engendrée par une famille d’ouverts B est la plus petite famille contenant B et formant
une topologie. On la note T(B).

Définition 7 :

Soient X un ensemble et (Y, T;),., une famille d’espaces topologiques.

(fi) une famille d’applications telles que f; : X — Y.

La topologie faible (f;,Y;, T;) est la topologie engendrée par les ensembles f~1(U;), U; € T;,i € 1.

Définition 8 :
Soient T1, To deux topologies sur X et T, CT .
On dit que T1 est moins fine que T .

Exemples :

T1 = {2, X} la topologie triviale.

T2 = P(X) la topologie discréte.

Rappels : Une suite (z,,) est une application de N dans X. Un voisinage de z est une partie V de X
qui contient un ouvert contenant x. On note V, ’ensemble des voisinages de x.

Ty — <= VV eV,,dANy e N,Vn > Ny z,€V.

Sur T toute suite converge vers tout point.

Sur 75 une suite converge ssi elle devient constante.

Définition 9 :

Soit (X;,Ti),c, une famille d’espaces topologiques.
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el el
= {(@i)ie, i € Xi}

Soit la projection sur le i*™¢ facteur

it X X,
pi — ' . La topologie faible définie par (p;, X;,T;) est appelée la topologie produit sur X .

o — (i)
Remarque :
Elle est engendrée par pi_l(Ui) =U; x H X;.
jeI
Gi

p;l(Uil) ﬂp;(Ui JIaREE ﬂp;l(Uin) est un ouvert.

Ui1 X Uig H X]‘ si ’il 7& ig
jel
-1 -1 _ JFiy,i2
p;, Ui) Np;, (Usy) = _ S
e " (Ui, NU4,) % H X; =p;, (Ui, NUy,) sl i1 = iz
J‘J%eill
Ainsi, la topologie produit sur X = H X, est
icl

7 = {union d’ensembles de la forme U;, x --- x U;, H X;: U, €m}

JFi1sin

Définition 10 :
Soit X un espace topologique. On dit que X est compact si tout recouvrement ouvert de X admet un
sous-recouvrement fini.

On ne demande pas que X soit séparé, comme c’est dans beaucoup de livres francais.

Définition 11 :
Une famille (A;),., C P(X) vérifie la propriété d’intersection finie (PIF)
Si VI CI fini, [)Ai#@.

icJ
Proposition 2 :
L’espace topologique X est compact
< V(F},),., famille de fermés vérifiant PIF, on a ﬂ F;, +o.

il

el
Démonstration :

Supposons X compact. Soit (F;),., une collection de fermés vérifiant la propriété PIF.
Supposons par 'absurde que ﬂ F; = 2. Alors U C.F =X.
i€l iel
ie. (CxF}),., est un recouvrement ouvert de X. Or X compact,
donc 3J C I fini tel que U CiFi=X
JjeJ
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Autrement dit, ﬂ F; = @. Contradiction avec PIF.
jeJ
Donc ﬂ F #+ 0.
il
Par contraposée supposons X non compact. Alors il existe une famille d’ouverts couvrante

(Ui),e, dont aucune sous-famille finie ne recouvre X
C
vIcIfini | JU; #X <5 vIcfini (0, Ui # 2
i€J i€J
. . Cx
Donc (C, U;),., vérifie la propriété PIF. Or U U =X < ﬂ C.U =2.
i€l iel

il

Remarque :
Autre démonstration, par équivalence :
V(F;),., famille de fermés vérifiant PIF, on a ﬂ F,#0

iel
< V(F;),., famille de fermés telle que V.J C I fini et ﬂ F, # @, 0n a ﬂ F,#2
ieJ iel
coniragose V(F;),., famille de fermés telle que m F; =@, 3J C I fini tel que m Fi=0
iel ieJ

C
<5 V(0 F),., famille d’ouverts telle que | JC F; = X, 3J C I fini tel que | JC F; = X

iel ieJ
< V(U;),., = (C Fi),., recouvrement ouvert de X, il existe un sous recouvrement fini.

<= X est compact.

Théoréme 2 (de Tychonof):
Si (X;,T5) est une famille d’espaces topologiques compacts, alors X = HXi est compact
iel

iel
pour la topologie produit.

Démonstration :
Soit (XZ ﬂTi)iEI

Soit F une famille de fermés de X vérifiant la propriété PIF. Il suffit de montrer que m F+#a.
FeF

une famille d’espaces topologiques compacts.

Soit x ={ACT(X): FCA, Avérifiant PIF}
(x, ©) est un ensemble ordonné. Montrons qu’il est inductif.

Soit (Fa) une famille totalement ordonnée d’éléments de x. VB e€Q, FzC U Fo-
aEe

aeR

Montrons tout d’abord que U F, vérifie PIF. Soient Fy,--- , F, € U Fao.
139 a€e

Vk 3oy tel que Fy, € Fy, done Fy, -+ Fy € | Fa, = max{Fo,} € X-
k=1
(car Fo C Fp = FolJFp = max{Fa, Fs})

Donc Fin---NF, # .

En résumé U Fo € x. Donc U Fo majore {Fytaca, Aot x est inductif.
ae ae
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D’aprés le lemme de Zorn, il existe un élément maximal F7* € x.

On regarde p; : X — X; a i fixé et (pi(F))per~. Cest une famille de fermés donc compacts dans X;.
Montrons que (p;(F))rer- vérifie la propriété PIF. Soient F,--- , F, € F*. Alors F; N ---NF, # @.
Donc @ # pi(F1 N -+ NFy) Cpi(F1) N Npi(Fn) Cpi(F1) N0 pi( F).

X compact donc ﬂ pi(F) # 2.

FeF+
Soit x = (24),.,., € X, x; € ﬂ pi(F)
FeF~
On va maintenant montrer que VF € F* on a « € F'. Ainsi on aura que ﬂ F# 2.
FeF~
n
F* est stable par intersection finie car sinon on aurait Fy,---,F, € F* tels que F = ﬂ F, ¢ F*

i=1
et alors F* ¢ F* U {F} ce qui contredirait la maximalité de F* car F* U {F'} vérifie la PIF. En

conséquence, si un ensemble intersecte tous les éléments de F* alors son union avec F* vérifie PIF et

donc il appartient & F* (par maximilité du dernier). Soit un ouvert U € H X, contenant x. 3U4,--- , U,
icl
ouverts de X1, -+, X, telsquex € Uy X --- x U, X H X, CU. Alorson a x; € U; pour 1 <1 <n,
i€l
i#£1,..., n

et VE € F*, pi(F)NU; # @.

Or U; ouvert, donc p;(F) NU; # & ce qui est équivalent & Jy € F : p;(y) € U; ou encore
Jy € F:ycp; (U;). Do FNp; '(U;) # @ pour tout F € F*.

On a vue que ceci implique ﬂieri_l(Ui) € F* pourvu que J soit fini. En particulier tout F € F*
intersecte Uy x --- x U,, X H X; et donc aussi U. Donc x € F pour tout F € F* et comme les F

i€l

i#L,..., n
sont fermés F = F, ainsi z € ﬂ F, d’ou finalement ﬂ F+0o.
FeF FeF

o

Remarque :

Par construction de la topologie produit, les p; : X — X, sont continues et puisque l'image d’un
compact par une application continue est un compact, la réciproque est aussi vraie :

Si X est compact alors Vi € I X; est compact.

Définition 12 :
Un espace topologique (X,T) est localement compact
< VreX, JK CX compact etU C K ouvert tel que x € U.

I1.3 Continuité

Définition 13 :

Soit Y C X. d(z,Y) = in}f/ d(z,y). x— d(x,Y) est continue et
ye

d(z,y) =0z €Y.

Lemme (d’Urysohn):

Soit (X, d) un espace métrique et A, B C X deux fermés disjoints.

Alors 3f : X — [0,1] C R continue telle que fia =0 et fijg = 1.
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Démonstration :

ANB=9, A=A B=B=d(z,A)+d(x,B)>0

[ est continue et fl4 =0et fip =1.

Remarque :
Plus généralement, ce lemme est vrai pour tout espace topologique séparé compact.
Cas particulier : A = {a}, B = {b} avec a # b et pour une topologie ot les singletons sont fermés.

Définition 14 :

Soit (X,T) un espace topologique compact et un corps K € {R,C}

C(X,K) = {f: X — K continues} est un espace de Banach (ie. normé complet) pour || - ||
11l = sup[f(2)]-

De plus, (fg)(x) = f(x)g(z) € C(X,K) c’est donc une algeébre, || fgll.. < Ifll.lgll.. et méme une
algébre de Banach.

C(X,C) est auto-adjointe (stable par conjugaison), c-a-d. Vf € C(X,C), f € C(X,C) ou f(z) = f(x)
On rapelle aussi que f — f est antilinéaire et fg = fg.

oo *

Définition 15 :

A C C(X,K) sépare les points de X

< Va,be X,a#£b 3f € A telle que f(a) # f(b)

Sur un espace séparé compact, C(X,K) sépare les points.

Théoréme 3 :
Soit (X,T) compact et A C C(X,K) tel que

(i) A est une sous-algébre auto-adjointe
(i) A contient les fonctions constantes
(1ii) A sépare les points de X
Alors A est dense dans C(X,K) pour la norme || - ||

oo *

Démonstration :

Etape 1| On suppose K =R et (iv) A est stable sous max et min, c.d.c. : min{f, g}, max{f, g} €

A).
Soient x1 # x93 € X et a, f € R. Alors 3h € A telle que h(z1) = a et f(az) = 3.
En effet, par (ii1) o € A telle que o(x1) # p(x2).
_ p(x)—p(z1)
OH pose h(ﬂ:) = o+ (ﬂ — a)m
a = al € A car A contient les fonctions constantes (donc x +— 1 en particulier) d’ou h € A.

Soit f € C(X,R). Montrons que A est dense, c-a-d. Ve > 0,3g € A : ||f —g|.. <e€
< Ve>0,dgecA:VyeX fly)—e<gly) < fly) +e
Fixons € > 0.
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a) Fixons z.
Yy # x, 3hay € A telle que hyy(z) = f(z) = aet hyy(y) = fy) =0
J — hay est continue donc U, C X ouvert tel que Vz € Uy  hyy(2) < f(2) + €

On prend un tel ouvert Vy € X, ce qui nous donne (U, ), ., un recouvrement ouvert de X.

n

Par compacité de X, 3(Uy,),.,., C (Uy),x tel que U U, =X
i=1

On pose hy = min{hyy, : i =1,...,n} € A d’aprés hypothése (iv)
de plus hy(2) < hay,(2) < f(z) +¢€

b) On fait varier x.
VeeX Fhy,eA:VyeX h(y) <fly +e
f — hy est continue donc 3V, C X ouvert tel que Vz € V;  hy(2) > f(2) —€

On prend un tel ouvert Va € X, ce qui nous donne (V) un recouvrement ouvert de X.

reX

Par compacité  3(Vi;),_,., C (Va),cx tel que U Ve, = X,
j=1
On pose g =max{hy, : i=1,...,n} doncVz € X f(2)—e<g(z) < f(z)+e

Donc A est dense dans C(X,R) sous ’hypothése (iv).

Si A ne vérifie pas ’hypothése (iv), montrons que A la vérifie.
a+b+|a—b a+b—]a—Db

Soient a,b € R. Alors max{a,b} = 5 5

Il suffit de montrer que f € A = |f| € A.
Soit f € Aet c=|f].-

et min{a,b} =

Lemme :
Ve >0, 3P :[—c,c] — R un polynéme tel que ¥t € [—c, (] }P(t) - |t\‘ < € (Autrement dit la

fonction valeur absolue est limite uniforme d’une suite de polyndmes).

D’aprés ce lemme, Vo € X |P(f(z)) — |f(:c)\‘ <ees HP(f) - \f|H <e
P(fy=a,l+a1f+--+anf™ pournecNeta,,...,an €R -

A est une sous-algébre, donc P(f) € A

Doncsi fe A, |f|leA

Par les étapes 1 et 2 appliquées a A au lieu de A on conclue que A est dense dans C(X,R).

On suppose K = C et A auto-adjointe.
Soit A ={f €A :VreX f(zx)eR]}
C’est une sous-algebre de C(X,R) qui contient les constantes (car elles sont dans A).
Soient x; # x2 € X. Alors 3f € A : f(z1) # f(x2).
Soit g(x) = % onag(x;)=0et glxs) =1
Ainsi 3h = (g9 +9) € Ag telle que h(z1) =0 # 1 = h(z2).
Donc Ag est dense dans C(X,R).
Soit ¢ € C(X,C). On pose u=R(p) = (¢ +P) et v=S(p) = (o — p)
u,v € C(X,R) donc Ve >0 3f,g € Ag telles que ||lu— f|| <eet |v—gl|, <e
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Alors f +ig € A satisfait o — (f +ig)|| < 2€
Ainsi A est dense dans C(X,C)

Démonstration :
[du lemme] On pose ¢ = 1. ( — vz + €2) converge uniformément lorsque € — 0 vers (z — V2 = |z])
sur lintervalle [—1,1].
2
€
En effet, [Vz? + €2 — V2| < ———— < e
Va2 4+ e + Va2

On va donc approximer (z — va? + €2) par des polynomes sur [—1,1].

Soit u = 22 + €2 — 1 € [¢2 — 1,€%], on a ainsi /1 +u = Va2 + €2 dont le développement de Taylor

donne : " .
Y DO S |
Vitu= Z 2(z = 1) k'(2 )uk de rayon de convergence > 1.
k>0 ’
5= (G-k+1) nif

o ub alors Q,, =2 (u— I+ u) sur [¢2 — 1,2

RS)(I) = Qn(2? + ¢ 1) R Y (x — Va2 4 €) sur [—1,1]

Soit (€, )n une suite telle que €,, — 0.

Notons @, (u) = Z
k=0

Alors R ™1 (3 |2])

II.4 Critéres de compacité

Rappel :
Soit (X, d) un espace métrique.
X compact <= Toute suite admet une sous-suite convergente dans X.

Remarque :
Si X est un espace topologique, alors seul le sens = est encore valable.

Rappel :
A C R™ compact <= A est fermé et borné.

Remarque :
Ceci est faux en dimension infinie.

Rappel (Théoréme de Riesz):
Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé.
Une boule fermée est compacte <= dim(F) < oo.

Corollaire 2 :
(E, || - ) localement compact <= dim(E) < co.
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Démonstration :

Supposons z € E admet un voisinage K compact. Alors Je > 0 tel que B(z,¢) C K.

K compact = B(r,¢) C K = B(z,¢) compact

Riesz

— dim(F) < 0

Définition 16 :
X est dite précompact si pour tout r > 0, X est recouvrable par une famille finie de boules ouvertes de
rayon r > 0..

Lemme :
Soit (X,d) un espace métrique et A C X
A compact <= A complet et précompact.

Démonstration :

Soit A compact. Soit (ay), en une suite de Cauchy dans A.
Alors J(ay, ) une sous-suite convergente vers un certain a € A
Comme (A,,) est de Cauchy, a = lim a,, donc A est complet.
Ve >0 {B(x,e): xz€ A} recouvzgfz.

Par compacité 3(z;),_,_,

n

telle que A = U B(zi,¢€)
i=1

c-a-d. A est précompact.

Supposons A complet et précompact. Soit (a,)
A pré-compact = 3(B1:(+,1)),,,
Ji, <n tel que |By; (-,1)N{a, : n € N}| =oo.

On peut supposer sans perte de généralité que 4, = 1. On prend un y1 € B11(+,1)N{a, : n € N}.
EI(B%JC7 3))1<ic,, couvrant A et donc By1(-, 1) a fortiori.
Jiy <ntel que |B, (-,3)NBi1(-,1)N{a, : n € N}| = occ.
3071
On suppose que i1 = 1. Jy2 € B, (, DN Bia(, 1) N{a, : n>n, tel que y; = Qn, }-
1

€A

neN

couvrant A.

k—1
Par itération, on extrait une sous-suite (y), ., de (a,), ., telle que y; € m Bﬁ,l('
i=0

1
) 5)
(yk) est de Cauchy. En effet d(y,, ym) < 3 avec n,m > N
A complet = (yi) converge vers un point de A.

Donc A est compact.

Définition 17 :
Soit A C X sous-ensemble d’un espace topologique.
A est relativement compact <= A est compact.
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Corollaire 3 :
Soit A C X sous-ensemble d’un espace métrique complet.
A est relativement compact <= A est pré-compact.

Démonstration :

(X, d) complet = A complet

Si A admet un recouvrement fini par des boules ouvertes de rayon r > 0

alors A admet un recouvrement fini par des boules fermées de rayon r > 0 et donc A admet un

recouvrement fini par des boules ouvertes de rayon 2r

Définition 18 :

Soit(X,T) un espace topologique, (E,d) un espace métrique et ® C (Cp(X, E), | - |.)-
P est équicontinue en x si

Ve > 03IV eV, VfedVyeV : d(f(z), f(y)) <e.

Remarque :
En particulier, f continue en & <= {f} équicontinue en x.
® équicontinue <= ¢ équicontinue Vz.

Théoréme 4 (d’Ascoli):
Soit (X,T) un espace topologique compact et (E,d) un espace métrique complet. Soit ® C C(X,E) =
Co(X,E).

O relativernent compact <= (i) @ équicontinue

(i1) YeeX @)= {f(x): fe€ D} est relativement compact.

Démonstration :

Supposons (i) P équicontinueet (i) Ve e X &(z)={f(x) : f € P} est relativement compact.
Soit r > 0, montrons que P est pré-compact. ® équicontinue, donc pour € = r
Ve e X 3V, (qu’on peut choisir ouvert) tel que Vf € ®, Yy €V, :d(f(z), f(y)) <r
(Vz),cx est un recouvrement ouvert de X.

C X tel que Uin =X.
i=1

X est compact donc il existe un sous-recouvrement fini, i.e. 3(z;), ., .,

n
®(x;) est relativement compact donc Y = U ®(z;) aussi.
i=1
Corollaire 3
==

Y est pré-compact.
m

Donc 3(a;),.,.,, CY: U By(aj,r) =Y
j=1
Soit application o : {1,...,n} — {1,...,m}.
Onpose @, = {f € ®:Vi=1,...,n:d(f(x:),a,)) <r}

f(zi)€Ba(ag(iy,r)
Uq)f’ = ®. En effet, si f € ®, alors Vi, f(z;) €Y
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Donc Vi 3j: f(z;) € By(a;,7)
Alors 3o tel que Vi f(x;) € Ba(aq(j),r)
D’ou f € ®,. On a bien ¢ C U ®, et l'autre inclusion est évidente.

Ainsi @ est recouverte par les (ZI)G qui sont en nombre fini.

Montrons que diam(®,) < 4r

Soient f,g e P, et x € X. Ji:x eV,

d(f(x), 9(x)) < d(f(x), f(2:)) +d(f(2i), ao(s)) + dlao (), 9(xi)) + d(g(x:i), g(x)) < 4r

<r <r car fed, <r car ged, <r
® est équicontinue et Cp(X, E) est muni de la métrique

D: C(X,E)xCy(X,E) — R*
(f.9) > sup,(d(f(z), 9(z))

D(f,g) <4r = ®, C Bp(f,5r) pour un certain f € ®,.
Ce sens ce nécéssite pas I'hypothése de compacité.

Soit ® relativement compact et € > 0.

n
3(fi), <1z C @ telle que (x) @ < | J Bp(fi, %)
k=1
Soit z € X. On pose V = {y € X : Vid(fi(x), fi(y)) < %}
Par continuité de f; V est ouvert et contient x.

Deplus, Vf e ® vyeV Vi d(f(z),f(y) <d(f(@), fi(x))+d(fi(z), fi(y)) + d(fi(y), [ (¥))

<e <e <e
Pour i fixé, f € B(f;, ) donc (i) & est équicontinue.
n

(1) = () < | Balfu(2), 5)
k=1

Donc ®(z) pré—cgmpact dans Cp(X, E) complet, donc (ii) @(z) relativement compact.

Remarque :
Soit U un ouvert de R™. Considérons C(U, C).
Prenons par exemple U =0, 1[. Alors 3f € C(U,C) non bornée : f(z) = L.

Pourtant C(U, C) est quand méme une algébre.
o0

Soit (Kp,), une suite de compacts tels que K,, C K,y et U K, ="U.

n=1
Prenons par exemple K, = [1,1— 1], Sur C(K,,,C), |- |l existe. On définit :

pn: C(UC) — RT
f [— pn(f) = SUPgzek,, |f($>|
Attention : p,(f)=0% f=0
On a néanmoins p,(Af) = [Alpn(f) et pu(f +9) < pn(f) + pn(g), donc c’est une semi-norme.
. : Py > 1 pn(f — g)
On peut définire la métrique d(f, g) = —_
(19 =2 3T 7 -9
Ainsi C(U, C) est métrisable. (il est méme complet. cf. TD)
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En analyse complexe, on s’intéresse & H(U) C C(U,C) l'ensemble des fonctions holomorphes sur U
ouvert de C.

Théoréme 5 :
H(U) est complet pour cette métrique d.

Théoréme 6 (de Montel):
& C H(U) relativement compact <= & uniformément borné sur tout compact.
<= VK C U compact 3C > 0 telle queVx € K Vfe® |f(z)|<C

III Espaces de Banach

Rappel :
Un espace de Banach sur K € {R, C} est un K-espace vectoriel complet pour sa norme associée || - ||.

Exemples :

o (Co(X,E),| -|l..) pour X un espace topologique et F un espace de Banach.

k
e CF([0,1],R) = {f : [0,1] — R de classe C¥} pour la norme || f|| = Z [Faie
i=0
Attention : Ce n’est pas un espace de Banach pour la norme || - || !
Rappel :
Soient (E,||-||5) et (F,]-||») deux espaces normés.
Alors L(E, F) = {f : E — F linéaires continues } est normé pour
1/ @)
Ifll="sup [If(@)l, = sup [[f(2)], = sup ===
z€E z€E z€E HIHE
o]l =1 llell <1 270

Rappel :
f linéaire est continue <= le sup existe
<= f "bornée”, ie. f(BH.”E (0,1)) C BH(O7 1)
Attention! f n’est pas forcément bornée , f ¢ Cp(E, F'))
Rappel :
Si F est complet (ou de Banach), Alors L(E, F) est complet (resp. de Banach).

Cas particuliers intéressants :
e Soient E, F, G des espaces normés. En général il existe une application (appelée composition)

o: L(E,F)x L(F,.G) — L(E,G)
(f1, f2) —  fao f1
En effet, f o fi est continue car || f2(y)llc < I f20l - ¥l
Dot || f2 0 f1 = sup [ f2(f1(2))s < sup {2l W fa @)l et = Wfell - WAl

Izl 5 =1 Izl 5 =1

Maintenant si E = F la composition définit sur £(F, E) un produit associatif, distributif (par
linéarité) lui donnant une structure d’algébre associative.

De plus, ||fifoll = Ifv o fall < [lf2ll - I£2]

Si E est complet alors L(E, E) aussi et forme ainsi une algébre de Banach.
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e Si FF =K, alors L(E,K) est toujours un espace de Banach.

I11.1 Le dual de F

Définition 19 :
E* = L(E,K) est l'espace dual (topologique) de E.

Question : A-t-on E* # {0} 7

Définition 20 :
Soit E une espace vectoriel réel. Une application p: E — R est sous-linéaire
< i) ze€kE, Vt>0, p(tx)="1p(z)

i) zy€E, pl+y) <pl)+ply)
Soit E un espace K -vectoriel. Une fonction p: E — Ry est une semi-norme
< i) z€E, VYAeK, px)=]\px)

i) xz,y€E, plx+y)<p)+py)

Remarque :
En particulier, une norme est une semi-norme, et une semi-norme sur un espace vectoriel réel est
sous-linéaire.

Théoréme 7 (Hahn-Banach version analytique):

Soit E un R-espace vectoriel, p: E — R sous-linéaire.

Soit F C E un sous espace vectoriel, et X\ : F' — R une application linéaire telle que X < p (ie.
Vo, A(@) < p(a))

Alors il existe un prolongement \* de A sur E (c-a-d. \* : E — R et \*|p = \) qui est linéaire et
tel que \* < p.

Corollaire 4 :
Soit (E,| -]|) un espace normé. Vo € E, 3\ € E*, telle que A(x) # 0.

Démonstration :
[du corollaire] Soit x € E et A(tx) = t||z||, VteR

Alors )\ : Rz — R est linéaire continue.

Sip=| -l alors A < |-
HabnBanach 35 ¢ B telle que A*(tz) = A(ta) et Vy € B, N (y) < |yl <Yy € E [N )| < |lyl-
¢
Remarque :
La démonstration montre un peu plus : pour tout x € F il existe A € E* tel que A(z) = ||z|, et

Al < 1.

Remarque :

A(@) < pl) = —A(z) = A(—2) < p(—2) = —p(—2) < A(2)
Donc A <p =V, —p(—z)<A(z) <p(r)

Démonstration :

[du théoréme]
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Soit v € E'\ F. On veut prolonger \ sur F' = F + Ru

Pourye F, JzcF, tcRtelquey=a+tv. Soita€eR, SoitA,: F — R
y +—  Ax)+ta
Soit t # 0, Aa(z +1v) =tAo(§ +v) = t(A(F) +a) car \o(v) = a
Question : Pour quels a a-t-on A\, < p?
Soit y € F' Na(y) < p(y)
=VreFett>0, t(\N%)+a) <pt(f+v))
=tp(§ +v)
< t(p($) +p(v))
= Va'=FcF, A2')+a<p()+p)
Donc pour a = p(v) Ag < p.
Soit x = {(G,)) : G est un sous-espace vectoriel de E contenant F, A : G — R un
prolongement de A tel que A < p}
On définit (G1, A1) < (G2, As) <= G1 C Gy et Ay, = Ay
Montrons que < est inductif.
Soit (Gy, ;)
On pose G = U G;. C’est un espace vectoriel contenant F. Soit A : G — R tel que si z € G
iel
alors 3i : z € Gei et M) = A\i(z). (bien définit car si x € G; alors G; C G ou G C G; et donc
5\i(x) = 5‘3‘(%)-)
Il est clair que Vi € I, (Gi,\) < (G, \) forp A(F*, \*) € x maximal.
Montrons que F* = E. Supposons par I'absurde qu’il existe v € E'\ F™*.

., une famille de x totalement ordonnée.

D’aprés I’étape 1, on peut prolonger \* sur F'* 4+ Rwv tel que son prolongement N < D.
Donc (F* + Ru, \*) € x et (F*, \*) < (F* 4 Ruv, A*) de qui contredit la maximalité de (F*, \*).

o

Corollaire 5 :
Soient (E,|| - ||g) et F un sous-espace vectoriel de E, A\ € F*. On note || - || .. la norme sur F* et
Il la norme sur E*.

On pose p(z) = I, - ]

Alors IN* € E* telle que \* |p = X et | A\*]

¥

g = M les -

Remarque :
Soit E un C-espace vectoriel. Alors 'application C-linéaire A : E¢ — C est uniquement déterminée
par u = R(N). En effet, Vz € C, 2z = R(z) — iR(iz) donc \N(z) = p(z) — ip(iz).

Corollaire 6 :

Soient E un C-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Soit p: E — Ry une semi-norme
sur E. Soit Uapplication C-linéaire X : Fc — C telle que |\ < p.

Alors il existe un prolongement \* de \ sur E qui est linéaire et tel que |\*| < p.

Démonstration :

Soit l'application R-linéaire u : Fr — R telle que p(z) = R(A\(x)) et u < p.

Hahn-Banach

— Jp* : E — R linéaire telle que p* < p.
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On pose Vo € E, X (z) = p*(x) — p*(iz). Donc A\* est un prolongement lin¢aire de .
Vz € E, Ja € C avec |a] =1 tel que aX*(z) € R.

Mais aX*(z) = XM*(ax) = p*(az) < p(az) et plax) = |a|p(z) = p(z)

et donc |\ (z)| = |ar*(z)| < p(x).

Théoréme 8 (Hahn-Banach, version géométrique):
Soient (E,| - ||) et A,B C E deux convexes non-vides disjoints (ie. AN B = ).
Alors f € E* tel que f(A)N f(B) = @.

Lemme :
Soient (E,|| -]|) et A C E un conveze non-vide. Soit p : E — R sous-linéaire.

Alors f € E* tel que f <p et 1I€1£‘{p(x)} < lIelfA{f(x)}

Démonstration :

inf {p(x si 'inf existe
[du lemme]| Soit I = xeA{p< )}
—00 sinon

Si I = —oo alors l'inégalité est vide et un tel f existe.
Supposons I > —oo. On pose p(x) = ;gg{p(l’ +ty)—tl:ye At >0}
Onatl <tp(y) Vi>0 Vye A
= p(ty)
< plz+ty) + p(-=)
Donc —p(—z) < p(z + ty) — tI donc —p(—x) < p(x) <p(z+ty) —tI Vt
Donc p(z) < p(x) dou p(z) € R.
Vérifions que p est sous-linéaire :
Soit s >0 p(sz) =inf{p(sz+ty)—tl:t>0,y€c A}
inf{p(s(z +Ly) —tI : t >0,y € A}
= inf{s(p(z + Ly) — L) : L >0,y € A}
=s-inf{p(x +t'y) —t'I:t' >0,y € A}
— 5 f(a)
CE. VYe>0, 3t;>0, y; € Atelsquep(x;)>plz;+ty;)—t; I —e
p(@1 +tiyr) + p(w2 +tay2) — (1 +t2)] — 2
p(z1 4+ 22 +tiyr + tay2) — (1 +t2)] — 2
p

(1 +zo +ty) —t1 —2¢ avec t = t1 + to ety:% € A car A connexe

Soit (z4),_, ,

p(x1) +p(ze) >
>

> p(xy + x9) — 2€
€ étant arbitraire, p(x1) + p(as) > p(z1 + x2)
Hahn-Banach 3f : E — R linéaire tel que f < p.
Donc f < p.
Pourze A,y=zett=1,—f(z) = f(—z) <p(—2) <p(—z+z)—I=-1
DoncVz e A I < f(x).
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Démonstration :
[du théoréme] A — B ={a—b:a € A b€ B} est convexe.
hemgpe df : E — R linéaire tel que f <p=| - || avec 0 < d(4,B) = 1r61ff1 lla — o]l
beB
< inf{f(a—0>
Lemme ‘Zgg {f( )}
— inf {f(a) - £5)}

beB

= inf {f(a)} —sup{f(b)}
T€ beB

Donc f(B) < f(A).

I11.2 Topologie faible sur un espace normé

Définition 21 :

La topologie faible sur E est celle de la famille (f,K),_,.

C’est la topologie la moins fine (la plus petite) telle que VF € E*, f est continue.
U C E est ouvert pour la topologie faible (ou faiblement ouvert)

— U= U (ﬂ fi_l(Vi)> avecn < oo, f; € E*, V; CK ouvert (K € {R,C} avec la topologie usuelle
i=1
euclidienne).

La topologie faible est moins fine (plus faible) que la topologie normique. en effet, comme les
elements de E* sont continus pour la topologie normique on a que :
U C E faiblement ouvert = U C E ouvert pour la topologie normique.
Autrement dit  id: (E,|-|) — (E,Traivle) est continue

xT [— x

Lemme :
E est séparé pour la topologie faible.

Démonstration :

Solent z #y € E Af e E*: f(x) # f(y)

On pose € = M > 0. Alors z € U = f~Y(B(f(x),€)) qui est donc faiblement ouvert.
De méme y € V = f~1(B(f(y),€)) qui est donc faiblement ouvert.

Supposons qu'3z € UNV. Alors f(z) € B(f(z),¢) N B(f(y),€) = @ ce qui est absurde.
Donc UNV = @.

Hahn-Banach
—

o
Lemme :
Soient (E, ||-||) un espace normé et (xy,), ., C E. Alors z, Tl p e Vf € B, f(x,) 2= f(a)
n—oo n—oo

Démonstration :

Soit € > 0.

F~YB(f(z),€)) est faiblement ouvert et contient x, c’est donc un voisinage de z.
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T, Si—,% z donc AN > 0 tel que Vn > N, z, € f~Y(B(f(x),¢))
Donc Vn > N,  f(x,) 2 f(x).

Soit V' un voisinage T(Li;o; pour la topologie faible.

C E* et (V;)

Par définition, In < oo tel que (f;) C K ouverts tels que

1<i<n

ve ()W
=1

Donc V1 <i<n, fi(z)€V;quiest un voisinage de f;(z) pour la topologie usuelle.
Or fi(x,) 2222, f:(x) par hypothése.

Donc 3N > O tel que Vn > N, fi(z,) €V;

=V1i<i<n, Vn>N, fi(z,) €V

= V1<i<n, ¥Yn>N, z,€f (V)

1<i<n

< V¥n > N, xneﬂfi‘l

Tfaible
Donc z,, —=
n—oo

Remarque :
Ce lemme est valable pour toute topologie faible.

Exemple :
?={a=(an),.y CC:lall, =/ |an|?> < 0o} est un espace vectoriel normé pour la norme || - ||,.

0 sii
Soit § = (8,),., €12 & = { stign
1 sii=n
Montrer que § converge faiblement vers (0,...,0,...) < e Montrer que Vf € 1>, f(6) ——0

n—oo

a, sin<N

Soit a = (an), ., €12 eta = (al),., €1? telle que a’ =
0  sinon

o 22 done fla) = f(]\}gn a) = lim f(a).

N—)OO
N
a = Zakdk donc par linéarité f(a Zakf oK)
k=0
= Va = (an), o, €17, hm Zakf 0y existe.

Donc la suite (f(0x)),cn converge vers 0.
En effet, supposons le contraire, f(dx) /— 0. Alors Ve > 0, il existe une infinité de k tels que | f(d)| > €.

1
Donc Ve > 0,  3(0n,),cn C (0n),cy telle que |f(0y,)| > €. Prenons a,, = 7 |;E | et a, = 0 ailleurs.
m
1
Zanf((Sn) = Z anlf(anl) - Z ‘f( ’ﬂl GZ - = Q. Absurde!
n l
Donc f(6,) —— 0. Donc (4, )n oy converge falblement vers 0.
Montrons que (d,),,.,, ne converge pas pour la topologie normique (engendrée par || - ||,).
||6n - 5m||2 = H(Ov"'aov1707'“707*130’"')”2 = \/é
Donc (65,),,., n'est pas de Cauchy pour || - ||,. Donc les topologies ne peuvent pas étre les mémes.
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Remarque :

Sur R la topologie faible et la topologie normique (euclidienne) coincident.

En effet, soit f € R* i.e. f: R — R qui est linéaire et clairement continue (car linéaire sur un espace
de dimension finie). Ja € R tel que f(z) = azx, Y € R.

Soit I'intervalle (ouvert pour la topologie normique) |£=<, €[ avec z € R et € > 0.

a ’ a

On a ]z — €,z + e[= f1(]E£=<, () faiblement ouvert (par définition).

II1.3 Le Bidual et la topologie x-faible sur le dual

Rappel :
Soit (E, || - || ;) un espace vectoriel normé. Alors E* est aussi normé et || f|

g = sup |f(z)
zeE
llell g =1

E** = (E*)* = L(E*,K), donc E* est muni de la topologie faible.

De plus, on va voir qu’on peut identifier F avec un sous-espace de E**.

Définition 22 :

Lemme :
iy € B**

Démonstration :
Soient f,g € E*, A €K,z € E. i (f+Ag) = (f +A\g)(x) = f(x) + Ag(2) = ix(f) + Nix(g).

Donc i, est linéaire.

lia (] = [f(@)] <N flle- - 2l dou [lic]

pee = sup |ig(f)| < sup |z, = |z,
€E* €EE*
AN e =1 AN e =1
Donc i, est continue.

Définition 23 :
i: E — E**
T o iy
Lemme :

1 est une isométrie linéaire. Ainsi E** contient une “copie isométrique” de E.

Démonstration :
Soient x,y € B, A € K.
iz + Ay)(f) = datay(f) = flz+ Ay) = f(z) + Af(y) = ia(f) + My (f) = (i(z) + Xi(y))(f)

Donc i est linéaire.

On a vu que |i(z)]

e
fabaBenach 3¢ ¢ B telle que |f, (z)] = [|z[|,, et |If,]

Drou [|i(x)|

—

Lo =1

Donc ||i,|

e = ||2|| 5 c-8-d 7 est isométrique.
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%

Définition 24 :
La topologie faible sur E* est la topologie faible de la famille E**.
La topologie *-faible sur E* est la topologie faible de la famille i(E).

Remarque :

Elle est trés utile!

La topologie x-faible est moins fine que la topologie faible. Comme elle contient moins d’ouverts, la
compacité est plus facile a déterminer (puisqu’il y a moins de choix de recouvrements ouverts).

Lemme :
E* est séparé pour la topologie x-faible.

Démonstration :
Soient f # g € E*.
dz € E tel que f(x) # g(z) <= ix(f) # ia(9)-

|'L:v<f) - 'Lw(g)|

5 > 0. Alors U = i;1(B(i4(f),€)) est un ouvert pour la topologie *-faible

On pose € =
qui contient f.
De méme, V = iy }(B(iz(g), €)) est un ouvert pour la topologie *-faible qui contient g.

De plus B(i,(f),€)) N B(iz(g),€)) = 0. Donc UNV = @.

¢
Lemme :
(fn)nen C E* converge vers f € E* pour la topologie x-faible
—VrxelE, /[fulzr)— f(z)
((:> Vi*ei(E), [f*(fn) —— f*(f) carVf*€i(E),Jz € E tel que f* = zz>
Théoréme 9 :
Soit (E,|| - ||,) un espace vectoriel normé. On note Bf = B.||,..(0,1) la boule fermée unité dans E*.

Alors B} est compacte pour la topologie *-faible.
Attention, pas pour la topologie normique!

Démonstration :

Ve € E,onpose YV, =Ketn: E* — HYm:{f:E—>K}:KE
rel
foo— 7
71 est injective : si n(f) = n(g) alors f = g.
De plus, la toopologie induite sur n(E*) est la topologie *-faible.

Soient (z;),.,., C E,(U;),-,., C K ouverts et p, : H Y, — Y,=K
yeE
[ f@)

Un ouvert O pour la topologie induite est de la forme O = U

n(E*) N (ﬂ p;f(Ui)>
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n10) =J{resn <ﬁp;<m>) }

ZU{fEE*' a:k)EUk V1<kz<n}

_U{feE* W(f) €U, Y1<k<n}
= U ﬂ Uk ouvert pour la topologie *-faible.
1<k<n
n(B7) € [11=lelles el =V ocar [f@)] < If . |2l < ll2]
reE
[zl 5, ||l ] € K compact Yz € E Tychopoft v/ compact.

Etape 2| II suffit maintenant de montrer que n(?f) est fermé.
Soit f € 77(?)
Montrons que f € 77(B ) ce qui revient & montrer que i) f est linéaire, ii) ||f]| = 1.

i) Soity,z€ BEet W ={g eV :|g(y+z)—fy+2)| <eet|g(y)—f(y)| <eet|g(z)—f(2)| < e}

W est l'intersection de trois ouverts de V.
fen(Ff) mW:>n(Ff) NW + 2.

Soit g € n(B) NW. Alors Ve > 0, [(g(y+2)—9(y) ~9(2) — (f(y+2) — Fy) ~ F()] < 3¢
Mais g(y + z) — g(y) — g(2) = 0 donc f est aussi additive. De la méme maniére on montre

que f(Ax) = Af(z) et ainsi que f est linéaire.

i) Supposons que || f|| > 1
<= Jzr € E tel que |f(x)] > |||, et e = M >0
Donc |f(z)| = ||z]| , + 2¢. Soit Vouvert W' = {g € V : |f(z) — g(x)| < €}.
w'nn(B) # 2. Soit g e W nn(BY)  1f@)| < If(x) = g(@)| + |g(@)] < e+ Je],
car ||g|| < 1. Donc ||z||, + 2¢ < e+ ||z||,. Absurde!
Donc [ f]| = 1.

Donc f € W(FT) d’ott @ - TI(Biik)

Donc 7( B} ) est fermé dans un compact donc compact.

Remarque :

Si (E, || ||) est un espace de Banach de dimension infinie, alors B; n’est pas compact (d’aprés Riesz).
En revanche si E est le dual d’un certain espace normé F, alors il existe sur E une topologie plus
faible (moins fine) pour laquelle B; est compact.

II1.4 Espaces réflexifs

Définition 25 :
L’espace vectoriel normé (E, || -||) est réflexif
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< i: FE — E** est surjective

T o g

Remarque :

e | est injective car une isométrie, ainsi si elle est surjective, c’est une bijection isométrique et donc
en particulier un isomorphisme d’espaces vectoriels normés. On a alors E ~ E**.

e Il existe des espaces non réflexifs (pour lesquels i n’est pas surjective) qui sont tout de méme
isomorphes a leur bidual.

e E* = L(F,K) est un espace de Banach car K est complet. Donc E** est un espace de Banach
aussi. En particulier, tout espace réflexif est un espace de Banach.

e Sur un espace réflexif, les topologies faibles et *-faibles coincident.

Pour obtenir des critéres de réflexivité, on peut construire les duaux des espaces de fonctions
linéaires continues.

Définition 26 :
Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Soit p € L(X,Y).

©* 1 Y* — X* est définie par ©*(f) = fop. Donc Ve e X, (¢*(f))(z) = f(e(z))

©* est Uapplication duale (ou transposée) de ¢.

Exemple :
X=K", Y=K" ¢cLEK"K") =M,mnK).

Soient (e;) une base de X et (&) une base de Y.

1<i<n 1<j<m
Alors (e'), ., est la base duale de X* et €’(ey) = 4},

(6),-,<,. est la base duale de Y* et & (éx) = 4},

Et on définit ¢;; = €’ (cp(ej)) et p;; = (ga*(éj))(ei)
=& (p(es))
= ¥ji
Ainsi la matrice de ¢* est la transposée de celle de .
Lemme :
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et ¢ € L(E, F). Alors le diagramme

commute (i.e. ¢** oi, =i, 0p).

Démonstration :
Soit z € E et g € F*. (i 00(®@)(g) =i.(p(x)(9))

(™ oiy(x))(9) =ig(x)(e*(9))
= (¢*(9)) (2)
= g(p(2))

Donc ¢** est un prolongement de ¢ =i, o poi_ ! :i, (E)— F**
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¢
Proposition 3 :
©* est continue et ||o*|| = |||
Démonstration :
le**|| > |2l par définition d’un prolongement.
= ||¢|| car i, et i, sont des isométries
Soit z € E,ge F*. | (9)(@)] < gl @)
< llgll-llell - 1l
= e"(@lle. =llgoele
< llgll - llll
= lle*ll < llell
Done [l < [le*]| < llell < [le™
D’ou finalement [ = [lo*[| = [l¢ll = [le™]l
¢
Lemme :
Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé. on considere i,. : E* — E*** et Uapplication duale de
iy B — E* quiest i : B — E*.
On aiy i, =id.
Démonstration :
Soit a € E et f € E*. (i* 0i . )(f) =i (ip. (f)) =i, (f) 0ty
— (% 01,) (D@ = i (1) (1) = i (@) () = (@) Dome i, 04, () = .
o

Proposition 4 :
Soient (E,|| - ||) un espace de Banach réflexif et F un sous-espace vectoriel fermé de F,
Alors F' est réflexif.

Démonstration :

%
F
FC—= p** Legende :
j lj** C—— injection
X ip e ———= surjection
C——> bijection

Ce diagramme commute.

On veut montrer que 7, est surjective.
Soit G € F**. Alors j**(G) € i,(F) car i, est surjectif. Donc Ja € E : j**(G) = i,(a).



28 TABLE DES MATIERES

Par définitin de 'application duale on a j**(G) = G o j* et donc, pour f € E*. (**(G))(f) =
G () = G(f 0§) = G(f,). Dot i (@) = f(a).

Montrons que j** est injective. Soit G € Ker(j**). Alors Vf € E*, G(f),.) =0.

D’aprés Hahn-Banach, Vg € F*, g est une restriction sur F' d’un élément g € E*.

Donc G(g) =0 Vg € F* donc Ker(j**) = 0 <= j** est injective.
On a montré que Vf € E*, f(a) = G(f],). D'otta € F.
En effet, si on suppose que a ¢ F, d’aprés un corollaire de Hahn-Banach, 3f € E*: f|, =0, f(a) # 0,
ce qui est absurde.
Alors on a pour a € F, (j*(G))(f) = (ZE (j(a)))(f) = j**(i»(a))(f) par commutativité du dia-
gramme.
Donc j**(G) = j**(i,(a)) ce qui implique G =i, (a) par I'injectivite de j**.

Donc i, est surjective.

Corollaire 7 (de Hahn-Banach):
Soient (E, || -]|) un R-espace vectoriel de Banach, F un sous-espace vectoriel fermé de E et a € E\ F.
Alors 3f € E* telle que f|,, =0 et f(a) # 0.

Démonstration :
Soit \: F+Ra — R

g+ta +—— tlal

A

A est linéaire et ||\l = sup |(x)|:sup el = - lal = le]
certka 2l yer ly+all  inffla—y]  d(a, F)

Comme d(a, F) =0<=acF, d(a,F)>0= ||| <cc.

Hahn-Banach
APE=2RCE On peut prolonger A en une \* € E* 1 \* = A. On pose alors f = \*.
analytique |F+ra

Corollaire 8 (de la proposition):
Soit (E, || -||) un espace de Banach.
E est réflexif <= E* est réflexif.

Démonstration :

E est réflexif <= i, est bijective = 47, est bijective.
Or on a vu que i}, 01, = id.
D’ot i% est bijective <=-i,. est bijective <= E* est réflexif.

E*

Supposons E* réflexif.
Alors E** est réflexif. Or i, (E) est un sous-espace vectoriel de E** fermé car i, est une isométrie.

Donc i, (FE) est réflexif (par la proposition précédente), donc E est réflexif car i, est aussi

bijective.
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Théoréme 10 :

Soit (E,||- _g) un espace de Banach. Soit x € E et G € E**.
On note By :EH«HE (z,1) e B, =B (G,1).

Alors i (B1) est dense dans By pour la topologie *-faible.

I 1 g%

Démonstration :

Soit G € Pi*. On doit montrer que tout voisinage de G pour la topologie *-faible contient un élément

de ZE (El)

Cela revient & montrer que tout ouvert O contenant G' contient un élément i, (z) oit z € B; et avec
n

(fk)ichen CE*, (Uk),cpz, C Kouverts et O = U ﬂ i;kl(Uk).

k=1
<= idem avec Ve >0, Uy = B).|(G(fx),¢)-

<= Ve>0,Vn e NVfy € E*, 3z € By :Vk |G(fx) —i,(x)(fe)| < e
= VneNVfe B inf {d |G(fi)— fi(x)’} =0
zEB; i—1

¢

Lemme : .
Soit G € E**,  (fi),.,., C E*. Soit h(z) = > _|G(fi) — fi(z)[*.

i=1
Six € By C E alors inf {h(z)} =0.

r€B,
Démonstration :
Notons I = inf {h(x)}. Soit (ay),., C Bi telle que lim h(a,) = 1.
r€B n— oo

V1 <i<mn,les f; sont continues et  fi(B1) C B, (0, || fill ,.) qui est compacte.
(car Vo € By : |fi(x)] < |I£:ll - l|z]] < If:ll) et done f;(a,) admet une sous-suite convergente.

On peut supposer (quitte a prendre une sous-suite) que V1 <i <n f;(a,) converge.
n

Posons &; = lim,, . fi(an) et 6; = G(f;) — &. Donc I = Z |6:]2.

i=1

Soit z € By et 0 <t <1. h((1—t)ay+tx) Z|sz (1 =) filar) + tf;(2)]?

D IGU) = filan)| + 2R [(GU1) = fin)) (7o) = 1) +t22 [filar) = fil@)?

=< +2tZ§R[ &) ]+t2§;|£ifi<m)2
ij (s )(@—M)héimifﬁ(wn?
—0 Z (G - ) (& = 7))
R[5 (/) - @)}_

||M:
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Posonsf:igifiGE*.Alors <§R(ZS xGEl).

I/l < swp R(A@)  GeeKild = LS ) = R[f(2)]).
reBy

Donc || - (Z*- 4) (+)

De plus f(ag) Z PR ;gi&‘

AN
=1 =1 =1 =1
Dot I = Zm = Zé (G(f:) = &) = G(f) =Y _8:&i = G(f) = I/l -
=1 =1
Comme IHGI pee < 1, ona GO <N fll 5 et done G(f) = Il -
Donc I = 0.

Corollaire 9 :

L’espace de Banach E est réflexif <= Les topologies faible et x-faible coincident sur E*

Démonstration :

Clair.

Supposons que les topologies faible et x-faible coincident sur E*.
On a vu que la boule E: est compact pour la topologie *-faible et donc aussi pour la topologie

faible.

Donc d’aprés le théoréme suivant, I’espace de Banach E* est réflexif. Donc E est réflexif.

Théoréme 11 :

L’espace de Banach E est réflexif <= B est compact pour la topologie faible.

Démonstration :

Soit F un espace de Banach réflexif. Alors E* est réflexif.
= Les topologies faible et *-faible coincident sur E**.
Donc EI* est compact pour la topologie *-faible et donc aussi pour la topologie faible.
Par réflexivité, B,  ~ B; qui est donc faiblement compact.
La topologie relative (induite) sur i,(E) C E** par la topologie -faible est la topologie
faible sur E. En effet, la topologie *-faible sur E** étant la moins fine (plus petite) qui rend

les applications iy, f € E* continues, elle induit sur ,(F) la topologie la moins fine qui rend
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les applications restreintes | i, (E) — K continues. Mais pour € F on a is(i,(z)) =

ip(E)
iy (2)(f) = f(x). Donc iy o, = f et la topologie relative sur i, (F) est la moins fine qui rend
les applications f € E* continues. Par définition c’est la topologie faible.

Supposons B; faiblement compact. Alors i,(B;) est faiblement compact, donc compact dans

ET* pour la topologie *-faible. D’aprés le théoréme précédent, i, (B;) est dense dans EI* pour

la topologie *-faible.
Onai,(B)=i,(B) =B,
Donc i, (E) = {i,(tz):z € By,t € RT}
={ty:yec B, ,tcRT}
—

Remarque :

Soit E un espace de Banach.

B compact <= dim E < 0o

B, faiblement compact <= F réflexif

B, *-faiblement compact <= E admet un prédual.
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II1.5 Principe de la majoration uniforme (Théoréme de Banach-Steinhaus)

Théoréme 12 :

Soient E, F deux espaces de Banach et (T;),., C L(E,F).

On suppose que Vz € E, (Ti(z)),., est bornée (c-a-d. Vo € E Jcy > 0:sup||T;(2)|» < ca).
Alors la famille (T;),, <!

(c-a-d. VB C E borné, Jc¢>0: Slg) IT:(z)] -~ < c).

zEB

i€l

est uniformément bornée sur tout fermé de E

Remarque :
VeeE, Jep: Viel: |Ti@)],<c¢ = 3Fc>0: sup|Tif <Lec
iel

Rappel :

D’aprés le théoréme de Baire, dans un espace métrique complet, V(F;),_, fermés d’intérieur vide,
U F; est d’intérieur vide.

il

En particulier, si (F}),., est une famille de fermés tels que U F; contient un ouvert,

alors Ji, : F; ~contient un ouvert. !

Démonstration :

Soit n € N. On pose X,, = {z € E: | T;(2)||, < n,Vi € I}.

Comme T; est continue, X,, est fermé et U Xp=EcarVe e E, 3ec,:Viel:|T;(x)
neN

<

e

Bale dn, : )°(n0 * O

<= dn, 13z, € E,7>0: By(z,,7) C Xy,

Donc Vo € B, (0,r) : Vi€ I:||Ti(z, + )| < n,

Donc Yz € B, (0,7) : ||Ti(2)]|, < |2|T¢(9€o + o)l + 1T (=20l e = [ITi(z + @)l x + [ Ti(o) | - < 2n,
n

T:
Donc |T;] = sup ITe(@)ll <
llzll g <r r r

2
D’otu ||T;|| est borné par o
T

Corollaire 10 :

Soit (Ty,),,cn C L(E,F). On suppose que Ve € E, (T,(x)), ., converge dans F.

Alors les limites définissent une application T : E — F : x +—— nlingo T,.(z) linéaire continue et
Il < Jim_sup |75 .

Démonstration :

11 est clair que T est linéaire. D’aprés le théoréme précédent, Je > 0 telle que sup || T, | < ¢
neN

ITa@)l _,

<~ VneN, sup
el H‘T |E
= VWneN, VeecE |T(z)l <z,

Par continuité de ||+ |, [|I7(@)]l, = || lim Tu(@)]l, = lim [T(@)], < ],
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= |T|| < ¢. Donc T est continue.
1Tl = sup [[T(x)l, = sup lim [T, (z)],
zEE z€E n—oo
llell g =1 el g =1

= sup lim inf||T,(z)],

zEE
llll =1

< sup lim inf{[| 7] - [lfl,, }
zeE N—00 N

el =1

= Jim inf |17, ]
n—oeo n

II1.6 Théoréme de ’application ouverte

Théoréme 13 :
Soient E, F deuz espaces de Banach. T € L(E, F).
Si T est surjective alors T est ouverte (YU ouvert de E,T(U) est un ouvert de F').

Corollaire 11 :

Si T est bijective alors T est bicontinue (ie. T—1 est continue <= T ouverte).

Démonstration :

11 suffit de montrer que 3¢ > 0 : la boule ouverte B, (0,¢) C T(B,(0,1)) (x)

En effet, il est clair qu’il suffit de montrer que Ve € E, Je,, >0: B, (T(x),€z,r) CT(By(x,7)) (%)
Mais T'(B,(z,7)) = T(z) + rT(B,(0,1)) donc () = (xx) = avec €, = cr.

On pose X,, = T(B,(0,n)) =nT(B,(0,1)) =nT(B,(0,1)).

Alors T étant surjective, F = T(E) = T( U B, (0, n)) = U T(BE(O, n)) C U X, union de fermeés
neN neN neN
d’intérieur non vide. Donc d’aprés Baire :

In, € N: X, est d’intérieur vide. Donc n,T(B,(0,1)) # @ = T'(B,(0,1)) # @.

Donc 3y, € F, ¢>0: B,(y,,4c) CT(B,(0,1))

En particulier y,, —y, € T(B,(0,1)) (carsiy, = lim T(z,), (z,)
n—oo

C B,(0,1) alors

neN
-y, = lim T(—=x,) et (—z,) € Bg(0,1) aussi).

B,.(0,4c) = B, (y,,4¢) —y, C T(B,(0,1)) + T(Bg(0,1)) C T(Bg(0,2))
Donc 3¢ >0: VkeN B,(0,2%)CT(Bg(0,5)) (¥

= Vy € B,(0,2), VYe>0, JweB,(0,5) telquely—T(z)|, <e

Soit y € B, (0,c). Pour k =1 on pose y1 =y et e = §

1 c
(*) = dz € BE(()? 5) : ”yl - T(Zl)HF < 2

Pour k = 2 on pose yo =y —T'(21) et € = §
1 c
() =322 € B,(0,7): lly2 = T(2)] < 3
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£

On pose yr = yr—1 — T'(2x—1) € B, (0, 3—,’3) et € = o7

1 c
() = 3m € B0, 50)+ llye — TGl < o5

Ainsi on a construit (y,)nen C B, (0,c¢) telle que |[yg+1ll, < P 0 donc y, —— 0 dans F'
— 00 n—oo

1
Yrr1 = Ye — T(zx) =yp—1 —T(zr-1) — T(z)
=y—(T(z1) +---+T(2n))
Posons &, = 21 + -+ 2,. Alors T'(z,) —— y.

n

lzn —zmlle < Y0 Nzl (n>m)
k=m-+1
< 3 L
<D x
k?’n’H*l
Donc (z,,)nen est de Cauchy dans E qui est complet donc 3z € E tel que||E||, < 1et lim z, =«
n—oo
T continue = T'(z) = T( lim z,) =y
Donc y € T(B,(0,1)).
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IV Espaces de Hilbert

Définition 27 :
Soit E un C-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est une application <,>: E x E — C
telle que

i) Yy € E, x+—<ux,y> estlinéaire.

i) <z,y>=<y, T >.

Remarque :
it) = Ve € E, yr—<ux,y> est anti-linéaire.
<= Vr € Efixé et Vyi,yo € E,VAEC, <y +A\y2 >=<1m,y1 > +A < 2,92 >.

Définition 28 :
Une forme linéaire <, > est définie positive
= Vr#£0, <z,x2>>0.

On Dappelle un produit scalaire.

Définition 29 :
Si <,> est une forme hermitienne définie positive, on pose x| = /< z,x > et on Uappelle la norme

de x.

Lemme (inégalité de Cauchy-Scharz):

| <@y > <zl -yl

Démonstration :
On pose a =< y,y >= |ly[|? et = — <2,y >.
Alors 0 << ax + By, oz + By >
=a<z,ar+ Py >+8 <y, ax+ Ly >
=aa<z,rx>+aB<z,y>+pfa<yx>+L6<yy>
= yl* - lle® +lyll* (B < 2,y > +8< @,y >) + | <a,y > [* = [lyll?

= [yl =l =yl - | <2,y >
Si y = 0 alors l'inégalité est triviale.

Siy # 0 alors < y,y >= ||ly||> # 0 donc en divisant par ||y|? on obtient 0 < [jy|*- ||z]|> — | < z,y > |.

Lemme :

lz|| = V< T,z > est une norme.

Démonstration :

i) ||z]| =0 <= 2 =0 clair car < z,x >> 0si x # 0.

i) |A\z]| = V< Az, Az > = VI <z, >= A |z
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iii)
lz+yl?=<2z+y,2+y> =<mz2>+<yy>+<z,y>+<yz>
= [lz[1? + [lyl]* + 2R(< 2,y >)
< lzl*+llyl* + 2] <2,y > |
< [l + lyll* + 2llz|l - [ly|

= (=l + lly1)?
= [z +yl < llzll + llyl

Définition 30 :

Un espace pré-Hilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Définition 31 :
Un espace de Hilbert est un espace (H,<,>) pré-Hilbertien complet pour la norme associée au produit

scalaire.

Remarque :

C’est donc un espace de Banach ot la norme provient d’un produit scalaire.

Proposition 5 (identité du parallélogramme):
lz + yll* + llz = yl* = 2(I= )1 + lly1*)

Démonstration laissée en exercice.

Définition 32 :
On dit que x est perpendiculaire (ou orthogonal) a y lorsque < x,y >= 0.

Dans ce cas, on a (Pythagore) ||z + y|* = ||z||® + ||y||>.

Proposition 6 :

Soit (E,<,>) un espace de Hilbert et w € E tel que w # 0.

AlorsVx € E, Flc € C tel que x — cw est orthogonal d w.

Démonstration :

<z,w>

[[wl|?

0=<z—cw,w>=<z,w>——c<ww>=<z,w>—c|lw|]? dot ¢ =

Proposition 7 :

Soient (E, <,>) un espace de Hilbert et (w;) C E tels que < w;,w; >=0 Vi#j.

n

1<i<n

AlorsVx € E,  3l(c;)

1<i<n

C C telle que Yk, T — Z c;w; soit orthogonal o wy.
i=1

Démonstration :
n n
O:<$—Zciwi,wk> =<x,wk>—Zci<wi,wk>
i=1 i=1
=< rT,wi > —ck||wk||2
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Définition 33 :
Une famille (w;)

dite orthogonale.

we: C E d’éléments mutuellement perpendiculaires (ie. Vi # j, < w;,w; >=0) est

Définition 34 :

On note Vect{w; : i € I} espace engendré (algebriquement) par (w;),.,. C’est Uespace des combinai-
sons linéaires finies de wy,.

On dit que la famille est totale si Vect{w; :i € I} = E pour | -||.

Side plus Vi € I, |w;|| =1 alors (w;),., est dite orthonormale.

i€l

Remarque :
Une famille orthonormale totale est une base orthonormale. (Une telle famille n’est pas une base linéaire
dans le sens algébrique! ie. on ne peut pas exprimer tout élément de I'espace comme combinaison

linéaires finie de membres de la base orthonormale.)

Lemme :
Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous espace vectoriel fermé. Soit x € 'H.
Si on note a = inlf7 |z —y|| = d(z, F) alors 3y, € F tel que a = ||z — y, |-

ye

Démonstration :

. Montrons que (y,,) est de Cauchy.

n/neN

3y )pen CF 2 a= lim [lz —y

n

[ [

= Iy, —2) = (y,, — )
= 2(”% —z|*+ |y, — m||2) —Ny, —z+y, —z|? (identité du parallelogramme)

Iy, — 9.,

Yo Y
= 2(Jly, —l® + lly,, — #[2) - 4 =P —af?
N——

>4a? car WGF
Do [lg, — 9,12 < 2( ol + iy, ] ) ~4a®
—_——— ———

- g2 — g2

n—oo m— oo

Plus précisement, Ve > 0, dn, tel que Yn,m > n, :

[y, — ol = a®| < eet |lly,, — all® — a*| < e = Vnm=n, |y, -y, < 4e

Donc (yn), o est de Cauchy dans F' fermé dans un complet donc complet. Donc elle converge dans F.

Jy, = lim y, et par continuité de la norme, a = lim ||z —y, || = |z — lm y || = ||z — y, |-
n—oo n—o0 n—o0

Théoréme 14 :
Soit F' C 'H un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert. On suppose F # H.
Alors 3z € H, 2z #0, tel que z est orthogonal & F (ie. Vy € F, < z,y>=0).



38 TABLE DES MATIERES

Démonstration :
Soit € H \ F. D’aprés le lemme, Jy, € F' : ing lz =yl = ||z — y, |l = d(z, F) > 0 car F fermé.
ye
On pose 2 =T — Y, VO(E(C, Hx—y0||2§ Hx_yo +O[yH2
Donc 0 < a@ < y,y > +2R(a < y,x —y, >). Onpose a=1< z,y > avec t € R.
——
z
Done 0 < 2llylP| < 2,y > P +2 <2,y > 2 = (PlylP +2t)| < > P
Jt: 2|y)>+2t<0 donc|<z,y>|=0

Corollaire 12 :

1l existe toujours une base orthogonale dans un espace de Hilbert.

Démonstration :

Soit S 'ensemble des familles orthogonales de H.

Sur S linclusion C définit un ordre inductif. Donc d’aprés le lemme de Zorn, il existe un élément
maximal.

Soit B un tel élément maximal. Soit F' = Vect{b: b € B}. On veut montrer que F = H.

Supposons qu’il existe z € H \ F. D’aprés le théoréme, 3z € H tel que < z, F >= 0.

Soit B/ = BU{z}. C’est une famille orthogonale, z ¢ B donc B & B’ ce qui contredit la maximalité de
B. Absurde.

Donc F = H.
¢
Remarque :
b
Une base orthogonale donne une base orthonormée par simple normalisation : b € B —=> ”—bH est de
norme 1.
Proposition 8 :
Soient Fy, Fy deux sous-espaces vectoriels de E tels que :
i) E=F + Fy
ZZ) FiNFk;, = {0}
AlorsVx € E, 3y, € Fy, 3y € Fr  tels que © = y1 + yo.
On dit que Fy et Fy sont des espaces complémentaires.
Démonstration :
Six=y1+y2=y) tysalorsys —y; =yy —ya dott y1 —y; € F1 N Fy = y1 =y et y2 = ys.
¢

Définition 35 :
Soit H un espace de Hilbert et Fy, Fy deux sous-espaces tels que H = Fy + Fy et Fy N Fy = {0}.
SiVys € F1 et Vys € Fy, < wy1,y2 >=0, on dit que H est la somme orthogonale de Fy et Fs.
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Proposition 9 :
Soit F' un sous-ensemble de l’espace de Hilbert H

Ft={xeH:VycF, <uxy>=0} estun fermé.

Remarque :
FL oest toujours un sous-espace vectoriel.
Démonstration :
Soit 'application linéaire I, : H — C
x +— <x,Yy>

Iyl = sup | <2,y >| < |ly|| donc I, est continue. = F+ = ﬂ l;l({O}) = ﬂ Ker(l,) ferme.
Hfguzl yer yeF

¢
Corollaire 13 :
Soit F' C 'H un sous-espace vectoriel fermé de H.
Alors H=F @ F*.
Démonstration : i) FNFLt={rcH :<x,z>=0}={0}
ii) Montrons que F + F* est fermé. Soit (z,,),., € F + F* une suite de Cauchy.
vneN, (), €F, Nzn)pew €EF: zn =yn+ 2,

Par construction, Vn,m € N, < y,,,z, >= 0 donc la propriété de Cauhcy, Ve > 0, dn
[

o
Vn,m ||z, — 2m|* <€ implique [z, — 2 [* = [[(Yn = Ym) + (20 = 20) 1> = 10 — ym|* + |20 —
Zm || (Pythagore).

Donc (yn), ., est de Cauchy dans F et (2,),., aussi dans F'-.

neN

F et F sont fermés dans H complet donc complets.

yeF, FzcFt: y,——y Zp — 2
n—oo n—oo

Donc z, —— x=y+z€ F+ F+
= F+ f?r?érmé.

iii) Supposons H # F + F*.
Alors comme F + F* est fermé, 3z € H tel que z soit orthogonal a F + F*.
En particulier, Vy € F C F + F+, <y,z2>=0= z € F. Absurde!
Donc F + F+ =H.

iv) Il est clair que pour y € Fet z € F+, <y,z>=0.

Proposition 10 :
Soient F' et E deux sous-espaces vectoriels de H. On suppose F fermé.
SiH=F&EFE alors E=F*.

Démonstration :
Par définition de la somme directe @, FE C F*.
Siz=y+zavecy€ Fetzc Ftalorsz =y +2 avecy € Fet 2 € E.

Par unicité de la décomposition, y =3 et z = 2’ donc F*+ C E.
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Remarque :
Pour tout sous-ensemble F de H, Ftt={yeH:Vz€Ft <z y>=0}DF

Si F est un sous-espace vectoriel fermé, alors H = F+ @ (F+)L et par unicité, (F+)L = F.

Définition 36 :

Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
Pourx=y+z, y€F, z€FY p.: H — F
s — y
D, est la projection orthogonale sur F'. Elle est linéaire et continue.

l2[* = [lylI* + |2]1* donc |lp, ()|I* = l|l=[|* — [|2]* < [l«]* = lp I < 1.

Théoréme 15 :

Soit (F;),., une famille au plus dénombrable de sous-espaces vectoriels fermés de H deux & deux
orthogonauz. i # j, VYrx € F;, VYyeF;: <uz,y>=0.

On pose F = Vect(U Fyiel). AlorsVx € F, 3lx; € F; tel que x = le

i€N el

De plus, x; =p, (z) etVn €N, Vy, € Fy, |z — ZpF )| < |lz— Z%H
i€l i€l
Donc x — ZpFi (z) est solution d’un probléme de minimisation.
iel
Démonstration : .
Soit y; € Fj, j<n, <vyjx— ZpF(a:) > =<y, > —Z < Yj,Pp, (T) >
- i=1

=<yj,x > = <y;,pg, (¥) > car <y;,p, (z) >=0sii#j
=0 car ¥ —p,. () € Fi-

DoncfopF GFJ‘ Vi<n

n
l = Zyz-ll2 =llz =) pp, () Z ) || =z - ZPF |Z -+ IIZ z)|?
=1 =1

€F-  Vji<n n >0

E@FZ

— Vy; € I}, va—zpp ||<||95—Zyz||

i=1

Soit z € F = Vect{U EF;}
ieN

n
Donc Ve >0, dIneN, Ty €F;, i<n telsquelz— ZyZH <e
i=1

Donc Ve, 3n € N tel que | |:C—ZpF )| <e
i=1

D
ZPF p—
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n

Reste & montrer que les x; sont uniques dans F;. Supposons que x = Z x; avec x; € F;
i=1

Py, continue car ’aprés Pythagore [py, (2)2 + [lp,., (@)]I° = ] = lp,, | < 1.

T; SI’L:]

Alors p,. (z) = P, ( lim zn:ml) = lim p, (ix» =z; carp, (z) =
i=1

nmee nmee i—1 0  sinon

Corollaire 14 :

Si 'H admet une base orthogonale dénombrable (w;),.,

o0
Alors H=Vect{w; :i € N} etV e H, 3, €eC: z= Zciwi ol ¢; =< T, w; >
i=1

Démonstration :
Soit (wi)ieN
Par définition, Vi # j, w; L w;, donc F; L Fj.

Les F; étant des sous-espaces vectoriels fermés, d’apreés le théoréme, Vect{w; : i € N} = H par défini-

une base orthonormale dénombrable. On pose F; = Vect{(w;), .}

tion d’une base orthonormale.
oo

DoncVx € H, z = ZpFi (z) avec p, () =< z,w; > w;.
i=1

IV.1 Espaces séparables

Définition 37 :

Un espace topologique X est séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable dense.

Exemples :
Q est dénombrable et dense dans R , donc R" et C™ D Q" + iQ" sont séparables Vn € N.

Théoréme 16 :
Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement s’il admet une base orthonormée au plus dénom-
brable.

Démonstration :
Le cas fini est facile. On suppose que H ¢ {R™,C"}

Supposons H séparable. 3(xy,), ., C H dense.
On applique & (x,), ., le procédé de Gram-Schmidt.
On suppose z1 # 0 et on pose e; = ”:;—1”

Supposons que nous avons construit 1la famille orthonormale (e;), <ic, telle que Im > n :

(xi)1gigm C Vect{(ei)lsl.gn}

3k > m minimal tel que z ¢ Vect{(e;) F,

1§i§n} -
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On peut poser F, 11 = Vect{e,...,en, 21} = F ® (FF N Fuyq)
Comme pp, () #0, xr —pr, (zr) L F,

xp —pr, (k) o
P S A, Ainsi F =Vect{(e;),_.
|2k — pr, (i) || o sz

est une famille orthonormale.

On pose e,11 =
Par itération, (e;
Fri1 = Vect{(z;
Donc H = ()

|
Jnen
)1<i<k} = VeCt{(en)neN} = V@Ct{($n)"€N}

= Vect{(en),cn} = (€n),cy €st une base.

neN neN

Soit (ey,), .y une base orthnormale dénombrable. Soit F;, = Vect{(e;),_,_,}

Alors H = U F,,. Les F,, sont de dimension finie donc séparables.
neN
En effet Vect,{(e:),-,., } est dense donc U Vect,{(€i),-,, } est dénombrable et dense dans .
neN

&

Remarque :
On va voir qu’il existe a équivalence unitaire prés un seul espace de Hilbert séparable par dimension

(dimension infinie comprise).

Définition 38 :

Soient Hy et Ho deux espaces de Hilbert.
U : Hi — Hy est une application unitaire
<= U préserve le produit scalaire

= Vr,y € Ha, <U(x),U(Y) >,,=<T,y >,,

Remarque :
U unitaire = U isométrie. En effet,

Ve ety U@, = \/< U@),U(x) >3, = /<TY >0, = 2l

Plus précisement : I unitaire <= U isométrie surjective.

Remarque :
Si ‘H = R™ muni du produit scalaire euclidien alors

U est une application unitaire <= U/ est une transformation orthogonale.

Définition 39 :

Deuz espaces de Hilbert Hy et Ho sont unitairement équivalents <= U : H1 — Ho unitaire.
Rappel :

o0 o0
Z |z,|? < 0o} muni du produit scalaire < z,y >= anyj

n=1 n=1

(C) = {z = (@n)en  lIzll2 =

(< oo d’aprés Holder) est un espace de Hilbert.

) 0 sin#m
£# admet une base orthonormale : e, = (0,...,0,1,0,...) avec < e, e, >=
—_———

1 sin=m
n

2 =Vect{(en),cn} (exercice).
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Théoréme 17 :

Tout espace de Hilbert séparable H de dimension infinie est unitairement équivalent a (2.

Démonstration :
La démonstration nétait pas completée en cours. Soit H séparable de dimension infinie. Alors il existe

une base orthonormale dénombrable (f,,), .-

o0
On pose Vi € N, U(f;) = e;. Alors pour z = Z <z, fi > fi,
=1

U(x) = nllrr;ou (i <z, fi > fi>

i=1

n—oo

o0
:Z<937fi>6z‘

i=1
Il reste & montrer que les séries convergent et que U est en effet unitaire.

= lim (Zn: <z, fi > U(fﬂ)
i=1

IV.2 Dualité des espaces de Hilbert

Proposition 11 :

Soit H un espace de Hilbert.
Il : H — C

y — <yz>
l,eH"

Démonstration :
Soit H un espace de Hilbert. On note || - || la norme sur H engendrée par le produit scalaire.

[, est clairement linéaire.
<y,r > x| ||y
= sup L0 > 1 el

—— < = ||| < ||z|| donc I, est continue.
vere lyll vere |yl
y#0 y#0

Proposition 12 :
Soitl: H — H*
x — 1,

| est une isométrie antilinéaire.

Démonstration :
< > < >
| |y|’:i | < ||Z, | donc en particulier pour y =  on obtient | ﬁ’ﬁ | <L = Izl <L
y x
On a vu que ||| < ||z||, donc finalement ||I_|| = ||z||, i.e. I est une isométrie.

Soient z,y,z € Het A€ C. [ ., (2) =<z,2+\y>
=<z,x>+N<z,y>

=1,(2) + N, (2)
Donc [ est antilinéaire.
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Lemme :
Soit f € H* \ {0}. Alors (Kerf): ~ C et 3z € (Kerf)* tel que f(z) = ||z|. (En particulier,
(Kerf)t = Vect{z})

Démonstration :

f#0=3JrcH: f(z)+#0donc Kerf# H donc (Kerf)* # {0}

Soient z,z € (Kerf)*\ {0}, =z # x. On pose w = ]]i((gz
_ @) z)=f(z w—x er
Done f(u) = 10 4(2) = a) = w1 & Ker

Avec la décomposition H = Kerf @ (Kerf)*, x = x — w + w.
Comme z € (Kerf)*, 2z —w = 0. Donc z est multiple de  cad 3\ € R tel que z = \z.
Donc (Kerf)*t = Vect{r} ~ C.

Finalement, si 0 # z € (Kerf)*, alors z = i)|c<zgz et
z
fR)fGE) 2 AP f@)P 2
fz) = = = = [f(z) = |
121 12> A2 - [l
¢
Théoréme 18 :
l:H — H* est surjective.
Remarque :
Donc [ est une bijection antilinéaire isométrique.
Démonstration :
Soit f € H*\ {0}. D’aprés le lemme 3z € (Kerf)t: f(x) = ||z|* =< z,2 >=1 ().
Donc f‘(Kerf)L =Ll euryyr AT f et 1, sont linéaires. H = Kerf @ (Kerf)t = Kerl, @ (Kerl,)*
mais Kerl, = {y € H :<y,x >=0} = {a}*+ = Vect({z}') = ((Kerf)l)l = Kerf
Donc Kerl, = Kerf et (Kerl )t = (Kerf)=*.
l-‘ﬁlKerf = lm'Kerl,, = 0 et f|K8Tf = 0 dOnC lz = f
o

Corollaire 15 :
H est réflexif (c-a-d i : H — H** est surjective).

Démonstration :

I AR

r o 1,

Soient [_,1, € H*. On pose <l >=<y,z >.

C’est un produit scalaire car <1, +1

L, 1 >

/7y

I, >=<y,z+2 >=<yz>+<y2 >=<I, ]l >+<

1Yy Y
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AeC, <AL, > =< 1, > car 1 est antilinéaire

=<y,Xﬂc>

=A<y, x>

— A<l >
<lw,lm>:<a:,:c>:||x||220et\<ll‘,lw>:0:>x:0<:>lz:0.
De plus, [|II ]| = /< 1,1, >

Soit p. H — H**
r — llm

@ surjective car [ surjective. (¢(x))(l,) =1, (I,) =<1

Y

ol >=<zy>=1(x)=1,(,)

Donc ¢(x) = i(x), donc ¢ = i.

—> ¢ surjective.

IV.3 L’adjoint d’une application 7' € L(H)

Remarque :
L(H) = L(H,H), parfois noté aussi B(H)
Définition 40 :
T°: H* — H* est Uapplication duale (ou transposée) de T
f r— foT
Définition 41 :
L'adjoint TT : H — H est définit par : Vz,y € H, <z,T(y) >=<T(x),y>

Remarque :
<T(@),y>=1,(T) = (T"(,) ) (@)

eH*
Donc 3z € H tel que T*(1,) = 1_. On a ainsi < T(z),y >=1[_(x) =< 2,z >, d’ott z = TT(y).

y
Donc T*(1,) =1

T (y)

Proposition 13 :

Tt € L(H)

Démonstration :
<z, TT Az +y) >=<T(2x),\z +y>= A< T(2),z >+ < T(z),y >
=A< z,TH(z) >+ < 2,TT(y) >=< 2, \T'(z) + TT(y) > donc TT(\z +y) = ATT(2) + T (y)

Dot T est linéaire.

17T ()|l
177} = sup
vere |y
y£0
<z,y> . <z,y>
Par Cauchy-Schwartz, ||z| > w (siy#0) donc ||z] = sup w
ol U
f(y) > | | <T(a)y> | :
| <z, TT(y :
= |77 = sup ———="— = sup ————— = [T
zwere [yl -l swer |yl - [l
x,y#0 z,y#0

Donc ||T|| = |||TH|, d’ou T est continue.
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Lemme :

Soit H un espace de Hilbert muni d’une base dénombrable orthogonale (e;),., et une application T €
L(H).

On note T;; =< e;,T(e;) > les coefficients matriciels de T.

Alors (TT)” = Tijz

i€l

Démonstration :

(TT)ij =< 6i,TT(6]‘) >=< T(ei),ej >= < ej,T(ei) > = ﬁ

¢
Rappel :
L(H) est une algebre de Banach.
Proposition 14 :
Prendre ’adjoint est une involution antilinéaire.
c-a-d
i) (TS)t = STt
i) (TH =T
iii) (AT + S)T = \TT + St
De plus (Ker T)* = Im(TT)
Démonstration :
La premiére partie est laissée en exercice.
VyeH, <T(x),y>=0<=T(x)=0<=zxz€ KerT
—=WeH, <zT(y)>=0
=z e (KerThH)*
Donc KerT = (ImT™)*
Donc (Ker T)* = (ImTH4)t = Im Tt
¢

Rappel :
La topologie faible sur  est la topologie faible engendrée par la famille H* = {I, :y € H}

Soit (zn), .y C H. D’aprés le deuxiéme lemme de la section II1.2,
Tfaible

T, ——x =VyeH, I (v, ——1(2)

n—oo

=Yy eH, <xpy>——<xy>
n—oo

Proposition 15 :

Soit une suite (xy,), ., C H un espace de Hilbert.

neN
. . Tfaibl
i) Six, —— x€H, alorsmz, —
n—oo n—oo
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i) i xy 22 et |anl| —— @], alors @, —— @
n— oo n—oo n— 00

e . Tf ible .
iii) Si x, ——— x alors (x,) est bornée.
n

neN

Démonstration : i) Application de Cauchy-Schwarz.

ii) On utilise ||z, — z|* = ||z, > — 2R(< z, 2, >) + |2
. Tfaible
Si oz,

n—oo

iii) On regarde la famille (I, ), -
Par hypothése, Vy € H, 1, (y) ——1,(y)

Donc d’aprés le théoréme de Ban;c?:gteinhaus, la famille (I, ), .,
Je: vneN, |, [<c

Donc 3c: VneN, |z,|<c

47

@ alors < z, 2, >—— [l2]|* donc [lzy — z]* —— lim (Jz,]* — ||z]*) =0
n—oo n—oo n—oo

est uniformément majorée, i.e.

Donc (), est bornée.
o
V Complétion des espaces métriques
Soit (E, || - ||,) un espace vectoriel normé. Existe-t-il un espace complet (E, || - | .) dont E est un
sous-espace vectoriel dense ?
Plus précisement, existe-t-il un espace de Banach (E, | - | ;) et une application linéaire (isométrique)

¢ : E < F telle que ¢(E) soit dense dans E?

Proposition 16 :

Si un tel couple (E, @) existe, alors il est unique a isomorphisme prés. On Uappelle la completion de E

Démonstration :

Supposons qu'il existe (E, ) et (F,1) tels que E et F soient des espaces de Banach, et des isométries

linéaires ¢, 9 telles que ¥(F) soit dense dans F'.

Alors A=1opt: o(E) — Y(E)
p=gpop ' P(E) — @(E)

A et p sont continues et possédent un unique prolongement continu :

Sont des isométries linéaires et

A:p(E) =

E

5
>

(E) =
(E

= Idjp

o]

o
et de plus ﬁ
oA

e

—
—

~

=
<

S
=

Donc A est un isomorphisme entre F et F' qui a ;@ comme inverse.

De plus \ est isométrique car prolongement d’une isométrie.

Aop=ldym)
poA=Idjyx)
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Proposition 17 :
Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé. Alors il existe (E, @) tels que ¢(E) est dense dans E et ¢ est

une isométrie linéaire.

Démonstration :

Soit (E,d) un espace métrique. On pose C(E) = {(zy), ., C E : (z,,) est une suite de Cauchy}

On définit la relation d’équivalence ~ sur C(E) (n), ~ (Yn), = d(Tpn,Yn) ——

Remarque : La transitivé de ~ découle de I'inégalité triangulaire. o

On pose E = C(E)/~ = {[(zn),] : (zn)n € C(E)}. Remarque : il n’est pas évident d’y associer une

métrique/topologie raisonnable.

Soit d : ExE — Rt
([(zn). ) [(gn),]) 7 lim d(zn,yn)

Si (a1), € (&), ] alors T d(alyy) < lim [d(ch ) + d(on,gn)
< lim d(x,,2),)+ lim d(z,,yn)

| —
=0

< lim d(n, Yn)
n—oo
De méme lim d(x,,y,) < lim d(z,y,) donc si ces limites existent, lim d(x),y,) = lim d(zn,yn).
n—oo n—oo N n—00 n—oo
Montrer lexistence de lim d(x,,y,) et que d est une métrique est laissé en exercice.
n—oo

Soit p: E — E
avec (), = (z,z,...)
z — [(zn),

¢ est dense. En effet, si (z,,), € C(E), alors Ve >0, 3IN.: Vn,m >N, d(rp,Tm) <€
De méme, Vn > N., lim d(z,,z,) < €.
_ m—0o0 ~
Donc d(p(xn.), [(25),]) = lim d(xy.,z,) < e. Donc ¢(FE) est dense dans E.
n—oo
o est clairement linéaire. Soient z,y € F.

d(e(z), o(y)) = lim d(x,y) = d(z,y) donc ¢ est isométrique.

Lemme :
(E,d) est complet.

Démonstration :
Soit (£,), une suite de Cauchy d’éléments de E.
Par densité de p(E), Vn>1, 3z, € E: d(p(zn), &) <
Ainsi on construit une suite (x,,), telle que :
d(@n, Tm) = J(‘P(xn)7 e(zm)) < J(90<33n)>£n) + d(gmgm) + d(éﬂm e(@m))
< L4l 4d(Em )
(€n), de Cauchy = (z,,), de Cauchy.
= [(wn),] € B

Montrons que ék — [(wp),] :
k—o0

3=
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d(&r, [(zn),]) < d(Er, (@) +d(p(r), [(xa),])

1
< = 4+ lim d(zg,x,)
k n—oo
~— —_—
K’O wo car (), Cauchy.
Donc klim & = [(zn),]- Donc (E, d) est complet.
— 00
¢
Lemme :
Soit (E,|| - ]|) un espace vectoriel normé. Alors cette construction donne une application ¢ linéaire.
Remarque :

Cette construction est particuliérement utile pour les espaces vectoriels semi-normés.

Rappel :

p: E — RT est une semi-norme si et seulement si :
i)y VAeC,z e E, p(iz) = |Ap(x)

i) Vo,y € B, p(z+y) < p(x)+ ply)

Remarque :

Une norme est une semi-norme de noyau trivial.

On peut aussi compléter un espace semi-normé (E, p) de la méme maniére qu’un espace vectoriel normé
(une suite de Cauchy (z,,), pour p est telle que Ve >0, IN >0: Vn,m>N: p(x, —xm) <e).
Mais dans ce cas ¢ reste linéaire mais n’est plus injective car Ker o = Kerp # {0} car p est une
semi-norme.

Donc on procéde plutdt sur E/ gepp car p induit ainsi une norme || - || : £/ gerp — RT.
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V1 Espaces L?

Définition 42 :
Soit un ensemble €.
Une tribu B est un ensemble de parties de Q, i.e. B C P(Q) tel que
i) oeB
ii) Ac B=C(,A=A4°cB
iii) (An),ew CB= | An€B
neN
Exemple :
Soit (€2, 7) un espace topologique tel que la topologie 7 C P(€2).

11 existe une plus petite tribu contenant 7. C’est la tribu Borelienne.

Définition 43 :

Une mesure i est une application définie sur une tribu B telle que :

i) p:B— RT Uoo
ii) p(2) =0
iii) Si I est un ensemble au plus dénombrable et (A;),., C B telle que Vi # j, A;NA; = @, alors
2 (U Ai) = u(A)
iel iel
Définition 44 :

Un ensemble Q muni d’une tribu B et d’une mesure p est un espace mesuré, noté (0, B, u).

Définition 45 :
Soit E un espace de Banach et (Q, B, i) un espace mesuré.

f:Q — E est une fonction en escalier

<= Il existe une partition finie de Q (i.e. (A;)

1<i<n

Vi#£j, AiNAj=2et UAi:Q) telle que :
i=1

i) fi = fla, est constante
i) p(supp(f)) <oo  (doncVf; #0, les A; sont de mesure finie.)
On note cet ensemble E(Q, pu, E) = E()

Remarque :

E(€) est un espace vectoriel.

Si f,g € E(w) alors f+ g € E(Q).
En effet, si 'on note (4;),,, (A5)
B\ (BNC) € B et on peut ainsi "raffiner" les partitions.

,e; leurs partitions associées respectives, alors VB,C € B,B — C =

Définition 46 :
p: &) — R* est une semi-norme

foo—= DAl
i=1
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Définition 47 :
Soit E un espace de Banach.
(LX), - 1l,) = (LY, 1, E), || - I,) est le complété de (£(Q),p) -

Notons CE(E) = {(xn),cn C E(E) suites de Cauchy pour la semi-norme p}.
Alors avec (xy,), ~ (yn), < lim p(x, —yn) =0
On obtient L'(Q, E) = CE(E) /. complet pour la norme ||[(x,,),]]l, = lim p(z,)
n—oo
N”L

Chaque suite de £(Q) étant de la forme x,, = ZﬂAﬁn)fi(n) avec AE") CQet fi(") eFE,
i=1

N,

on ap(en) = D A
i=1

Remarque :

Le but consiste a interpréter les éléments de L'(2) comme des fonctions de Q dans E et ainsi d’y

prolonger 'application linéaire

£Q) — E
" I [ fIl <p(f)
A Zu(A»fi / g

Définition 48 :
LYQ,E) ={f:Q — E limite presque partout (pvz) d’une suite de Cauchy de E(Q, E)}

={f:Q—FE: JACQ, u(A) =0, et (fn), CCELE) tgVax € A®, folx) —— f(x)}

Lemme :
Soit (fn),en CCEQLE). Alors 3(fn,), telle que

i) pvx € Q,  (fn,(x)), converge dans E

i) Ye >0, 372 CQ, u(Z) < e tel que (fy,|z), converge uniformément.

Démonstration :

(fn), Cauchy dans £(2, E) pour la semi-norme p = Vk € N, 3N, >0: Vn,m > N, p(fn —
1

fm) < 52k

On peut supposer que Ny1 > Ni. On pose g, = fn, Ainsi (gx), est une sous-suite de (f,),, .

Soit S = g1 + Z(9k+1 — k)
k=1

1
Soit V,, = {z € Q: ||gn+1(x) — g(2)||, > Q—n} C Q, ensemble mesurable et de mesure finie car g, est

une fonction en escalier.

) = [ St @dnta) < [ N (@) = (@)l in@) = plonia = 9) < g7 = lY2) <

Q 2;
On pose Z,, = U Yi. AlorsVne N, Z,.1 C Z,
k=n

o0

=1 1
= wl(Za) <Y 1l < ok = gn1
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Soit x € ZS. Alors Vk > n, x € Zg donc Vk >n, |gr+1(x) — gu(z)|; <

Donc Vn € N, S converge absolument (donc uniformément) sur Z¢

1
2k
< VneN, ( k), converge uniformément sur Z¢ (ii)

oo

1
Vk € N* ﬂ ) < wu(Zy) < o1 donc ﬂ Z,, est de mesure nulle.

n=1 n=1

Va ¢ m Z,, 3k eNtel quex € Z{ = (gi(x)), converge (i).

n=1

Lemme :

| () —— f(@)
Soient (gn),,, (hn), € CE(E) et f:Q — E telle que  pVa € , n—eo
ha(2) —— f(@)

Alors (gn), ~ (hn), (& lim p(gn — hyn) = 0).

n—oo

Démonstration :

On pose d,, = g, — hy,. Alors (6,,), € CE(Q E).

On sait que pVz € Q, J,(x) —— f(x) — f(x) = 0. Montrons que p(d,) —— 0.
Soit € > 0 et N tels que Vn,mngjo\? i p(0n —0m) <€ o

Vn € N, 6, est en escalier, donc p(supp(d,)) < co

JA C Q mesurable et de mesure finie tel que oy, =

=0
[ 8ullatac@duta) = [ 16, = o etac (@) < [ 16, = ol odute) =6, ~dw) <

Etape 2| (J,,), est une suite de Cauchy de fonctions en escalier, donc d’aprés le ii) du lemme,
3Z C Q tel que u(Z) = — o 1fll. = sup||f(x)|, et tel que YV € Z¢, (,,),
L+ [|on]l veQ ’
converge uniformément (||dn||., < 0o car dn est en escalier).

Comme pVz € 2, d,(x) — 0, alors oy, P 0 uniformément sur Z°.

n—

Donc 3M >0, Vk> M, ||5nk( N <€ VgceZc
J B @l L zmale)di(o) < () sup 80, (@)l 0

Donc 3M : Yk > M : / 16 ()|l s La\ zma (z)dp(x) < €
Q

/ 160, (@) L zna (2)du(e / 16, (2) — S50(@) | Lz () dpa(z) + /Q 165 @) o Lzna(@)dpu(z)
<p5nk—6w>+||6N||m (2)
< 2¢
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Donc p(6,,) = / 16 ()] ()
/ 160 (@) L ae () dps(z / 160 (@), Lona (@)dule / 160 (@) o Lt 204 () dps()

<e (Etape 1) <e (Etape 2) <2e¢ (Etape 3)

Donc p(d,,) — 0
Comme (,,), est de Cauchy, p(d,) —— 0.

k—o0

Corollaire 16 :

Soient f € LY(Q, E) et (fn), CE(E) telle que p¥x € Q,  fn(v) —— f(x).

n—oo

)
Alors / f(@)du(x) = lim / fo(x)dp(z) est un prolongement de lintégral bien défini.
Q =0 Jo

Démonstration :
lim / fn(x)du(z) existe car (/ fn(a:)du(x)> est une suite de Cauchy dans R complet.
Q

n—oo
n

En effet, Ve >0, INeN: Vn,m>N:
|| / fule)dp(z) - / fnl@) (@)l < / 1) = @) dpi(2) = plf — fin) <€
Q Q Q

. gn(x) —— f(2)
Soient (gn),,, (hn), € CE(, E) et 6, = g, — hy, telles que n—eo

hn(2) —— f(2)
Alors lim [ gp(x)dp(z) — Um [ hy(z)du(x) = hm /5 x)du(z
Donc | lim [ g,(a)du(a) = Jim / o(@)dula)le < Jim [ lgn(e) = ho(a) (o)
= Jim [ 16,00 pdu(o)
=0 (d’apres le second lemme)
¢
Proposition 18 :
Soient f € LY(Q, E) et (fn), CE(Q, E) qui converge presque partout vers f.
Alors |1l € XQR) et [ 1f@)aduta) = Jim [ 17,0l puta).
Démonstration :
VneN, f,€&,E)donc |fully € E(Q,R)
De plus fu(2) —— f(2) = fa(@)llx = /()]
On montre que (|| fnll;), est une suite de Cauchy comme précédement.
Done ||f[l, = lim |[full, € £(2R)
Et s’ensuit que/ IIf(2)]| gdp(z) = hm / 1 fn ()| gdis().
¢

Remarque :
L1(2, E) est un espace vectoriel et / € L(LYLE)).
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Définition 49 :
v: LYQ,E) —» LY, E)
P ((f)] oi(f), €CEQUE): VreQ fule) —— fla).
Remarque :
D’apres le second lemme, 7 est bien définie, i.e. v(f) ne dépend pas du choix de (f),,.

De plus v est linéaire, et surjective d’aprés le premier lemme.

Enfin, (Al = [[(£2). ], := lim p(fn) = p(f)

Quel est son noyau ?
feKery < |v()Il,=0 (car || - ||, est une norme)
<~ f e Kerp

Définition 50 :
On note N(Q, E) :={f € LY(Q,E): pVax, f(x)=0}.

Remarque :

N (€, E) est un espace vectoriel

Théoréme 19 :
Kerp =N (Q, E).

Corollaire 17 :
v induit un isomorphisme isométrique v : L1 (€, E)/ n.B) — LY(Q, E)

Remarque :

Le quotient est muni de la norme = inf +q).
q A= _jnf | p(s+9)

Démonstration :

[du corollaire] N (Q2, E) = Ker p = Ker~ donc l'isomorphisme est clair.
5 = pl) =t p(7 +g) = [11] donc 5 est isometrique.

Pour la démonstration du theorem nous avons d’abord besoin de renforcer le premier lemme.

Proposition 19 :

Soit (f), C LY, E) une suite de Cauchy pour la semi-norme p qui converge vers f € LY(Q, E) pour
la semi-norme p, i.e. lim p(f, — f) =0.

Alors I(fn,,), C (fn)nn;a(ﬁe que p¥x,  fn,(z) — f(x)

De plus, Ye >0, 3Z CQu(Z) <¢€, [fnyze P fig, uniformément.

Démonstration :

Quitte & remplacer f, par f,, — f on peut supposer que f = 0.
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De la méme maniére que pour le premier lemme, Yk € N, INg: Vn> Ni: p(fn,—0) < —¢.
1
> 27}
On peut supposer que les fonctions g;, sont mesurables? quitte & les changer sur un ensemble de mesure

On suppose Ni11 > Ni. On pose g = fn,, Yn={2€Q:|gn(2)|,

nulle.

On peut ainsi procéder de la méme maniére que pour le premier lemme.

Démonstration :

[du théoréme] Soit f € Kerp et (f), C E(Q, E) telle que f,, = 0. Alors p(f,,) = 0 donc p(f, — f) = 0.
Donc p(f, — f) —— 0. Donc (f,,), est de Cauchy et converge vers f (pour la semi-norme p).
D’aprés la propoggiz)on, A(fnr), C (fn), telle que pvx € Q,  fi, (x) — f(x)

Mais Vo € Q,Vk € N, f,,(z) =0 donc pvz € Q, f(z) =0. Donc f € N(Q, E).

N(Q, E) C Kerp est clair.

¢
Théoréme 20 (admis):
Convergence dominée de Lebesgue :
Soit (f), € LY, E). On suppose que Ig € LY(Q,R), g >0 et telle que Vn € N, | full, < 9.
On suppose que If : Q — E telle que pVx,  fn(z) — f(z
Alors f € LY, E), fa —>f et/f Ydp(z) = hm /fn Vdp(x
Corollaire 18 :
Soit f: Q) — E.
f € LYD, E) < f mesurable et ||f]|, € L}(Q,R)
Démonstration :
Découle de la proposition 19.
[=]
Découle du théoréme de convergence dominée de Lebesgue.
¢

VI.1 Définition et proprietés des espaces LP

Définition 51 :
Soit 1 <p < oo. LP(Q,E)={f:Q— E: f mesurable et || f||? € L' (Q,R)}.

Définition 52 :

1
L’exposant conjugué (ou dual) de p est ¢ = P

1—-1 " p—1

1
p

2f:Q — E est mesurable <= VB C E mesurable, f~1(B) C Q est mesurable. Dans ce contexte on a le téoréme
suivant (admis) :
Soit (fn), une suite de fonctions mesurables de 2 dans E qui convergent vers f. Alors il existe une fonction mesurable
f telle que f = f presque partout.
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Lemme :

Soient a,b € N*, 1< p < oo etq son conjugué. Alors

(=)

1 1
R
i)ab <242
p

i) (a;b)p <

Démonstration : i) Soit t > 1.

(a? + b7)

N =R

L t 1 1 1 d % 1 11 1 -2 1 d ([t 1
t" < -+ —careneffett=1=—=1<-+-=1et —t" =—t" :tq§:< )
P g P g dt p p p dt\p ¢
a% a1
Supposons a > b. Alors <7) <t 4=
o , b poq
1,1
:Db ng_’_i
L P
<:>a5b5§3+7
P q

ii) Laissé en exercice.

Théoréme 21 :

Soit 1 < p < o0.

»
Alors LP(Q, E) est un espace vectoriel et || f||, = (/ |f(m)||2d,u(x)> est une semi-norme.
Q
De plus, si f € LP(Q,E) et g€ LI, E) avec p et q conjugués, alors fg € L(Q, E) et on a linégalité
de Halder : /Q 1 @)l e lg(@) s dpu(z) < A1, 9l

Démonstration :

Soient E un K-espace vectoriel, f,, f, € LP(Q, E) et ¢ € K.

P P Z’L) P p p

fi +cf, est mesurable et || f, +cf, |, < (1fills +lel -1 £11)" < il +lel 111,

—— ~——

€L (QUR) €L (QR)
= |If, +chall, € LYQR)
= f, +cf, € LP(QLE)
Si f ou g € N(Q, E) alors I'inégalité est triviale. Sinon, f,g ¢ N(Q, E) = |||, llgll; € N (2, R)
Donc [If]|, # 0 et [[g]|, # 0.

D’aprés le lemme appliqué & a =

1Al Nglle _ LI +}||g||qE
AL lgll, = 2 ILA1E algll?

p aq
A1 ol
171277 Tl

done [|fllllglls € £1(2,R) = fg € LP(Q, E)

[ 1@t / lo(a) 3 da

d < =
= TTsl. Hgll / IF@lella@ledu) < = —rzp ol

+
q

=
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Les conditions de nullité et d’homogénéité de || - || sont claires, vérifions I'inégalité triangulaire :

forko € L2UE), I, + £15 < Uflls + LI + £I5

Donc ||f, + £,lI, S/QHfl(fv)llEIIfl(ff)+f2(£v)\\;d/~t(fv)+/QHfz(w)llgllfl(fﬂ)+f2(x)|\271du(ff)

< (A1, +141L) < IR f2<x>||2”>“du<x>)q
= (L, + 1A IDIf + £l

Remarque :

I -1l, : £P(R2, E) — R étant une semi-norme, elle induit la norme

-0, L2 E) /ker ), = L7 (% E)/ ni,p) — R

car f € N(QE) < || f||l, e N(UR) < ||f||) e N(ULR) < f € Ker| - |,

Lemme (de Fatou):

Soit (gn), C LY(QR), gn 2 0.

Alors ||liminf g, ||, = [ liminf g,(z)du(xz) <liminf [ g,(x)du(z).
n—0o0 Q n—oo

n—oo Q

Remarque :

Si liminf g, existe, alors liminf g,, > 0 d’ou / [lim inf g, (x)|dp(z) = / lim inf g, (z)du(x)
Q n—oo Q n—oo

n—00 n—oo

Théoréme 22 (Fischer-Riesz):
LP(Q, E) = LP(Q, E) / n(a,p) est complet pour la norme || - ||,

Démonstration :
Soit (), C LP(2, E) une suite de Cauchy.
V¥n € N, On considére f, € LP(Q, E) telle que [(fn),] = ¥n
Quitte & modifier f,, sur un ensemble de mesure nulle (ce qui ne change pas sa classe), on peut supposer
frn mesurable.
Comme pour les démonstrations des lemmes et propositions précédentes, on montre que
A(fni), C (fn), telle que (fn,), converge presque partout dans F.
Soit Z C Q de mesure nulle tel que Vo € Z¢,  (fn, ()), converge.
On définit f: Q@ — FE
lim f,, (x) Size Z°

r — k—oo
0 Sinon

Reste & montrer que [f] € LP(, E) et |[[f] — ¢nll, —— 0 (i.e. |[f = fu, |, — 0).
Soit m fixé. On pose g,,(z) = [|fu(z) — fu(2)|] € LYQ,R).

gn >0 = H liminf [| £, — fin"

<timinf | Ifa = fully] )

= liminf || f = finl|, —— 0
n—oo m—00

1

De plus, p¥z € Q. lim [|fa(@) = [ (@)}, = /(@) = fm (@), (+%)



58 TABLE DES MATIERES

(%) »
<t inf || fo ~ fonll”

<€ car (fy), est de Cauchy.

Donc Ve >0, 3Im,, |f— fm||z ()

[ timinf £~ foll,
n—oo 1

Donc || f — full, —— 0 et f € LP(Q, E)

VI.2 Densité des fonctions continues a support compact

On considére 2 C R™ ouvert, muni de la tribu Borélienne et de la mesure de Lebesgue.

Définition 53 :
C(QLE)={f:Q— E continues a support compact}

Remarque :
f € Ce(Q,E) = f bornée = ||f||;, < oo et /Q I£11%, < m(Supp())IIf]l.. avee [If].. = ilelgllf(x)\\n
Donc C.(Q, E) C LP(Q, E)

Comme f € C.(Q, E)NN(Q,F) = =0,

C(QLE) — LP(OE) est linéaire et injective

f — [fl=f+N(QE)

Théoréme 23 :
Cc(Q, E) est dense dans LP(2, E) pour la norme || - ||

p°

Remarque :
Attention, ceci est un abus de langage car Vf € LP(Q, E),Ve > 0, 3h € C.(Q, E) telle que || f—h||, <e.

Démonstration :

Soit f € LP(Q, E) et (g,), C E(, E) telle que |lg, — f||, —— 0

Soit € > 0. dn, € N tel que |gn, — f[l, <e. Posons g = g .

L)
Alors g = ZAi]lAl avec A; C Q tel que p(A;) <ocoetV1<i<mn, X\ €E.
i=1

p(a) = [ La @) < [ ”ﬁgf)”wu(x) <

La mesure de Lebesgue p est réguliére, i.e. VA C R™ mesurable et de mesure finie,
Vo >0, 3JK C A compact et U ouvert contenant A tel que u(U \ K) < 4.
K C A U. Soient V un ouvert contenant K tel que V soit compact. D’aprés le lemme d’Ury-
sohn appliqué a K et V¢, il existe une application continue & support compact « : R"” — [0, 1]

telle que o, =1, ae, =0
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Etape 3| On applique I'étape 2 4 A = A; et § = W, ce qui nous donne «; € C.(£, [0, 1])
no il

g

On peut supposer que V' C U quitte a prendre V NU. On pose h = Z A, € C.(Q, E)

i=1
o, —||ZA ~ ) <ZIIA al,
— llg 1 <Z/||A 1, (2) — () (e <Z||A|| [ 1tao) = el duta)

0 Size K;UU;
S [—1,1] Sil‘GUi\Ki

Donc [ [La,(a) = as(o)]"du(e) < 2u(U; \ K) <2
Q

= [If = hll, < e+(2¢)

La,(2) — ai(z) =

€

=

done [lg - h], < (2¢)

=

V1.3 Produit de convolution

Définition 54 :

Soit = R"™ muni de la tribu Borélienne et de la mesure de Lebesque. Soit E un espace de Banach.

(f*9)(y) = / F(@)g(y — 2)du(z)

R'Il

Théoréme 24 :
Soientp > 1, fe€ LYR",E)etge LP(R",E). Alors p¥z € R", (fxg)(z) existe et f+xg € LP(R", E)
ie. Jhe LP(R™,E): pVzeR™ (fx*xg)(zx)=h(x).
De plus, ||f = gll, <[ fIlll4ll,
Démonstration :

Soit F: R"xR*" — RT

(y)  — [ (@)gly -2,
En effetv/R Fz, y)du(y) < /R 1f @) gy — o)l duly) = [1f (@)l gzl

avec g,(y) = gy —x) . Or p invariante par translation, donc ||g.|, = |lgll,-
Comme ||g||, < oo et ||f]|, € LY(R™,R), on a d’aprés le théoréme de Tonelli que F € £L1(R?", R).
Enfin, d’aprés le théoréme de Fubini, (y — / F(x,y)du(z)) € LY(R™,R).

Donc | Fg@)l, = [ || [ S@atr—o)du@llpauts) < [[ | [ty =)l duoute.y) <
=F( Jry)

Soit ¢ l'exposant conjugué de p.
1

F e LYR*™ E)

1

On pose a(z,y) = [|f (@) 7 9(y — )|l et Bz,y) = [If ()],
Pour y fixé, a(z,y)" = |/ (2)ll,, laly — 2)I;

——

€L (R™,R) €L (R™,R)
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Donc a(-,y) € L1(R",R) et f(-y) € LI(R",R)
D’aprés Holder, pour y fixé,

/a(x,y)ﬂ(x,y)dﬂ(x) =/ ||f(90)H§ lg(y — )|l s dpu(x)
R” R
<l L IBC ),

= ([ W@l - olan@) ([ 1@ laduto))

On pose F(z,y) = || f(2)]llg(y — )l
Alors comme pour F, d’aprés Tonelli et Fubini, F' € £L(R?*",R) et ||F||, < ||f]l, HQHZ

Donc finalement, ||f * g(y)", = ( / a(x,y)ﬁ(x,y)d,u(x)) ik /R B y)dp(z)

1+2
Done |[f+gll, <11, "llgll; = IF1;

1
3

-
-

lgll?

VI.4 Approximation par des fonctions lisses

Définition 55 :
Soit E un espace de Banach et f :R* — E. ¢, =9; =(0,...,0,1,0,...,0)
V1 <i<mn, on note 0;f(x) = }iH(l)% (f(z +te;) — f(x)) si elle existe, et " f(x) =0, ---0," f(x).

CF(R™,E) = {f:R™ = E: 0" f(x) existe et est continue Vx € R*, Va € N":|a| = Zai < k}
i=1

Définition 56 :
On appelle fonctions lisses les éléments de C*(R™, E) = {f :R"* — E: 9" f continue Yo € N*}
et fonctions lisses a support compact ceux de C°(R", E) = C*(R", E)NC.(R™, E).

Rappel (Théoréme de Schwarz):

fe Cl(Rn,E) = V1 <i,5<n, 818Jf = Bjazf
Théoréme 25 :

Soit f € LYR™, E) et p € C°(R",R).

Alors f+ ¢ = /Rn f@)p(- —z)du(z) €CP(R™E) et 0" (fx¢) = [+ .

Remarque :
f(z)p(y — x) est le produit d’un scalaire avec un élément de E.
Démonstration : i) ¢ € C.(R",R) donc fo(y —-) € LY(R", E) VyeR"
ii) f(z)e(- — x) est différentiable et 9;0(- — x) € LY(R™, E) Vz € R®
iii) Soit h(z) = ||f(x) sup 0;p(y — x)|| ;. Le sup existe car dp € C°(R™, R).
yeR™
he LY(R™R) et Yy € R™,  |[f(2)dip(y — @)l < h(@).
Donc d’aprés le théoréme de différentiation sous le signe intégrale, 9” (f % ¢) est différentiable et

continue sur R", Va € N”.
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De plus, (9(/+))(y) = f() (y — 2)du(x)

/f — 1)) du(x)

f e )@w( — x)dp(x)

R™

= (f+ai2) )
Donc Va € N*, 9" (fx¢)=f*0"¢.

car 0; est invariante par translation
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VII Opérateurs compacts et opérateurs de Fredholm

VII.1 Opérateurs compacts

Définition 57 :
Les applications linéaires entre deux espaces normés sont aussi appelés opérateurs.
Les applications linéaires continues sont apellées opérateurs bornés. On ne parlera que d’opérateurs

bornés dans ce cours.

Définition 58 :

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.
Un opérateur u : E — F est compact <= VYA C E borné, u(A) est relativement compact.

< u(B,(0,1)) est compact.

Proposition 20 :

Un opérateur compact est borné (continu,).

Démonstration :

Si u(B,(0,1)) est compact, alors il est borné = Ja > 0: u(B,(0,1)) C B,(0,a)
= |Ju|| < a = u borné (continu).

Remarque :

Si E et F sont des espaces vectoriels normés alors la compacité est équivalente a la compacité séquen-
tielle.

Donc u : E — F compact <= ¥(x,), C E bornée, (u(x,)), admet une sous-suite de Cauchy (dont

la limite serait dans la complétion de F).

Proposition 21 :

Si E est de dimension finie alors tout opérateur u : E — F est compact.

Démonstration :
dim E < 0o = dimu(E) < co. Comme u est continu Ja > 0 tel que u(B,(0,1)) C B, (0,a). Or
B

Donc u est compact.

.z (0,a) est un fermé dans B, (0,a), qui est compact car dimu(E) < oc.

Exemple :

id : E — E est compact <= id(B(0,1)) = B(0,1) compact <= dim E < oo

Proposition 22 (Démonstration laissée en exercice):

Si F' est de dimension finie alors tout opérateur u: E — F est compact.

Corollaire 19 :

Siu:E — F est de rang fini (i.e. dimu(F) < 00), alors u est compact.
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Exemple :

Soient a < b,c <d € R et K : [a,b] X [¢,d] — C continue.
S: C(le,d],C) — (([a,b],C)
d

f — (m — / K(z,y)f(y)dy

Définition 59 :
On note K(E,F) ={u: E — F compact }.

) est compact (vu en TD, Ascoli).

Théoréme 26 :
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On suppose F' complet.

Alors K(E,F) C L(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé.

Démonstration :
Soient u,v € K(E, F),c € C et B C E borné. (u+ cv)(B) = u(B) + cv(B) C u(B) + cv(B) compact.

Donc u + cv est compact.

Soit u € K(E, F) et B C E borné. Soit r > 0. Jv e K(E,F): |u—v|| <3
v compact = v(B) pré-compact.

Donc V' > 0, il existe un recouvrement fini de v(B) par des boules de rayon 7.
n r n
3(Wi),<,<, telle que v(B) C gB(yi, 5) Donc u(B) C gB(yi,r)

Donc u(B) est pré-compact donc relativement compact. Donc u est compact.
= K(E, F) est fermé.

Rappel :
E Banach = L(F) algébre de Banach.

Théoréme 27 :
Soient E, F,G des espaces vectoriels normés et uw € L(E, F),v € L(F,G). Alors :
i) Siue K(E,F) alorsvou e K(E,G)
it) Siv e K(F,G) alorsvou € K(E,QG)
En particulier, si E = F = G et E complet, alors K(E) = K(E, E) est un idéal fermé de L(E).
Rappel :

Soit I sous-espace vectoriel d'une algébre A.

I est un idéal (bilatére) <= Ve e l,ac€ A, za€l,ax €.

Démonstration : i) vou(B) = v(u(B)) compact car u(B) compact et v continue.
ii) u continue donc u(B) borné VB borné.
v compact donc v(u(B)) relativement compact.
Si E = F = @ alors v o u est un produit dans £(E)
donc i) et ii) <= KC(E) est un idéal.
E complet = K(F) fermé.
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VII.2 Opérateurs de Fredholm

Rappel :
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé FE.

Alors E/F est un espace vectoriel normé pour ||z mod F|| = inlfw llz + yll 5
ye

Définition 60 :
Soient E, F deuz espaces vectoriels normés et T : E — F un opérateur borné.
On note CokerT' = F /11 le co-noyau de T.

Remarque :
T borné = Ker T fermé, mais Im T n’est pas toujours fermé.

Le co-noyau Coker T existe méme s’il n’est ainsi pas forcément un espace vectoriel normé.

Définition 61 :

Soient E, F deuzx espaces vectoriels normés et T : E — F un opérateur borné.
T est un opérateur de Fredholm <= i) dimKerT < oo

i) ImT est fermé et dim CokerT < oo

Lemme :
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach E.
Si i) dimF<oo ou i) dim(E/F)<oo

alors F' admet un espace complémentaire fermé.

Démonstration : i) Supposons dim F' < co.  Soit (fi),_,., une base de F'.
Soit (f*),-,, sa base duale (base de F*).  f'(f;) = o5
D’aprés Hahn-Banach, on peut prolonger f? en une application linéaire continue fi sur F.
Donc fi € E* et fi|F = fi
Soit G = ﬂ Ker f' ¢ E = G fermé.

=1 fermé

GNF={zcF:V1<i<n, fi(z)=fi(z)}=1{0}
donc E=G+ F et GNF = {0}.

ii) Supposons dim(E /) < co. Soit (y;)
Vi<i<n, e modF =y;.

une base de E/F et (e;) C E telle que

1<i<n 1<i<n

n
} sous-espace fermé de E. Soit x € GN F. Alors z = Z a;€;.
i=1

On pose G = Vect{(ei)lgign

Orz mod F=0 mod F doncV1<i<n, a;=0.

DepluS,G—&—F:{Zaiei—i—f: a; €C,f € F} = F car

i=1
G+F/F :{Zai(ei mod F): a; €C}
i=1
= {Zaiyi : a; €C}
i=1

=E/F
Donc G est un espace complémentaire fermé de F'.
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Corollaire 20 :
Soit F' un espace de Banach, E un espace vectoriel normé et T : E — F' un opérateur borné tel que

dim Coker T' < oo.

Alors ImT est fermé.

Démonstration :

Soit G = Vect{(f:)

rcicn + fi € F}avec (f; mod (ImT)),_,_, une base de CokerT'= F /1 7.

G est un espace complémentaire de ImT (i.e. F = G+ ImT et GNImT = {0}).

Exemples : i) E=F = (?(Z,u) = {(a,)

i)

iii)

e Supposons T injective.
T
E— F 5 F/q
y — y mod G
m o T est injective, surjective et continue.

Donc d’apres le théor’“eme de I'application ouverte, (7w o T') " est continue.

-1
(woT) T B
F/q——» E~—»ImT To(roT) " est bijective et continue, donc un isomorphisme

G fermé dans F' Banach = F /¢ Banach, donc T o (7 o T)fl(F/G) est complet donc fermé.
e Si T n’est pas injective, on prend T:E/ ke — F, avec Coker T = Coker T et ImT = Im 7.

&

ez Z lan|?> < 0o} avec u la mesure de comptage.

neZ
a_1 ap a; az
T

ap ap a2 as

Soit T: ¢*(z) — ¢*(Z) Popérateur de décalage

(an)n — (an+1)n

KerT = {0}, ImT =/¢%(Z) donc CokerT = {0}, d’ou T est un opérateur de Fredholm.
E=F=0FN)={aclZ): Vk<0, a,=0}
T: ¢*(N) — /(?(N)
(an), +— (an+41),
Alors Ker T = {(ao,0,...) € *(N)} ~C
ImT = (*(N) = dimKer T = 1 et dim Coker 7' = 0
T est un opérateur de Fredholm.

Soit £2(N) muni du produit scalaire < (ay,),, (bn), >= Z anT(by) et (6,), la base canonique

neN
orthonormeée.

Alors < 6, T1(0,) >=< T(8,),0, >= TT décale vers la droite.
TH: 2(N) — (3(N)
(an-1), Sin>0

(an ) n T
0 Sinon

Ker TJr = {0}, Coker TJr = EZ(N)/{A(M:/\EN}
dim Coker 7T =1  donc T est un opérateur de Fredholm.
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Lemme :
Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel normé E. Soit € > 0.
Alors 3z € E\ F tel que ||z|| =1 et dist(x, F) > 1 —e.

Démonstration :
Soit z€ E\F. 3y, € F: dist(z,y,) < (1+e)dist(z,F)
Car dist(z, F) = inlf[7 ||z —y|l > 0 car F fermé.

ye
— Y

On pose =z = =% donc llz|| =1
Hz_y()”
€F
. ’
wer el o= v e = sl | guklle=v 4
cr, T — = = ; = >1l—e
Y Y EEAl (I+ odist(x, F)  1+e

Théoréme 28 :
Soit E un espace de Banach et u: E — E un opérateur compact.

Alors Id — u est un opérateur de Fredholm.

Démonstration : e x € Ker(Id — u) <= = = u(x)

Done u,,ra—uy = Lierra—uy

Soit B = B(0,1) C Ker(Id — u). Alors B = Id(B) = u(B).

Or u compact donc u(B) = B = B compact. Mais Ker(Id — u) est un espace de Banach.
Donc d’aprés le théoréme de Riesz, dim[Ker(Id — u)] < oo

e Supposons pas I'absurde que E,/1p(74—v) = Coker(I/d — u) n’est pas de dimension finie.

Alors 3(H,), o
et tels que H, C Hyy1 et Hyp1,/ 1, ~C

CarVneN, 3z,¢ H, et Hyyq:=Vect{H,,z,}

C E une suite de sous-espaces vectoriels tels que (Id —u)(E)=H, C H, C ---

Soit € > 0. D’aprés le lemme précédent appliqué & £ = Hy, 41 et F = H,, 3x,+1 € Hp41 tel que

dist(xpi1, Hy) > 1 —€. Vk<n:

lulen s = wl@p)ll = | 20y = (Id = w)(@nrr) —[ 25 = (Id — w)(@p)] | = dist(znir, Ha) 21—
N —— —
€H, €H, €Hn, €H,
€H,

Donc (u(x,)), n’admet pas de sous-suite convergente, ce qui contredit la compacité de w.

n

Définition 62 :
Fred(E,F)={T € L(E,F): T opérateur de Fredholm }

Définition 63 :
Soient E, F deuz espaces vectoriels normés et T € Fred(E, F).
IndT = dimKerT' — dim Coker T" € Z est "indice de T

Théoréme 29 (Alternative de Fredholm):
SiT € Fred(E,F) et IndT =0, alors :
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i) Ou bien T'(x) =y admet une unique solution Yy € F (et alors T est injective),
it) Ou alors tous lesy € F ne vérifient pas T'(x) =y, et si il existe uny € F' qui vérifie cette équation,
alors l'espace des solutions est un espace affine de dimension finie.
Démonstration : (i) Ou bien T est surjectif et dans ce cas Coker T' = {0} donc KerT = {0}, d’ou T
injectif.
(ii) Ou alors T n’est pas surjectif, donc dim Coker T' > 0 donc dim KerT' > 0 mais finie. De plus si

T(xz) = y admet une solution x, alors xg + z est aussi solution Vz € Ker T

O

L’alternative de Fredholm était historiquement formuler dans le context T' = Id + u avec u €

K(E, F) de méme type que dans ’exemple trois.

Définition 64 :
Soient E, F deux espaces vectoriels normés.
GL(E,F)={f € L(E,F) : f bijective et bicontinue}.

Remarque :

Si E et F' sont des espaces de Banach, alors bijective = bicontinue.

Lemme :

Soient E, F deux espaces de Banach. GL(E,F) C L(E, F) est ouvert.

Démonstration :

1
Soit T € GL(E,F). Soit S € L(E, F) telle que |T — 5| < —— =

OnaS=T[Id-TYT-S)]. Lasérie Z YT —S)]™ est absolument convergente donc convergente.

n=0
En effet, ZmT (T - S) \||”<Z(\||T YT - SHI) < oo
—_—
n=0 n=0 <1
Donc U = Z "eL(E,F)
= SU =TId-TY(T-9)> [T-1(T-9)"
N n=0
o . -1 _ no_ —1 _ n+1
=7 Jm 3 (@ - - @ - sr)
_ : _ -l oy IN+1L
=T Jim_ <Id T4 - 9)] )
=T car |[T-1(T = S)IY oV

Donc SUT~! = Id. De la méme maniére, YT~ 'S = Id.
Donc S est bijective donc bicontinue, donc S € GL(E, F').
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Remarque : o GL(FE)=GL(E,FE) est un groupe pour la composition.
e Soit B une algébre de Banach, d’élément neutre 1.
Alors on peut définir GB={x € B: JyeB: ay=1etyr=1} et dela méme maniére, GB

est ouvert dans B (On n’a besoin pour montrer cela que de ||zy| < [|z] - ||ly|])-

Corollaire 21 :
Soient E, F deux espaces de Banach. Alors Fred(E,F) C L(E, F) est ouvert.

Démonstration :

Soit T € Fred(E,F) et S € L(E, F).

Soit V' un sous-espace vectoriel fermé complémentaire de Ker T dans E (i.e. E = V + KerT avec
VNnKerT = {0}).

Soit W un sous-espace vectoriel fermé complémentaire de Im 7" dans F' (dim W < o).

U: L(E,F) — LV xW,F) S: VxW — F
~ avec
S — S (v,w) — S)+w

~ S, (v) =S

S est linéaire continue et ¥ est continue : ||U(S,) —¥(S,)||= sup 19, (v) = S, (V)] < IS, =S,
(v, w) eV XW H(U7w)HV><W
(v,w)#(0,0)

U(T)(v,w) =T(w) +w

Donc premiérement (v, w) € Ker (7)) <—veKerTetw=0

—v=0etw=0
Donc U(T') est injective;
et deuxiémement Y(T)YE)=ImT+W =F
= U(T) est surjective.
Donc ¥(T') € GL(V x W, F)
D’aprés le lemme, 3U € L(V x W, F) ouvert tel que U(T) € U et U C GL(V x W, F)
Alors U = U—Y(U) c L(E, F) ouvert et T € U.
Montrons que U C Fred(E,F) : Soit S € U.

i) KerS), =Ker¥(S5),, ., = {0} car U(S) bijective.
Donc kerS C V' espace complémentaire de V' et en particulier, dim Ker S < dimKerT (car V
complémentaire & Ker T').
F/S(V) = F/\IJ(S)(V) ~ F/\II(T)(V) car \I/(S), \I/(T) bijectives.
~ W
En particulier, dim Coker S = dim F' /gy < dim W = dim Coker T

Donc S est un opérateur de Fredholm.

ii)

Remarque :
Dans un voisinage assez petit d’un opérateur de Fredholm, il existe des opérateurs de Fredholm dont

les dimensions du noyau et du conoyau sont inférieures a celles de 'opérateur initial.
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Théoréme 30 :
Soient E, F deux espaces de Banach. Alors Ind : Fred(E, F) — Z est continue.

En particulier, Ind est localement constante.

Démonstration :
Il existe un sous-espace vectoriel Z fermé dans F tel que Ker S+V +Z = F et (Ker S+V)NZ = {0}.
En effet, Z est de dimension finie, donc dim Ker T' = dim Ker S + dim Z
S(E)/ svy=SV+2)/sv)=52)=Z
Donc dim Coker S = dim F/g(py = dimF /gy —dim S(E),/ s
=dimW —dim Z car F')/ gy = W
= dim Coker T' — dim Z
Donc Ind § = Ind T.

o
Corollaire 22 :
Soit E un espace de Banach et u € K(FE).
Alors Ind(Id — u) = 0.
Démonstration :
T: [0,1] — L(E) est continue
t — Id—tu
Car [|T(t) = T(s)[| = |t — 5| - [|u]
Donc Ind oT : [0,1] — Z est continue.
Comme [0, 1] est connexe, Ind oT est constante.
Donc Ind(Id —u) = Ind(Id —0) =0 (car Id est bijective).
¢

Exemples :

e L’opérateur de décalage sur £2(Z) est d’indice 0 car bijectif.
e L’opérateur de décalage a gauche sur ¢?(N) est d’indice 1.

e Son dual (décalage a droite) est d’indice —1.

Théoréme 31 :
Soient E, F deux espaces de Banach.
T € Fred(E,F) < 35,,5, € L(F,E) tels que S,T — Id € K(E) et TS, — Id € K(F) (c-a-d. F

inversible a gauche et a droite modulo un opérateur compact).
Démonstration :

Supposons 35,5, € L(F,E) tels que S,T — Id € K(E) et T'S, — Id € K(F).

KerT C Ker(S,T). Or le noyau d’un opérateur Id + u compact est de dimension finie.
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Donc S,T = Id+u avec u=S,T — Id € K(E) et dimKeru < cc.
Im(T'S,) C ImT donc F /171 C F/1m(rs,) de dimension finie car T'S, = Id +v, v € K(F).
Donc T € Fred(E, F).
Supposons T € Fred(E, F).
Soit V' un sous-espace vectoriel fermé complémentaire & KerT dans F, et W un sous-espace
vectoriel fermé complémentaire & Im T dans F'.
T}, : V — ImT bijective donc bicontinue.
Onpose S: F=W+ImT — FE
wty  — T
S e L(F,E) et (Id*ST)(\U/‘F \:L’/):erfoT(v):erva:x

(2% cKerT
Donc Id — ST est de rang fini donc compact.

Id-=TS)((w + vy )=w4+y—-TSw+y)=w+y—TS(y) =w € W de dimension finie.
-

ew elmT
Donc Id — T'S est de rang fini donc compact. (S, = S, = 5)



