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1. Théorie de la mesure. Algebres et tribus, questions d'engendrement, tribu
borélienne. Mesures positives définies sur les algebres et sur les tribus. Mesure
extérieure. Fonctions mesurables.

2. Intégration des fonctions. Intégration des fonctions mesurables. Comparaison
entre l'intégrale de Lebesgue et celle de Riemann. Fonctions absolument continues.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et ses conséquences.

3. Intégration sur les espaces produits. Mesure produit, théoréme de Fubini.
Mesure de Lebesgue sur R n . Théoréme du changement de variables.

4. Probabilités. Mesures de probabilités, variables aléatoires.
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CHAPITRE|

PRIMITIVES ET INTEGRALES

1. — Primitives d’une fonction

1.1. Intégrales indéfinie et définie. —Soient E
un espace de Banach réel (par exemple muni de
la norme euclidienne),l un intervalle de R et
f:1 - E une fonction a valeurs dars.

DEFINITION 1. — On appelle primitive def sur |
toute fonction continueF :1 - E , dérivable surl
sauf peut-étre aux points d'un ensemble dénombrable
DOI, et qui vérifieF'(x)= f(x) pour xO1-D.

Si F est une primitive def sur |, la fonction
X » F(x)+ C est aussi une primitive dé¢ pour
tout COE. Il résulte du théoréme de la moyehne
gue toutes les primitives dé sont de cette forme.
Rappelons que le théoreme de la moyenne affirme

1 Voir par exemple le livre de DIEUDONNE, Eléments
d’Analyse tome I, chapitre VIII, théoreme 8.5.1.
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qu'une fonction continuef :[a,b] - E, dérivable

hors d’'un ensemble dénombrableO[a,b] et telle

que| f'(x)|<M quel que soixOD vérifie :
||f(b)— f(aj|s M(b- a).

Soient alorsF,, F, deux primitives def sur | et mon-
trons que la différenc& = F, — F, est constante. Fixons
X, 01 ete>0. CommeG'(x)=0 sauf peut-étre poux
dans un ensemble dénombralile on a|G'(x)|<e pour
xOD et donc|G(x)-G(% )< e|x-x| pour toutxO|
en vertu du théoréme de la moyenne. En faisantreend
vers0, on en déduit qu& = F, — F, est constante sur.

La famille des fonctionsF(x)+ C est appelée
l'intégrale indéfiniede f ; on la note :

[ f(x)dx= F(x)+ C.

Si a,b sont deux points quelconques Hela dif-
férence F(b)- F(a) est un vecteur qui ne dépend
pas du choix de la primitivé& de f surl en vertu
de ce qui précéde. On l'appellimtégrale définiede
f entrea etb etonle note:

[2f(x)dx= F(b)- F(ap E.
Ainsi :
jcosxd><= sin ¥ ng cosxdx sjr-  sin0 .

On observera que, i possede une primitive ,
la fonction f obtenue en changeant arbitrairement
les valeurs def aux points d’'un ensemble dénom-
brable admet encoré pour primitive. Il s’ensuit
que :
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[ f(x)dx=[] F(x)b,

de sorte que lintégrale définie dé est inchangée
lorsqu’on modifie les valeurs dé sur un ensemble
dénombrable. Ainsi, pour toute fonction conti-
nuef :[a,b] » E dérivable sauf peut étre aux points
d’'un ensemble dénombrabl2, on a :

f(x)=f(a)+[" fi(t)dt

quel que soitxO[a, (les valeurs def'(t) aux
pointstd0D peuvent étre choisies arbitrairement).

Rappelons qu'une fonctiorf : [a,b] - E est dite
en escaliesur[a,b] s'il existe une subdivision
a=g,<a<.< g < g=t
du segmenfa,b] telle que f soit égale a une cons-
tanteg_sur chacun des intervallg®; ,a,, [ . On no-
tera 6([a,b] ,E ) 'ensemble des fonctions en escalier
sur[a,b], a valeurs dan .

ProPOSITION1. — Toute fonction en escalier sur
un intervalle fermé et born¢a,b] 0 R admet des
primitives sur[a,b] .

Soit f O&([a,b] ,E) et définissons la fonctiorF en
posant :

FOO=G0- 3 "5 6 (R~ @
pour x dans lintervalle[a ,3,, ] (0<i<n-1). On véri-

fie aisément queF est une primitive def sur [a,b],
d’'ou la proposition 1m

1.2. Intégrale définie et aire— L'intégrale défi-
nie d’une fonction positive s’interprete géomeéteeu
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ment comme une aire plane (cf. fig. 1). Plus pécis
ment, on a :

Fig.1. — Interprétation de I'intégrale définie commne aire.

PROPOSITION2. — L’intégrale définie entrea et
b d'une fonction positive continug :[a,b] - R
s'interpréte comme l'aire plane du sous-graphe
G(f)={(uv)D[axR| 0 & f(u)OR?
de f ,i.e. b
[, f(x)dx= Aire de G( f .

Pour toutxO[a,l , notons F(x) I'aire de la partie du

plan (cf. fig. 2) définie par :

A)={(uv[a}xr| & & f(hoR?.
On a doncF(a)=0. Pour démontrer la proposition 2, il
suffit d'établir que F'(x)= f(x) pour tout xO] a,b[,
car F est continue et 'aire d&( f ) est par définition é-
gale a F(b)-F(a)= F(b). Fixons xO] a,b[ et mon-
trons que la dérivée a droite de en x est égale af (x).
Pour toute >0 il existe, en vertu de la continuité de en
X, unréely >0 tel que :

(1) xsus x+p= f(x)-e<s f(u)s f(X)+e.
Pour x<u, l'accroissement F(u)—F(x) Ss'interpréte
comme l'aire de la portion de plan :
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A={(t,s)0[x,UxR| 0s = f(1).

Fig.2. — Encadrement de la variationl@dére A(x).

Un argument simple d’encadrement de l'airedlgoar des
aires de rectangles, basé sur I'inégal(itd, montre alors
que l'on a pourx<us x+7 :

(u=x)(f(x)—e)<s Aire(4)s(u=x)(f(x)+e).
On a donc, lorsqua<us x+y :

f(x)—e s FUEF < £(x )4,
ce qui prouve qud- est dérivable a droite au poirt et a
pour dérivéef(x). On démontre de méme que est dé-
rivable a gauche au poimt, de dérivéef(x), d'ou la
proposition 2=

Observons que la notion d’aire plane n’a pas été ic
précisément définie, de sorte la proposition 2okst
une heuristique qu’une véritable proposition. En pa
ticulier, elle ne peut étre considérée comme ume vé
table preuve de l'existence de primitives pour ¢out
fonction continue (et positive) sym,b]. En revan-
che, elle permet de calculer de nombreuses aiges pl
nes a partir du calcul des primitives, ce qui a été
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abondamment utilisé au XVllpour « quarrer » les
surfaces.

2. — Primitives des fonctions réglées

L'intégrale simple d’une fonctionf :[a,b] - E
n'a été définie que pour les fonctiorfs admettant
des primitives. Comme il existe des fonctions dé-
pourvues de primitives Sl{la,b] , il est naturel de se
demander quelles fonctions possédent des primitives
Nous montrons ci-dessous que c’est le cas des fonc-
tions réglées. Dans toute ce paragraphe, on déaigne
par E un espace de Banach réel.

2.1. Fonctions réglées. —Pour toute fonction
f:[a,b] - E, on pose :

[l = Sup] f(x]).
asx<sb

La fonction f est dondbornéesur [a,b] si et seule-
ment sg|f|| <+ . L'ensemble des fonctions bor-
nées deg a,b| dans I'espace de Banadh constitue
un espace de Bandgpour la normef - | f|_ de la
convergence uniforme. On le nak¢[a,b] ,E).

Rappelons qu’une suitef,, f,,...) de fonctions de
[a,b] dansE converge uniformémenvers la fonc-
tion f:[a,b] - E si:

2 Voir par exemple le livre de DIEUDONNE, Eléments
d’Analyse tome |, chapitre VII, 7.1.3.
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Ifo=1l, = Sup| £, (x> F(hOp G- ¢
asx<b

On sait que la limite uniforme d’'une suite de fonc-
tions bornées est bornée. Rappelons égalemenaque |
limite uniforme d’'une suite de fonctions continugs

un pointxO[a,b est continue en ce point.

DEFINITION 2. — Une fonction f :1 - E définie
sur un intervallel O R est dite réglée sut si elle
admet en tout poink une limite a droitef (x+0) et
une limite a gauchd (x-=0).

On observera que, sf :1 - E est une fonction
réglée surl, alors x - g( f(x)) est réglée pour
toute fonction continugy : E -~ F a valeurs dans un
espace (de Banachf . En particulier, la fonction
X - | f(x)| est réglée sui . On notera®(l,E)
I'ensemble des fonctions réglées sua valeurs dans
I'espace de Banack ; c’est un sous-espace vectoriel
de toute les fonctions dee dansE .

EXEMPLES. — Toute fonction continue sur un in-
tervalle | de R, a valeurs dan& , est réglée sur .
Toute fonction monotone (croissante ou décrois3ante

f:1 - R admet une limite & droite et une limite a
gauche, donc est réglée. Les fonctions en escalier
[a,b] sont également réglées, comme on le vérifie ai-
sément.

PROPOSITION3. — La limite uniforme d’une suite
de fonctions réglées est une fonction réglée.

Supposons quef soit limite uniforme d'une suite de
fonctions régléesf, :[a,b] —~ E. Pour montrer quef
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admet une limite a droite au point, il suffit en vertu du
critere de Cauchy de montrer gqu’il existe, pouttte 0,
un réely >0 tel que I'on ait :

(1) x<uyvs x+p=|f(u)=-f(v)<e.
Oronalf-f,|_ <<% pourn assez grand, d'ol :

(2) ||f(u)— f(Vj|s 2" f= fn"m +|| fr (U)- fn(vu
< 24| (u)= fo(v).
Puisque f,, vérifie la relation(1) pour £, on déduit im-
médiatement d¢ 2)I'existence den >0 tel que (1) soit
vérifiée pour f, qui admet donc une limite a droite au
point x. Le méme raisonnement montre gtieadmet une
limite a gauche en tout point, donc est régiée.

Il résulte de la proposition 3 qu’une limite uni-
forme de fonctions en escalier est réglée. Montrons
gue toute fonction réglée est limite uniforme decfo
tions en escalier :

THEOREME 1. — Une fonction f :[a,b] - E &
valeurs dans un espace de Bandghest réglée si et
seulement si elle est limite uniforme garb| d’une
suite de fonctions en escalier.

Il suffit de montrer qu'une fonction réglée est ilien
uniforme de fonctions en escalier. Siest réglée sur
[a,b il existe, pour tout entiern=1 et tout point
xOJ a,b[, un intervalle :

I(x)=]x=n,x+y[O[a,b]
tel que I'on ait :
udI(x)et x< u=| f(u) fO# O)s
ubl(x)etu< x=| f(u)y fO= O))<

1
n
1
n
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En d’'autres termes, la restriction de a l'intervalle 1( x)
est proche % prés (pour la norme de la convergence uni-
forme surl(x)) de la fonction en escalier qui vafi{ x)
au point x, f(x=0) sur Iintervalle ] x=nx[ et
f(x+0) sur lintervalle ] X, x+;7 De méme, on peut
trouver un intervallel(a)=[a a+(5[l][a b] (resp. un
intervalle I(b)=]b-d,b]0[a,H) tel que Ia restriction
de f a cet intervalle soit proche-a en norme uniforme
d’'une fonction en escalier. Comr?a,b] est compact, il
peut étre recouvert par un nombre fini d’intervallg x )
(a< x< b) sur lesquelsf est proche q% en norme uni-
forme d’'une fonction en escalier. On en déduit safaci-
lement I'existence d’une fonction en escalier telle que :

I~ fall <3
ce qui démontre le théorémeni.

COROLLAIRE 1. — Toute fonction réglée sur un
intervalle [a,b] (a valeurs dans un espace de Ba-
nach) est bornée et ses points de discontinuité for
ment un ensemble (au plus) dénombrable.

Soit f une fonction réglée et notoifs,, f,,...)June suite
de fonctions en escalier convergeant uniformémems v
f . Comme chaquef,, est bornée, la limite uniformd
est bornée. Par ailleurs, puisque chaque fonctipnn'a
gu'un nombre fini de points de discontinuité, lesnps x
ou toutes lesf, sont continues forment un ensemble de
complémentaire dénombrable. Mais une limite unilode
fonctions continues en un point est continue en ce point,
de sorte que le corollaire 1 est démoniré.

2.2. Existence de primitives.— Nous sommes
maintenant en mesure de démontrer le résultatiprinc
pal de ce chapitre :
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THEOREME 2. — Soit f :[a,b] - E une fonction
réglée sur[a,b], a valeurs dans un espace de Ba-
nach E . Soit( f;, f,,...) une suite de fonctions en es-
calier convergeant uniformément vefs sur [a,b] :
et désignons paf, la primitive de f,, qui s’annule
au pointa. Alors,on a:

() La fonction f posséde des primitives sur
lintervalle [a,b] ;

(ii) L'unique primitive de f qui s’annule au point
a est limte uniforme sur[a,b] de la suite
(F.F,...);

(iii) Toute primitive F de f sur [a,b] est dériva-
ble en tout pointx ou f est continue et vérifie
F'(x)= f(x).

Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouvee ¢t
suite (Fy,F,,...) converge uniformément syra,b] vers
une fonction continué= qui admet pour dérivéd (x) en
tout point x ou f est continue. Pour toutO[a,b], on a
en vertu du théoréme de la moyenne :

(1) [Fa0)=Fo(x) = (b-a) £,- )] .
puisque F,(a)-F,(a)=0. Commeu f,— f ||mtend vers
0 quandn,p - 4w, la suite (F,(x)),; est de Cauchy
dans E en vertu de(1), donc converge vers une limite
gue nous notonskF(x). On définit ainsi une fonction
F:[a,b] -~ E qui vérifie F(a)=0. En faisant tendrep
vers l'infini dans(1), on obtient :

[Fa()=F(x) = (b= §- 1l

ce qui prouve que la fonctioRr est limite uniforme sur
[a,b] des fonctionsF,. Comme lesF, sont continues, la
fonction F est également continue sfa,b]. Pour ache-
ver la démonstration du théoréme, il suffit donawtntrer



COURS DE T. FACK 11

que F'(x)= f(x) en tout pointx ou f est continué
Soit X un point de continuité dd dont nous suppose-
rons, pour simplifier, qu’l vérifie a< x<b. Fixons
& >0 ; nous devons montrer qu'il existe> 0 tel que :

(2) ju=x<n=|F(u)=F(x)=(u=x)fF(x}<| v e.

Comme f est continue erx, il existe 5 >0 tel que :
lu=X<p=|f(u)-f(x)<%.

Soit N = 1 un entier tel que :

nzN=|f-f| <.

Pournz N etlu-X<y,ona:
(3) [[falu)=fo(x) = 2| f,= 1] +] f(u) f(x])se.
Or F, est dérivable de dérivéd,, sauf peut-étre aux

points d’'un ensemble dénombrable. L'inégal{tg) im-
plique donc, en vertu du théoréme de la moyenne :

[Fa(u)= Fa (0= (u= x)f, (xf <[ v e,
pour toutn= N et ju=X <. En faisant tendren vers

+00 dans cette derniére inégalité, on obti€gt), ce qui
achéve la démonstration du théoréme.

Il résulte immédiatement du théoreme 2 qu’une
fonction f réglée sur un intervallé O R (et a va-
leurs dans un espace de Banach) admet une primitive
surl .

En effet, tout intervallel peut s’écrire comme réunion
d'une suite croissante d'intervalles compakis= [an,bn],
nz1. Choisissonsa |, et notonsF, la primitive de f
sur |, qui s’annule au poina. On Vérifie aisément que

3Six=a (resp.x=b), F'(x) désigne ici la dérivée a
droite (resp. a gauche) deau pointa (resp. au poinb).
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I'on définit sans ambiguité une primitive de f sur |
(qui s'annule era) en posant :
F(x)=F,(x) si xOl,.

3. — L'intégrale des fonctions réglées

3.1. Expressions de l'intégrale— Toute fonction
réglée f:[a,b] - E a valeurs dans un espace de
Banach posséde une primitie sur[a,b], donc une
intégrale définie par :

[2f(x)dx= F(b)- F(a).
On a vu que la valeur de cette intégrale ne chpage
lorsque I'on modifie les valeurs dé aux points
d'un ensemble dénombrable. Ainsi, I'intégrale d’'une

fonction en escalierf : a,b] - E égale ag sur
chaque intervalle]ey ,841 | d’une subdivision

a=a,<ay<.< g < g=1I
de[a,b] est donnée par :
b - .
(@) [Cf)dx=3l6 (@ = @
C’est une conséquence immeédiate de la proposition 1

Il résulte du théoréme @) que lintégrale simple
de f O&([a,b] ,E)est également donnée par :

b . b
[, f(x)dx-nl_!rpwja £ (x)d»,

ou ( f;,f,,...) est une suite de fonctions en escalier
convergeant uniformément vefs sur[a,b] .

L’intégrale définie s’interprete également comme
une limite de sommes deHRANN de la forme
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-1
Tino F(x)4%.,

associées a des partitions [dgb] en petits interval-

les de longueursfx . Plus précisément, on a:

PROPOSITION4. — Soit f :[a,b] - Eune fonction
réglée. Pour toute >0, il existe >0 tel que I'on
ait, pour toute subdivision

Cla=X <X<.< X% < X=Lk
de [a,b] vérifiant 5(c)= Max |a,, — a|<# et tout
choix de& O % Xy | %=

[RIOS ST eR P

La proposition est facile a vérifier pour une faonten es-
calier. Posons, avec les notations utilisées :

S(fr8)=2 F(&) (% =% ).
Soit f une fonction réglée et choisissons une suite

(f, )1 de fonctions en escalier convergeant uniformé-
ment versf sur[a,b]. Des relations :

ISC(fa.&)=S(f, o) s(b-a) f= 1, .
Hj:f(x)dx—j: fn(x)ob”s (b- a) = f.
on déduit que :
[ f(x)dx= S( fa,é)Hsz(b—a)" -t
+Hj: £ (x)dx=S( a.é)”.

Choisissonsn2 1 tel que2(b—a)| f- ]| <%. Comme
la proposition 4 est vraie pouf,, on déduit immédiate-
ment deg(1) qu’elle est vraie pourf . m

1)

On déduit en particulier de la proposition 4 que
I'on a, pour toute fonction régléé:[a,b] - E:
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b . _ -1 .
Jo fO)dx= lim 2223700 f (a+ 252,

3.2. Propriétés de l'intégrale.— La proposition
ci-dessous résume les principales propriétés de
l'intégrale des fonctions réglées :

PROPOSITIONS. — Soient E un espace de Banach
et a<b. L’intégrale définie entrea et b est une ap-
plication linéaire f - j: f(x)dx de @([a,b],E)
dansE qui posséde les propriétés suivantes :

(i Hj:f(x)d{‘sj:n f(x} dxs (b= a) f_ pour

toute f OR([a,b] ,E);

(i) Si E=R et si les fonctions régléek,g véri-
fient f(x)< g(x) sauf peut-étre pour un ensemble
dénombrable de valeurs dealors on a :

b b
[, F0dxs [ g(x)b.
En particulier, sim< f(x)< M sauf peut-étre pour
un ensemble dénombrable de valeursxden a :
m(b-a)< [, f(x)b< M(b- a;

(iif) Si a<c<b, on a (relation de BAsSLESpour

les intégrales) :
b c b
[, FO)dx=[ fOx)dw+ [ f(x)d

quelles que soient,gOK ([a,j ,E);
(iv) Pour toute fonctiod OR([a,b] ,E), la fonc-
tion F définie par :

F(x)=[ f(t)dt.



COURS DE T. FACK 15

est dérivable en tout point de continuitéde f , de
dérivéeF'(x)= f(x).

La linéarité de l'intégrale résulte immédiatementfdit
que, si F,G sont respectivement des primitives deg
sur |a,b|, alors AF + uG est une primitive delf +ug
sur |a,b| quels que soient,u O R . Pour les fonctions en
escalier, la relation(i) se déduit immédiatement de
I'expression de l'intégrale définie rappelée cisles(sec-
tion 3.1, formule(1)). Par passage a la limite, en utilisant
une suite( f;, f,,...) de fonctions en escalier qui converge
uniformément versf sur [a,b], on en déduit I'assertion
(i) en toute généralité. L'asserti@ii) résulte du fait que, si
F,G sont respectivement des primitives dieg sur
[ab],ona:

w(FOX)=G(x))= f(x) g(xx C

sauf peut-étre pour un ensemble dénombrable deirgale
de x. La fonction F =G est donc décroissante en vertu du
théoréme de la moyenne, ce qui démontre la premaare
tie de I'assertior(ii). La seconde partie s’ensuit immédia-
tement. L'assertiorfiii) résulte du fait que, sF est une
primitive de f sur[a,b],ona:

F(b)-F(a)= (F(b)- F(c)* (F(c)- F(a)).
Enfin, I'assertion(iv) est une reformulation du théoreme 2
(iii). m

COROLLAIRE 2 (changement de variable}- Soit
¢:[a,p] = R une application de classg'. Posons
a=g(a), b=¢(p) et notons! lintervalle [a,b]
ou [b,a] selon quea<b ou b<a. Alors, pour toute
fonction continuef : | - E & valeurs dans un espace
de BanachE , on a:

(21 00dx=]” et )p(t)dt.
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En effet, siF est une primitive def sur |, la fonction
G définie par G(t)= F(¢(t)) est une primitive de la
fonction g(t)= f(e(t))e'(t) sur[a,p]. La relation :

F(b)-F(a)= F(e(B))-F(e(a))=G(p)-G(a)

démontre alors le corollaira.

CoOROLLAIRE 3 (Intégration par parties}— Soient
E,F,G trois espaces de Banach &:ExF - G
une application bilinéaire continue. Alors, di,g
sont des primitives de fonctions réglées fayb] a
valeurs dansE et F respectivement, on a :

I B(1(x),g'(x))dx= B(f(b),g(b))
-B(f(a), g(a))-f B(f'(x),g(x))d»

En effet, commex - f'(x) et x - g'(x) sont des
fonctions réglées et quB est continue, la fonction conti-
nue x - B( f(x),g(x). a pour dérivée au poirk :

(1) &BF(x),g(x)= B(f'(x).g(x)¥ B(f(x),g'(x)
sauf peut-étre pour des valeurs xldormant un ensemble
dénombrable. Par ailleurs, sachant queg sont des fonc-
tions continues a dérivées réglées, on vérifieldamnt
que X » B( f'(x),g(x)) et x - B(f(x),g'(x)) sont des
fonctions réglées. Le corollaire résulte alorsa#enent de
la définition de l'intégrale et d@). m

EXERCICES

ExerciCEl. Soit f :]0,1[ - R la fonction définie par
f(x)=0 si 0< xs% et f(x)=1 sinon. Montrer qu’il
nexiste pas de fonction dérivablg :]0,1[ - R telle
que F'(x)= f(x) quel que soit0 < x< 1. Montrer que
f admet cependant des primitives 1 , que I'on dé-
terminera.
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ExERcICE2. Soit f :[0,1] - R la fonction définie par
f(x)=0 si x est rationnel etf(x)=1 sinon. Montrer
que f admet une primitive suf0,1] et calculer son inté-
grale définie entredd et 1. La fonction f est-elle réglée
sur[0,1] ?

ExERCICE3. Soit f :[0,z] - R définie par :

f(x)=8n%  si xzZ et fE)=0.

Déterminer une primitive de la fonctiof sur [0z] et
calculer [ f(x)dx.

EXERCICE4. Soit F :[a,b] » R une fonction dérivable
et posonsf (x)= F'(x) pour toutxO[a,b] .

a) On considére la fonctioB définie sur[a,b] par :

G(x)=w si x#a et G(ar f(a.

Montrer que, pour tout réeC compris entre f(a) et
G(b), il existe a O a,b] tel que G(a)=C. En déduire
gu'il existe cEI[a, tel que f(c)=C (on pourra utiliser
le théoréme des accroissements finis).

b) On considére la fonctiohl  définie sur{a,b] par :

H(x)=TCEFX) i xz b et H(bE f(b.

Montrer que, pour tou€C compris entreH(a)=G(b) et
f(b), il existe cO[a,b tel que f(c)=C.

¢) En déduire que la fonctiofi(x)= F'(x) prend, en-
tre a et b, toute valeur comprise entri(a) et f(b).

d) Montrer que la fonction considérée a l'exercite
n'est pas le dérivée d'une fonction définie $ard] .

EXERCICES. Soit f :[0,1] » R définie par :
f(x)= signe(xsig si x#0 et f(0)=0.

Montrer que f n'est pas réglée sio,1] .
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EXERCICE 6. On dit qu'une fonctionf : [a,b] - R est
avariation bornées’il existe une constant€ = 0 telle que
I'on ait :

V(o) = T (%)= f(x }s €
pour toute subdivision
gra=x<x<.<x ;< x=kde[ab].

On pose alors/(a,b)= Sup V§), et on dit queV(a,b)
est lavariationde f sur|a,b|.
a) Montrer que, sif :|a,b] - R est croissante, elle est
a variation bornée. En déduire qu'une différenceddax

fonctions croissantes est a variation bornée.

b) Soit f :[a,b] - R une fonction & variation bornée
sur [a,b]. Montrer que, pour touxO[a,l], la fonction

f est a variation bornée s[la,x] . Montrer que les fonc-
tions g(x)=V(a,x) et h(x)=V(a,x)y f(x sont
croissantes. En déduire que est la différence de deux
fonctions croissantes.

c) Déduire de ce qui précede que toute fonction

f :[a,b] - R a variation bornée sym,b] est réglée sur
[a,b].
EXERCICE7. Calculer la limite de la suite :

-_1 1 1
Uy = 5ot 5mst -+ 7 (nz21).

EXERCICE 8. Soit f :[a,b] - E une fonction réglée a
valeurs dans un espace de Banach.

a) On suppose que lI'image die est incluse dans une
boule ferméeB de rayonr >0 . Montrer que :

b
5=, fO)dxa B.

b) On suppose maintenant que est continue et que
E =R . Montrer qu'il existecO[a,b] tel que :

a7 f(x)dx= f(c).
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EXERCICE 9. Soit f :[a,b] - E une fonction réglée a
valeurs dans un espace de Banach. Montrer qu'dtexi
pour toute >0, une fonction continuey :[a,b] - E telle
que :

b
[ ()= g(x) dxs e
(on pourra se ramener au cas buest en escalier).

EXERCICE10. Soient f :[a,b] - E une fonction réglée
et F une primitive def sur[a,b]. Montrer queF admet
en tout pointx une dérivée a droité,(x)= f(x+0) et
une dérivée a gauchg,(x)= f(x=0).

EXERCICE 11. a) Soit f :[a,b] - R une fonction ré-
glée sur[a,b]. Montrer que, pour toute fonction continue
de signe constany :[a,b] - R, il existe yO[a,f tel
que I'on ait premiére formule de la moyenne

b b
[, FOOg(x)dx= g(y], f(x)d.

b) Soient f:[a,b] - R une fonction continue et

g:[a,b] » R une fonction contindment dérivable dont la

dérivée garde un signe constant. Montrer qu'il texis
yO[a, tel que ¢econde formule de la moyehne

b _ y b
[, f0O0g0)dx= g(a). f(x)d* g(bj)/ f(x)d.
(on pourra faire une intégration par partie eisgil a)).

EXERCICE 12. Soit f : R - E une fonction continue a
valeurs dans un espace de Banach. Pour tout entet,
on définit la fonctionf,, : R - E par:

f() =3[, f(x+t)(1- P € )t
Montrer que f,, est contindment dérivable s et que la

suite ( f;, f,,...) converge uniformément ver§ sur tout
intervalle fermé et borné d& .



CHAPITREII
L'INTEGRALE DE RIEMANN

1. — Fonctions Riemann intégrables

1.1. Définition de l'intégrale de Riemann. —
Dans unmémoire de 1854 Bernhard REMANN défi-
nit lntégrale d’une fonction bornéd :[a,b] - R
comme la limite (lorsqu’elle existe) des sommes fi-
nies . f(&)4x quand Supdx — 0. Chaque
somme Y, f(¢& )4x% est obtenue en divisarjg,b]
en un nombre fini d’intervalIeExi ,>g+1:| de longueur
4%, puis en choisissant arbitrairement un point
& dans chaque intervallex x4, | ; elle s'interpréte
comme l'intégrale d’'une fonction en escalier égale
f(&) sur ] %[ (cf. fig. 1). Pour que ce procédé
définisse l'intégrale def , il faut évidemment que les
sommes ). (& )4% convergent vers une limite

! Bernhard REMANN a défini I'intégrale qui porte son nom
en 1854, dans les préliminaires d'un mémoire suségies
trigonométriques.
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quand Sup4x - 0, ce guimpose RMANN. Détail-
lons cette construction.

Soit f:[a,b] - R une fonction arbitraire. Par
subdivision riemanniennee [a,b], on désigne un
couple(a,¢) formé d’'une subdivision

cra=x<x<.<x=h

de [a,b] et d'une suited =(&,.,&,...4,) de réels
choisis de sorte quesO[X X4 | quel que soit
i=0,1,...,n— 1 Le pas de la subdivisions est par
définition la quantité :

(0 ) = MaXpgign-1 (Xa1 = % )-
A toute subdivision riemannienngs &) de [a,b],
on associe laomme d&IEMANN :

S(fr&)=i (% =% )1(&).

Fig.1. — Sommes de Riemann d’'une fonction.

DEFINITION 1. — La fonction f :[a,b] - R est
dite intégrable au sens dREMANN sur [a,b] si les
sommes dRIEMANN S( f g,&) tendent vers une li-
mite | quandd(s) - O.



22 THEORIE ELEMENTAIRE DE L'INTEGRATION

Si f estintégrable au sens deERANN, la limite
I (qui est unique) est appelétégrale deRIEMANN
de f sur[a,b] ; onla note :

=2 (x)dx.

On désignera pa&'([a,b]) l'ensemble des fonc-
tions réelles intégrables au sens de&eMANN sur
[a,b]. La fonction f appartient donc &'([a,b] )
et a pour intégrald s'il existe, pour toute >0, un
réel >0 tel que l'on ait, quelle que soit la subdivi-
sion riemanniennés &) de[a,b] :
do)sn=>|S(fré)-l|<e.
Comme R est un espace comgieta convergence
des sommes de IBMANN S(fg, &) lorsque
o(o) -» 0 équivaut au fait qu’elles vérifient la pro-
priété de GUCHY :

‘S( fo,&)-S(f 0'3,5'3)\ .0

quand 6(¢),d6(c") —» 0. Ceci signifie qu'il existe,
pour toute >0, un réely >0 tel que I'on ait, quelles
qgue soient les subdivisions riemannienrfes¢) et
(c7.¢0) defa,b]:

5(0),5(0”)577:\3( fo,&)-S(fpleD)|<e.

Donnons maintenant des exemples de fonctions in-
tégrables au sens deERANN.

ProPOSITION1. — Toute fonction en escalier sur
[a,b] estintégrable au sens dREMANN, et son in-

2 Rappelons que toute suite deUCHY de R converge.
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tégrale deRIEMANN coincide avec son intégrale dé-
finie entrea etb.

En effet, soit f :[a,b] -~ R une fonction en escalier
associée a une subdivision da,b] en n intervalles
[ai ,q+1:| sur lesquels elle prend la valeur constagte
Pour toute subdivision riemannienge,¢) de [a,b], on
vérifie facilement (en considérant la subdivisi@mrniée
des points des et desa, ) que I'on a:

[S(f7.8)-Zio(au -2 )| < 4 1], 5(0).

I s’ensuit que S(fg,¢) - Zilo(ai+l -8 )¢ quand
d(c) » 0, ce qui prouve quef est REMANN intégrable,

dintégrale égale &/ (3, -3 )G . =

Plus généralement, toute fonction réglée [sub]
est intégrable au sens déERANN, comme nous le
verrons plus loin. On notera qu'il existe des fomTs
non intégrables au sens delERANN et dont
l'intégrale définie existe cependant.

C’est le cas par exemple de la fonction del@HLET
2:[0,1] - R définie pary(x)=0 si x est rationnel et
x(x)=1 sinon. La fonctiony admet pour primitive (au
sens défini au chapitre 1) la fonctiodR( x )= x; son inté-
grale est donc définie par la formule :

[22(x)dx= F(1)- F(0)= 1
La fonction y n’est cependant pas intégrable au sens de
RIEMANN. On peut en effet associer a toute subdivision
gra=x<x<.<x=bhb
de [0,1 une subdivision riemannienngz,¢) telle que
tous les¢, soient rationnels, et une autfe,c%) dont tous
les ¢P sont irrationnels. On a alors :

S(r.0.8)=S(ro.c™|=l0-1=1,
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ce qui prouve gue les sommes deEMANN S(y,0,¢) ne
convergent pas lorsqu&s) - 0.

1.2. Propriétés élémentaires de l'intégrale de Rie-
mann. — Une fonction intégrable au sens de&-R
MANN Sur un intervalle{a,b] est nécessairement bor-
née sur cet intervalle. En effet, désignons par
I ]|, =Supc.s| f(x) la norme de la convergence
uniforme s%?[xg,b] ‘ona:

PROPOSITION2. — Soit f :[a,b] - R une fonc-
tion intégrable au sens de Riemann $arb] . Alors,
f estbornée sufa,b] etona:

2 f ()0 (b= a) A,

Comme f est intégrable au sens d&ERANN, il existe
en vertu du critere deADCHY une subdivision :
gra=x<x<.<x=bhb
de [a,b] telle que I'on ait, quelle que soit la maniere de
choisir ¢ et &Y pour former des subdivisions riemannien-
nes(o,&) et(s,¢P) defa,b]
(1) [S(fr.8)-S(fré?) 1.
Choisissonss de sorte quel; =x; pour tout j . Pouri

fixé et xO[ X X4 |, choisissonf'%I de sorte quef]-D=g“j
si j#i et & =x. Larelation(1)s’écrit alors :

(%1 =% )(FOF )= F(x))< 1
elle implique que :

[F O <[ F(x j"'mll-x < C= Max { f(x )+ e
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Comme cette majoration est vraie pour toul] X ,X,, |,
onalf(x)<C pourtoutxO[a,b] et f est bornée. De
la majoration évidente :

S(fo&)s(b-a)f],

on déduit alors, en faisant tend¥es ) versO :

‘j:f(x)d>{s (b-aj f|_.m

La proposition suivante énonce quelques propriétés
élémentaires de l'intégrale deERIANN.

PROPOSITION3. — Soienta<b. Alors & *([a,b] )
est un sous-espace vectoriel de I'espace des émscti
bornées sufa,b] sur lequel l'ntégrale d&RIEMANN
f - j:f(x)dx est une forme linéaire possédant les
propriétés suivantes :

(i) Pour toute f OK'([a,b] ), on a:

RIS CEVE R

En particulier, la forme linéairef - j:f(x)dx est
continue sur®*([a,b]) muni de la norme de la
convergence uniforme ;

(ii) Si les fonctionsf,g sont intégrables au sens
de RIEMANN et vérifient f(x)< g(x) pour tout X,
ona:

b b
[, FOx)dxs [ g(x)db.
En particulier, sim< f(x)< M pour toutx, on a:
m(b-a)< [. f(x)d< M(b- a.
Soient f,g deux fonctions intégrables au sens de R

MANN sur [a,b] et 4,u0R . Pour toute subdivision rie-
mannienng(s,¢) defa,b],ona:
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S(Uf +ug,0,8)=AS(fr,&)+uS(gr.c),
et donc

SUf +ug.o,&) - 2 F(x)dx+ uf. g(x)dx

guandd(a) —» 0. Ceci prouve queif +ug est intégrable
au sens de IRMANN sur[a,b] et que :

b b b

[ Gf +ug)(x)dx=A[_ f(x)dx+ f_g(x)dx.
Ainsi, 9{1([a,b] ) est un sous-espace vectoriel de I'espace
des fonctions bornées sfa,b], et lintégrale de RMANN
f o j' f(x)dx est une forme linéaire. La propriétgré-
sulte de la proposition 2. Supposons enfin quédlestions
f,g de &'([a,b] ) vérifient f(x)< g(x) pour tout x.
On en déduit queS( f #,£)<S(gg,&) pour toute sub-
division riemannienngs,&) de [a,b], d'ou la propriété
(i) quando(c) - 0. m

1.3. Limites des fonctions intégrables. —Une
limite simple de fonctions IRMANN intégrables n’est
pas REMANN intégrable en général (car cette limite
peut ne pas étre bornée). En revanche, pour lés lim
tes uniformes de fonctions intégrables au sensigle R
MANN, on a :

THEOREME L. — Soit f, :[a,b] - R une suite de
fonctions intégrables au sens REMANN sur [a,b] .
On suppose que le§, convergent uniformément sur
[a,b] vers une fonctionf :[a,b] - R. Alors f est
intégrable au sens dREMANN sur [a,b] etona:

[ f(x)dx= lim [, (x)dx

En effet, de la relation :
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‘J':fn(x)dx—J': fp(x)d*s (b- af) f- ..

on déduit que la suite des intégrales= j;fn(x)dx est
de Cauchy, donc converge vers une limite Pour toute
subdivision riemannienngs,¢) defa,b], ona:
IS(fr.&)-1]<[S(fr.&)=-S(f 7))

+|S(f, 7.&) =1 #[1 -1

s(b=a)|f=f|, +|S(fa.&)=1,+[1,-1],
de sorte qu'il existe, pour tout>0, un entierN =2 1 tel
que l'on ait :

IS(fré)=1]sL+[S(fy 0.8)-1y]
quelle que soit(¢,¢). Comme S( fy ¢,£) - 1y quand
d(a) - 0, il existe >0 tel que la conditions(c) <7
implique [S(fy #,&)=1y|<%. Mais alors, on a:

5(0)517:>|S(fﬁ,f)—||s%+ﬁz'=e,
ce qui prouve quef est REMANN intégrable et que son
intégrale est égale b= rl1imw_[: fa(x)dX. m

Du théoréme 1, on déduit immédiatement :

COROLLAIRE 1. — La sommeu=3"_u, dune
série uniformément convergente de fonctidhs-
MANN intégrablesu, :[a,b] - R est intégrable au
sens deRIEEMANN sur [a,b] et siintegre terme a
terme :

b w (b
JLuO)dx=3 2o w (x)ab.
Le théoreme 1 implique que les fonctions réglées
sont intégrables au sens dEMRANN :

COROLLAIRE 2. — Soit f :[a,b] - R une fonc-
tion réglée sufa,b]. Alors, f est intégrable au sens
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de RIEMANN sur [a,b] et son intégrale dRIEMANN
coincide avec son intégrale définie entred b.

La fonction régléef :[a,b] - R est REMANN inté-
grable comme limite uniforme d'une suifef;, f,,...) de
fonctions en escalier (doncHRMANN intégrables en vertu
de la proposition 1). En outre, I’intégDraIe défidie f en-
tre a et b est la limite des intégraleg f,(x)dx (cf. cha-
pitre 1), tout comme l'intégrale delBMANN de f en vertu
du théoréeme Im

2. — Le critere d’intégrabilité de Riemann

L’intégrabilité (au sens delRMANN) d’une fonc-
tion réelle bornée sur un interval[a,b] est directe-
ment reliée a la maniére dont cette derniere escill
autour de chacune de ses valeurs. Un premieraritér
dd a ReMANN, établit qu’'une fonction bornée
f:[a,b] - R est intégrable si et seulement si son
oscillation moyenne est nulle. Nous exposons ci-
dessous ce résultat.

2.1. Oscillation sur un ensemble. —€onsidérons
une fonction bornéd :[a,b] - R . Pour toute partie
V de[a,b], on note respectivement par

m(f.V )= Infy, f(x)etM(fV ¥ Sup, f(x
la borne inférieure et la borne supérieurefdsurV .
La différence

o(fV)=M(fV)-m(fV'
est appeléedscillationde f surV . On posera :

m(f)=m(f[al ), M(fx M(f[ab, et
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Q(f)=o(f[ab])=M(f)-m(f).
On vérifie immédiatement que :
0<Q(f)<2Supeyen T(X)= 2 1.
ol |f|. =Supc.p| f(Xx) désigne la norme uni-
forme def sur|a,b|.
On notera pour la suite que \6iW sont deux par-
ties de[a,b] telles quenv OV, alors on a
m(fV)xm(fWg M(fWg M(fV,
et donc:
Oso(fW)sw(fV)<Q(f).

2.2. Sommes de Darboux. —Pour toute subdivi-
sion g:a=x,<x<..<X%=b du segment{a,tﬂ,
posonsm =m(f} x . xs ], M;=M(f[%,x4])
etw =o( f[% Xy |). Les sommes :

(o)== (K =% M,
Z(1.0)= T 6 =% M,

o 1.0)= 2% (Xaa =% Jn
sont appeléesomme d®ARBOUX inférieure somme
de DARBOUX supérieureet oscillation moyenneale
f relatives a la subdivisioa .

On dira qu'une subdivisiow™ de [a,b] estplus
fine gu’une subdivisiors si les points de subdivision
de & sont des points de subdivision @&. Etant
donné deux subdivisions et ¢” de [a,b], on notera
o 00" la subdivision formée des points deet de
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o5 Il est clair ques O 67 est plus fine que et 67.
Avec ces notations, on a:

PROPOSITION4. — Soit f :[a,b] - R une fonc-
tion bornée.

(i) Pour toute subdivision riemannienne,£) de
[a,b],ona:

2 (fo)sS(fp,d)s2, (o) ;

(i) Si la subdivisions” de [a,b] est plus fine que
la subdivisions , on a :

Y (fo)sz (foMsz,(fol)s2, (fo);

(iii) Quelles que soient les subdivisions rieman-
niennes ¢,¢) et (¢7,¢7) defa,b], ona:

‘S( fp,&)=S(f pu,fu)‘Sw( fo)+o f,o0).

La propriété(i) est immédiate. Pour démontrer la pro-
priété (i), il suffit de considérer le cas ow" est obtenue
en ajoutant un point supplémentaitea la subdivisions .
Si cO[X X4 |, lnégalité =_(f,o)s2_(f,07) se ra-
méne alors a la relation :

(%42 =% )M( f[¥ aNl] x (e x )m( {'ix }' )

+(Xa—C)M(ffc.xa])
qui résulte immédiatement du fait que( | % ,>|<+1:| ) est
inférieur ou égal am( f[ % ,c|]) et am(f[c,x, [) On
démontre de méme [linégalite, (f ,c%)< >, (f,0),
d’'ou I'assertion(ii). Pour démontrer I'assertid(ii) , consi-
dérons une subdivision riemanniennerd6%¢) de
[a,b]. Comme la subdivisiow O " est plus fine ques,
le segment| >_(f,oc06%),%,(f,c00")| est contenu
dans le segment[X_(f,s),Z,(f,0)] "en vertu de
lassertion ii). Il s’ensuit queS( f g O05,¢) appartient
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au segmen{X_( f o), Z,( f,0)], tout commeS( f 7.¢)
(en vertu ddi)), d'ou :

(1)[S(F7)=S(170%0) S 2, (1.0)=2.(1.0)
=w(f,0).
Le méme raisonnement montre que :
(2)\5( fpO06%¢)-S(f a”,g”)\m(f,aﬂ),

et I'assertion(iii) résulte alors immédiatement &) et
(2)(via l'inégalité triangulaire)m

Le lemme suivant permet de compatgrf ,o) et
o( f,o5) sans supposer que I'une ou l'autre des sub-
divisions o,¢5 est plus fine que l'autre.

LEMME 1. — Soient f :[a,b] » R une fonction
bornée ets, une subdivision defa,b]. Notons
N(o,) le nombre de points de subdivision dg.
Alors on a, pour toute subdivisian de [a,b] :

o F.0)s o F.0,)+2N(0,)2(f)5(a).

Notons x,; (resp. x;) les points de subdivision de
o, (resp. dec) et w,; (resp.w;) l'oscillation de f sur
Xo i ,><O’i+1:| (resp. sur[xj ,%41 |)- Pour tous les interval-
les [xj , -+1] contenus dans un méme intervalle
gxo,i Xoi+1 |» ON @) Sa,; ; par conséquent, la somme
es quantité x;,; — X Jv; correspondantes est majoree
par (X,i+1 = %o J0o ;- Il s’ensuit que la somme des nom-
bres(X;,, = X; Jv; associes aux intervalle[9<j ,x‘-,,l] qui
sont contenus dans un intervalle, ;, X, ; 1] est majorée
par o( f,o,). Les intervalles| x;,%,, | non contenus
dans un intervallg x, ,)Q)M] sont au plus au nombre de
2+2(N(o,)—2)<2N(o,) . Pour de tels intervalles, le
nombre (X;,; =X ko; est majoré paré(s)Q(f). La
somme des quantitds;,; = X; Jv; associées aux interval-
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les [xj, -+1] non contenus dans un intervalle
g%,i,&’i+lﬁ est donc majorée paN(o,)Q2( f)o(o),
‘ol le lemme 1m

2.3. Oscillation moyenne d’une fonction. —Soit
f :[a,b] » R une fonction bornée. On appetiscil-
lation moyennale f la borne inférieuran( f ) des
oscillations w( f ,o) lorsque ¢ parcourt I'ensemble
des subdivisions dfa,b] . Montrons que cette oscil-
lation moyenne est aussi la limite de6f ,o) quand
5(0’) - 0:

PROPOSITIONS. — L’oscillation moyennedw( f )
d’une fonction bornée :[a,b] — R est la limite des
oscillationsw( f ,o) relatives aux subdivisiong de
[a,b] quandé(s) - 0.

Par définition de I'oscillation moyenne, il exista effet
pour toute >0 une subdivisiors, de[a,b] telle que :
o(f)so(fo,)so(f)+5.
Choisissonsy >0 tel que N(o,)Q(f)y<4. D'apres le
lemme 1, on a pour toute subdivision telle que
o)<y .
o(f)so(f,o)so(f,o,)+2N(cy)Q(f )y
st+a(f)+S=a(f)+e,
d'ou |@( f)=-w(f,s)|<e. Ceci démontre la proposition
5nm

Il résulte de la proposition 5 que l'oscillation
moyenne d'une fonction bornée est nulle si et seule
ment si 'une des conditions équivalentes suivantes
est vérifiée :
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(i) Pour toute >0, il existe >0 tel que I'on ait,
pour toute subdivision de[a,b] :
oo)sn=>w(fo)<e ;
(it) Pour toute >0, il existe une subdivisiom
de[a,b] telle quea( f,o)<e.

2.4. Le critere de Riemann. —Avec les notations
de la section précédente, le critéere d’intégrabitie
RIEMANN s’énonce :

THEOREME 2. — Une fonction réelle bornée
f:[a,b] - R estintégrable au sens EEMANN si
et seulement si son oscillation moyennéf ) est
nulle.

Supposons quéd soit intégrable au sens deERANN et
montrons quew( f )=0. Pour toute >0, il existe une
subdivision

gra=Xx<x<.<x=bhb
de [a,b] telle que I'on ait, quels que soient les choixcde
et avecd & O[% Xy |-
(1) [S(fr&)-S(fré)<e.
Choisissons des suit€g, ), et (&', ), telles que, pour tout
i=0,1,.,n— 1 on ait f({;)->m et f(');)-> M
quandv - . De larelation(1), on déduit :

PUNCRESDEICHERIEND P
d’ou, en faisant tendre vers I'infini :
o 1,0)= T (% =% N(M —m )se.

Comme ¢ >0 est arbitraire, il s’ensuit que I'oscillation
moyenne def est nulle.
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Inversement, sio( f ) =0, il existe pour touts >0 un
réel >0 tel que l'on ait pour toute subdivision de
[a,b] (cf. proposition 5) :

(2) d(o)sn=0(fo)<s.
Mais alors, si(a,&) et (6°,¢P) sont deux subdivisions
riemanniennes dga,b] qui vérifient 6(c ),5(c") <7, on
a en vertu de la proposition() et de la relatior{2) :
‘S( f,&)-S(f ﬁD,fD)‘Sw( fo)+o fol)<e,

ce qui prouve quef est intégrable au sens deERANN
sur[a,b]. m

Ainsi, une fonction bornéé :[a,b] -~ R est inté-
grable au sens delEMANN si et seulement si I'une
des deux conditions équivalentes suivantes est réal
sée:

(i) Pour toute >0, il existen >0 tel que I'on ait,
pour toute subdivision de[a,b] :

oo)sn=>w(fo)<e;

(ii) Pour toute >0, il existe une subdivisiomr
de[a,b] telle quea( f,o)<e.

On en déduit la caractérisation alternative susant
des fonctions intégrables au sens ¢aviRNN :

COROLLAIRE 3. — Une fonctionf :[a,b] - R est
intégrable au sens dBIEMANN si et seulement s'il
existe, pour toute >0, deux fonctionse, et g, en
escalier surfa,b] vérifiant e, < f< g et

[Ta.(x)-e (x] dse.
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Si f est Riemann intégrable s{ia,b], il existe pour
tout ¢ >0 une subdivisiors:a=x, <X <..< X = bde
[a,b] telle que I'on ait (cf. théoréeme 2) :

(1) 2, (fo)=-2_(fo)=w(f,o)<e.
Notons e, (resp. g,) la fonction en escalier égale a

m( f[% %] )resp. aM(f[x.x,0])) sur[x x,.[ et
a f(b) aupointb.Onae < f< g et comme:

b b
S (fo)=] e (x)dx, Z.(f,0)=] g (x)dx,
la relation(1) implique que :

j:[gg(x)— g (x) dxe.

Inversement, supposons l'existence de deux forngtion
en escalier e, et g, Vvérifiant les conditions du corollaire
3 et montrons quef est intégrable au sens deERANN.
Commee, et g, sont bornées, la relatiog < f < g. im-
plique que f est bornée. Notons, une subdivision de
[a,b] associée &, (i.e. e, est constante entre deux points
consécutifs des, ). Quitte & modifiere, aux points des,
(par exemple en remplagant la valeur gleen ces points
par celle def ) on peut supposer, sans changer la relation
e. < f, que la borne inférieure dé sur chaque intervalle
de la subdivisions, est égale a la valeur prise par a
l'intérieur de cet intervalle. L’intégrale définde e, n'est
pas modifiée, eton a:

b
T(e 0,)=], e (x)dx.

De méme, il existe une subdivisiarl' associée &, (que

'on a éventuellement modifiée en certains poirgscdtte

subdivision sans changer la relatidn< g, ) telle que I'on
ait :

2,00, 0% =[2 g, (x)dx.

On peut donc choisir les subdivisions et o7 de telle
sorte que l'on ait :
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2.0, 0 -2(e 0,)=[ 9. (x)dx-[ & (x)dbK .
Considérons alors la subdivisian= o, O " de[a,b]. De
la relatione, < f on déduit que :

2 (eo,)s2 (fo,)s2_(f,0).
De méme, on montre que :
2 (fo)s 2 (fo)s 2 (g0r),
d’ou I'on déduit finalement que :
o 1,0)S2,(9,07)-2_(e 0,)Se.
Il résulte alors du théoréme 2 queest intégrable au sens
de REMANN sur[a,b] .m

3. — Le critere d'intégrabilité de Lebesgue

Nous démontrons dans ce paragraphe qu’une fonc-
tion bornée f :[a,b] » R est intégrable au sens de
RIEMANN si et seulement si I'ensemble de ses points
de discontinuité est négligeable. Ce critére, diEa
BESGUE relie I'intégrabilité d’'une fonction a la « pe-
titesse » de I'ensemble de ses discontinuitésstll e
trés utile en pratiqgue, méme s'il souligne surtigut
caractére trés particulier des fonctions intégiable
sens de RMANN.

3.1. Oscillation d'une fonction. —Rappelons tout
d’abord la définition de I'oscillation d'une fonot
bornéef :[a,b] - R en un pointxO[a,b.

DEFINITION 2. — Soient f :[a,b] - R une fonc-
tion bornée etxO[a,b]. On appelle oscillation def
au pointx la borne inférieure

o f,x)=inf, o V)
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des oscillationsw( f,V ) de f sur V lorsqueV par-
court 'ensemble des voisinages dedans|a,b] .

On vérifie aisément que( f,x) coincide avec la
borne inférieure deso( f [a,b] n 1) lorsquel par-
court 'ensemble des intervalles ouverts contenant

Par définition, la fonctionf est continue au point
x si et seulement sb( f,x)=0. Si f posséde une
limite a droite f(x+0) et une limite a gauche
f(x-0) au point xO] a,b[, on vérifie aisément
gue w( f,x) est le plus grand des trois nombres sui-
vants : |f(x+0)- f(x=0), |[f(x)-f(x+0]} et
|f(x)- f(x-0).

La fonction x - w( f,Xx) n’est pas continue en gé-
néral. Elle est cependant toujours semi-continpé-su
rieurement, comme nous allons le voir. Rappelons
qu'une fonction réelleh:[a,b] - R est ditesemi-
continue supérieuremenau point xO[a,f s'il
existe, pour tout réek >0, un voisinageV de x
dans[a,b] tel que :

yOV= h(y)s h(x)e.
Si h est semi-continue supérieurement en tout point
xO[a,b, on dit qu'elle est semi-continue supérieu-
rement sur[a,b]. On vérifie immédiatement que la
semi-continuité supérieure desur[a,b] équivaut &
'une ou l'autre des deux assertions équivalentés s
vantes :

(i) Pour toutZ O R, l'ensemble dexO[a,b tels
que h(x)< 4 est ouvert danfa,b] ;

(i) Pour tout A0R, l'ensemble desxO[a,d
tels queh(x)z 4 est fermé (danfa,b] ).
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Avec ces rappels, on a :

PROPOSITION6. — Soit f :[a,b] - R une fonc-
tion bornée. Alors, I'application x w(f,x) est
semi-continue supérieurement dur,b]. En particu-
lier, pour tout @20, I'ensemble desxO[a,b tels
que o( f,x)2a estfermé danfa,b] .

Il suffit de vérifier que, sit > w( f,x), il existe un voi-
sinageV de x dans[a,b] tel que 2> w( f,y) quel que
soit yOV . Or, si A>w( f,x), il existe un voisinagéV
de x dans[a,b] tel que w(f W )<.. Choisissons un
voisinage ouverV de x dans[a,b] qui soit inclus dans
W . CommeV est un voisinage de chacun de ses points,
ona:

o(f,y)o(fV)<o(f W),
pour tout yOV, ce qui démontre que la fonction
X - o f,x) est semi-continue supérieuremant.

3.2. Ensembles négligeables. -©n dit qu'un
sous-ensembl& O R estnégligeable(ou de mesure
nulle) s’l existe, pour toute>0, une suite
d'intervalles 1, =[a,,b,], nz1, dont la réunion
contient N et dont la somme des longueurs est infé-
rieure ou égale a:

NOOpl, ety b -a,se.

On notera qu'un sous-ensemble négligeable
NOR est nécessairement dintérieur vide (s'il
contenait un intervalle ouvert, ce dernier devégie
de longueur inférieur a tout >0, ce qui est ab-
surde). Tout sous-ensemble fini fia,b] est claire-
ment négligeable. Un sous-ensemble dénombrable de
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[a,b] est également négligeable en vertu de la propo-
sition suivante :

PROPOSITION 7. — Une réunion dénombrable
d’ensembles négligeables est négligeable.

Soit en effetN,;,N, ,... une suite d’ensembles négligea-
bles et notonsN leur réunion. Pour tout >0 et tout en-
tier n2 1, il existe une suité | , ), d'intervalles dont la
réunion contientl, et dont la somme des longueurs est
<. Les intervallesl ), (n,k2 1) recouvrent alorsN
et vérifient :

Zn,leljlnyk|=2rzl(2|ell n,k|)sz 2 ﬁ=5,

ou |I| désigne la longueur de l'intervalle, de sorte que
N est négligeablen

On prendra garde au fait qu'une réunion non dé-
nombrable d’ensembles négligeables n'est pas négli-
geable en général (sinon tout ensemble non vide de
réels serait négligeable comme réunion de sesg)oint
On notera également qu'il existe des ensembles né-
gligeables qui ne sont pas dénombrables.

C'est par exemple le cas de lI'ensemble triadique de
CanTor K 0[0,1], constitué des réels de la forme :

x=%+%+%+
ou les a, sont tous égaux & ou a 2. Cet ensemble
s'obtient & partir du segmef0,1] en itérant la construc-
tion qui consiste a diviser un intervalle fermé ri@ren
trois segments égaux, et a enlever les pointsiéntér a la
partie du milieu. Ainsi, en retranchant de l'intaite [0, 1]

le sefment ouvert|1,2| | on obtient un sous-ensemble

3 '5[ : >
K, = O%] a [% ,1:| formé de deux intervalles fermés dont
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la somme des longueurs est égal§ aEn appliquant la
construction indiquée a chacun des intervalleskge on
construit alors un sous-ensemble

. =[o2]a[3 Jal3 2]e[2 o
qui est réunion del intervalles fermés dont la somme des
longueurs est égale = (%) . En itérant cette construc-
tion, on met en évidence une suite de fermés egwoit
[0O0K OK,O..0K,0OK,,O.
dont l'intersection est exactement I'ensemble deitOR
K. Comme I'ensemble deARTOR K est contenu dans
chaqueK,, qui est une réunion fin;]e d’intervalles dont la
somme des longueurs est égal g , il est négligeable.
En particulier, il est d’'intérieur vide. Enfink a la puis-
sance du contiffupuisqu'il a méme cardinal QL{@,Z}N .

Une propriété P(x) portant sur les points d’'un
segment [a,b] est dite vraie presque partoutsi
'ensemble des pointg ou elle n'est pas vérifiée est
négligeable. Ainsi, une fonction presque partout
continue est une fonction dont les points de digcon
nuité forment un ensemble négligeable.

3.3. La caractérisation de Lebesgue— Henri
LEBESGUE a donné une caractérisation trés simple
des fonctions intégrables au sens ¢aviRNN :

THEOREME 3. — Une fonction réelle bornée
f :[a,b] - R est intégrable au sens REEMANN Si

% Le développement dyadique « propre » d’'un noméee r
compris entred et 1 permet de mettre en bijectiof, 1]
(qui a la puissance du continu) et I'ensemble fodes
suites ded et del, qui a méme cardinalité qt{@,Z}N .
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et seulement si 'ensemble de ses points de discont
nuité est négligeable.

Supposons quéd soit intégrable au sens deERANN et
montrons que I'ensembl® des points ou elle n'est pas
continue est négligeable. Pour tout>0, considérons
I'ensemble D, =fx|:|[a,d| o f,x)Za} . Comme D
est la réunion des ensembl® ou n parcourt la suite
des entiers positifs, il suffit de’ montrer qi@, est négli-
geable pour toux >0. Puisque f est intégrable au sens
de REMANN, il existe pour tout >0 une subdivision

cra=x,<¥%<.<x%=b
de[a,b] telle que I'on ait :

o 1.0)= Ty (aa =% Yo F [ %0 ¥ ]S a5
Montrons queD,\ xo,xl,...,)g,} est inclus dans une ré-
union d’intervalles x ,>g+1:| dont la somme des longueurs
est 5. Puisqu’ ensemble fini de points est négligeable,
on en déduira queéd, est inclus dans une réunion finie
d’intervalles dont la somme des longueurs=st, et donc
gu’il est négligeable. Notonst I'ensemble des entiers
tels que lintervalle [x ,%,, | contienne un point de
D,\{%.% ...} . Comme ona:

DM %} B 0p[ % %],
il suffit de montrer que la somme des longueursiodis-
valles [ % ,%,, | pourid4 est<<. Or, pour touti 04,
lintervalle [ X ,%,, | est voisinage d’un poinkOD, de
sorte que 'on a:
o f ,[)ﬁ ,)§+1:|)2 o(f,xX)za.
Il s’ensuit que lI'on a :
0 iga (a1 = % )S2igs (K = X Jo( f ,[X+1 vX])
<so(f,o)gat,
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ce qui montre que la sommEiDA(xm—)g) des lon-
gueurs des intervalldsq %, | pourid4 est<<.

Supposons inversement que I'ensemhle des points
de discontinuité de la fonctiorfi soit négligeable et mon-
trons quef est intégrable au sens de&ERANN sur[a,b] .

Pour tout &>0, posons ¢ =m, ou
Q(f)=w(f[ab]). L'ensembleD, est négligeable (car
il est inclus dansD ). Il peut donc étre recouvert par des
intervalles ouvertsl, = ]a,,,[ dont la somme des lon-
gueurs esi<¢' . Comme D, est fermé (proposition 6) et
borné, il peut étre recouvert par un nombre fini
d'intervalles |, . Quitte & regrouper ces intervalles, on peut
supposer qu'ils sont deux a deux disjoints et letem
a.f [ (i=1,2,..,n) avec f <, . Sia appartient a
ay,B, [, on remplacera cet intervalle ppa,g, [, et on
procédera de méme pobr en remplacant éventuellement
Jon.B,[ par ]a,.b]. La somme des longueurs de tous
ces intervalles est dons ¢' . En outre, le complémentaire
F dans[a,b] de la réunion de ces intervalles est un en-
semble compact (c'est la réunion des intervalles
[ 0541 ])- Cela étant posé, on@( f,x)<e' pour tout
xO F . il existe donc un voisinagé(x) de x dans[a,b]
tel que w( f,V )<e¢'. Par compacité dé , on peut le re-
couvrir par un nombre fini de voisinag®q x ), et obtenir
ainsi une subdivision

Bi=yo<Hh<.< )i/n(i) = Oy
de chaque segmep, ¢ ,; | telle que l'on ait :
o( f[ Y)Y ])se
pour tout intervalle de cette subdivision. Notorera
g1a=X% <% <..< %= b la subdivision de[a,b] for-
mée de tous les pointg, ,y: , et montrons que I'on a :
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o(f,o)= Z?:Ol( Xjsg = X Yo( f ,[xj ,>g+1:| )<e.
A cet effet, notons4 I'ensemble des indiceg pour les-
quels I’intervalle[xj ,x]-+1:| est inclus dang-, et 4" son
complémentaire danf0,L,...m- }. Si jO4, on a (par
construction)e( f ,[xj ,xj+1:| )<¢', etdonc:
T i =X X £, 5 )6/ (b=2).
Si jO4',ona:
(Xjaa =% o0 [ X %0 ]S Oaa = RAT),
et donc:
2 i (X =% 2ol [ % % ])
<Qf )ZjDA'(Xjﬂ =% )
<)X (f-a)sQ(f)e.
Il s’ensuit que :
o(f,o)= ZTL-Ol( Xj41 =X Jo( f -[Xj % +l] )
<g'(b-a)+Q(f)e' =¢,
ce qui prouve quef est intégrable au sens dERANN en
vertu du théoréme &

COROLLARE 4. — Si f :[a,b] - R est intégrable
au sens d&IEMANN, la fonction|f| I'est aussi et on
a:

b b
‘ja f(x)d%su £(x) dx.

Comme la fonction| f| est continue aux points ot
I'est, elle est EMANN intégrable en vertu du théoréeme 3.
En outre, on 4S(f 7,&)|<S( f| #,&) pour toute subdi-
vision riemannienng¢,¢) de [a,b]. Le corollaire s’en
déduit par passage a la limise.
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COROLLARRE 5. — Si f,g:[a,b] -~ B sont inté-
grables au sens dRIEMANN, il en va de méme des
fonctions fg, Sup( f,g), Inf( f,g.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 3.

COROLLAIRE 6. — Soienta<b< c. Une fonction
f:[a,b] - R estintégrable au sens EMANN si
et seulement si elle est intégrable duar,c] et sur
[c.b],etona:

I: F(x)dx=[ f(x)dx+j'f f(x)d.

Nous laissons le soin au lecteur d'établir ce tésuén
utilisant le théoréme 3 et en observant qu’une isigidn
de [a,c| et une subdivision dfc,d] fournissent, par jux-
taposition, une subdivision de,b] . m

Soit f :[a,b] - R une fonction intégrable au sens
de REMANN. Pour tout«Ofa,b], on posera par
convention : [ f(x)dx= 0. Par ailleurs, sz, sont
deux points dda,b] tels ques <, on posera :

jff(x)dx:—j; f(x)dx .

Avec ces notations, la relation deiASLES pour les
intégrales :

[7 £ (x)dx=] f(x)dx+jf f(x)d>
est vérifiée quels que soient les poiatg,yO[a,b] .

3.4. Intégrale de Riemann et primitives— Soit
f:[a,b] - R une fonction intégrable au sens de
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RIEMANN sur [a,b]. On appelleintégrale indéfinie
de f l'une quelconque des fonctions :

F(x)=[ f(t)dt+C,
ou C est une constante réelle. Indiquons quelques
propriétés de l'intégrale indéfinie.

PROPOSITION7. — Soit f :[a,b] - R une fonc-
tion intégrable au sens dREMANN sur [a,b] et po-
sons, pour touO[a,b :

F(x)=[, f(t)dt.

(i) F est continue sufa,b] ;

(i) F est dérivable en tout point ou f est conti-
nue, et on a F'(x)=f(x). En particulier,
F'(x)= f(x) pour presque toukO[a,l .

La propriétg(i) résulte immédiatement de l'inégalité :

FO0- ROy =|f foafs] |- .

ol X,y sont deux points quelconques fb]. Si f est
continue au pointx, il existe, pour toute >0, un réel
n >0 tel que I'on ait :
|x=x| <= F(x)=- f(x)<e.
Pour0<|x-x|<#, onaalors:
FOO-F(%) _ -1 | -
[FOERL— £ (x, ) = g CFC0)= £ el
I dt‘
X
x|
= x|
ce qui prouve qud= est dérivable erx,, de dérivée :
F'(%)= (%)

<1 ¢
[x=3|

&,
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Comme les discontinuités d’une fonctionERANN inté-
grable constituent un ensemble négligeable, lagqsitipn
7 est démontrém

Ainsi, pour une fonctionf :[a,b] » R intégrable
au sens de IRMANN, la fonction F(x)= [ f(t)dt
est continue et vérifieF'(x)= f(x) pour presque
tout xO[a,b. La fonction F peut donc étre consi-
dérée comme une primitive de en un sens généra-
lisé. On observera cependant que, si les fonctions
X - F(x)+ C™ admettentf(x) pour dérivée en
presque tout poink, ce ne sont pas les seules fonc-
tions continues a posséder cette propriété. En, effe
on peut montrer I'existence de fonctions continues
non constantes admettant presque partout une dérivé
nulle. En ajoutant une telle fonctionm, on obtient
une fonction continue dont la dérivée est presgue p
tout égale af , mais qui n'est pas égale & a une
constante pres. L'intégrale deERANN permet ce-
pendant d’exprimer une fonction dérivable a patér
sa dérivée, a condition que cette derniére soitdmor
et presque partout continue. On a en effet :

PROPOSITION8. — Soit F :[a,b] - R une fonc-
tion dérivable sufa,b]. Si F’ est bornée et presque
partout continue, on a pour towtd[a,d :

F(x)=F(a)+ [ F(t)dt.

En effet, la fonctionf = F' est REMANN intégrable en
vertu du crittre de EBESGUE Par ailleurs, fixons
xO[a,f et subdivisons l'intervallda,b] enn segments
|:><i X4 | de longueur*-2. D'apres le théoreme des ac-
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croissements finis, il existe pour tout=0,1,...,n— 1 un
réel & O[ X %4 | tel que l'on ait ;

F(%4)=F(X )=t = x )G
On en déduit que :

F(x)=F(a)= X5 FOta )= F(¥ )

= 2 (1 =% ) (&),

d’'ou I'égalité désirée en faisant tendre vers l'infini,
puisque f = F' est intégrable au sens dERANN. m

On notera qu’une fonction admettant une primitive
au sens indiqué au chapitre | n’est pas nécessaitem
intégrable au sens degRIANN, méme si elle est bor-
née. C'est par exemple le cas de la fonction ge- D
CHLET. Par ailleurs, on peut montrer qu'’il existe des
fonctions F :[a,b] - R dérivables, mais dont la dé-
rivée n'est pas RMANN intégrable. L'intégrale de
RIEMANN ne peut donc pas réellement étre considérée
comme l'opération inverse de la dérivafion

EXERCICES

Pour éviter toute confusion dans ce qui suit, rdppg qu’une
fonction f admet une primitiveF sur [a,b] si F'(x)= f(x)
sauf peut-étre pour un ensemble dénombrable deinsabie x .
Dans ce cas, l'intégrale définiﬁf(t)dt a un sens; c'est par
définition la différenceF(x)-F(a).

EXERCICE 1. On considére la fonctionf :[0,1] - R

définie par f(x)=1 si ;<x<3l5 (n=12,.), et

* C'est précisément pour essayer de clarifier |astioe de
la primitivation des fonctions bornées qUEBESGUEa in-
troduit I'intégrale qui porte son nom.
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f(x)=0 sinon. Montrer quef est REMANN intégrable
sur [O]] , mais qu’elle n'est pas réglée sur ce segment.

EXERcCICE 2 (Une fonction non RMANN intégrable,
dont le module est intégrabledn considére la fonction
f:[0,4] - R définie par f(x)=1 si x est rationnel et
f(x)=-1 sinon.

a) Montrer que f n'est pas BEMANN intégrable sur
[0.1], mais que|f| I'est.

b) Montrer que l'intégrale définieF(x)=J': f(t)dt a
un sens pour touXI:I[O,]] et donner sa valeur en fonction
de x. Montrer queF est dérivable partout, mais que€
n'est pas égale 4 .

ExercICE 3 (Une fonction réglée a ensemble de dis-
continuités partout densefPour toutx 2 0, on note(x) la
différence entrex et I'entier le plus voisin. Considérons la
fonction f :[0,1] - R définie paT :

()= o,

a) Déterminer I'ensemble des discontinuités de
Montrer que cet ensemble est dénombrable et partout
dense dan§0,1] .

b) Montrer quef est réglée. En déduire quieest in-
tégrable au sens deeRiANN sur [0,]] .

EXERCICE4 (Une fonction REMANN intégrable qui n'est
pas réglég Soit K 0[0,1] rensemble triadique deAB:-
TOR. On considére la fonctiorf : [0,1] -~ R égale al en
tout point deK et a 0 sinon. Montrer que les points de
discontinuité def sont exactement les points d&. En
déduire quef est REMANN intégrable, mais qu’elle n'est
pas réglée.

® Cet exemple est d(i AERANN.
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ExERCICE 5. Soit K 0[0,1] I'ensemble triadique de
CANTOR. Pour toutxd[0,1], on pose :
d(x,K)= InfDK|x—Lj

a) Montrer que la fonctiorx — d(x,K) est continue
sur[0,1].

b) On considére la fonctionf :[0,1] -~ R définie par
f(x)=d(x,K)si xOK et f(x)=1 si xOK. Montrer
que f est REMANN intégrable, mais qu’elle n’est pas ré-
glée (on pourra montrer qui€ est 'ensemble des points
de discontinuité def ).

EXERCICE6. Montrer que la série de fonctions :

+00 _1\n X"

Zn:O( 1) n+1l

est uniformément convergente smﬁf),]]. Calculer sa
somme et montrer que I’on a:

1_?"'— (n+1)2

—_[ In(1+ x¥x.

EXERCICE 7. Montrer que, poul0<r <1, la série de
fonctions :

Zn ,CoS( nx)—

est uniformément convergente s{@,2z]. En déduire
que : ,
[T In(1+r? =2rcos x)dx= C.

EXERCICE 8. Montrer que I'on a, pour toute fonction
continue f :[0,1] - R :
lim nj X" f(x)dx= f(1.
N - +o0
(On pourra se ramener au cas b(l)=0et majorer cha-
cune des mtegralef et j' pour un choix convenable
dea).

EXeERcICE 9 (Une limite simple des fonctionsERANN
intégrable qui n'est pas intégrablen range I'ensemble
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des rationnels compris entr® et 1 en une suite
(ry,ry,...). Pour tout entiem2 1, on note f,, la fonction
définie sur[0,1] par :

fo(x)=1si xO{r,rp,....1} et f,(x)=0 sinon.

a) Montrer que lesf, sont intégrables au sens de-R
MANN sur[0,1].

b) Montrer que la suitg f;, f,,...) est croissante et
gu’elle converge en tout point vers une fonctién qui
nest pas EMANN intégrable suff0,1]. La convergence
est-elle uniforme ?

¢) Montrer que la limite lim jlfn(x)dx existe, que
f posséde une primitivé sdP‘[U,ﬂ , mais que :

lim [ f,(x)dx# F(1)- F(0).

EXeERcICE 10 (Exemple d’'une fonction IRMANN inté-
grable avec un ensemble dense de discontinui®s)
considére la fonction périodique de périabeléfinie® sur
R par:

e(x)= xsi -3 <x<3 ete(x3)=0.

a) Montrer que, pour tow O R , la séneZ:’=l
convergente.

b) Pour xO[0,]], on posef(x)=Z:=Ie(n2X) . Déter-
miner I'ensembleD des discontinuités dé . Montrer que
D est dénombrable et partout dense dang] .

c) Montrer que f est REMANN intégrable suf0,1] et
calculer son intégrale deiERIANN.

e(nx)

- est

EXercICE 11 (Une fonction dérivable a dérivée non
RIEMANN intégrable) Soit F :[0,1] - R la fonction défi-
nie par F(x)= X sin(x—lz) si x#0 et F(0)=0 sinon.

8 La construction est dUEREEMANN .
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Montrer queF est dérivable suf0,1] , mais que sa déri-
vée F' n'est pas RMANN intégrable suf0,1] (on mon-
trera queF' n’est pas bornée).

EXERcICE 12 (Fonction continue, a dérivée nulle pres-
gue partout mais non constant&oit K I'ensemble tria-
dique de Cantor, et notoris,, le fermé obtenu lors de sa
construction aprés avoir enlevé successiven@htseg-
ments ouverts def0,1]. Soit f,:[0,1] -~ R lunique
fonction continue définie en posant(i) f,(0)=0,
f,(1)=1; (ii) f, est constante sur chaque intervalle ou-
vert du complémentaire di,, et prend respectivement les
vaIeursz—ln,%,...,z;;l sur ces intervalles, énumérés de la
gauche vers la droite(jii) f, est affine sur les segments
fermeés deK,,.

a) Montrer que les fonctionsf, sont croissantes et
convergent uniformément vers une fonction continue
sur[0,1].

b) Montrer que f est croissante et qué' =0 sur le
complémentaire d&K dans[0,1]. En déduire I'existence
de fonctions croissantes et continues [smﬂ] , dérivables
presque partout et de dérivée nulle, mais qui m¢ pas
constantes.

c) Calculerji f(x)dx et j'ole (x)dx.

EXercICE 13 (Une fonction REMANN intégrable qui
n'admet pas de primitiveBoit K I'ensemble triadique de
Cantor, et noton«,, le fermé obtenu lors de la construc-
tion de K aprés avoir enlevé successivemghtsegments
ouverts de[0,1]. Considérons la fonctiorf : [0,1] - R
définie par f(x)=1 si xOK et f(x)=0 sinon.

a) Montrer que f est intégrable au sens deERANN
sur[0,].

On suppose désormais qu'il existe une fonctionieont
nue F:[0,1] - R dérivable sauf sur un ensemble dé-




52 THEORIE ELEMENTAIRE DE L'INTEGRATION

nombrable D et qui vérifie F'(x)= f(x) pour xOD.
On poseG(x)= F(x)- F(0). Pour tout entiem=1, on
note G, :[0,1] - R I'unique fonction continue définie en
posant :(i) G,(0)=0, (i) G, est affine de pentd sur
chaque intervalle fermé dK,; (i) G, est constante sur
les intervalles du complémentaire He, .

b) Montrer que les fonction§,, convergent uniformeé-
ment sur[0,1] vers la fonction nulle.

c) Montrer que la dérivée d&—-G, est <0 sur le
complémentaire d’'un ensemble dénombrable. En déduir
gue G(x)< G, (x) pour toutx.

d) Montrer queF est constante, et que sa dérivée ne
peut pas étre égale & en dehors d’un ensemble dénom-
brable.

e) Déduire de ce qui précéde gden’admet pas de
primitive F au sens indiqué.
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EneM) -ce"e-a.-SE Tow-:. ot mzZ 1 wne '/-D'ba-‘?— A,eMm

,,,_C.‘A,,L et I CA )= 0
@f\en.d.e.'d-&d"que NeceA=U A, ou:

m=4

P.CA_):F'CU ) 2 ALY = O,

A1

ce qtu -"’/QOU.V{ que N eot F_- gaﬁeea.ﬁ(-e.

1.2.0¢. ComPléHOn d'un espace mcsorz./ &U‘CX’”?F)
wn e Mmesun €. »’mb-es AecM sont apdees
'heome.s (97»/\-0& #&e
1.2.F.4- DZFinition - Ond-:.tau wune M—M el
p-meswable &' olle earae&nFme.
A= B8UN |
h:; ReMm eroa chaof'/.*-ne'a‘&gza&e.

On nctera m, La fanmille deo 14%&'&0 f.-.-muwzaﬂed

12.F.2 - Pr-oposrhon St CX un eopace me-dun.e
AL | -Ecd 4%&64 fa- mwmfo %) -Fa"unenl' umne Taber ’m,u
qus Zonbonl M.

Déemonchation . GCna MM 9e wode que Xe’nz/_‘
Comme M et ume lzbe o g r.uu-. Aeandon fe'rnominalle
Vensembles - meaé’n 6[&0 esl c@,&aeafp(e) m

66"4),'&@@. Necena'on 9¢n.o"m. ble. Te A }m
tB’lﬂIméa %uou&a.aén e manlien qu{t AL ©

Aﬁ-m’; alow ACe /_,_ Ecnivonsd
A=BUN ou BeM <& NcZ e ave /ACZ)=O_
Ona:

(BON) = C8VLZ)" U Z-N)08) et
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pasque  (BUZ)=8N2%e m e quetz-Ne Z ove
’.LCZ)zo, f.e.ﬁ?)@.—'\l)ed‘ f.g-ne'ae-aeaq{g on otlienl que
(Bon)’e M, .

.

Pour toulz 7.4.«.(1}- f.-.-muumﬁec A=B0UN CE:e’m_)
N P-neéa.&‘aeaﬂe), FOroNS
IJCA);PCB)-

O defeack ainec wm romlore CA)efgmj qus ne
P-épeﬂa que de A, e!‘PaA& fa 'cow'(fbh- A=RON,
Eﬂ-e-ﬂd;. de A = 8 UN,, auwec B,eM et N, F-nejgeg.mug
40 exsa Z,,e’m. tel gue N, cZ, J’ACZ,‘): o,
20 s

BcA=BOUN, c &, uz,
el donc

KCB) = mem,uz2,) = HCB) +p(2,)= uC8),
Ene‘wewﬁéeuﬂe 60“‘&2),,) on oftrenl

pCBy)s puce)
po fenolem ent, PCBY= pCB,).  Adned, mCA) edh
deﬁ‘m'. -éma.mb:‘gadﬁf'l-om Ae '777./*. On a alow

1-2 .33 Prepositien. L "applicatsbn Aem’, —>pCA) e [otuo]
el une medune of—mnt-.?e Auw'z onﬁ_

Démondliaiin. TR dulf+ da monbies ave, AT A,‘)A-‘_),_,_
ek une sz de Tm&'bo /—L—meew:afoleo Serex of Sean
9&54010"80) ona:

pC (fiAm).-_ D @A),

n=4

A cel effef, ecriwone A,z B ON, avec Bem of
N, P-ne'aﬁ‘ﬁ_ea.ue- On a :



The Wy Fack - M

U A, =(Ug, )UN

"zq n=q
o N-U N,_ of pu-neyligeable e o Leo
n2q

B € M sond fewex o W?&rd'm‘at‘eo. O a donc:
m

pCL ALY ,.chlg,,,) - %df‘cs@:z [CAR).

nZq mz4
&

Ao tow\. Coul” egpace meowre’ (X M) on a |
Ccn.thi‘... m espac mafme- C )('/’mﬁ,/f) mgequee oo
farnlies r-ne ableo aﬂ.am'énua«fa.“ Ca. Bou. &an

AT € [r-meswrables. On 2iF gue CKIM#)/.-.}

el fe:. C&u&'@‘k -Q'eoPa.ce C)'C)’meJ)—

1.2- CONSTRUCTION OE LA MESURE DE (EBESGUE SUR
RT

4.8.41- Mz svre d@S PCLV‘B-’:S . U m’ de_r IRT' eal~ T'M
defindidn un produch 2 terraes banes (a b;)
CA4 f—‘_t.‘_f-_m.) !

P= 7t (Cl,‘;) b",) .
1SEn
O m Hreciie e 4« (a, b)) exl ouvrurt g
ow w:;.‘- o ; L: vl e %-gumm~mea”m
Gof‘of.an. Bt:fc.h.n'a'bn:
ACP = TC (be-ay).

'1%.;:_5_-,;
Poun = 4) con —I.a.re’ &l un wbewale bane’ (a,b)J
el A(‘(alb))._..@_a_ el L eﬂ'\-&(_lm de cel ‘nbervode .
On a vu Cé-/’-'ﬂg_) que <eo Ta..ve':s en.aem?hed‘—ea.
Rebo. Bordliemme I de RTL) ef~on Ae demanrde 4
fa. COnnas'hance De Lo mesune ded Pa.v—.'s. 7'-024\0.17
Be Mf‘c‘n&. une Mmesune 7—041&?': o @B, A’ cet e‘j."d:)



on elend touk Dabnd Le rolume 11 Tm%m b
ouX neundond 51.14‘% &t-,LaM:'e

43.2. Mesure des rdonions Finies de paves - Nokmo R
-ewwble ;an.t-}.oﬁe RT mwflcmm n_ee,a
's de IR ‘e :..mme.a’raﬁ.menrq LI—
nc‘um‘an ‘e de f_a.refs el toufoure comme ume
R eunson e Se -,(-a.ve.e deux oo zu.x ‘actdasz

Decomposihion de P.UR, en paves dCch‘nfTs
dang le aas 1;.-_-2,

Eig.

Ca mille \(J% m 'eol une buw sur R'ﬁ mais elle a
neammohd une AL{L&EM& bcﬂazfe—le. o gend ,euu.vad‘

4.3.2.4- %Flnlhm Qf\.c&ﬂ-&m %MMM_X
une fanille B> de ganlibs e X verifian €es cmddbiona
+wivanted :

) AReld —> ALBeR ;
() A- BPedd —> ANbe

(i) A Befo => A-B= AN R
A-mcmw&bm o

4.3.0.2 - PPopos.rhon Lo ga_n..ﬂe. F seo 7.a4ﬁ-ﬂeo de IR

qux ot acunions :Ft.med Se favels 8o RTF conohlie wne
g%ﬂma ean. RP.

Démonshation - T eot air que I2 eok ohakle pan
wanions feries el infersecione fours. Pour demambien e,
%ABE@WABE\% On @€ Mamére awv cas ow
A el B aonl 8'6076!4#3) qou —fequeQ €a conliaton eol
Cmnerala, - 5

7

Hg.

e'‘com Pos;ﬁon
A
2.

alD
e quf‘
"F. =
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1.9.2.3. Sat Ae\% ; Dél.f/tc; ce c?(.u'Pach“ﬂe on goC

ue A a'coulr comme une acumion hf-cwe's"seu_x a
?eu.x Br.'sa”ot'ns :
A= P_‘U--- VP .
On 1—09*— alowvs

XCA)= ACP)+---+ACP).
On veufe que £e nombre ,\CA-) axun af.c-.’fd»..a'k ne 9(}9&9 que
8e A e"-f-aABc-eaPe'cmnMEBn 8e A en pawes Stus
o= Setnx WSJoinS. Celle venddcabdn, fashidiewse e 4and
C&ferf‘tab) nepose sun £ fa_-ff" que ACA) ne cﬂa.A-g.e pad
-&v&qu'm «-'zt_;fv.hc'» La. 3ekmufomﬁbn &e A en )
944.‘1)‘ o Beux Sdsdonnls. La f"su.re ce -desoud -r.‘@.uEZa:;
prircipe Gans £ tas =2

r - :
Y/
Bl R /’fﬁ
_ A
P
7/'“’ %“Z /
sV e 2
AR
eile

Fig. Raffinement des ddcompesthons de A
en reunions d.:g'oml‘es de paves B ek P .
Cas 1?,:2 . 4

oie U D e s A0 42 it s
ACALU-- UAR) = A +-- - +MCAL)
4¢ Pes A;e\@ Aond™ Bewx o deusx 3&4(}'5&5. L'a[/&'mﬂ}w
A > ACA) ponide on fail ume propuel” de amRaint
qud en fosl une mesure 4un 2 fnﬁeéb»te 9 o feny
Auvaal ;

1.3.2.4_ D&Fnitkon. Soien X un enserdde ef & ume




'TL;-”WJ- Feucke .~ 14k

%ébte. Se Tani—-:éd Le X . @n_gfnf.e@&z medure 1001'&‘9:-_- 21778
& ume ﬁr&‘ca:;? B 136 —> [o4+00] qu ve'vifre oo
1/;0!,&@‘[-2: ocwsrasted ':

Cc) FC@)::C?)
(@) uCU A= D plAn) 4 €eo A sk Bes clements

i =
se 3o pewx a:‘ae:.n.xfackofoing telo que U/ Ame.-&g,

mzA

Avec celle ale};.‘a.{blaxj -

1.3.2.S. Théoréme . Q_ia.f,.&‘c.a.tl'm qu atocie o touls
© Ac RT qu’ esl” une rcurion ferle cle 5 ea
mesune ACA) el une mesmne 7@'&& osun_ L'olgebre R,
3‘%@&"% se RT qos Aot neusdond feniea Se f.a.ue'is Se
IR,

Demenshrahion. Comme )\C¢)= o, 9 4 «?wﬂ:ﬂ" de de'monlien
qrue/ 4 Ad,’q}_}..-- esfh um e M-Urte Be'é'e'menl; &Q\%
tele que  ANAS= P poun i#g ek U A, e%,

m=zdq

on a .

(1) ,\C(LL_:/"A&).—.Z NCA,).

nzd

A cet cS,&sz qpe‘w-o a'ra.loo'z'a qu.chuc/a nePuclions.

é 4. ma't;: A-"'-UA& euo’_
Etope 71 Q\?wfraﬂ namener O it
el e
Supposons en e ‘gue (1) 4o veaare lonvgue A e
umz}a.»{, et monbiond que (1) el tvagm vVias'e -
S¢ A-_-auutq?n_ el unme &Wﬁ&n e A en
fords Visgons, on o en veulii Se LRy oMReie

AU A0RY = 5 MANR) ot

'ﬂ-__"_‘i m,__‘gi

A CANP)= S NCA0R).-

mzq
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En. eogmmant” T nake q,ﬂ_o*d" & ¢ ef en alRliast £L'aF2Rut
fine e }\ on otbent: ‘

)\(;4),___2 XCANP:)= ZZ ACA, OP:)

t=t m2Z1

= 2 (Z)\CA 08)= 2_ ACAD,

m24 e mz4

20w (1) mbmf_’i 84’néta.f-.'kf'

é‘-‘aPCZ &MMQ:LMM&LMC&AG‘LL qu el
A—M&wmj

SLefpotond en effer que 61_) eoihvaace longue 2o An oA
Aok~ Seb pauels) et momliond que (A1) eor Eougouts roce .

@nll_eu.b o Aans T“‘E de e.a.nernﬂft) que A esk wm
towe’ P J@’)Ewmeﬁm,a Comme
wne reunlon fence a-e.,fmds P" deuwx o &amacgmag
1
An.=P u_...upm u...uafn.

Pon ‘l-a,w"‘ﬁﬂk on o
A(UA - Mu P2 Z)\CP‘)

*~Z1
L3 () Ty,

mzZ4 c=1 m=2q

3-4"('4_) eol viate en toula 8.ém'mﬂr€7

Efto.ge.g. Demanb onn 14') Poovape €es A E‘E-. ssrd™
’&Tmt‘s Ma?wasd dent Fo.
Revnion eol c.m,l_a.re/ A=P.

Comme ona:. PURU.-. UBc P o €es P 2ond
8eo z;.a.oe's e x o deux ‘Bc‘:d‘m'n&? , ona:
m

S ACP) = ACPU-.UR) ENCP)  er dmme,

L=
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en gcn.SanJ' tendte m vero +00 ¢

> ACR) £ \CP).

nzq
Poun monbier £ mesa,&fe' Civerde, 5"’“”‘“’ £>0 -e!‘eduvam
o
P: 7-C (Q;_)b;,)) :TECCIM i) m.,a.)

=1

F:I‘l-'mo &§70 «ujﬁ‘mhudareh'f‘»’.om que 2on at:

a:< q;+3‘<-8¢-3< 4, o tout s /16
aa 1
ps..-.-. Z:E EQ‘:F& .3-‘: —SJ .
Pusque P::upm) Pe 'f‘a"{ R
azZA4
mws ouyvedo

’%]a 241-) "‘v‘- [
D’W‘-ea xa se Bacl- (ebeaauc € exile wn
entien N f:nﬁ:eﬁ

PSCU e

el necowrens 4an

nai

Pon souws-a29c&uE™ fducd’e >\(*‘) on a
remaacd s 3 s,

£ T Ak

m:?i

O/L)-’,w“.rqp.c Leo &Mm&msmp) €es nombned

(*) Celli aouo - aPBRUE Pirve ASMUE mndhulEment Se

€a nelabion ANCAUB) +ACANBR) = ACA) +ACR) wr
A, BeSe. i
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lan,;. ’b ( sonk bones oz ume conetarla
mkpmw ae m. On en Dc_'ac.u.’- qu ' ecol@ wne
Ccm.&hu(i C > 0O tede que Lon adf T.M ELA

-j_'

e
T (4;-a,: 0, ) £ 70Co, -0 + < 5

“ . m‘;" 2{'&—'

T g'ensedt que:

M ES MRS T ME)+CET L

?L____?_i "'-;1 ”"’i 2—0'-'
= 2 AR)+2cCE.
mz1

En.gada.n)‘ tendne € vew O, on ol et
ACPY < Z AcP ¥

Mas \CP )——> ACP) 8e sanla que Q' oftenS”
ftha.lemeur D

ACP)= Z ACR),

mz4
el done ACP)= Z ACP). Cea’ acdcve ¢

moner que A cﬁ? une mesure fotlile Aur &8-.

1.3.2.6. On ofdewnrero que IRT eoF reunion denadnable
2'une ouile &e -f—a’b&e" se Jo - En effet, Loo pawel

I facteuns
ont Foun neualon RT er oW vpbame —/n-dg‘mam'amd »

ACPY= ) <t oo

Pour etendre La mesune A 4w..3?: en ume Mmeswne



I_”-u(' vLLJ f‘;n d&.’. ; .t?

—f-aﬁ';&.k oun Les boneliens Be 1241) on whbsera Q-
rewllol swivank, @d & Halln :

1233 - [ thdome de Hahn .

1331.Le LReonéme de Halhim Tamcb 9’:.-.1:1'.31.0_' une mesune
M’Lf‘re AL wme chre ole es Dewm eopace X
a la . b engendnee ton Tm,a."e«a de cella a.&aé'bde.
Dams ce gui sult, mows Seeignoroms tar X wun ensenlde,
o 9 une aﬁ.aibu.df-,fma'éekx)atf_m B la
. bw u&a&&c‘e fon \%‘%On Auficdera donne'e wune
meswre Jositive (n awr Ko verifant o ete’
Au..'vmﬁ-’f;w r‘- P"’Of"

t, ~
(1) Tl exiile une 4l AL A, .- -- ? e@ments e S&
2elle que {-LCAM_)<+00 o tout mzA4 eb
Mo ltw
mnZzdq

Sows mﬂar.om&-eq) mous ollons menlron que [ %
aOmel wune wnique exbension en ume mMmedure Lonluve
qun B. D'ans 1.3.2-§, Les RejpofReser aornd~veufices
fouwr X=IR ,@él-md-‘ YA "'a—ted.u—,.aaﬁ:bd
se RT* Que ot Neluaions fenies Se Loret Se tQ.'fj' <L
f.L:.)\ eran) Lo meswre d.éf'»c'mfz en 1.3.2.5. Avrant se
fumuler Le thestéma de Haﬁnp inlt 69uisons Lo rolion
Be mesure ecberieune.

1.3.3.2 - Mesvre extZtiewre . Seoient X wum {MMJJQ)SE

ume alglkte Sc parbies S X of 1 Jb —> [B+%0 ] une
mesne. @'Ektrﬁ R . H :

Oefinhion. Pour toule 4onlie Ac X, on ajede
meoune ectiniane B¢ A, ek on mla pFCA), Ce apnbre

F*@;Iﬂ-g -[ =5 IU-CA,,-J‘ Ame@ e Ac U‘%.S
mzq .

e;[o),m],
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La. mewme eclendewre *CA) esf” de:f}.m.‘e_ fouwr toule
TMb:E Ac X, méme_gz:,:mce%d qu n'a.ﬁ.m.&hmwlowd
fﬂaﬁ;bu%&u&u 'eTwL-EeA.fmaba&@. s¢ %
eor vme ﬁs‘i\)u‘, on v-d\-.f\‘e asenent que Lona:

pfay= Tng | 1(B) | BeR o AcB}.

FPar ex e)zh.' X&f‘mwt’ t'ftfchin.ona:'mlua.é(e
el Ko et la Cubu deo garlizs se’ X qud domt
déngmnables o e m.fr&he.-h:ue Scnomionatble, La
i "‘"CA)" O & A afF serombiakle
1 A2 AS eor Senombnable
d:_')Q‘n.il‘ une mesue aswr Jo ( €e m‘h‘f-'m) foun
Laquelle on a, quelle que 4avit la parlie Ac X :

[»'-*CA)-_—.. o A A eor Senombrable
1 4 A m'aol‘,ba.oaemfnaue
¢ X= A4UA¢, es wunme Ta\tcb-_&n&ex en d ewx
ADus - envembles A,  ebE A, nron dchommablis, tels que
A,/)A‘L=¢) on a

KAUA,) = F’Exu 4 er
*

,..tCA,‘)-:-p*CA_,_\ = wigide 2.

De Anle r;* m ‘et ceajunemw‘apa_o Ln € medune
4un IZX). On a CDu-Gfm's :

4:_§._3.2,.Pro?os{h‘on. Scie) X wum encemble, B cine odgcke Se
1anlies Se X et _:‘2 —> Z—q-ﬁ-&:’ wn e meduae !LEJG')'GJ; OuN
xjhé t-e'\i'ffdm.r& conDbion _E_’_IQ Al on a : '
() VAeSd, p¥A) = pA);
(&) VABaX,ona: Ach = pied) 2 1By,
rae i . N i
[uc._) Poun tornla susle K”A,_j-... da ,fma.“e.o 8e X on a:

¥
P_ (mga RS 2 P iLC'd"")/'

mzg'
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('-‘D S Aede eol"ftxee on_o- o tonle EcA ebf
o (T Pc:'A
P.*CEUF_)_ P*CE) -r-p""(i_)

Oénaualialion: () et cnnidlala.
(e) Sat"" AE—@ E'm./rte.uamf‘ AA.—_-A)A-L_A}_,, __¢_, on

'f-m)s CAY. BE Ayl v ooh
wne-ér.uCE, 'be{ &@»&e@&qp.c Ac(éA-
mzA
ona: A=/ 8,“_ oxrec Bm': AmﬂAeJ% En
mz 4

aaa.rl’mt o amertino (i) e (V) D Hereme 128
w.n.cm‘a'w\e medute Jun wne a-ﬂs,é_'he) on en
de'dud que

pead = Lm H(eu UB,)
éz f"ce‘»)_—-‘_ZFC“"«u;

~Z1 mzq
er donc que
plaY< p¥CA).

(LYE) St p(,‘, A-,_,-... ne Awle de f‘"‘fw se X.J el
omo  gque
¥ e
[—t C giA“)é Z Iz CA).
m=z4

Oh-}ﬂu)‘ orffren, oo gonlt de ginerhalle] que

iH*CAm)Gao Ficoo €>0. Pou we.ua.“‘
mnZ

‘70-’4) <l exdisle deo 1—@'»&&0 Aq’:ejg Lelles que .

A.cC UA} oF S piAky < FA\ 4 €
’ & F_ o " “’) E:;_
A&M) €es Aﬂt- sond™ 2€0 Flements Se B
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ter gue U A, CUAh d‘quﬁu'hf.‘eﬂ‘:

n2q m{
Z V.CA"-) EHC&ZHCAM) Z?i’_t*m,,)-re
= FAY+E -
2

On en SCPuil gue
F-"CU A )A‘Z_ H*CA,.)-}-E eF dnc, en fasiawk

ﬂl."i m.""l

tende € vers @ ;
P*Cuém)éz I’LFCAA)-

m21q 2l
(f.'V_) Fixono Aedl eb apienl EcA, FcAS D'a.fd& (t?i)j
ona:
wE(EUR) £ P*‘ce) + ,.d‘c F).

Monbions qu 14 aﬁ@- A’ cefefd‘ on
AU[fR dand %ﬁ de 3& F*CEUP_)CA—&;
Sc.z" A 4’.) i wne A-u..FE De?emeu.G p 3 -5% telle que
EUFC‘UA-,“_. Posons E'”:A(')A“) EaA sh
mZ 1 m m
OCna: Ec U E
nzq " 3 Fcf;:[ Pm. d‘) comme
5,‘) F;‘_ a”—mﬁ'- enned a \% ) <€ nent.
¥CE) +p¥CF) < Z PCE) +Z ’.u:(-;_)
g |
= Z_ FCE,,._)-;—,ACEJ

m.‘?d-
= 2. RCE.LR)=2 Bed,y
ma?-i m.;a_
Oon en 9'3'91'.-“:" que .
P¥CE) + 1 ¥CF) £ pCEUF), 3 o (OV). =
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| 1. 3.3%.4. The:&nzm.-_ C Hahn). Smw X wn e.ru-u-.b(e 9o
' wne eo de X e B —> [ot0o0] wme
edune 1ot AW On gu € ecidlE wnme

Aule ALA, - D elemends 4o I5 petle ape
X=U A,,,_ & pCARNS +60 poun bk m 24 .

De‘a‘am.o o @ La i bu en-qan.?(.eft ran L. A b, on

d-

ft)erx-‘&GG ume umigue mummtuu swe I3 Quu
p , 18 . Eella que

f.ccA) = lA) quel gue 4ol Acds;

(%) Lo (A BB= deo ensembdes p. -medwrakles S X

cotnade Mcr‘edt Lbuw ﬁ&oz;.anﬁ.}é AcX vernfonl
o pugpiiele” awivanla

(VEC‘.A) L VFcAc') on a P*CEUP)-—[J— C?)-FP’FCE)

() Unme gantie Ne X eoF F—neg.&,t;mhle. ac a!'Acu.QeunuJ‘
A F“'CM) ®, cesba ?u-e 4l maﬁ)wmws‘}o
wne 3G I\(,,)Mz_) .. Delemeonts h@'&eﬁ&_%

NeU N, & X peH = €.

m,"i n?i

et

Démonghabion . Dém onlione towet 2akend £'ecistonce e
M"’ﬂ"‘“‘t[’_‘:‘:@‘ A ceb effof, Fovone :

G = § AcX| (VEch) (VFcA®), ukcEuR) - pie)rpfee .

Lemme 1. © cok une b 4un X gui conbieat Les
elemenks Fe 0> ainm que %es 4arbibs Nc X tedleo que
PACRI= 0. Bn owhe, Zoglicalidn (i G —> [o400]
@‘gie. qoun. towd Ac® zan
D = prca)
cof'wne.aneam ﬁghw /.t»ewz. ngl"w&”-ge Za.

medne [ dur

Rémonsbhalidn . Da.fua la. /ow&h 1-3.3.3 (ov
< ) o
oat 8gd que HBc ‘:‘S/A—acomne X eot neuncon
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.

denomrable de sonlies A e t%) <€ st tour monlien

que T oo une Rabuw oua X) demaeniorn qu'elle est stable

1t neunions Sengmhables M‘—’.m ,f.aMa.g.a au complamente,
Ll e ctair que , 41 Ae®, alors AeTS. Te nowo auff<h
donc Z'O% Yowrer que Fahune Rebw, de nlien qu'elts
ek slob(e o Aeundons dc'ngmhiables. A celeffeh
wmmai@m 1,aA. manlien Qe ‘g&i‘nhﬂefm aafis ecdiims
Foces.  Soieat A,Be® o comderona EcAng,
FC@(”-’))C . Priows

a;FnA) l-‘bu:n% e = F\CAUB)

p*ceuF) = pFCEUR,) + p*Ceur,y  Cean AeT)
= F*Cﬁ_)u} F.*CE) + F*CPB) +r¢*(6=) Ccon Be?g)

¥ ¥
& 2 R (&) + p¥CF) (can F= R VR UG)
me on x, Far a.lﬂeuM) H‘FCEUP)g KE) e CF)
On %&'auﬁ‘q‘*e f“LCEUP):}*“CE)rP’FCI’;) i@ F- . 2
_?wwe q“e An% ? I . =~ ?Uu.
; i e— . Tl o'ensst que B eoF ool
;a/?_ on.i-me?;uaw fv.u'eaj el donc cum'f_a/._ re'tad ong forveq
fusique G ek ofohe tan Famage cu complementaire)
O -f.a.d: Senc 4-¢: &M/?/L) FoU prowres que B erf plnble
Far Aeunions benombrobles, o monher que TS o F ofah e
oL Neunions Seremlbrables g joinked. Ssienk sonc
ALk, .... une sulle oo qabies A e P L sed
dewx & deux s fointes.  Pgyn, A= (_)AZ Yy

mZ(



Ona, pour m z 4 fxe, en gosart E =EAA_ :

pTCEUR) 2 p¥CE L. . UB,UF)

= Hl‘ (E.) .,;F*C-Ez_u. . .uEMUF) C car A& %)
= prCEa) +pree,) + P& ULVEUR) Ccarh,eD)

= P¥CEL) + p¥CE )4 - - - 4+ MTCEL) +447CF)
P R i s Ccan Am_e't-?)
Qe

m2q

‘0"01: V*ceup_)___. F*CE)TP“(P)/ e dome AeG.

Nowd avens Sunc ans: pemonlbe ' gi. B esk une b
of elle cntr'enr B en vertic ge 1.3 .3 cey). Comme 3
esk %%MMTM%) o en Peduilque RT.

Commditons aloo -erct-”—&'c-&tz'ml (2 Toa——?[-o,-}aaj defcnse
ton FCA):P*CA) Jour AET. GComme gﬁe@_) on a :
Scnto’—a/o. aillesmo A, Ay vrems CAIRE Au-:ca&-f-ad—t:&d aﬂ-c)(
afferlenant a& B et Beee oo Bewx 9¢s jontes. Le Nadlsonneref
- MM) a.ﬂ.&.‘q,ue’ a E= U A,._ el P:'-¢ Htnne

¥ ok
QZJ'I-O F- (ML’)',A”‘_) g Z V‘(A'“') e)‘) comme

n;]

En fm's.wd' tendte m rero + 83, on en Se'9uit
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KU AL £ D pfCAL) en verlic de 4333 (&)

on oftiens )Ccna.eemu—t :
RO A= D p¥iA).
mZi mzd :

Cece de monka que e es llen. une. meswre Tad—fai‘e
wr G. Prn a la demovhalion. de -Qe.mmc.’fJ
Wy Qe,oC;cL a monlrer que tow(a e NeX ‘felle
gue pTCN)=0 aporlibnl o G. Soik N une Celle
TM&E P E:‘.IN el FCNC) o a !

R¥CR) SpXCEUR) £ pHB) + pr CF) :

= /A*’CN) +F.“"CF)=F- CF)}

WL pKC BUE) = p¥CE) = ¥CF) #15(E), ca quu
poweque Ne®. g

O menstrahon de (i)- D’afﬂ.f:o Le _lomme 4) fa
= neotrclion Je F a B el une mesune Tao\b.k <we @
we cocncde anec aun R. Soif V' oneiank
9 .
medune e aun U qQus coincide awec qm%
et ; que U.—.-r.- Far p,oFﬁé';e) 20 exods
ne Aeulz A"/AL)“" 2'elem Ae Ko tae Gure
X=UA, & ptA) c+o0 qour lour
ek 'S +° mzA.
%a&mkmga%ﬁhe,mwmw&
nenali” Ajoten que les A, eond deuuc o~ Seusc
c‘.sél'oinG- Foun touls Ae@)) on o

A= u&nA,‘_)
mzZq4
ol 2en ANA, eB 4ok Deux o Seux Pigjoink , Dot
pGA)= 2 HCANAL) o
mzq
V(AY= D VCANA,).
n~n=24

Pour mondt er qmre U,—.F).r.'e Au[f'-‘" Se monles que
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LCANA,Y = FLCA—OA,,L_) 7;“:1: t_::céx._a_- 1 et
& A

On 1.3:.:.!' anéy wun mondlier que L)CA)-.-..-_CA') 7
hx._]"A-eQ)) ,;u.ﬂtoo% que A esr wnﬁml‘%a-szo

Redd awec ’J.CB_)C-I—GU- Soilr A,‘JA‘,_)-. .. come
duwle de ,l..apb.'éo de X aﬁmnl_'inm!‘a‘.‘@ Aelle qure
Act/ A, -
mz1
O a:
VCAY 2 DU AN E D VEA)=D  HCAL)
mZd m3 | m=(

?‘;c.: LICA) < I,L*CA'):FCA-_). De méme, on o :
VIR”-A) < FC B-A).
Gn en d.a:aluﬂ‘) Tan. 2RI e ceds Feusx c.'ne&:o.ﬂ.-.?u.'r)
we i
VCAd+VCB-A) S F-OQ)-I—FC'&*A).

On, Lo premicr membre eol-eéa.f.a‘ UC&):FC‘Q))
et Ce 4ecorn@ membne M‘l‘) be Acnla que Con a
ne'cenvalnemenlt

DCA) = FCA)
el Sone V= F Cect ackeve La demonebalin e ¢J),

Cemonstration de (¢cl). Sc /.L'FC N)= O, <€ exsa
toun ok €720 une 4wl N:,Nf). oo dlelemenls
Be R Aella qme :

& €
NC«&{: NS e"'Z.i{"CN,)éE-

Posons BE:UN:‘E_@. On a :

mzl
Nc B ot PCBE_):FCU Ni)_ﬁ_z PCNf)
nz|

mz2l
< o i
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Fassons £=4 . 6Bn conalhint adine une s
"

BBy, ... dlclements se §> telle que :

Nc B, four todf m2Z | <F I.LCB)C-.:!;L.

Cluite & q.e.m_raen.r.e/‘a. cellz awilz Ta"' B,,) &ne,, B,/]e.‘ne,”,.,

On Aoul duffeser que 8,>58,5--- . Conme FE €8 <has,
on a.:

m‘?l n-=y oo

Poaonns 6=n Bm_é@))‘ on a

mZ=Z\

Ne ® & F.CB)::..
Pe so0nle e.Ne,of‘

-ne: a.'nle. dew»-ch‘
gue N ecn'" nc?&&ea Aém .c.f e.a.aCE. Bedd
Eel que

Nci’ of rtCB):.O,
bg:n:.' '

PTCN) £ pe¥c8)= [rce)= O
a &'mﬂ'qut ,..L"CN): O, ce qu prowwre (cic).
DZmenstrahion _de (). D’afzci ce qu.i rze'cé‘é’e \B‘u e
la i buw des 4anlits de X Beeafo'une BUN o
Bel> e oa ’.L*CN) O. Daftao Le Cepme A, on o

%rc_‘f

Montions £'cnclumon cnreroe. Solt AT o Mvuﬁawo
q;.c.e Ae@-. En whiCiiant Le ‘.faa.l"que X eol newnion

YFene st creisante A, chAyc--- delemers Se
Jb ALede qu.e. HCA,,)C-I—OJ .of.owz.- toub-mZ 1, on
A€ naméne o Jrowsmt que o AeT el conlerun
dans Be0d arec ECBI<S+00, alnsd A&@F
Commderows alorws (C = B-A. Ba ahlsont Lo
ale‘.f'c‘m'&?:m de p¥CcC), on menba comme Saap La
[/z.eu-vebe (Y qu f’,exu'& wune ocula Secrovcsamla

Ed:DEzD'- ':"‘MDE;.“D -
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A lements e G5 vevframt:
(LB pour b mZ21, E,cC B) et
,Pcc) ZpENZ Fc-:;)-:-%_ four Cout mZ A,
Poons E=/) E, e ®. Ona CcE, ot
mZ4
fFce) £ d) =%:_.:.wf;ce,,.,) < pco),
ol Jonc Fcc):,trce). T o'enswtque E-C =N
esf F%-ne.'a@‘acaue . '
96@ cwec.
PEB< oo

N=E-C awec r‘CN).-_*O

Onaalow: A=z=B-E)UN awec B-Eeld ot
P¥CN)=0, ce qui prouve que Ae—@F el adkérve
Lo 8emonetation Du fRecréme Se Hakln . &

1.33.5- Megsvre de lebesguz sor RT. Te rescwlla
Se Ca cornhuction de La. mesune Be Ldbeoaae. A our
-Qc:ﬂ?d.' e des T.an.lf% qm‘w"l&l—ﬂfm res de
taxe’s et dun tHReoreme &S Ha-ﬁm.) -Q'eamf-mba:: d'wne
wngue mesune toitive A osun €a Rbu deo Borclrenn
ge T qu.[ I-élafu'e '

™
A(TC (a,-_)b;\)= ﬁ@;-q,} .

L=

Cette meouwre A 4'etend en wne mnedure e sun
Lo tu '55/\ deo Tw:.ﬁ'eta de RT- qu.; oot leumon
Adlum Baclien el 2 um ensemldl€ z\-—fne'&&'seafde- Poen
f«'l"-‘-r A&ng\. ) oA
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)\CA'): m’g{“Z;i)‘CPm) l aeéorzngaj-f;:n ot m

aZ g
En au.ﬂ) wn Aowe - ensemide N.C.‘-(Q-ﬂ' eof'A-l;.e'a‘el"aeaQe.
sce el , toun ot £20, une sl P R,.... Be
»f.a.be's £ que
NCL/P“L e’rZACa).__EE
il “ZL

On At que La mesune X swr fa hbw CB& deo

wes A mesunakles esk la medure 9c Lebossgue e
R Oi:a.)o’la—s 4-2-4) cele mesune A 9wl ume
medu e Gre san Coula Tmbqe A-meouradble A e
IFZT") u.:eoi'aH\o&:-Za_ medun e de A, e
que £on nolz )\A.

1.4 ENSEMBLES LEBESGUE - MESURABLES

1:4.4. San Le %mwf%'ﬁwgﬁz [61] de R,
comwideons €a nelalton 9 equivakeace :

ey &> x-4 €& &GP -
D’a.’,\c:a L 'axiome alauoﬁ.m‘x.) <€ exwl Lon. AU - easerble
Ac (o] quu: aenconha aﬂcusp-ﬂ. cLanre Bet?u.;'ra.fuce
e la relabtion. cu- derud en LWL-TO('A.L" el un deul .
Pour toul ne @@N[-1,1], poesnd:

Ap=A+r=fa+r | aeAf -

On aefinct ainer oo Aows - ensembles Aa.C'E_j‘)z]J
en nombre m.grec.uo Senomhknahle. Pan aill ewns
ced An__ don k™ D-Wd:a&.u(‘at.‘cdbiag. E’A:ﬂd:‘) Az
Ao NAg3 D, <€exdla aeA et feA telo
que a+n= B+4, dou a-b=4-2eq@ <r
donc a_wg-- Comme A nenconhe c.ﬂ_a.?u.e_cﬂ:.,m
dequinlence en un seul qork;, on en 8dSull que
a=b e sonec qme fe= 4.
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1.4.2 - Proposition . L'ensembole A m ok pas Lebesgue -
meowialole . En fonbaulior, <€ n el i Bnelion me

megligeakde
Demgnabiation . NDtM et 2aben? que , 4< &
ooF wne heandon ferre 3 leuralles bolnes , alew

E +72. edf ume recwnion ﬁ,’ge, Salorvadleo bnne’s elona
/\CE-HZ-) = :\CE) :

TC s'enscut ommeSa@ment que )\*CE-HZ.)::/\*CE’) touwr

towl EciR. : A

Suypotons qan £ aksunde que A 4ot (cbesgue mesuratde.

En ulbsant €a coracteiudalioa dﬂo e:weauﬂeo (cfm?ue_

mesuwrailes Fornee ot O coD G (&) Do Megtéme

Be Ha.ﬂ.n) on. monda' adsemewt gue A, -Atr sof

(cbocogua mesuakle eb venifie Al4,)=ACA) four

towr Te@®@. Onhnh a donc :

AU A= D AtA)= 2 AA)
fzeC-l)'l]ﬂQ reT-, LJN®R el 11N o

Mads on a, par ailleuro :

[o1]c U/ Ay e =521,
’ 2el-,1JN €D

00w

A=NCla@) £ > ACA) = N(H2D=3
2e 1,110 @ sl o
La 143:»-4.&&' cnegalit” g‘mf)&‘q;.uc. qme o
Mass alno , -eaaoeconae cnega.ﬁl'e’fk. e &
+ 80 = 5)
Ce qus el absurde. Comme oo Brelieas of lo

he ables aont (ebeogue meowscchles, La. rrp
eor demonkes . p 4 e

1.4.%, Lo Labae deo Bowless e IR e celle &0 rous-
enfeu.ble.b - meduichles Se IR me #ont~ done zao
Leeq,a.@d‘\?cna\). Pown corobhusire un ensemble ron

€ -meacum!de) nowd cupns wfiliye € biciome du
cRarx - Ov\.reud' m.a\ked.qu.cebt Ae,oeu.r condhuire un



-e,n:u.m.folg mgn m.eequafo(e.' e IR Rans j-‘a.h.e a{[n.e o
Laciome du Ror'x. En 2auhes fevned) =} o fe

faire expiés, on ne m palero Pars Lo Loue
aucun gwé’mlole. AR mesurcble oOuwx m-da-eLelomauc

G ;euramc conmderer gue b meourabibje” d'en
Aou - envendole Be IR est f:a.a‘au.rs- dauf cad
1e'ellement exceflfdnn.eﬂ— wn fcu.f' acquis, meéme 4z
Zo._veufccalitm B ce fad” qeut 4e aereler. AKolasbduemaut
M‘?u::)c;ou’!- Le %bﬁ.
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& - FONCTIONS MESURABLES

2-1- DEFINITIONS - EXEMPLES

2.11- DEFINI/TIONS

2.11-1- Fonchion mesurable - soveat ¢ X,m) et CY,#)
dewx espaces meouwralles. Ondit que
meswrable 4, toun Couls Aeﬂ

§THAY = jxe X( sx)eA}
a&tam&‘bd'd‘ m. y i R
eopa ce que ene, 4 ™ on conlradie
muanl B €al Gl P28, des’ Rorllicne de Y. Aok
: L
4 (X, eol Lom e ce mesunable e Y un copace

topobogeaue, on 8¢t que £: XY eol meswmnakle «
WMW%&&&L Ade¥, on a: 7

$CAYe M. .

XY eof
ft,'mo.?l. ae’u‘P"LOr.],ue

2:11.2 = Fonction p-m:zsurable. Sovenl CX,f-t_) un espace

mesure” ek Y um espace topologique. On Lk que
§: XY el u-meounakble -, oun tou Borelen A
de V, € tm Aeeproqu e {'(A_) esF wm 4t -ensendole
p-mesunakle de X.

On dwra que deux fonolims : X —3 Y sond egaleq
PMMM f:"'f e\ f’vﬁx - auanf—

ALY
p-heia&‘ac;r.hle. Nc X el que 4(x) -.:9(:4:) quel que
Aok Ié” Ona:

2413~ Propostion - saeak CX, ) un_espace mesune ef”

Y wn espace topebogique. Alow, Gull oplicabin
§5: XY g e a-@ﬂ-r’/ledqp-a a une aplicalion

Prmeanahle g: X =Y eof e - f'm;:;:r.\:__q\eama_falg
Oémeonstration . Soienl

X =2 Y ume a{/-&'caﬁﬂm
p-mesurallle et £ x qus coinade  awec g Kot
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? i ASOUA - ensemble ncab?ea.&e NcX. Pour toud
60’1 'efﬁﬂ- A deY d‘h.. a

§CAY=NNGEA) [U [N fca]

o NENGEA) eF pu-mesumale (car N€ e!' "'CA)M

-meowt -s_),d" £ NASLA) @ pen i (cm -c.é
eol‘oquZlLu dansd N, qu’ en"‘il—nea& Il plens

que :f CA) anl"fx—meom-aﬂe = fwwt queo(” e.al" f_,_..

2-4- 1.4 . Fonctions numar‘tquzs Dengnone o =3
-E’a A & naame! uq,u.g aderee oblanue en rajouladnt
s +oo o IR, On must IR de faae!a.&ch

‘bm € nallu edlo bogquelle ~ co W&F&w
element et + o0 ?’zw@ element. 'On
Que ?a@‘&&h se rombnes sol felenle de Maum

endenle Ban.o fQ emﬁ urn £ uu.fle (~o2,+00). De
méme, fe el nomlerco Be R cot defend,

muﬁ four Eﬂ-o wuflw (O,+e0) er(0,-).
On munsF 02 de bo. duthance ﬂ-ef-uu.e. Tan.:

d(?,y): | Arckan (2) - Archan (a)l ;
ou Au#an(:ao.):t?.t.- Gomm e eoPace I"D/\.oeo?'cwe
I8 TCT , maaad 2¢ 4o fopalgyee
Candriqpre . Tt o'énoenst EQZ'{QL]) bu 03)-— f?
Bolellena Se R =y u»a.eagaea fan oo cn-f-atva.ﬂ&é
[‘""‘W](L‘%P Ja+ao] [-o0,a], Cwa[)m&ﬂ
varvie Bans K.

Pano £La ou-&? MOUO AN w o congvdenea
Ses fun.ctzom a. valerms Pans R .- colr o Dc're mcera bla;
atrte-“m' Lo valewno + oo .

Dechhon On af{eﬁa j—mllan. n.z.:.mwc.y_;.c AUN Unm
entendole X ume a.”&caﬂm [+ X — R

Leo ED £ Bus X )Lom_f sergn] ,uz?eu For
e&ﬁ‘eluhm d:cnc.ét;-}no wmeuw_m__&@ Iég.a. donc

un 4€no a fmf’e&_ de fomcliong nume nwgues Meowa.a.blcd
o pa- mesurables .
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R 12 - CARACTERISATION DES FONCTIONS MESURABLES

2:1.2.1- Proposition. sgenk (X, M) (¥P) dewx
eopaces mesurcbleo, ed P une Loné Se mﬁea e Y
m? cmC 3') comme Fu.bu. "’I&'M +om.. tvu.G..

equu va.((e.-ffeé

(¢) & el meounake ;

(@) YAeS, | £TCAYEM.
Oémondhalion . ()= (i) col endesl . Monbions que
(&)= (c)- A cet eftel, gotons .
R ={A=T | Seayem -
Deo 'zefab.om 5(;\6.)&‘5-@,) eF
‘ o %A oA,
fe X, on deuawff‘ wnaea.temmrque & «!" wune ubuw

comme M. Cella bubu conbad &) 'thm
Sone eele conbient €a P ba engen ce

\g%:CQ,

Mass el , four toul Aed’ .-_GCA)e-m @ qu
demane qpe § eol fmeowtafofe u

{[ TCUAY=US A,

R-4.2.2 - Corollaire. - Socrenl ( X, ) un eopace me.u.ae

r XK —> R R une Fmaf-'-m name h_r.]‘ue. Led conddliome
4mva/¢ea Aond ey usvaleates :

(t) ¥ eof E_.-mwm::ﬂe.

() Poun bt oe IR, erwemble £ =jxeX|£m)zat
QFE-M&MG'.H&

aic) Poun tndae (R, €'envemble E- =jxeX |§'@)2’a~_j'
eo”Fp—maomabL&)

(V) Pour ulaelR, €ememble F, = fxeX | say<cal
e«uT'P maoma.b(c ) o

(¥) Pown tnt ac ik -eememb(e. P = ) XeX |'g-6z)>c1§'
eof (- me.ama.ue

Demonshalion . C 'ah ume comequence (mmedali de Lo
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powrlion 2.1.2.1, comple tenu deo remargues aun

e'cn.amafzcmand’gc ba Db deo Bm¢_‘€1:em.>a/;z %) faJEo en
2.-1. 1.4
]

2.4.2- EXEMPLES DAPPLICATIONS MESORABLES

2.13-1- Sotenk X 'Y deux espaces bo qued. On
det gu'une picabion £: X —>Y el Borglienne i elle
aar"n?aowwbl:{&%qu'an&mwtib X (neop. V) de La
ebw deo Rereliens @x C/leof-@y)-
S X al wn Lopace top.efogx'q,ue_ NALAL 'aru-ole -‘mﬂdw\i
Roaélieane F.) Eoule a.{r&ca.ﬁ.h Borelieme f:x-——# ™
eot ’.o.-meoww.&e--

2:1.3.2- pf‘oPosfh'G’D- Saewd X ef Y deux sopaced

b_oro%%e.a. Towla. a.".&'cab‘.h cnlidue f X-—Y
est- Boreklienne .

Demaabiabon - Cbnme.f ecsl'*cg-n.tf&“e) on sl que
poun tout owert U de Y, § (L) est um puvert da X |
Bonc un. Rorelien Be X. Gmme @}’ eof‘f,ﬁau;“‘,’_‘
ton e owrenio de Y) i&[{&aﬁh et Backieane
o verlia §< Ca .?/zorom’lfc)n. 242-1. u

2.1.3.3- Corollaire. Touli agbication (. R*—5 R

R —

> eok eraﬁc o whe cﬁfm,._
%&E£%§ Leboeogue - aswiakie - fo

Le'monshialibn - Ora.,a.c; yroponlion 2.4.4.3 <€
wgfi‘f“da mondrer que M’a(fma& w,..lz"n.fie

§:R*— IR et Leb ~maqurakle - Ov § eol
Borelienne en verln de €on 1&1’&‘3& -4.3.2 eJ‘)
Comme boul Borclea e K e.ar'a.f—o'méﬁ Le-beoﬁ,‘.g-
Meounadole) § ool L@bp‘éﬂl&" meavnakle .

A'(WA f.'cguﬁ Jonclon 5 [}2‘R"~—>E oblanve a
fonbir dune  fonclion  condi Rue £ R?P > IR en
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modeflant” ankdhainiemend 1eo valewrs sun unm eavenle
Lebeogue - nefligeable  ( qon exemple surn YT IRT) eof

Ldoeoaue.-— mesuratle .

2-1.3.4. Fonchions Caracfe’rr‘&ft'qg_@_§- Swend (.xf‘u.)
wn €op ace meome e Ac X. La f Gb-:?“_ﬂ_cmddf;‘syi%
3¢ A ‘et tan defenibidn o forelilon [T X —> IR Sefcnce
-’-an_: A
’U [)-"r.)::{ 1 w xeh
A O x x&A
Pour toulae lfe) on a:

X m azg
E_a_':éxe:-x ”llAfx) ‘:"‘—:a-j = g A &« O=sacA

(:';5 A~ a<c o
de oode e Lona:

’ﬂA eot ’J.- mesunakle = A eol r..-neomo-':le-

.43.5- Remarque. Comdeurns € 'eopace R, mund de
€a meme Be Lebeogue A Om a nu gu'll ecolE dey
«f—aan'e.s Ac R guw ne fom lebecogue -meswr ables -
Dapes 2.1.3.4, (€ exivla done deo foneliino numea'ques
?omt.‘.?eo 5. lfi-——:»l‘qm] qu ne W‘faa.o Le.feeocaac—
mesurnabled. Om menhie C’GPMQOAJ" Que -ef;sn ne Pec.a._l_:
jao conohuure S¢ fondtim ‘nen. meowrable £ IR —» IR
Aano fcu"le Cl.l o -eéux.t'ama u chn'x. En araa-s.aeﬁ
feames 4 a be fau-:‘e ec.pe‘:o en uh'é‘&m!’ £ asavme du
dhoix, toutSs €0 fonclitns §: R —» R que noud
C«snoﬁm-wm en yiabigue W,Mmc@eucd
Lebécaa-ﬂ- meguacloles . Le fm:" dEha Leloea%—mwm(o!e
o Jone ume 1eshiclom His fakle que £on capere

aux fmwGM§ﬂ2~+02

. & R |
2.2. THEOREMES DE STABILITE

—————

2.2.14- Composfh'on des fonctions me surables.
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2:2:4.1- Proposifion. Saient (X, M), (¥, ) er (z, @)

Bigv's espPaceo mesuwrabled. S¢ Xr—‘:aY 69‘ Y3 Z tomh
deo a{p&mﬁtm meomaﬂf-og alons ge :)( —Z el
mesurable . - |

Demonctration: Pour tout Ae @, g“'m)eq) con

eol” mesunabole , et done Ve M
SEof‘ﬂ@aﬁamanr masu alole . 'S-Hagm )e fpudque §

(go{) CA)=£( g'car)em,
ce quu pouve que aoj. eat meswable . o

2-2.1.2 - Corollaire - Setent C:(,f-l-_) wn epa e mesure o

———— e

5: K——:;,IE Une fonclitn numerque ,.L-—meawl.a}ole.
Ae_m&__-tom_ boule fonclim colfane OL : (R —» R, £a

fmcﬁm—mqu;.w ncodc X —>» IQ eaf‘,.-. neaw-a.b(e

Oemonstration . Resuwilz cmmeNalimewt™ des propon oo
2.43.2 e 2.2.11. @

Par exemple, 4{.5: X —> [0,400] eol une dﬂm_

numenrtqre q:amme maouraﬂ.c. 5 £ ﬂ-[f-&
Inf: X—> R at p-maurakle, fusque ea,,-&mnm
on : Lotoe] —» IR alnfuute. ket
-0 N x=0
on Lx)= {&c’z) N ©<xLoo

+o0 4 Xx=+00
eol~ conbihue.

2.2.4.3- Pr'opos:hon - Savent (X f".) wn_espace mesuce

el‘g X —» I wne SonclZin N wgue p- meduradde .
-Ea{r&caﬁ‘h Ifl X——-)Z-O-f-ooj eol” F-maoura.fo[e

Ocmonohalion . Conmdeimo fa fonclion O(: IR >R

la | “n - 00C x < Do
- AN x=-00.

Celle _»j:cn.cﬁ}n. eol condi nue eJ-) —{-a.a.‘.tq,ue l-fl-::i?(oac)

0 e =
05(:!;):2 W -0
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€a comcumon reeulls o corolloure 2.2.1-2 . &

On 1Ae.na}.a andc A fa.a:c que lf[: X -—-PEQ,-‘«QOJ

€ha Lo~ mecourakle " sans que fe ~on'F.  Faa
ex , w Aclpd] er n ATU - enpendole non
(.ebaocau.a- mesuade de IR, La foncliln &:IR_ —> IR
defcinie o

1 n oceA
F(x)= g-ﬂf w xe [51]\A

O = xg[ol]

n'@F pao e - meouadle can {'({13):14 m ‘eof~
pol Lebeoa.uu-.- meoutadole . PWCJMJ"J

1c1= 1

5l lo,1]

ol Lebe%ue. - masusalde .

22T H- W’cmposifl'On canenique done fonction rezlle.
Socent X um encemble e (:X—> IR une fonclidn
neelle defcnie swi X. Pour elaoven 5:) <€ eot Tmﬁ:"“
ubile. fe fo. Bec er em difference de deux foncliond
-fom'ﬂeé. A celeffel, on fove

§%= Sup(s,0)
§ = Sup(-5,0)

Poscno O(+(x)=6uf:(x/o)) oL _(x)= Su (-ggo)) -
defend acnat dews fanchions conliAued e IR Sans
[0,400], Bont €eo grapkes wond figunes ci-deadoua .

NG e
Kfff % = G’_(x)
. —
Of "~
- LY

.t - :
Oma.g*::o(*_og.) $ =X ol , & on Lae Be
o nelalion A (x)-X (k)= foum buu-f'ace-fQJ
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fa de.'wmrw'a“an
S=5-§

de en duffenence des Sewx fomctimo fonlirte LFere”
On g_..‘l-qug ¢ eol o de &io.:amqug_ de % e.n.f
Ufferemce de Beux fachlo fomlves - De €a telaiin :

|5t:|=0(+&)+0(_(x) Fow tcm!'xelRJ
on deduw't que :

|§[=£—++§—,
dal SriCl et gl
o mamrant CXx, ,J-) el unm epace mesure e n'
§: X IR eob p-mesusable, € relabiono

§F = Asrof

'mMOM"} en uhlsant e corollare 2:2:-1-2, que 5*&)‘
§ oot p- meswrabled.

2.2.2- Mesvrabilite de la somme et du produdk

Four eHedeer €a mesucaki &fe” de o 4omme e due
produit de deux foncliine F-muwra.blw on whllrea
Le nesutbol suirant, quui o eom

m‘:‘éé T"'J.O(le. :

2.2.2.1-

Proposibion . Soieat CX ) um espace meouse” o

§F,a: X —» IR deux §ondiino neules. o con dule md
owvart e sod equivalentes :

€) La {onclon H: X —> IR* defence fan :

flx)= (§0x), g&))

eol P - msowza.blg-)-

(cc) &%h&&w _ﬁe)‘a .-Wr—me&uaa'oleé-

Oemonshaliin. (i) =» (&) Soit p:IR* > IR £ ayptiatin
da"fc‘h-iﬁ‘f'a"' zr.(:r,g_)-: x. Ona:

eJ'; comme T aof‘quE_;we) 5 eof P—muxalote 4 A
got p-mesurable en verln deo poporlions 2.1.3.2 b~
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2.2.1.1. Om monhe S meme qQue,, K eof -meswrable
alovs g eet p-masmable , ce qus flowure € Cmplication
(¢) =2 (il)

(i) =3 (C)- SQIHW"V.) que j d‘g aonend 'u.—-madmabl% ef
mond gno qme 4. eo"’.z.-—medma.ble.- Comme fo G b deo

Borcliiens de IR cof engendrce fan Leo rectangles Be
£a foume

[ad)a,_jx [@4} g.;,] (Q,‘CQL

6. < 6y),
<€ aufnl de monkien que £ 'ersemble

E=fxeX| Rix)e [ai,a,Ix [4, 4,1}
at p - meowrable Ciu.e&n que 407ent {eo 1eeba q":a&z@vﬁ
reuftant a,<ca, e 6,<6, - O2 ona:
Ezjxex | §xdela, a,] ergﬁc)e-lf&.,ﬁ]_}
= §CCa,a,DN g '(C6,67)

<t paldque era vond - mestadles, E el p-mewable
? 1 3 .
Com me afefwcc‘g.?m. a).e Mf Avue- envembleo fa-mesurakles

se X - o propontitn ek Some Semmbia . g

2:2.2.2. Proposition - Saent” ( X 1) tm copace mesure’
o £, : X—» IR deux foncl p- meowrakles . Absn,

€eo ayplicaliino f-p—a gfjig M'F-mwuufdea.
Demonahation . L/agplicoliin §t+g (1e0p. £9) eol™
Compoies Se £ aylicaliin T i—> (F o) gpr)), qua’ eol”
p-mesurable en verli de La piopontion 2.22.4, el
de -P'a.“-&‘co.ﬁ% condpue ('.’:c-,a)r——-‘;-x+-g (reop
(’:r-,a‘)r-—a».'z.%_)- Tlrerla odod cleo proporlion
2:1.3.2 e 2.2.11 que 5-+8. («teof:. j—g) esl f_l-—meao;m%.

Celle 'jn-omhan sleten?d cmme’nalimend aw cas cu

§,g onl" des fc.\oc:.}m nime e qued Honlire a
con & Se cowerun gque O x)=0.
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2:2.2.3- ponof‘,‘ons S,‘mFlQS- sl (X,P-) wn eop ace
meomne . On dit quiuse fonclibn £ X — IR eof elaget
41’ o ;,‘mmae &of wum dvuo - ensenbole feni de IK . Unme
Sonclion ehxe.e: P-—nuu:a.bla &l LG mg_g Toule
Jondzom ej'ag,za :f: X = IR 4e de’com-fﬂc cancnigurement
en wme comPinaison €irdane de fmgﬁm caradersbques
Soient en effed” a, aq,. .., a, +£eovaleuwns dislihites Puies

)2 G
toan fa fon clEom &), o povono
A= {ach | §ex)=a.} ( 1S CEm).

On venifie <mmeNn'alzment que Lona:

5= E'CRL/HAL-

S¢ Seot p-maowmable, cAague Ac=5 (fagy) eal",.t-

M oL . I?NWE.M%J; 41 chagre Ag cof F-muma_lo(g)
;f—eol"ﬁ-maawable en verlio de 2.1.3.4 o de 2.2.2.2.
Acne, §eob mmple a’ek sevlemet n chaque A; esl”
- masunable. e foncliom »n‘-.fte est™ donc ume
comernaséon Cineane de fociinb cara. cercsigyued
de rous -entem bles ;-L-Me—ewfaiﬁf-%- Om rofra que, 4

§ ek ponlie, €eo weffraado Q@ vok foelifs.

2.2.3- Limikes s:‘:r_:,:lws de fonchons mesovrables

2.2:31- Limte Sr'MP|¢ el limitz presque P_@rf‘ouC Sorent
(x’r‘) un eopace meswre el J—n:)‘(—-rﬁ une Awls
de fonciomd aumeriques (m=1,2,..-.). Onoil que ta
swla (5*)1.,; | coverge gimplement vew fa foncliim
§: X —IK &, o towfceX, €mn § omx)=5x).

nas oo ™
On deb que ba sule (5— W nmpe mond™
FL-_PWOQLL& '}awo-l-tt ana{ f‘mct;'cm, 5"_‘ % “?U-%-
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o'ce 24?66(1 wn ATUD- Me -neptagealle Ne X el
que €'on b, fown touk o N, $@)= &m £ (x).
o T

Dano ce caas 5, §CGO m leot de'}é}m‘ne’ REme'LZ oed
Fax) que pour X N- En 2aukio teames, £ m'aol™
delnmanee £ eo fn_ qu'a wn entemble fa- ne‘a-&‘acabla
1/16"6. Cec' a'el Mﬂéheﬁlﬂé‘um}' Zom elehide de £a P
meawralcal de £ fusqu Ui forcG om eaale. p-presque
tantout & ume fonclion P-mm&le eof‘{.;-meamwde en
ver i e Cao 1/3.0/:0&'7&&& 21413 -
Prun examiner £a -maow_taf&‘ﬁk’alum bomila nwmple
P,-Pmeaq};.e.fmaf'b e Sz Se -fmdl"bwo,.msduraablw) o
whlwaa ne'tultal gadrand™:

2.2.3.2 . PFQPQ_&_}h‘on. Sﬁz?' CK,’J.) wn_espace mesne”. Poun
towle otllE ‘s: r X =2 IR de f«mdl‘}m Mt meraqired ki~
me-owraﬁaeo’, " €eo fbna&M_MQﬁ'uﬁf*w §‘-ff§ " ed

gxe?( [ gﬁ)gajz l) éxe X | §'_‘_0x) ﬁaj

Y xexX l8&)<’a3 & k{{xe-)({ 5, <)
el €a '.;meeu.raﬁ.‘&‘ﬁf def el'g; et UL Cuu'h‘aﬁuwr}e
2.4.2.2- @

2.2.3.3- Corollaire - Sa.-urcx,rxg_m espace medue el
£+ X —> R (w=A, ?.j----r) tne Al %_f‘nd*%_w f-nrteowa.B(ea.
L PR

mz1

Demonohali'omn . On a !
Z s 1=%up (2 181},
2l NzLl “AsmsN

oF La conclusion mesulls 9e £:2:13,2222 2232

N owe wvsne masrlEnant” eracen fe tevulbal ,-yb.‘nq‘Pal
de celCe «ectidn :



2.2.5.4- Théoréme - Smienk (X,p) un copace meowe’
a:-:fm.: X—>R (n=12,.) une awle de foncdiind

Musmengued U-mewrakles. On aujioe que €a swln

(§ L, ‘cowge aimplement” F;Pﬁue. rerd
Mdﬁr?_{:;oﬂ:ctﬁ% £ X —> IR - Alow, & eol ,.f.-maufzalole-

Demonohaliin.. St NC X wun 4tuo- encesmble -
hegligeakle de X tel que § (x) —>L0c) powr Couk
e Quulle & r1emplacer £eo £ of & tan €eo fomcling
§ o sefonces pan |
:,Fv(")-‘—“ 5, ) w x€&N , ol ¢ i:?fx-) ' xg N
- O mxeN O n xeN,

on pead - en wltbsont 2. 1.1.3 — ®rjmer aue £ ac) > pa
foun tout e X. Massalors, on a: " .)

§x)= -&mm-LPJC ) = l‘ngn SuP(;g';_(a-_,))g_M_'(;b,,,,)j

n-vo0 ™
of La conclusion re sl cmne'Nalement™ o< 2234 -

¥ * ” d—
2.2.3.5. Corollaire - Soienk (.X,}-L? um_copace meume
£ . x—>R (-n:—tz)....) une 4wl de SN - me-oq.fa.ble,o.
.

a (x) converge o [ -predque
On que fo_serie 2 3,(%) converge ;
e Alho, toulE fomclidn §:X—IR teele que
reoque boud o€ X eal” p- mesusable.

5‘“&): 2 £ ,00) pour p-preoque
nZ)

Demaondlialitm . Cela neeulls cmma'NalZ mewt™ de 2. 2.0.4. -

Teamsingne (el 4ecliim o un ne‘:;%_f'eqm‘ el £a
oy ence """“f’ fe p-proque «Hwba a fa ce
wufyume sun ded «[;a':a"eg Se ‘meswre ankhad cﬂe.’
Se eameamed.ex) Lo qpre (X,r.n)so?‘unaopqae.- ure.

$end.

2.2.3.6- Thdoréme ( Egorov). Sovent (X, 1) wn eopace
meoune ot £ X —» IR wne 4ub de foncliond nuumeuguesd
p-—meowablef." On Al que ba dula (£ ) cﬁmg
-g-.i-t{;emad‘ f‘f-' qmemeiﬁ% -
§: X >R . Abns, pouwr toula tanlie B -meswmable
Ac X Lekhle qpre CA)<+00 et WE?OJ <€ exiyla
L_m_&_ﬁfmakf_-— mesmable A»EC.A telle que € 'on ault
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(c) {-LC A\A-e_)é_{i)

(cc) La. 4wl : : 7
) A duula ‘(‘F")n;i (-mus\?e Mfouemurvuﬁ_f Aur A .

———— T

Demonohralion. . (Reula a remplacer. X f Bk A, on fewd=

‘ufpoder que ,;CXQ_<+M- ﬁr— A €a d&bmt‘&) e’ feniifant
£a, l':opoecaét e R - CcTunc--Qeo,_f‘. el £ vond p-meswrasle,
et que -Pa.{r&&ait?m, (x,¢4) p> d.(x‘g) € t*

3 e, -eé.,/.&'.
Calron. x> (£, ), 500)) eoF - naswmable - T'( slepsut

ne, four toul enlxen 9= 1, L'ervemble

B s ~
nqT{xeX| dlf ey g mD;-%j-

eof F—hﬁoMﬂ-ugﬂ wm q,u.e) TOM- WMEQ/?;L

N _
I'*(Ngi L Eug)=0

Faz Hese, <€ exnla wun 4oue-ensendole p-ne }lﬂJofe.
Ecxhﬁgoeﬂ qde £ on a.f.f‘) founr w::eft% 8&
A(§ (), ) —> O guandm —>4+00. On a dme :

'-7:.‘¢5 == qui, ANZ L el que d('ﬁ;h";&""aéi
Hour Cowl m 2ZN. 4
Paa cowciapom'l.ﬁvn, on a gpour tvwl e X ;

G!q__?i VNZ1 dnZN pel que d"fﬁ""ff”")?é,i)

—_ EZ‘GE)
dcit
L/_! ( *"\ u En,cl ) e B y

9=Z4 Nz4 m2n

el donc M L/ Em,ch-E -foun tout enlicn 92 1 .
Nz nZ AN
Comnme H.C,E)—_: O, on an 2wl que
PCr’q u E,,'q>=oq
Nz24 *ZN
Macs &o onsendoleo  F = C/ En,q P
Awle detros csanle b,

‘T nzZN
€ e Que FCF °

Conme ,.ch)c-i-oa on en
M,q)_"‘"o quaad N —» + &0,
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Powr b €20 donne’. on .

rﬂ-uc Jom.c G&O(“;ﬁ_ toeSq > -
ton enlien N{q)__?_; 1)4:62 que 2'm auf: < i 9= 5

CFE < £
F= Py q) PY
Poomnos X =( U F g =
= =/ E N o
Ea c"_gl M(‘ﬂ,‘]) q]i N(q)’? —tw (/] E"’\!" —
= 121 MZN(
Ona: K ‘v
924 4 qz1 29
fa con2litm __c:). Pour Cterminer 4La Semenahalin mohions
qQue f;k S (& (fn—)‘ng_g converge vew m-dj-a'une-medf
dur Ag - Or, # xe XE) o o goun tewS gx L .

d'CS‘m'(x)/‘S: 0&’) = ol Crute que s m ?—:N(?))
e qua prowve Lren que
S dCf‘&))f-h)) — > O quard m —»too.
-rexa -

R.3. APPROXIMA TION DES FONCTIONS MESURABLES
PAR DES FONCTIONS SIMPLES.

R.31. Saent ('K,!".)w"- espace mesune ek (f,,,;fz)._.)
une dle de jonctiono m‘m.P-é'ao § X -—=>IR. S .
£a yuilz (£4,5,..-) m‘m_f,"’ée.mw-m £:X—>R,
alore & eof P-maom:.:ufale en verlin P 2.L0L.3 eb pa
2.2.3 .4, Inmemeal;ma:

2.3.2 - Propasihbn- Selent LX,J'.:) un_espace mesne el

5 X—>IR une W&b—;r-m-&omaﬂe- On a:

(;)43;2 26&!5 u:ne. awclz (f-'.yf?-)"—’-) w@
impted qui wnierge -ee..ur—mi_/i

(éi) o & est en ouha «foe'-'ﬁkl <€ ecila une deula
(fnsliyy. ) e Sonbine Sapita wabijioer

OS85, ---- 2§

ok qu converge avmploment vers S

C;&;) G{f el en cula bd'lht'e, <€ exitli wume quws
(Fa&y- - ) do forclins oap@o qu comige vers §-




T‘R,v.‘av\.ﬁ Fack
WS;mme:mM_ aur X.
Dem.onshalion. -
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(tj Psun toulr ewlilen "YL;*'T) _T_G—VM_.

oo ix@.}( | 56 <-m}

-"H-)(-

|
¢

im

. = £
- pxex | £ &gl | pows I
mpoe = [XEX| mo2 5G0S

@ndeﬁ' o asngn ded o - ensend €0 ’A-mauaa.k(eo Je X
qc.u.' deus &8 deux ’Bc‘cab-r.‘a.s el oont &
e?

nz.l
')"'J

fa 1€union eol”
o X. Paons RPN
5= —n’ﬂc w2 zi’ﬂg ‘ +m..’ﬂ€ .
n00 (=M e n, + 9o
O def:.n.J‘ alde ume fm;—.&“'&m ) e dur X Poca
xe X ek que

f(xje R, <€ exale NZ 1 el que
-N gf(xjd N)d'o‘na)-'l—ﬂ% m ZN .

| §a)-§ )| £ 2

3:;3!: £€on dedaut que J-&ﬂ:) —> 3-/%) Qu.mD m -y 490 .
el Func &nfg)~§+ﬂo :f&) qmg n —+60.

o¢ 5-&.)-_--90 , on a gm@):m foua Crut n2 -1,
e donc :S‘m("x) -a-;;..ao-_-ﬁ;fz) qum‘am > 4+E0. On

a e jlcaé)z fu:@ &‘ﬂ(x) fow forent xeX 2ea (¢).

(cc) Suppaionn  que §ix) =o gow tout e X.

Poun towtr enlilern < tel que A= C2m2™ zome
= X | <=t ‘ :
Bao = {xenl S asm<z ) o
En

o = ére-)(l m :::j—"‘k)}' '
A‘L«rv-)) £a fzxfﬁm
':En: Z Sl ’ﬁ__‘ +"'7L’ﬂ,_,
=1t 2™ En,. Ep
eolF imple - En au.l&) P

bouJ‘n_,d,.eJ"_‘fngf_ ou
Yans ((:)) mwﬁfuﬁ-

S N o
tout m :3*}. Laomme

. 5 Convetse 4ump Comant-
red £3 20 £ asenllim gc?),) ~=1 P
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(&) Sa¥ 5:X~—?ﬁ Une fomclim -medusabls banee.
Aé’uw) f_'_’g_ X > IR we‘aaeu.w brne'es <f
Comme 5:3%"?__;_ y 1€ Aufr Se prouver que _-F_’_ et
5. o Lmite undforne de fonclilong n'm.P(ea. On
doF aint ramene aw cas ou f el Lommbie ef basek .
Cry Banrs ce can, €a conaliincldn uih'h‘oe:z en ()
fowrnih wne 4l e fancliomq rinples el
c-mw-..a.e w‘fﬂ‘«.mcmww 5' LR Tl.
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3- FONCTIONS INTEGRABLES

Dans tout ce chapdlie, on dels:
ce Mmesune ebfw‘:c{um) ha&@;ﬁ?w.(m

p-mesunables Se 'X. 52;5 obenl dene @
honpgeatis at in el Bl 255 el
que pLN)=0O. Une fom_.g_tv.&n numeriquel sun X et
Une ccf-ttdn !X =5 IR ;une Lele Fonchon eot dela
Fodchve si edle ren? 4co valewrs Beansd ¢F2+=[Q,+<Jo_]-
E 'rz) 3&&.){ oo n.u..m.c.:"uéues Hur X o Afes
egales -préque Zmlouf 4t leo corncideat em dheow
? 40’(:6—%9'1-& F-ne'a&‘a&ab(&. de X.

3.1- INTEGRALE SUPERIEURE.

5.11. Qo."-efano qu ‘wne fma&n aemple osuz X -"ﬁ’-
wne foncfm MAME R QUE (- MED e X —>IK
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fe ERewieme de Holwe (cg.‘f-b-a)-‘-l- (c\) {_‘,M—P&‘%C que
oo mesres [’-})EJ—P@U) qus cotnesdent AU WL M aaunt™
e‘a—aﬂ@o sun MM .. Wone, (’é: H@U) el Olunic e eol
de'menboe .

Bé"mcz

e»f‘a-.lpcr- pm Eould jCcsn.-;G:‘an 5:: )(;cY —_— TG}-L&O]
M@ N - medsurcdole

5 ona: f Fd(pe)) = (drt) (saq)any)
_ngL é_u

XrY

g



Olbsewsno tout d'abord que g df.;(x)g&(rla)dlxbs)) qus
eot delcnd Gan E'Enfe'gﬁoﬁe x—f.oJL 2w i tf,.k de Lo
&anc.zgz xe'f‘:;‘ g&fxé)dﬂg)z )_J(,&)) oL m Bend fudiague

€o foncion pomtle xi>LUE ) col M- mesurable en vl
o 4
da FReoreme 4-1.¥. Posows .

LCE) = Satmc) f §0cg)AVy)
I

v aJaie,)- S
Y - mesun
(§: XrY — T, +00] eof” M o). &
(5'4 § ) &ai— wne,/euili (_,q.m‘g-gmG, d.e.fdhd.&wuo G
medir alol €0 ?o«'am, on a :

() L Csup £7)= Sup 5D
Ean e.ﬁ.e,l‘) on t‘;—owt foud S'CE’:XJ o ‘]’ma"j. 5: SLLPM&:L“
§:Suf>m§;n.r awié:t'x—ﬁﬁé"')

€.

el {0 nevulle du EReordme de comrergensw Mmen® fFime que :
E )= - di)= Bup DXCE ).
DXC§)= (5 av=sup, 5, p L)

y

Comme Leo CCZ'M :nt——?);.}x(jﬁm) acrnd M - mes upadoled
"f-O«‘l'tL}-e.s deMeuJ' une el gupssanld, une wtﬁﬁjﬂfﬂ
Qa_&.ca.&?mn. s me;;’}léhm da WCE- ’W\MFI_};‘\& M\J\Q qUAC ¢
g}_‘)x(’:&)dr{&): SLLPm gux(‘_}‘_m)d,)fz))

P
asit L(§)= Sup ;_cgﬁ_ .
Sc :S:aol" une 5—moﬁ’m ,e-z_‘m.Ple ML‘;‘VQ) elle _reufaoeaure
Avuo Lo Mﬂc_
S=nte

o Aelo+e] et o Leo B et des ellemenls da

e

MR M <=lf_u: oord” deux & deux ‘Bcsg‘o:'n%. On a abis

g 5 dpel) = Z A: Q@);,pcsf_-) = Z_‘%; {uc E;,x)dfa(x:)
XKY <= | L=t x
NE dpfx)j 419&,3)011)(5)
A Y “
= | dpa) f{fm () ally)= L (£).
‘g( )Y =t g{_ g g

=
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S §: XY —» Co+00] eol une .)Canoﬁ“-‘m ﬁm'&‘v’e MBN. ~ megurable,
€ i@ une 4B (£, 9, ..) de oo Anpled) SuShu)

- S ) ol . en reds olu Hletema
Celle que JJ:'._ LLPO‘L :En Gn «a 3

de COYLVEI\X&@V\CJL moneotone
[ saqpem= sup (5, opoid=Sep, LY = LCE),
REY " XK¥ )
ouw Lo derndee egallG acsulli de (1). On o alam menhe que
€ 'c'n(‘e"g’za.ﬂe_ C &?Pe‘m‘wc) de § eol donne'e For €o }dlm?a-.
S- - d({u@z)) = g dF@S‘ Goxg)ally) .
KKy X Y

G by o, Poun towle FoncGin §i Xx¥ — o teo] Mo M -

meoma}o(_w= S- dfff_‘)g g&w_-_ Sdﬁ_{g}f&@;)dt@.
X Y be A

Conmderimsy o meouwne X sun T YL ol.e,FCm.‘e_ 1—9"-"
xCE) = g HCE,) oy
Y ——
Comme dans £a '/I'E.M-LM e:l-o?e) o de‘mmkl QAL e X eol une
mepure ponlire 4ur M N, gui rewfie:

X (AxB)= pulA)LCB) _

v 4 - Qa 2@__& Py
C[u.ez&) gue Attend Ac TN e BeT.. D\o.a}neo }‘ﬂ;oe_)
on & Ol= uel). Comme dans da g e e’}-a.}re) on A€ i
alow que ot &, powr Eoule fwc&“&n § MM - meowzadde 2 O

\g- Sdluel) = gdufg)S-Wr,a)dp(ac))
XrY Y X
on infiodumsant o fonclion
KC$)= g Axly) S SAYAp) -
Ll ¢'enswil quz ( cjxa,,) fey)aViy) =( dVy)( cx
> ¥ E; w0l 57, ; i FRgdAp),

e e Keneme 4.1.§ eok demantle’. -
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4.4-40- Prodoit de n_mesores positives

4-1-10-1. Dfinibon de u® @, . Sstenk (X¢ M, He)
(48 ¢ _gm.} T Cop aen et €s G'"—f(_‘:u:.s . Notmo
X=X, x--x X, <e [/Led.u-d‘ ole ceo &Jf’a-‘-%, ef~ dengn oo

N s M= '71’14@‘--@771% ‘o G“-aﬁgi’im& oun X eﬂ'b*&e'“d"f’-%’-

ton Leo Oes de €o foeme A x-xh, o ~Nre Mg

‘{—Ouf& . )
Foue oo né elee dan Hepréme 445) on -—reu.!"

5QLJ:‘PQMM e haldin Les nesulbals 4uwivanlo :
) Tlexsl@ une umagyae meame—‘;,om{.‘i}a P B D,
QWL /m:w,{@"--@'?)?» c:z(_,g‘.b y-eujtle. :
f.t{.AAx--‘xA,,,_)z TC A

4=
queﬂo Ciur:&m‘ed' Leo A e M, (.5:"{,2/--7"’-})
) L'th‘e'gnaﬂe dlune fonclim M- mesurakle fowlive
5—: X = [O).[.ao] eos - donnce -f_cvt.-eo_ j—dlwuu.fe.:

g-j-d’_; = S dr*omgzam) gdﬁm)(xcrzn) T "g&(xv'“)z’) df"c{zﬁ%rm)

* xd‘(‘l) X
072 S o)

GT-E- g el une WLWM’M QQ&WQ_ Ae .}_1/2_.).../ka et
s Len Cﬂt‘&%’laﬂ@b ouccawtves doo aecond. membie
ceo c)\_fetgzzaﬁeo de foncliina e wradol es +oo»?l?re/5-

4.1.40.2 - Exemple . Soib N, La mesurc de Lelbesgue sur
¥
La nbuw GBR”‘ deo Bonc'leers de IR™ Alown, on o

Ao =h@h® @\,
sy T
En elret Gémm. woilnade awec @ch"'@ @JR > d_é\m.
L’Iﬁw

ve\’].igfe_. fnen. €a nelalitm d

>\%{_A4 X“‘-XA"F\-): )\dCA,‘\) >\4CAN\.)) ACe@R’
Comme O eru.raec vewhler . D’a{/te:’ fe nebulbaS
Dandclls” de Lo mesuwre produsth, on o

A= >\4®>\4® o AW ,

Ve ; adrauns



T‘fu‘e/va.a Fack 401
eb o fm&&wo Bone Cuennes -’.,cm'lj:}e,o sun R™ 4 'c'nf‘é"-a/lewf‘

K< fant Frandh ed >> , en u.h'hls?w.l‘ m‘q;.&e.mefwf' »elc,‘n[‘eWe
de Le.beoca»w-_ oleo Emo&m »'wae varaddle neelle .

4.2 THEOREME DE FUBINI

Saent (X, M,p) e CY,M, VD) dewwx espaced masmes T-fau's,
ek notono ‘u_ 1) Lo mésune duat sun. Xx Y. Leo fmca'by%
V@U - iategrables aun X xY oot des J:cnc.am g Aot
neowtabl far e & da labu e da MeTL, )
de aocite que, oWt chadier Leo queslions de p@l) -cbegrabilia
oun Xx¥Y. <€ mous fa;.d: elendne Le HReoléme 4.1.5 efm La
wa/u‘éb-’)fc‘é) du HReneme 415 aw cao 820 JC@nc,G.Ewa f.:.wU—
Mmeswralol €0 ?oﬁah;re.s swe X x Y. A celeffet, mouo e Buerena

Les nesulirals swvanls :

42.1- Propesition- Seient (X, M) e (¥, D) decx sopaccs
meswrds T= findis. Four toulz foncGon ramernque u®l) -
meswiable §:Xx)/—->~lﬁ) 0 exsle ume fLonchidn aumengue

MBN - mesuradle CXAY —> R et un ensemble NeMeTL
wtonk [uel)(N) =0, tele que Ton aut
Yy EN, $&y)=g g
Demonshabon . Ruwie & coneideher dwe’fba/?.e'mead‘ &Ozf—aw_%
-pom'ﬁ?re efne.‘gaﬁ-"ff 5+e".€_,'._ ale&) mfwtaam.fwﬁde
‘nehadde” Auafloden que 5 el wne fo‘ncﬁién AL C I L E.
-FOA.{G}E. Soit (5-“‘) une <l de fancGovd F@U-muwzafo(q
»kz‘npeab el ?o@—{&?c':;:’fteﬁﬂe que
. ” - e':m {'
{;(:r)g) e ‘-S-n x,4)
Jouwr bouls (z,g)e XxY. Mobhono qu'{! exxsle, pour tout
enlion M 3.’3_) ne 5(31\(:0.“::{7\. %m.: XRY —> ]__o/.;.m] Me TL -

mesunalole el wun 4cus -crsemble Nn de Xx)/) Nme'm@'n)
tels que

Sa(xg)=g, (5y)  quel que sat (HHF No
A cafeﬂg;e,ﬁ/ e‘mwg,g:
§ =2 X1
4= © E,_,
o Aeo A, #ont des neelo z O eF ou Keo B wont des
ensembles P@U-maowzab(u deux o Beux Bisornls . Foun

i




Tﬁt‘emﬁ Facke 402,
tout <, CecsG FeMEM & Z; pol-neplyenble,
'ar.‘Sa‘oa\.C de F, telsque:

Ed:Fd;UZ; :

ke R
PR N D B MER MRS

r 2y Z; 0
' e “ “= Y
e scle que, 4—:. Zon 4o g = Z‘;zl%;'ﬂ‘:_,ﬂ' "’:' tion
nole N un efe.m%g de MM connankt £ ensemble
P@U-—ﬂ&%ﬁ%ﬂmﬁde UZL_ er Vﬁh'%‘aﬂ(f-(@t))f““): O)
o=t

On @& .

Ona:

5. Cxg) =ga (g) powr CgIENn
En cuhz . Hfa Jcou.cﬁ&n g et M@TL- mes dr ke . [Zsonn
A F onde Pemend da M ST
N=/ an.) mole.}fdmr aunae n €tem

mzd .
qud ve wfte (F@U)CN):-,O. Sat g=5 ﬂNC‘ ; on
glx,y)=§xy) four (xy)EN ebf, comme
g(x,y)= -%2 m(gﬂﬂw_)(x,g)
Tour Eoul (z}y)f__:—_xx); o g%eol— M@ M- meowrakle e

Ne Mo , on en d e'cuact que g ek M @M - mesurakle:
Lo. 4ropoqbion el axlns demmlae . -

4.2.2. pr‘ogos;hbr_'l_. Sorenkt CK,’?Y’L} )Q)f' C)‘;%’,U) cleux
eopaces mesunes G- Sonas.  Soif N XxY wn
Ao - ensemble poL)- negliteable. Al ,

N, el L-nebligeaole joun u-presgue toulx,
eJ_"_Ng _83_[ H_—__'_\_g-'gﬂ_t%mhie. 4our :)_-:':Pawq,ue l'wJ"H

Dc—?'momﬁa.ﬁa@-

Soit Ze Mo N Ael que Nc L
e#'(f;@,u)(z_)_—_ ©. D'ajres e tHheoréme 4-7.5, on

- (H@U){Z):gmzz>dﬁfx> = CJ)
A

o €a fonclon x i—>U(Z ) eol [u-meouaalde -f,om'ﬂv-e.
(On en dedunur gue V(Z Y= O Four [~ preoque towl
e X b comme N cZ €T, N

" I eof l}-ne'aﬁ’ﬁeo.fo(.e
foun - pleogume ok xe X. De meme, on manka que

Ny cof fi-nepligeable qour - preoque boub ye ¥ o
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N reo unno m acnbenawt de'monfiern oo an cod oﬁes
tReonemes 4.1.8 er4.1.5 () oW €es foncEono p@L-
m o adol €0 -

4.2.3- Theoreme . Ssiear CX,M 1) &F (¥, T L)) dleux espaccs
meoures T- Conas . 551"' )(A‘/..-—-> Lo, mT une foncbhon
p@L- mesable . Alon, on o

(() Lajplecaion & eof L)- mesurchole Four o M
:\CC.X el * Zajplicaliin o S dD , defnee

H__P’taody..te Ai..wlfau.f:) eai‘ f'l meowza_u Y
(&) L a a [plicabion ot - mesuahle —f-owz_lx’ jreeque fre treck™
“éGY el -eézﬁzﬁr_aﬂtm drn_'/&a_-t_e
]v’l.egg__-f-anbouf o b J..) \zs./ eama.foie.

R g $d(pew) = g aymy 5 aV) =S ALly) 553 d |
XKY - X Y Y X
On nole as fais )( Fdlper)) ou g( §éeyddpie)alily) £ 'cnteguole

( S‘d(["s’u)) ei‘x’:r{z «wa x,cY n.tecy’laﬂﬂ deuble 77 de &~

XxY
swz X x)Y.

Demonstration (i) D::I.f/léz Lo proposibom 4.2. g X <€ excila
un enpeimble NE M@N ek que (MEUXN)= O F
tel que g= gﬂ st M@ N - mesurakle: Diapes <a
Yropoition 4.2. 2_ € exs@ wn stwe-ersembole Ac X,
A‘f.: ne:aﬂ.g.eado(e 4el que N sort U,ne‘%ﬁt‘%ea,{ok Four
bcﬂ"xﬁ'A— Freoms e A - ALW §. =9 thowde N

o

a‘uu. aolt L~ necaﬁ%-ea.ble e}‘ Comme % sal ’nmm“wtgue
& eol - maswrable  ef ve'ufre

ggd)_) gg ell) .

Dlapés 2o Fﬁem.eme 4.8, 2a Sordiion :r_f——:»gg A eaf

’}’n.. meouralole 5 comme elle @b eaa.ﬂ..e o Paeoqu.e parntoud
o £a fcncam ( definee [ - precque Twubou.k) :x_t-—%-g§ al),
cette denniera eof” Ja- mesuralole erona

Sdpm)gg di = S-dﬂh)j‘% al) = S-%dqu@w) ggdcrmx}
v XxY ARY
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() Se demonke de Yoo mEmenaners que () Ona:

Saueb) =( a5 do-
{ {/ aigﬁ

XxY

(&) Resulddz cumediolzment de () e ().

4.9.4. Thdoreme ( Foubini). Saek (X, M, 'p.) e (ymp)
deux espaces mesune's T-finns eb £ X x Y —> IR uwne
j‘-g-afori pell- dnt‘e%&able.. Al , on au ‘

Cl:) PO"WZ: E~PW%¢. CUM-EQC&:X) Qfl f—cmclicm. f iq&f-——au&[x,a)

gy o, _ClrfonkE o -pleaque
=k x> ( §CGuy)dVly) et fi@fé:.b_@;i

() Run Uﬁ% todt ye Y, €o forclicn % st 50y )

e p-¢ e, ef o fandron Cdufirde L7-(reigue
gi—> (Soug)apts) _est V- lepoble;
(rLZ} ' '&d‘dﬁ/zﬁ.ﬁe S- £ dﬁtx@D) = ﬁ 5-(‘9:,3’) d{“("t)dﬂy) a_tf*f_ﬁifa_
NS R S e ] e——

Xy Y - §mna‘e .
XxY -‘taﬂ.fza.”dvf’ci: o XKe¥ prequne '}-'-(9).) e 1

[ sagapmarty- Saf@j&@gg aity)
A

XxY

Y
= gap(g)gffx‘g) i{_"i‘) -
Ly 5=

X -
Demonchialion - Quilte o conmderner 1 el £ av;:—f.euf
1 " ) . N—'
er, Hano & de ﬁéne&a&&} que { @ fot
m :,f.e ftﬁerjtj;e /(-.2.’5) Lo SoncGm &x eal L-mesuwrable
Foun. pr-Preoque bowl o, ef €a foncGon acr—“?g&xdu eaf
p- mequar able . En ouhd, ona: Y

S c:"u(ac)g &(x,%)dv(a) ® gg JERS) dple)dily) < +0.
X Y

xeY
Tl 'enauit Sk Ss‘f"»?’d“‘a) <+ oo four F“P‘“%" foud” 2

re. j'. eat .LJ-L'a-t‘t)éA alole -’,oun_ P-Pq&o%c toud oc - Pan
\ y e’ e on a
ml!e,um) X > § S’fxngdefy) eol p - (nbe'gn aksle |

Y
K §fx,‘a*) drdn)dﬂfa) = gd)u(v.)ggﬁqg) dD(a) ‘
e x Y
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&En ebﬂa«?:a»!‘ £Les nE€eo de X erdeY, omn ofliend () eoF
La Cotellbe’ de (cci). o

4.2.5- Thédoréme ( Fatoy). Soieal (X, M, p) e CY, ML)

dew epaced mesures T- fends. Soff C.XRY —> B same
Sonclion' pu@l- meswrable . Om au;rpova-ev que €o fonclion
fdl——ﬂplg-(r‘ajl eol” - c‘n.l‘e\?f}.a‘d.e 1_@1.:/1. - —!thcoq»c; towd oc,
et gque La fornclion act—-;*g lf’t.g)ldﬁtg) el H—Enl'eg);.ajotg_.
AL, [ et pe)- ,;,Lfe_\g,,_debLe_) ef fes concluriond s
tReor€me de Fuloina st reuiees .
Dé&meonstration. Q:}mnqe, Con fo:xc;u‘cm {_g‘[ el ,.;m).)-meowmﬁo(e)
Oon A en ver Lo d;uﬁ&&éme 4.0-%

151 dpmsy = fdr,&)gl}&‘a)ldmg) ;
X

XxY Y
e feo ﬁ-gr.o'ﬁ‘fe‘:wa enlioined grre Sg [g-lal('u@mé«r—aa.
La forcbion I£] eetr Zunc

{.'m..la,e)*q/uc gue :F eal P@U_

4.2.6. Corcllaire - Soenk (X, M,p) e (4N D) clewx
eopaces meoures G- fonaS . Scrent £ X —% IR el
% Y s IR dewx RoncdmEono a&f:ec&“vememf #-én('e%(‘ta_}i_e
oF D-intearalde.” A low, €a fonction

5€9: Ca,g)ehr Y ——2> §lxygly)e 1

cof poL- inkegpable ef on ot

[[ swarpdpimat =(( s dper(§ 3040%)
Xy X Y
Demeonstratvor: La fonclon C,)"%)I———?E(’.Z) eof” [“-@U-

mesurolole cat | feur toud” A€ IR, & 'evwemble den (x.y)eXey

belo que Sa) S A eoF de 4o fome (AUN)RY ouw AEM
et N eof {..L-ne'@—et?@ealo(e.- O

(AUNYRY = AxYUINRY) o AxYe M@ N,
et ox NxY eeor iu@U_nesﬁ‘ggane> de gola que
@‘UM)"Y b pw@- meswrable. La fonclion (ar‘é)'__;ﬁ,@
eol done Gien Pf&?)—ﬂ——me&waﬁnle.- De meme, Lo Jﬁmcﬂ;m

X AN -
@ V- cntﬂe{gw-‘v‘e, ce qus

whe lole -
¢ c%/‘za_ @
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(x.g)s-——;‘gf ) eol FL@U-M%MC‘-‘OLE) el Fonc La fonclion
—{Aod.x.u'f' ( x, )l——?_gfz)afb) eol ’_L&U-meeuﬂcxﬂﬁ(& D'ape

Le HRe creme Fatou 5@ eof @ - cabebrakle . el
e theAEme b 13 F:(.LB-;:.: foc?)’uul" r&'&aﬂtrf:é—‘ 3/! J

5( 54)gy) dt‘f«)avca) = Gfdf“xg g u) . .

84 x Y
) eb CYMD) derex

e

4.2.F. Corollaire . Saienl CX, M
€rpaces mesunes —Lenrss . S N wne
]u(xal)— meswrolole de X~V St pour P-_p*leog,_u_'e
(-fouf'zrexj‘mupe N, el Q—Aecaﬁg‘g,eala% akorb

N est p®i- ne‘g«@‘g.ea.lo(e.
Demonshialzdn: C ol wne Comdeqircace tme
A Heoneme da F ot - &

T2 exisle e j'*w@&rm f"“g
Leo categqroles raperpasees

e'da'aks

L)- mes uwrakles

4.2.8. erharc:ic_)g:

£ XY —> = .1—0(4/?. Leoquelles

S al‘u&)j- 5ay

x o Y X o
5 we ne At (g,i)_f_nf‘e?/‘zm‘olﬁd-

a—&nﬂ) mears o e TM t.a. o, [‘ol;jx'[‘o';]

Conendenond e x e,rw’aee , le e Le
e Lo mesur e el ey mea Wied edgue

s (0,47, €e jf—or\.c.GZ_m £ definde pove

SGyys xX=2 o (xg)F 0, <F
@:L-Hj’)'z'
f(d’ro)_“' O .
Cella f@actt“an eﬂf'mg,ewia.kl&)
aau.gm- pocnt (0,0) gur ol wn ensemble negligeable.
P — ~ = . 2
cun x< 9, Lo fo.xf.uchx o c-ong:mc donc ¢ FEé/i.a‘o[e
Mfot‘j,dﬂwmare (él——:?z z)alﬂ_mq,uc.

e %
j&xig:_i-_ /P«Dwz’z::?fo.

C ela derniew j—mcﬁ‘m)
I 4 vxc®
m-‘ ‘he © LN x#"o w}" (_’n.f'e‘ GJJG el ore o L
finie g ) grakle,

el atul. dup = T
SO i[xzﬁaz):h& 4 4 A
O rEific da méme que gd-& x‘-’-gz dxe = ~IC
MBI

can eike eof” conft e
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Le Hieeme de Fule'nd (,‘MP&-‘CWC oy gue n‘eol
pae c‘n(‘e‘@/icdo(e un Qa meswse 7/:;.0&»41*‘“‘:1“ mesured da
Lebeague S Colx o],

4.2 THEOREHME DU CHANGEMENT DE VARABLE

‘;rwte"% . Faune un R ment de vauakle conaisle

a evne Ty = Plx), o Cb=_f?_—-=70 eot MR’"’
diffeomonphasme e Lane C? d'um oarert (L oo e
sun Llocwert (. Cela avgrajee qus P \eof“m g.l.nmec-wh&
de 2 4wz U qui et de Lome C 1 ainel gque P U (2.
©On noli Dlx) La difjereniiclle de P owr poarl oc c'eol”
wne oy coliin Lineane da IR™Mdans IR qud eol \
Chrewsible 2lcnvewe DP ') Doxy) en venia de La r€3le
de d:{gdnenli‘&iih deo foncliono co-m.r-c%ee/é On notera

J:p(x) = det( Dci)(xj) 2e Jacokven de ch aaxn ,f.ocw.x..

PCU?_ E)CE.H‘\,P‘?Q) @e 1_@_,@6 en c,emgunn.:fe,é CUJ’-Q.&
conxisl@, qour toul Tom.t (&,536”22-—3#0%0] a”

L {:2:‘.: s

’8 =g mn B
que b e vectewr de coordonnees (X,4) odec
2 axe des oc ch- fFigurne a‘~c,qmﬁ1>

B
;/ Ml;
@

>
e o

O
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