Ingénieur 4 - Analyse.
Examen du 6 mai 2021 — Durée : 2 heures
Documents autorisés : notes manuscrites, polycopié.

Exercice 1

1. Etablir si la série S (—1)" est convergente et si c’est le cas calculer la somme Y o2 (=)™

z S » 7 . 1 1 [ 5y g 00 1 s 1
2. Btablir si la série ) (;; — -5) est convergente et si c’est le cas calculer la somme ) 7, (;; — 705)-

Exercice 2

1. Démontrer que la série ) (-(_5711))—? converge.
—1)" o | k
On note S =3 2, % 6680 = D g %

2. Donner les valeurs des sommes partielles Sy, S; et Sy

3. A T’aide d’une estimation du reste de la série, démontrer que %‘”; < 8 < %

Exercice 3 Soit a > 0.

1. Calculer lim,,_,o a™.

2. Calculer le rayon de convergence R, de la série entiere ) | 72"

3. En déduire le rayon de convergence de la série entiere ) ;ma?"

Exercice 4 On s’intéresse a la série ) n(%n)? Les critéres de comparaison, de Riemann, de Cauchy
ou d’Alembert ne permettent pas de conclure facilement quant a la nature de cette série. On procede
alors par comparaison avec une intégrale impropre.

1. Pour z > 1, on pose F(z) = . Caleuler F'(z).

2. Soit 1 < a < b. Calculer, a l'aide de la question précédente, [ : dx.

a z(lnz)?

w

. L’intégrale impropre [ —d-dz est-elle convergente ?

z(ln o

. La série 3 o est-elle convergente ? Justifier.

8

Exercice 5 Pour z € R, on pose F(z) =) >, cosgfx)
1. Démontrer que F': R — R est bien définie et continue dans R.

2. Démontrer que F' est dérivable dans R, exprimer la dérivée comme la somme d’une série et
calculer F'(0).
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Exercice 1
1. Etablir si la série $)(—1)" est convergente et si c’est le cas calculer la somme Z;’;l(—l)”.

2. Etablir si la série Z = — —) est convergente et si c’est le cas calculer la somme )7 ;};5)

Exercice 2

1. Démontrer que la série Z (2 ), converge.

k
On note S =37, (2711)), &t S =Y ke (28, ]
2. Donner les valeurs des sommes partielles Sy, S et Sy

3. A T’aide d’une estimation du reste de la série, démontrer que 23 < S < 3¢

Exercice 3 Soit a > 0.

1. Calculer lim,,_, a™.

2. Calculer le rayon de convergence R, de la série entiere ) Tl

3. En déduire le rayon de convergence de la série entiére ) H%x?”

Exercice 4 On s’intéresse a la série ) (1 ammz- Les criteres de comparaison, de Riemann, de Cauchy
ou d’Alembert ne permettent pas de conclure facilement quant & la nature de cette série. On procede
alors par comparaison avec une intégrale impropre.

1. Pour z > 1, on pose F(z) = m( ;- Caleuler F'(z).

2. Soit 1 < a < b. Calculer, & 'aide de la question précédente, [ b dz.

1
a z(lnz)?

3. L’intégrale impropre f —i.;d est-elle convergente ?

4. La série ) 5oy est-elle convergente ? Justifier.

Exercice 5 Pour z € R, on pose F(z) =) > cos(n2z)

n=1 nt
1. Démontrer que F': R — R est bien définie et continue dans R.

2. Démontrer que F' est dérivable dans R, exprimer la dérivée comme la somme d’une série et
calculer F'(0).



