Algeébre linéaire
Exercice 56
Lesquels de ces ensembles sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
1) L’ensemble D; engendré par le vecteur (2,3).
2) L’ensemble Dy = { (z,y) e R? |3z — 2y =0}.
3) L’ensemble D3 = { (z,y) e R?* |3z —2y =1}.
4) L’ensemble Dy = { (z,y) e R? |22 +y? -3z + 4y =0}.
5) L’ensemble Dy = { (z,y) e R? | 2> +¢y2 < 1}.
6) L’ensemble Dg = { (,2a) |a € R }.
7) L’ensemble D7 = {(z,y) |z >0,y > 0}.
8) L’ensemble Dg = { (z,y) € R? | 92 + 4y*> — 122y =0 }.
Exercice 57
Lesquels de ces ensembles sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?
1) L’ensemble E; = {(a,3,0) |a € R, €R}.
2) L’ensemble E» = {(z,y,2) |zy+yz+2z+2=0}.
3) L’ensemble E3 = {(z,y,2) |z +y+2=0}.
4) L’ensemble Ey = {(z,y,2) |z+y+2z=1}.
5) L’ensemble E5 = {(z,y,2) | sinz +siny +sinz =0}.
Exercice 58

1) a) Soit z un réel. Discuter selon la valeur de x de ce que vaut le sous-espace vectoriel Vect(z) du R-espace
vectoriel R engendré par x.

b) En déduire la description complete des sous-espaces vectoriels de R.

2) a) Soit (a,b) et (c,d) deux vecteurs de R? non colinéaires 1'un & lautre (c’est-a-dire tels que pour tout
A réel; on ait (a,b) # A(c,d) et (¢,d) # Ma, b)).
Montrer que le sous-espace vectoriel du R-espace R? engendré par (a,b) et (c,d) est égal & R2.
b) En déduire la description compléte des sous-espaces vectoriels de R2.
Exercice 59
On pose u = (1,4,3),v=(0,2,1) et w = (3,1, -1).
1) Montrer que (u,v,w) est libre dans R2.
2) Montrer que (u,v,w) est un systéme générateur de R® (sans utiliser la théorie de la dimension).
Exercice 60
Dans R?, on considere les vecteurs :
w=(1,-1,1),v = (0,-1,2), w = (1, -2, 3).
1) La famille (u,v,w) est-elle libre ?
2)
3) Soit G = {(z,y,2) € R® | z + 2y + 2 = 0 }. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3, puis que
F=aG.

Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par (u,v,w). Donner une base de F.

Exercice 61
Dans R*, on considere les vecteurs :
Ul:(17230a1)3 U2:(17032a]-)3 U3:(2a034a2)3
w1 = (1727 170)7 Wz = (_17 ]-7 17 1)7 w3 = (27 _1707 1)7 Wy = (27 2727 2)
1) Démontrer que les familles (vy,v2) et (wy, w2, w3) sont libres.
2) Soit F le sous-espace vectoriel engendré par (v1,vs,vs3). Déterminer une base de F.

3) Soit G le sous-espace vectoriel engendré par (wy,ws,ws, ws). Déterminer une base de G.



Exercice 62
Dans R3, déterminer la nature géométrique et une base de chacun des sous-espaces vectoriels suivants :

1) E = {(93;1;3/1,21) € R3 | 21 + 2 + 23 = 0}, E, = {(.’L‘,l,yl,zl) € R3 | 2Ty — T3 = 0}’ et enfin
By ={(z,1,y1,21) ER® | 201 + 22 + 23 =0t 220 —23 =0}.

2) Fi ={(z,1,91,21) ER® | t1 + 2z + 23 =0}, o = {(z,1,51,21) ER? | 21 + 22 =0et zo +23 =0} et
enﬁn F3 = Fl OFQ

Exercice 63

Dans ce qui suit, on note (z1, T2, x3) un vecteur quelconque de R3.

On appelle :

F le sous-espace de R® d’équation z; + x5 — 323 = 0.

F; le sous-espace de R? engendré par les trois vecteurs a = (3,0,1), b= (2,1,1) et ¢ = (1,2,1).
F; le sous-espace de R® caractérisé par les équations :

T1+2To—323=0
Iy — Ty — T3 = 0

F, le sous-espace de R? caractérisé par les équations :
1 + 22 —3x3 =0,

.%'1—.’1)2—(1}3:0

$1—2.’L'3:0

F5 le sous-espace de R? engendré par les deux vecteurs b = (2,1,1) et d = (0,1,0).
1) Déterminer des bases respectives des cing espaces F1, Fa, F3, Fy et Fj.

2) Pour chacune des inclusions énumérées ci-dessus, dites (et justifiez) si elle est vraie ou non:
a) i C B»? b) Fo C F1 ? c) Fs C F5? d) F5 C F3?
e)F3CF1? f) F, CF37? g)F3CF4? h)F4CF3?

Exercice 64
Le vecteur (1,2, 3) est-il ou non dans le sous-espace de R?® engendré par la famille suivante :

((1,1,1),(-2,1,7),(1,-1,5),(2,1,-1))?

Exercice 65
On note can la base canonique de R3, et ¢ le triplet (er, ez, e3) ol

€1 = (132a0)3 €2 = (]-a]-a]-)a €3 = (_]-aOa _3)

1) Montrer que e est une base de R?.

2) Soit z le vecteur de matrice dans e. Expliciter la matrice de z dans can.

3) Soit y le vecteur de matrice dans can. Expliciter la matrice de y dans e.

W W=

Exercice 66

1) Montrer que la réunion de deux sous-espaces vectoriels F' et G d’'un méme R™ peut ne pas étre un espace
vectoriel.

2) Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un méme R, tels que F ¢ G et G ¢ F.

Montrer que F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel de R™.



