Applications
Injections, surjections, bijections: étude d’exemples
Exercice 1
Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
f:R—=R g :Rt - R* h :]0,1] — [0,2]

$’—>1‘2 X P—>SC2 x P—>SC2

Exercice 2

1) Soit f: R — R définie par: f(x) = x + 2. Cette fonction est-elle bijective ?

2) Soit g: R — R définie par: g(x) = 22 + 3. Cette fonction est-elle injective, surjective ?
3) Soit h: R — R définie par: h(x) = x + x*. Cette fonction est-elle injective, surjective ?

Exercice 3
Soit f I'application de R vers R définie pour tout = réel par:

f@)=124+z+ 12— —4.

1) Tracer la courbe représentative de f.

2) L’application f est-elle surjective ? Est-elle injective 7

3) Soit g l'application de [2, +o0o[ vers Rt définie comme étant la restriction de f a [2,+o0].
a) Justifier pourquoi on peut restreindre ’ensemble d’arrivée de g & R™T.
b) Montrer que g est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Exercice 4

Soit :
f:N—>N g:N —- N

n +— 2n et n — E(%)
(on note E la fonction partie entiere).
Les applications f et g sont-elles injectives, surjectives 7 Comparer fog et go f.

Exercice 5

Soit D ={(z,y) e R? | x <y} et A={(u,v) € R? | u? — 4v > 0}.

On définit ¢: D — R? par: o(z,y) = (z + y, zy).

1) Montrer qu’il est possible de restreindre ¢ & une application de D vers A.

2) Montrer que cette restriction est une bijection.

Injections, surjections, bijections: résultats généraux

Exercice 6

Soit X, Y et Z trois ensembles ; soit f une application de X vers Y et g une application de Y vers Z.
1) Montrer que si f et g sont injectives, g o f aussi.

2) Montrer que si f et g sont surjectives, g o f aussi.

3) Montrer que si g o f est injective, f aussi.

4) Montrer que si g o f est surjective, g aussi.

Exercice 7

Soit X et Y deux ensembles, et f une application de X vers Y. On suppose qu’il existe une et une seule
application g telle que go f = Idx.

On suppose enfin que X possede au moins deux éléments. Montrer que f est une bijection.

Exercice 8
Soit X un ensemble et f une application de X vers lui-méme. On suppose que fo f = f.
1) Montrer que si f est injective, alors f = Idx.

2) Montrer que si f est surjective, alors f = Idx.



Exercice 9
Soit X un ensemble et f une application de X vers lui-méme. On suppose que f o f o f = f. Montrer que:

f est injective <= f est surjective

Exercice 10

Soit X et Y des ensembles, soit f une application de X vers Y et g une application de Y vers X.
On suppose que f o go f est bijective.

1) Montrer que f est bijective.

2) Montrer que g est bijective.

Exercice 11

Soit X, Y et Z trois ensembles ; soit f une application de X vers Y et g une application de X vers Z. On
définit une application h de X vers Y X Z en posant, pour tout = de X :

1) Montrer que si f ou g est injective, alors h est injective.
2) Montrer que méme si f et g sont toutes deux surjectives, h peut ne pas étre surjective.
Exercice 12

Soit f: X — Y une application.

Montrer que :

1) f est surjective < Pour tout ensemble Z et toutes applications u et v de Y vers Z, u # v entraine
uo f#wvof.

2) f est injective < Pour tout ensemble W et toutes applications u et v de W vers X, u # v entraine

fou# fou.

Image d’une partie, image réciproque d’une partie: étude d’exemples

Exercice 13
Soit f lapplication de l'ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme définie par :

f)=4,12)=1f3)=2f(4) =2

1) Déterminer f(A) pour A = {2}, pour A ={1,2,3,4}, pour A = {1, 3}.

2) Déterminer f~1(B) pour B = {2}, pour B = {1,2,3,4}, pour B = ().

3) L’application f~! existe-t-elle ?

Exercice 14
1

1) Soit f l'application de R* vers R définie par f(x) = —;. Déterminer f(R*), f(]0,1]), f~'(]0,1]),
x

fH=11)).

2) Soit g Papplication de R vers [—1,1] définie par f(z) = cos(rx). Déterminer g(N), g~ *({0}), g7 ({1}),

g~ ([=1,-1/v2)).

Exercice 15

1) Soit f: R? — R définie par f(z,y) = x. Pour a € R, dessiner f~1({a}).

2) Soit g: R? — R définie par g(x,y) = = + y. Pour deux entiers naturels n < m, dessiner g~*({n}) puis

g t{n,n+1,...,m}).

3) Soit h: R?* — R définie par h(z,y) = 2% + y2. Pour a € R, dessiner f~1({a?}).

Image d’une partie, image réciproque d’une partie : résultats généraux

Exercice 16
Soit X et Y deux ensembles et f une application de X vers Y



1) Montrer les inclusions suivantes :

Pour toute partie A de X, A C f~1[f(A)] et

Pour toute partie B de Y, f[f~*(B)] C B.

2) Montrer que les énoncés analogues mais “dans lautre sens” (c’est-a-dire les énoncés :
Pour toute partie A de X, f~1[f(A)] C A et

Pour toute partie B de Y, B C f[f~1(B)].)

peuvent étre faux.

3) Montrer les égalités suivantes :

Pour toute partie A de X, f(A) = f(f~[f(A)]) et

Pour toute partie B de Y, f=1(f[f~1(B)]) = f~4(B).

4) Imaginez pour chacun des énoncés du 2) une hypotheése sur f qui le rende vrai.
Exercice 17

Soit E un ensemble et X une partie de E. Soit f une application de E dans E ; on notera f2 = fo f,
f3 = fofof etainsi de suite.

On suppose que f(X) C X.

1) Montrer que pour tout entier n > 1, f*(X) C X.

2) Montrer que s’il existe un k > 1 tel que f*(X) = X, alors f(X) = X.
Exercice 18

Soit X, Y deux ensembles et f une application de X vers Y.
Montrer que f est injective si et seulement si, pour toutes parties A et B de X, on a:

f(ANB) = f(A)N f(B).

Exercices au sein d’ensembles d’ensembles

Exercice 19
Soit F un ensemble non vide. Les applications suivantes sont elles injectives 7 Sont-elles surjectives ?

fiP(E) — P(E)? fo i P(E) — P(E)? fz :P(E)? — P(E)
X - (X,0) X  — (X,CpX) (X,Y) — X
fi:P(E)? — P(E) fs :P(E)? — P(E) fs :P(E)? — P(E)?

(X,Y) — XNY (X,Y) — XUY (X,Y) — (Y, X)

Exercice 20

Soit E un ensemble, A et B deux parties de F.

On considére f: P(E) — P(A) x P(B) définie par f(X)=(XNA,XNB).
1) Montrer que f est injective si et seulement si AU B = FE.

2) Montrer que f est surjective si et seulement si AN B = ().

3) Lorsque f est bijective, donner une formule simple pour f~!.

Exercice 21

Soit E un ensemble et xg un élément fixé de FE.

On définit une application f: P(E) — P(E) en posant f(A) = AU{xo} si zo € A et f(A) = A\ {zo} si
To € A.

Montrer que f est une bijection.

Exercice 22

Soit P5 'ensemble des parties a 5 éléments de N et soit F5 ’ensemble des applications strictement croissantes
de {1,2,3,4,5} vers N.

On définit une application ® de F5 vers Ps en posant, pour f élément de F5 , ®(f) = f ({1,2,3,4,5}).
Montrer que ® est une bijection.



