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| Calcul différentiel - Correction

Exercice 1
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Exercice 2

1. On rappelle que I’équation cartésienne d’un plan dans I'espace R? est de la forme az+by+cz = d
(avec a,b,c € R des constantes), et que dans ce cas le vecteur ai + bj—|— ck est orthogonal au plan.
Dans les cas qui nous intéressent on a 7 : y =1et my : z = 1.
Commengons par décrire mathématiquement la courbe 7 :

m=8SNm ={(x,y,2) ER3‘z:3m2+4y2—6ety:1}:{($,y,z) €R3’z:3m2—2ety:1},

donc 71 est le graphe de la fonction f(z) = 322 — 2 dans le plan 7; parallele & 20z. Donc la pente de
1 est donnée par la dérivée f'(z) = 6z de f.
De la méme maniere

vo=SNm={(z,y,2) ER3|z:3x2+4y2—6etle}:{(x,y,z) €R3|z:4y2—3},

et 2 est donc le graphe de la fonction g(y) = 3y*> — 3 dans le plan 7y parallele & yOz. Ainsi la pente
de 9 est donnée par a dérivée ¢'(y) = 8y de g.

2. La fonction f définie par f(z,y) = 322 + 4y? — 6 a pour graphe la surface S C R3. Ses dérivées
partielles au point (zg,yp) = (1,1) sont

0 0
;ﬁ(xo’yo) =06xo=06 et 65(%’%) =8yo = 8.

Elles correspondent respectivement avec les pentes des courbes 71, en . =1, et 9, en y = 1.

Exercice 3

On rappelle que le gadient ﬁ( f)(z0,y0) d'une fontion f de deux variables x et y en un point (xo,yo)
est le vecteur suivant :

= — -

V() @owo) = %(xo,yo)i + (Ty(l’o,yo)j-



Ainsi on a (on ne donne la correction que pour (0,0) et (1,—1)),

V(f1)(0,0) =0 V()L 1) =i-2j )

V(£)0,00=5  V()1,-1)=-3i+B+el)j B
V(f3)(0,0) =sin(1)j  V(f3)(1,—1) = 2cos(1)i — (sin(1) + 2cos(1))j
V(£1)(0,0) = 27 V(f1)(1,—1) = (2co8(2) — 1)) —17 4 esin(2-17
= = = _ 1 = sin(1) =

Y(fs)(Q 0)=0 Y(f5)(1’ -1 = 2reos(1) t e

V(f6)(0,0) n’existe pas V(fs)(1,—1) =2i — 2y

Exercice 4
On rappelle que la dérivée directionnelle de f suivant un vecteur V se calcule via le produit scalaire
de V avec le gradient de f :

Ici on a f(z,y) = zy?. Ainsi V() = 427 + 22y, et au point (2,1) on a V()ay = i+ 4j. Alors

(=,y)

zf(2,1)=144=5, 9:f(2,1)=1-24)=—7, et Ozf(2,1)=2—4=-2.

Exercice 5

1. V(f)(%y) =2z + 8y.

2. Soit k > 0 un nombre réel positif fixé. Alors la ligne L de niveau k de la fonction f est la courbe
du plan déquation 22 + 4y? = k. Autrement dit, L, est I'ellipse d’équation centrée en 0, de grand axe
Oz, de grand rayon vk et de petit rayon vk /2.

3. La courbe « est précisément la ligne de niveau L4, donc le gradient de f lui est orthogonale.

Exercice 6
Soit 'y le graphe de la fonction f(z,y) = zy*. Commengons par donner deux vecteurs tangents,
vi(z,y) et v3(x,y), a 'y en un point (x,y, z) du graphe (on a z = f(z,y)) :

vi(z,y) = (1,0, gi) =(1,0,7?) et va(z,y) = (0,1, gi) = (0,1,2zy).
Ainsi, si (z,y) = (2,1) (on ne corrigera pas le cas (0,0), qui est tres facile, ici) on trouve que une

équation paramaétrique du plan tangent a I'y au point (z,y, 2) :
01(2,1) = (1,0,1) et w3(2,1) = (0,1,4).
Par conséquent on trouve une équation paramétrique du plan tangent au point (2,1,2) (f(2,1) =2) :
r=24+a, y=1+0, z=2+a+43 (o, B €R).

Pour trouver un équation cartésienne on a besoin d’un vecteur orthogonal, par exemple le produit
vectoriel de deux vecteurs tangents : v1(2,1) A v3(2,1) = (=1, —4,1). Par conséquent on trouve une
équation cartésienne du plan tangent au point (2,1,2) : =1(z—2) —4(y—1)+1(2 —2) = 0. Autrement
dit, x + 4y — z = 4.

Exercice 7
Commencons par rappeler que la différentielle d’une fonction f de deux variables en un point
(z,y), notée df, ) ou de, f, est définie par

_of of

df(x’y) = afmda? + @dy .



Ainsi, il suffit de calculer les d{erivées partielle de la fonction. Dans les exemples de ’exercice on
trouve

dfzy) = (32%y+2xy>+y%)da+ (23 + 222y +329°)dy et dg(z,y) = (siny—ycosz)dz+(z cosy—sinx)dy .

Exercice 15

Soit f : R — R et soit F(z,y) = f(v/22 + y?). En notant r(x,y) = /22 + y2, on obtient que

F = for. Commengons par calculer %—5 :

OF _ofor _9f =

dr  Ordxr  or VZ+ 2

Calculons maintenant la dérivée partielle seconde B—F :
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On trouve exactement de la méme maniere que

82F 82f 2 8f 2
oy or? <$2?j- y? ) or (chy)?ﬂ)

Ainsi, le Laplacien de F vaut

A(F) =

W(M) %( y* + 2 >_62f+18f
Or? \z2 + 2 or \(x2 +y2)3/2)  or2  ror’

Exercice 16
Soit f : R? — R et soit

¢ Ry x 0,27 — R*\{(0,0)}

(r,0) — (z=rcosb,y=rsinb).

On pose alors F' = f o ¢ et on cherche a calculer les dérivées partielles de F' en fonction de celles
de f. Dans les calculs qui suivent, on utilise la notation “physicienne” et on ne fait pas la différence
entre f et F' (les deux étant notées f), considérant qu’il s’agit de la méme fonction exprimée dans
des coordonnées différentes :

oF af of ox O0fdy Of af .
(E - )5 = oz or oy dy Or ~ oz cos(0) + Ay sin(6)
(8F_>8f of ox Ofdy Of af

20 9 = 290 + = 3y 06 %(—rsmw)) + a—yrcos(Q)

En écriture matricielle on a
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Pour calculer les dérivées partielles de f en fonction de celles de F' il suffit de calculer I'inverse de la
matrice A :

o e s B e (A

Autrement dit,

of _of of sin(0) of _of . Of cos(0)
or = oy O g (- 7)) e g~ or Sn9)+5 ‘
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Ainsi le gradient s’exprime en coordonnées polaires de la manieére suivante :

N - . = 10f N -
V(f) = E(cosﬁz +sinfdj) + " 89(_ sin @i + cos0j) .
=i, =il
Autrement dit,
- -0 50 o 1., 0

oz oy T Mar T

On remarque ensuite que le Laplacien peut s’exprimer comme un produit scalaire :

f 0*f o o

Alf)==—5+—=5=V" .

(f)=532+ 952 V- (V(f))
Enfin, on rappelle que 0i,/0r = 0iy/0r = 0, 0u,/00 = Uy, Oup/00 = —iiy, U, - Ug = 0 et
Uy - Uy = 1 = Uy - Up. Ainsi on peut terminer le calcul du Laplacien en coordonnées polaires :
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