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- Feuille d’exercice II.
- DIAGONALISATION — TRIGONALISATION -
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Exercice 16. On considere la matrice A = [% _41] de M, (R).
1. Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A.

B _41] X2—5X+6= (X —2)(X —3)
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Far=o= G 3

PlAP=D

(_11 _12) Pt = (—21 —11)

=G )

Rq:

b= (_I;Id —Izid) P

41_ (N —=N\,_ (2N O
P = (ZN 4N)P_ (0 BN)
Si N est diagonalisable alors M I’est aussi.

Si M est diagonalisable, alors N Iest aussi.

Rappel : Soit A une matrice carré. Alors il existe un polyn6me annulateur qui divise tout les
autres. Il est unique si on le suppose unitaire.

ua vérifie p(A) =0 = p,|P.

Ex : Pour un projecteur X--X  Symétrie X>-1 rotation plane d’angle 27” X" =1 deg(xa = 2)

- [Commentaire [p1]: Pas minimal
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°

L’ensemble des racines de 4 est sp(A) (les valeurs propres)

e Aestdiagonalisable ssi <> py est scindé simple.
Comme corollaire, on a mieux
Cor : A est diagonalisable <> A est annulé par un polynéme scindé simple (méme pas besoin qu’il soit
minimal)

Effectivement : Si A est diagonalisable alors A est annulé par 14 qui est scindé simple.

Par 2 : Réciproquement, si P(A) =0 avec P scindé simple alors p14 | P (par définition de 114) et donc

Qest diagonalisable. /

Ex : amusant et instructif : M = (

A O)
0 A
Montrer que M est diagonalisable & A et A’ le sont.

On remarque que M? :%) (g‘h?,_) = (1?)2 qu)

n_ (A" 0 _ (P(A) 0 )
M _(O Am):>Pe]K[X], POD= ("0 ey
M est diagonalisable.
= P(M) = 0 avec P scindé simple
P(A) 0 \_
- ( 0 P(A’)) =0
= [P(A) = 0, P(A") = 0|or P est scindé simple. | commentaire [p2]: Attention si

= Aet A' sont diagonalisables dimA#dimA’ alors P(A)ZP(A’)

2N 0
0 3N

A de polyndome minimale pi .

A' de polynéme minimale u,'.

En particulier, si M,, = ( )M diagonalisable — N est diagonalisable.

A 0
0 A')
SoitP(M)=0=P(A) = 0et P(A) =0

= Uu|P et py,|P

< PPCM (g, pgr) P

= Uy = PPCM (1y, ptyr)

Trouver le polynéme minimal de yu = (



