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Feuille d’exercice IV.
— SOUS-ESPACE CARACTERISTIQUES — DECOMPOSITION SPECTRALE D’UN ENDOMORPHISME -
— EXPONENTIELLE D’ENDOMORPHISME —

Réduction :
Méthodes : A diagonalisable ?
1. Valeurs propres :
a. Polynomes caractéristique
b. Valeurs propres évidente (somme des lignes rang)
c. Polynéme annulateur Si P(A)= 0, sp(A) € Racines de P
2. Condition suffisante de diagonalisation :
a. mg(d) =my(A) VA € Sp(A)  (c'est nécessaire et suffisant)
b. x4 scindé simple
c. Pannulateur scindé simple
(Ex : Résolution Ex 11 et 12 fiche Ill)
3. La condition ultime de diagonalisation :

a. Le polyndme minimale scindé simple (c’est nécessaire et suffisant)
4. Relation entre réduction et arithmétique

Le pgcd s’écrit avec une relation de Bézout
P € K[X] 4 : polyndme minimal de A.
D :pgcd(P,uy) D = UP + Vyy,.

D(A) =U(AP(A)

Exercice 10.* (voir fiche précédente)
A 0 /
B = (0 A,) tp = ppem( g’ 1)
On appelle p=ppem(pa ' ,)
& ug|M?
Comme pp est le polyndme minimal de B il suffit de montrer que p annule B.

Or pannule car p est multiple de i .
Idem pour A’ !

A 0 _
Donc p annule (0 A') =B
0:0 !!
comme p=ppem( pg i’ )

Hlpg © ptalup et palup
comme pg annule B, il annule A et A’

Donc pp est multiple de iy et py,



Sous espace caractéristique et projecteurs spectraux .
Résumé A matrice (ou un endomorphisme)

ta = [IP™ P; irréductible

Lemme des noyaux: E=Ker 0 =Kerju,(4) =? Ker Pimi(A)‘

Etudier A revient a étudier |Ker lDim"(A)’: K; : sous espaces caractéristiques.

-

4 semblable

Al

m; projection E — K;// gi K;

0 1 . .
(0 0) non diagonalisable

Fiche IV.
Exercice 1.* Soit E un K — espace vectoriel. Un endomorphisme it de E est appelé
projecteur si =m.
1. Montrer que si 1t est un projecteur de E, alorsE=Ker m @ Im .

La réciproque est-elle vraie ?

Projecteur m < m?=nt

Rq : 1t est annulé par X2-X=X(X-1)=p scindé simple

Lemme des noyaux :

E=Ker 0=Ker u(m) =Ker m @ Ker (m —1d)

Rq : 1t est diagonalisable (= scindé simple) donc les sous-espaces caractéristiques

sont les sous-espaces propres.

[Sip=m (X =) E= ?P(ET (A - Md)‘ c’est la diagonalisation]

Montrer que : Ker(rt —Id) = Im(m)
% Imn c Ker(rt-Id)
Yemn=Y=nX)=nr)=n(rX)=r2(X)=nX)=X
== @—-1d)(Y)=0

X Ker(n—]d) c Imm
X €ker(m—1Id) >n(X)=X =2X=nX)EImn
|E = Kerm EBImﬂ|
Réciproque fausse:
Sim?=2m alors E = Ker m @ I'm 1 mais it n’est pas un projecteur.

2. Onsuppose que E est de dimension finie. Montrer que si 1t est un projecteur de E,
alors rang(m) = trace(m )
Montrer que Tt est un projecteur, alors rg(m) = tr(rt) it est diagonalisable ses v.p. sont
alors racines de (X2-X)
Sp(m) < {0,1} et donc

Commentaire [p1]: Nouveau lien entre
arithmétique et réduction

Commentaire [p2]: Nouveau lien entre
arithmétique et réduction

{ Commentaire [p3]: k;

[ Commentaire [p4]: K,

- { Commentaire [p5]: =E;




0 [ Commentaire [p6]: Im nt

Matg(m) = 1
0
1
« Kerm—> «Ker (nm—Id)|—-

rgm=dimimm
trm=0+..+0+1+..+1=dimKer(m—1Id)=rgm.

Exercice 2.* Montrer qu’un espace vectoriel E est somme directe de sous-espaces vectoriels
Ey, ..., Ep si et seulement s'il existe des projecteurs m; : E — E;, i = 1, ..., p, satisfaisant
lmm =0, sii#j 2.Imm=E, 3.idg=my,..,7
E=E,@®E ®..OEF,
Soit ;= projecteur sur E; parallelement a jfi E;
1. mm =07 (*)

X =Xy + -+ x,, de fagon unique x; € Ej

(On utilise ici I’hypothese de la somme directe)

(nl—n]—)(x) = (ninj)(xl + ot xy)

(ninj)(x) = (nin]-)(xl) + 4 (ninj)(xp)

X Sik=j
0 sinon
donc (m;m;)(x) = (m;m;) (%)) = (ni)(xj) =0cari#j.

orj(x;) = {

Cf def de projecteur

Magld =1y + -+ 1, Vx EE.

Id(x)=x=2x1 + -+ xp= 11 (x) + m(x) + -+ + 7y (%)
=ld=m + 1+ + Wy

E=E +E
E=E, ®E, ©{ 1+ E;

EiNE; = {0}

E=E +E,+E;
E=E, ®E, ®F, © {Ein(szj) S
Montronsque E = Ey + -+ E),
Soit x € E; on veut la decomposition sur les E;.

X=1d(x) par (3) = (71 + -+ + 1mp,)(X)

=1 (2)[+ fra(x) ‘+ o+, ()] par (2) | - commentaire [E7]: € £,

Donc on a la décomposition. ) [Commentaire [E8]: € E,

[ Commentaire [E9]: € E,

Onveut que E;N(X;x Ej) =0
Soitx € Ej et x € ¥j.; Ej
Comme x= 11 (x) + 15 (x) + ... + 7, (x) il suffit de montrer que m,(x) = 0V k.



Danscecas * k=i

)

|

m(x) = m(x) = ni(ZjiiP(ﬂ)zT[i(ZjiiT[j(x]')) =2 j=imimi(x;) =0 P [Commentaire [E10]: x; € £
o k=j#i
Ty (x) = 7; (X)H ; (m; (x)) =m; 73 (X)=0 ) {Commentaire [E11]: Carx € E; =>
conclusion x = 0 e
Moralité une somme directe est équivalente a la donnée de projecteurs orthogonaux.
Exercice 5. Soit u 'endomorphisme de RS représenté dans la base canonique par la matrice.
21 -1 0 1
01 0 0 0
11 0 -1 1
00 O 2 0
10 -1 0 2
1. Déterminer les sous-espaces caractéristiques de u.
2—X 1 -1 0 1
0 1-X| 0 0 0
1 1 —X —1 1
Lo 0 0 lo—x[ 0
1 0 -1 0 2-X
2—-X -1 1
=(2-X)(1-X)| 1 -X 1
1 -1 2-X
=(2XP(1 - X)*=-(X - 2)*(X - 1)°
Cayley-Hamilton
E=Ker0=Ker y,(A) = Ker|(A —1d)3 @ Ker|(A—2Id)? _{ commentaire [E12]: = K, )
Ker’O‘ ={x, 0(x) =0}=E [Commentaire [E13]: = K, ]
[ commentaire [E14]: Endomorphisme
K.? nul
1 .
1 0 -1 2 1
00 O OO
A-I1d)3 =11 0 -1 1 1|eye tesye;+tes €K
00 0 1 0
1 0 -1 2 1

De dim 3 donc K; = (ey,e; + e3,e3 + e5)

N

(A—1d)*~ 0

Tr(A —1d)? =2

Ky?



0 -2 1 1 -1
0 1 0 0 O
(A-20d)?=|-1 -2 1 2 -1
0 0 O 0 0
1 0 1 1 0
e3_e4
e; e, tes

On sait que dimK, = 2
Ky =(ez €1 +e;,e5+e5)
K, =(e3—ez e +e,+es)

Construire une base de R® dans laquelle la matrice de u est de la forme.
A 0
0 B

Les sous-espaces caractéristiques sont des sous-espaces stables par 4.

Dans la base (e;,e; + e3,e3 + €5,e3 — €4, + €4 + €5)

_ € 0y .
Maty(w) = (0 D) oUC €M, D € Ms
On veut montrer que C et D peuvent &tre mis sous forme triangulaires.

C= Mat(u|K;) D= Mat(u|K,)

Posons u; = Uy, comme K; = Ker (u — Id)3

u Ky - Ky

x- u(x)=x

Vx €K, (u—1d)3(x) = 0 (par définition de K;)
Donc (u; —1ds)® =0

(uy est annulé par (X — 1)3)

sp(u;) € Racines de (X — 1) = {1}

1 est valeur propre de u,

Xu,= (X — 1% (cardim ky =3)

1 ‘j
U, peut s’écrire matriciellement <O 1
0 01

De méme u, peut s’écrire matriciellement ((2) ;)

Conclusion u peut s’écrire matriciellement

1
0 1 0
0 0 1

o 2

0 2
K, = Ker (u—1Id)?
K, = Ker (u — 21d)?



