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Résumé : On expose ici les idées du probléme de mathématiques générales de I'agrégation
externe de 2019. Au programme : la belle utilisation de I'unicité de la décomposition en
idéaux premiers dans les anneaux d’entiers de corps de nombres, au service d’un théoréme
préparatoire sur ’équation de Fermat 2P + y” + 2P = 0 quand p est un nombre premier
dit « régulier ».

1 Prérequis

Les prérequis demandés dans ce qui suit dépassent d'une téte ceux exigés par 'agré-
gation et ses standards.

Parmi les éléments bien connus des agrégatifs, on aura besoin des nombres premiers,
qui constituent un ensemble infini, et I'indicatrice d’Euler qui calcule le nombre p(n) des
entiers de 1 a n premiers avec n :

e =n ] (1-7).

pEPn

ou P, désigne I'’ensemble des nombres premiers qui divisent n. Chose sans doute moins
classique, I’ensemble P,, voit son cardinal majoré par log,(n), puisque, bien évidemment,
2/Pnl < n. En séparant P, en p = 2 (éventuellement) et p > 3, on en déduit une minoration
grossiére de ¢(n) :

1 1 nologa(n) n? n2-lex(?)
1 _Lir _ -
QD(TL) >n X (1 2) X (1 3) = 2 % 3logs(n) Inlogz(3) 2 ’

ce qui implique que p(n) tend vers l'infini avec n.

On utilisera également avec bonheur le théoréme de Kronecker qui stipule qu’'un poly-
nome unitaire de Z[X| n’ayant que des racines complexes de norme inférieure a 1 ne peut
avoir pour racines que 0 ou des racines de I'unité. Ce théoréme est rarement ignoré des
agrégatifs vu le nombre de fois qu’il a été choisi comme développement, voir |?].

A ce sujet, on rappelle aussi que pour tout entier naturel n le polynéome cyclotomique
On, c’'est-a-dire le polynome minimal sur Q, d’une racine primitive n-iéme de I'unité, est



irréductible. Il est dans Z[X], irréductible également sur Z, et de degré ¢(n). On se servira
surtout du cas ou n = p premier ¢, = X' - 4+ X + 1.

Parmi les objets borderline du programme d’agrégation figure la théorie des corps, et
donc des extensions de corps. Une fois passées les jolies applications du théoréme de la
base télescopique se dresse devant nous la théorie de Galois, que les étudiants préférent en
général éviter, ayant suffisamment de soucis avec le reste du programme pour se consacrer
a cette théorie splendide, certes, mais chronophage. On peut tout de méme, sans trop
s'impliquer, 1'utiliser comme ligne directrice dans des cas particuliers bien connus. On
commence par 'extension R C C, de degré 2, dont chacun sait qu’elle est gouvernée par
I’automophisme bar, puisque Z = z pour un z de C implique que z est dans le corps de base
R. Ce théoreme de descente propre a la théorie de Galois se retrouve dans les extensions
(finies) de corps finis, F,, C F,n, avec p premier, puisque l'on sait qu'un élément de Fyn
est dans IF, si et seulement s’il est stable par le morphisme z — 2” de Frobenius.

Dans le texte qui suit, on aura besoin des extensions cyclotomiques de Q : ce sont les
extensions Q C Q((), ou ¢ est une racine p-iéme de l'unité, avec p premier. Nul besoin
de théorie de Galois pour prouver facilement qu’il existe, pour tout 1 < k < p —1, un
automorphisme oy, du corps Q(¢) = Q[¢] ~ Z[X]/(¢,) tel que P((), P € Z[X], est envoyé
sur P(¢*). L’ensemble de ces automorphismes constitue un groupe pour la loi o isomorphe
au groupe multiplicatif (Z/pZ)* et tout z € Q(¢) est dans Q si et seulement s’il est stable
par les o, (et donc, juste par un générateur puisqu’on sait que (Z/pZ)* est cyclique),
voir |?, Exercice XIII-E.33].

On utilisera également la notion d’élément entier sur I’anneau Z. Un élément de C
est dit entier algébrique sur Z, ou juste entier algébrique, s’il est racine d'un polynéme
unitaire & coefficients dans Z. On peut montrer[] que la somme et le produit de deux
entiers algébriques est encore entier algébrique, voir [?], c’est-a-dire que I'ensemble des
entiers algébriques de C forme un anneau. Comme Z est factoriel, on voit facilement a
I’aide du lemme de Gauss que 'anneau des entiers algébriques de Q est Z lui-méme.

Aux confins de ces résultats sur la théorie des corps et l'intégralité, on trouve que la
trace tr(z) := Y.'_] o (2) et la norme N(z) := [[2Z] o%(2) d'un élément 2 d’une extension
Q(¢) de Q sont des entiers. En effet, par théoréme de descente, ce sont des éléments de
Q et par intégralité, ils sont dans Z.

On arrive maintenant & ce qui sort totalement du programme de ’agrégation, mais
qui, toutefois, reste facile a admettre tant cela généralise des résultats bien ingurgités. Les
"petites" équations diophantiennes comme on peut les voir, notamment dans [?], citons
par exemple certaines équations de Mordell, de Fermat pour n petit, ou le "probléme
des canards", jouent sur la factorialité de certains anneaux quadratiques, comme Z][i],
Z[j], Z[iv/2]. Or, les exemples d’anneaux factoriels dans ce monde-la sont plutot rares.
Pire : il est difficile dans ce contexte de plonger un anneau intégre dans un anneau factoriel
raisonnable. En revanche, les anneaux d’entiers de corps de nombres vérifient une propriété
trés analogue a la factorialité : a condition de remplacer la notion de nombre, resp. nombre
premier, par la notion d’idéaux, resp. d’idéaux premiers, et la divisibilité par I'inclusion,
selon le principe diviser, c¢’est contenir, on obtient 'unicité de la décomposition d’un idéal
en produit d’idéaux premiers (& permutation prés). C’est méme finalement un peu plus

1. Une méthode exotique utilise le résultant.



joli que la factorialité des nombres, puisqu’on n’a pas a gérer les unités!

Si ¢ est une racine p-iéme de I'unité, alors, comme on va le voir dans le théoréme [3.1]
Z[C] est 'anneau des entiers de Q(¢). On dira que le nombre premier p est régulierﬂ si tout
idéal I de Z[(] est principal si et seulement si I” est principal. Si l'on sait que le groupe
abélien des idéaux (pour le produit) quotienté par le sous-groupe des idéaux principaux,
est un groupe fini CI(Q(()) (appelé groupe des classes d’idéaux du corps de nombres),
alors, on comprend que p régulier revient a dire que p ne divise pas |C1(Q(())|.

Voila, ces quelques pages pourront intéresser ceux qui sont curieux de voir comment les
idéaux ont remplacé les nombres de facon idéale et comment ’arithmétique s’est déployée
autour de I’équation de Fermat, a tel point que I'on est en droit de se demander si on n’a
pas tous été fermatés.

2 Les unités de Z[(]

2.1 Critére par la norme

Soit p un nombre premier impair. Comme ( vérifie X? — 1 = 0, c’est un entier al-
gébrique et donc, Z[(] est constitué d’entiers algébriques. On montrera plus tard qu’il
s’agit exactement de 'anneau des entiers algébriques de Q(¢). En attendant, nous allons,
comme il se doit dans les études d’anneaux, commencer par en étudier les unités, 7.e. les
inversibles.

Lemme 2.1. Pour tout z de Z[(], z est inversible dans Z[(] si et seulement si N(z) = +1.

Démonstration. Comme z est dans Z[(], il s’agit d’un entier algébrique et donc sa
norme est dans Z. S’il est inversible dans Z[(], on peut écrire 2z’ = 1, avec 2’ € Z|[(] et en
prenant la norme qui est multiplicative, on voit que N(z)N(z’) = 1, et donc, N(z) = £1.
Inversement, si N(z) = %1, 2’ := N(2) [, .14 0x(2) € Z[(] vérifie 22" = N(2)N(z) = 1.

2.2 Calculs de normes et traces

Il est temps de regarder de plus prés les normes et traces d’éléments de Z[(], nommé-
ment : (¥, X :=1—(, 1—¢* X = (1—¢)*. Voici un formulaire qui sera utile par la suite.
On note N et tr respectivement la norme et la trace.

On a bien sur, tr(1) = p—1et N(1) = 1, car 1 est stable par tous les oy, 1 <k < p—1.

N =1, tr(F)=-1,1<k<p—1.

On peut le faire par le calcul, mais cela provient surtout du fait que les conjugués de
¢, c’est-a-dire les (¥, 1 < k < p — 1, sont les racines du polyndéme unitaire irréductible
¢p = XP71 4+ XP72 4+ ... + 1, donc la trace est la somme des racines et la norme est le
produit des racines. On trouve bien tr(¢*) = —1 et N(¢¥) = (=1)?"! = 1, d’apres les
relations coefficients racines.

N(1-=¢)=p, trl=¢) =p, N1+() =1

2. Notion introduite par Enrst Kummer en 1847.




Pour les normes, cela provient du fait que 1 — (, resp. 1 + (, est racine du polynoéme
de degré pair ¢,(1 — X), resp. ¢,(X — 1), dont I'évaluation en 0 est ¢,(1) = p, resp.
¢p(—1) = 1. Pour la trace, on utilise juste sa linéarité.

N(1=¢") =p tr(\) =p, 1<k <p-—1.

Comme 1 — (¥ est conjugué a 1 — ¢, la premiére formule decoule de N(1-¢) =p. L
derniére formule s’obtient en utilisant le binéme de Newton (1 — =1- ( ) + )

co (=1)F (k) ¢*, en prenant la trace, et en remarquant que

() Qo)

2.3 Les racines de 'unité dans Z|[(]

Proposition 2.2. L’ensemble des racines de l'unité de Z[C] forme un sous-groupe G
du groupe multiplicatif Z[C]* des unités de Z[C]. Ce groupe est fini, cyclique, d’ordre 2p,
engendré par la racine primitive 2p-ieme de ['unité (—().

Démonstration. Comme —1 est d’ordre 2 et ( est d’ordre p impair, —( est d’ordre 2p; il
s’agit bien d’une racine primitive 2p-iéme de 'unité. De plus, G est clairement un groupe
et donc 2p divise 'ordre de GG, & condition que celui-ci soit fini!

Montrons que ce groupe est fini. Soit w € GG, w est une racine de 'unité d’ordre, disons,

m. OnaQ C Q(w) C Q(¢), et donc
o) = [Qw) : Q] divise [Q(C) : Q] = ¢(p) =p — 1.

Ainsi, ¢(m) est borné par p — 1 et donc m est borné (vu dans la section des prérequis)
et G est inclus dans la réunion des racines m-iémes de I'unité pour 1 <m <p—1; G est
donc fini. Comme G est un sous-groupe fini d’un corps, on sait qu’il est cyclique engendré
par w d’ordre, disons, n et l'on sait d’aprés ce qui précede, que 2p divise n. On sait de
plus, d’aprés ce qui précede, que p(n) divise p — 1 = ¢(2p). Montrons alors que n = 2p,
ce qui achévera la preuve.

Ecrivons donc n = 2¢p'm avec m premier avec 2p, ce qui donne

p(n) = 2" )p(m) = (p — 12" 1p'p(m),
et donc ¢(n) ne peut diviser p — 1 que si k =1 = 1 et p(m) = 1, c’est-a-dire m = 1
compte tenu du fait que m est impair. Conclusion, n = 2p.
2.4 L’idéal maximal ()
Proposition 2.3. On rappelle que A\ =1 — (. On a les assertions suivantes :
(1) les idéauz (\P~1) et (p) de Z[(] sont égauz,
(i) (A\)NZ=pZ,

(ii1) on a un isomorphisme d’anneaur Z[C]/(N) ~ F,,
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(iv) lidéal (N) de Z[(] est un idéal mazimal (donc premier),
(v) tout élément de Z[C] peut s’écrire sous la forme a + NG, avec 0 < a < p—1 et

B € Z[(].

Démonstration. Montrons (i). Pour cela, on pose wy := L 1<k < p— 1, qui est

T
bien dans Z[(] par la formule de la série géométrique. On a N(wy) = A]:,((ll__%)

wy, est un inversible de Z[(] par le lemme On en déduit que [[Z] wy est également
inversible, or il vaut

=1, et donc

ﬁwk o=y _Na-9_ p
Ap~1 Ap—1 AP~1
k=1

Montrons 'assertion (ii). Comme () est un idéal de Z[(] ne contenant pas 1, puisque
N(A) > 1, (\) N Z est un idéal de Z ne contenant pas 1. Or, il contient p, puisque
(p) = (WP71) C (N), par (i). L’assertion résulte du fait que pZ est un idéal maximal de Z
car p est premier.

Pour l'assertion (iii), considérons le morphisme v : Z[X| — Z[C]/()\) qui envoie P sur
la classe P(¢)+ (A). Ce morphisme est clairement surjectif et nous allons montrer que son
noyau est donné par Ker(¢) = {P € Z[X], P(1) € pZ}.

Pour l'inclusion directe, soit P dans Ker(¢)), alors P(() = AQ((), avec deg(Q) <
deg(¢,) = p — 1. Par la formule de Taylor polynomiale

P(1)=P(C+AN)=P)+ AP () + -+ ]%)\I’P(p)(() € (A).

On a donc bien P(1) € (A\) NZ = pZ par (ii).
Pour 'inclusion inverse, on suppose P(1) € pZ, et donc P(1) € (A\*~!) C ()). Encore
une fois, on applique la formule de Taylor polynomiale pour trouver

1

P(¢)=P(1—=)\)=P(1) = AP'(1) +- ol

NPP(1) € (N),
et ainsi, P € Ker(¢)). D’ou I'égalité.

Or, {P € Z[X], P(1) € pZ} est exactement le noyau du morphisme surjectif ¢’ :
Z]X] — F, qui envoie P sur P(1) modulo p. Il en résulte que

Z[Cl/ () = Z[X]/Ker = Z[X]/Ker(¢') ~ F,.

L’idéal () est donc maximal, donc premier, puisque le quotient est un corps. D’ou
(iv).

Encore une fois, comme 1 n’est pas dans ()), sa classe 1 est non nulle, et comme le
groupe additif Z[¢] est d’ordre premier p, 1 est d’ordre p. Donc, tous les @, 0 < a < p—1,
sont des classes deux a deux distinctes qui constituent I’ensemble Z[(]/()), ce qui prouve

(v).



2.5 Expression des unités de Z[(]

Proposition 2.4. Tout élément inversible de Z[(] peut s’écrire sous la forme u = ("¢
avec r € N et € un réel inversible de Z[(].

Démonstration. Soit u inversible dans Z[(], avec uu’ = 1, ce qui implique oy (u)oy(u') =
1 pour tout k, et donc tous les conjugués uy := o (u) sont également inversibles. De plus,
si P est un polynome de Z[X] tel que u = P((), il vient que uy = op(u) = P(¢*), et en
particulier en prenant le conjugué complexe, on obtient

@ = ox(u) = P(C") = P(C"™") = tps.

Soit donc v, = o (%) = u“"‘k. Les v, sont des complexes conjugués de module 1 dans
o

Z[¢]. 1 en résulte que le polynéme P = [[7_, (X — vy) est unitaire, & coefficients dans
Z[(C], stables par les oy, donc dans Z (voir prérequis). Comme P n’a que des racines de
module 1, le théoréme de Kronecker assure que ses racines sont des racines de I'unité. Par
la proposition , les v sont des racines 2p-iémes de l'unité. En particulier, 2 = e(™,
avec e = +1.

Par la proposition 2.3, v = a + AQ(¢), pour 1 < a < p — 1, et pour un polynome
() € Z[X]. De plus, a est non nul car N(u) est inversible et N(\) ne Iest pas. Donc,
U=a+ Q) =a—('AQ(¢). Comme ¢ =1— A, on en déduit que (™ = 1 modulo (\),

£l

u=e(™u = ea mod (\).

Par identification ea = a et donc e = 1 car a est non nul.
On en déduit que £ = (™. Soit a et b deux entiers tels que la relation de Bezout
2a + bp = 1 est vérifice (rendu possible car p est impair), alors (™ = (™2ettr) = (2am

Posons donc ¢ = (~%"u. Il vient alors
g = Camﬂ — Camc—mu _ CamC—Qamu —¢

Il résulte que ¢ est réel, et il suffit de poser r = am pour conclure la proposition.

3 L’anneau des entiers de Q(()

Théoréme 3.1. L’anneau des entiers de Q(C) est Z[(].

Démonstration. On a déja vu que tout élément de Z[(] est un entier algébrique. Il
reste & montrer la réciproque. Soit donc 0 dans Q((), supposons € entier algébrique et
écrivons-le sous la forme 6 = > 7 _ ak( avec a, € Q. Le but est donc de montrer que les
ai sont entiers.

Posons pour tout k de 0 & p — 2, by, := tr(0¢~* — 6¢). On trouve

p—2
b, = tr (Z asC’™ k asCsH) =ar(p—1) Zas — Z —as) = (p— Dag + ar = pay.
s#k s=0

Comme by, est la trace d’un entier algébrique, by est un entier. Il reste & montrer que
p divise tous les by.



Notons tout d’abord que 'on peut écrire

p—2 p—2 p—2
P => (" =D (1 =N =D,
k=0 k=0 k=0

ol (cx) est défini en fonction de (by)y selon 'automorphisme de Z[X] qui envoie P sur
P(1 — X) (et donc, (cg)x est une suite a valeurs dans Z); comme il envoie bijectivement
pZ]X] sur pZ[X], montrer que p divise tous les by revient & montrer qu’il divise tous les
Cl.

En prenant la trace dans 1'égalité pf = i;g cx\*, on obtient ptr(d) = (p — 1)co +
D Zi;? ¢k, ce qui prouve que p divise ¢ puisque tr(f) est un entier. Soit ¢y = pcj.

Ecrivons maintenant ’égalité pf = pc, +sz e\, puis, en écrivant p € (\P71) par la
proposition2.3|(i), on considére I'égalité précédente modulo (A?), afin d’obtenir Ac; = A%,
avec (3 € Z[(]. 1l en résulte que ¢ est divisible par A et donc ¢y € (A\)NZ = pZ. On montre
ensuite par récurrence que tous les ¢, sont dans pZ et on achéve ainsi la preuve.

4 p-régulier et ’équation de Fermat

Théoréme 4.1. Soit p > 3 un nombre premier régulier, x,y, z trois entiers deuzr a deux
premiers entre eux tels que xP + yP + 2P = 0, alors p divise xyz.

Démonstration. On suppose par l’absurderf] que z, ¥y, z trois entiers deux a deux premiers
entre eux tels que 2P + y? 4+ 2P = 0, et p ne divisant pas xyz.

On fixe 0 < k <l < p—1, et on va montrer dans un premier temps que les idéaux
(x4 ¢*y) et (z + C'y) sont premiers entre eux. Par 'absurde, soit J un idéal premier les
contenant tous les deux. Alors, en soustrayant, on obtient x + (*y — 2 — 'y € J et donc,
y(¢* — ¢') € J. En rappelant la preuve de la proposition [2.3| (i), on a 1 — ¢'=% = A\, avec
3 inversible, il vient que A\y¢*3 € J et donc, \y € J.

Si par 'absurde, y est dans J, alors z € J, et donc 2P € J, et z € J puisque J est
un idéal premier. Donc, z,y, z sont tous trois dans J N Z qui est un idéal (strict : ni nul,
forcément, ni Z sinon J contiendrait 1) de Z, donc, de la forme nZ. Ceci contredit le fait
que les trois entiers sont premiers entre eux.

Donc, y ¢ J, ce qui implique A € J puisque J est premier. On a donc (A) C J, et on
obtient I’égalité des deux idéaux, par maximalité de (\). Or,

c+y=z+y+1-Fy=@+Fy)+ye =)

Résultat des courses : z +y € (A\) NZ = pZ.
Réduisons 1'égalité =P + y? + 2P = 0 modulo p, ce qui donne a 1’aide du Frobenius
r+y+2z=0et donc z = 0. Donc p divise z, absurde par hypothése.

3. Mettez les compteurs a zéro, ce n’est que le début qu'une longue suite d’absurdités. Welcome in
Absurdland!



Il résulte que les idéaux (z + (*y) et (x + ¢'y) sont premiers entre eux[] Comme le
produit des idéaux est égal a :

T+ ¢t = ([ +C)) = (@@ +47) = () = (=)

et comme les idéaux du membre de gauche sont deux a deux premiers entre eux, il vient,
en décomposant tous les idéaux en idéaux premiers, que les idéaux du membre de gauche
sont tous les puissances p-iémes d’idéaux. En particulier, il existe un idéal I tel que
(z+ Cy) =17

Comme p est régulier, le fait que I? soit principal implique que I est principal, disons
I = («), avec o € Z[(]. Ceci implique (x + (y) = (aP), et donc que x + (y et a? sont
égaux modulo un inversible. Par la proposition [2.4] on peut trouver un réel ¢ inversible
de Z[(] et un entier r tels que = + Cy = ("ear.

Il reste encore un dernier coup de collier pour atteindre une derniére absurdité.

—L\ P
Posons a = S -2 ayC*, avec aj, € Z. Dans Z[(]/(p), on a a? = ( p2 akgk) =

Sh2 ai_kp =SP2 4P =: a, avec a € Z. On en déduit que modulo (p)
x4yl —al* -y =("ea? — ("ea? = ("e(a —a) = 0.

On voit que r = 0 est impossible, sinon, on aurait y(1 — (%) = pfB, avec 8 € Z[(].
En prenant la norme, on aurait que pP~! divise y?~!p, donc p divise y contrairement aux
hypothéses. De méme r # 1.

Si1,(,¢%, (%! sont deux a deux distincts, ils sont Z-libres, donc z et y seraient
multiples de p, contrairement a ’hypothése. On en déduit que modulo p, r = 0 ou 1, mais
ceci est impossible, la seule possibilité qu’il reste est 2r = 1 modulo p.

Conclusion, x + y( — x¢ — y est dans l'idéal (p), ce qui peut s’écrire A(x —y) € (p). En
utilisant une derniére fois la norme, il vient que pP~! divise N(\)(z — y)?~ = p(z —y)P L.

Ainsi, x = y modulo p et de méme on montrerait que y = z modulo p. L’équation de
Fermat donne alors 32”7 = 0 modulo p et, comme p > 3, z est un multiple de p, ce qui
achéve la preuve dans une absurdité finale.

Remarque 4.2. Quels sont les p réguliers au fait ? Tout d’abord, le premier nombre premier
irrégulier est 37, et la liste se prolonge avec 59, 67, etc... Plus généralement, on montre
qu'un nombre premier p est régulier s’il ne divise pas les numérateurs des nombres de
Bernoulli By, By,..., B,—3. Sil'on en croit Wikipedia, on ne sait toujours pas si I’ensemble
des nombres premiers réguliers est infini.

4. Jen vois qui suivent plus la!
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