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Phil Caldéro
17,5 k abonnés 755 vidéos

@ Tuto 2024 du catalogue des vidéos de la chaine (le jardin des plaisirs) (42'12")

Mathématiques, agrégation, master et, surtout, du plaisir, du plaisir et du plaisir...

@ 3 voir la premiére année (256) ® 3 voir la seconde année (339)

Les cours sont incontournables ; les exercices, les développements et les themes se prennent a l'envi.


https://www.youtube.com/watch?v=f0Yx5gV0aP4
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Les écrits (504)

1 - Propédeutique (45)

e Carnet de Voyage en Algébrie : la présentation (24'27"")

La seconde édition de Carnet de voyage en Algébrie vient d'arriver chez Calvage & Mounet avec son lot de nouveautés que I'on présente
ici

e Carnet de Voyage en Analystan : la présentation (13'51")

La derniére version de Carnet de voyage en Analystan vient d'arriver avec son lot de nouveautés que I'on présente ici.

® Les écrits de I'externe pour I'agrégatif interne ! (30'13")
Une mise au point pour ceux qui veulent passer les écrits de I'externe avec le bagage de I'interne.

@ Un livre pour les écrits des agrégations-Le Rouyer-Massicot (40'42")

Je présente un livre co-écrit par Valentin Massicot (avec son professeur a l'université de Reims Julien Rouyer), Valentin que I'on a eu
récemment I'occasion d 'apprécier sur cette chaine. Il s'agit pour ma part d'un livre utile aux candidats qui répond a la question pas si
évidente "comment progresser aux écrits ?". On détaillera donc le livre pour voir que ce dernier coche un bon nombre de cases ! Ce qui ne
nous empéchera pas de faire de la pub pour les éditions Calvage & Mounet en citant au passage quelques fleurons...

Révisions

e Cahier de vacances-Théorie des ensembles (25’10”)
@ Cahier de vacances-Complexes (23'48"")

@ Cahier de vacances-Suites (18’01")

e Cahier de vacances-Fonctions continues (20’45"’)
@ Cahier de vacances-Polynémes (38’30"")

e Cahier de vacances-Espaces vectoriels (20’57"’)

@ Cahier de vacances-Applications linéaires (35'19"’)
@ Cahier de vacances-Dimension (44’'03"")

® Cahier de vacances-Matrices (28’54"")

e Cahier de vacances-Matrices-2 (18'41"")

@ Questionnaire sur les ensembles et applications (31'29")
@ Questionnaire sur les structures algébriques (22’'50")
@ Questionnaire sur I'arithmétique-1 (30'37")

® Questionnaire sur I'arithmétique-2 (32'54"")

® Questionnaire sur le groupe de permutations (22’55")
@ Questionnaire sur les polynémes (31’19")

@ Questionnaire sur les espaces vectoriels (26’00”")

® Questionnaire sur les espaces euclidiens-1 (45'40"")

@ Questionnaire sur les espaces euclidiens-2 (21’38")

® Questionnaire sur les matrices (25'43")

@ Questionnaire sur les déterminants (21'57"’)

@ Questionnaire sur la réduction-1 (30’04"")

® Questionnaire sur la réduction 2 (15'47")

@ Questionnaire sur la réduction-3 (18'44")

® Questionnaire sur les séries entiéres (18'21")

® Questionnaire sur les séries (23'20"")

@ Questionnaire sur les suites (25’09"’)

® Questionnaire sur la topologie (23'41"")

@ Propédeutique. Les nombres complexes (décomplexés) pour I'Al (37'45"")
Histoire de partir d'un bon pied, on passe en revue tout ce qui est utile de savoir sur les nombres complexes (constructions du corps des
complexes, calcul complexe, équations en complexe et géométrie des complexes).

o Petit recueil d'idées recues-1 - Espaces-vectoriels (11'33")

o Petit recueil d'idées recues-2 - Réduction (14'32")

o Petit recueil d'idées recues-3 - Polyndmes-Groupes-Anneaux (16'41"")
@ Petit recueil d'idées recues-4 - Formes-quadratiques (10'55”)


https://www.youtube.com/watch?v=6XbBNdA2Mco
https://www.youtube.com/watch?v=HDStMQPvtLs
https://www.youtube.com/watch?v=S7Fmcz3bMSs
https://www.youtube.com/watch?v=ooi4WK_v2EE
https://www.youtube.com/watch?v=HQlhedQr5RM
https://www.youtube.com/watch?v=pZJayblISSY
https://www.youtube.com/watch?v=EeVsua2IlIY
https://www.youtube.com/watch?v=UOfu2nq8D3I
https://www.youtube.com/watch?v=OUm53nrT3Ug
https://www.youtube.com/watch?v=hC4GUIXSGpY
https://www.youtube.com/watch?v=ZTM6hAv8zT0
https://www.youtube.com/watch?v=j07pQHnGdpg
https://www.youtube.com/watch?v=e72SRObOfwc
https://www.youtube.com/watch?v=4aqZJ_wwLR4
https://www.youtube.com/watch?v=9K2WkjW0SSc
https://www.youtube.com/watch?v=goLYEbfE3Lo
https://www.youtube.com/watch?v=QamqhDvFOoE
https://www.youtube.com/watch?v=A1pCUkH-rO4
https://www.youtube.com/watch?v=Ut4A8kuv0Z0
https://www.youtube.com/watch?v=_vz7QWswwP4
https://www.youtube.com/watch?v=NnhArmi6Xnc
https://www.youtube.com/watch?v=uZ9srMFCFy4
https://www.youtube.com/watch?v=S57frTMlPH4
https://www.youtube.com/watch?v=1PP5JX95j_8
https://www.youtube.com/watch?v=_D831YlNUA0
https://www.youtube.com/watch?v=h_owIEcwFvU
https://www.youtube.com/watch?v=b0X8ye_-QYQ
https://www.youtube.com/watch?v=L1sZnaGuxCY
https://www.youtube.com/watch?v=vLQGY-Pj9LM
https://www.youtube.com/watch?v=MjstPP0qsrQ
https://www.youtube.com/watch?v=7QbzgHv9WOo
https://www.youtube.com/watch?v=qAFbNClHkNw
https://www.youtube.com/watch?v=-W3OdgeYLbQ
https://www.youtube.com/watch?v=OUSk4cZllMw
https://www.youtube.com/watch?v=jp1wV_XvXP8
https://www.youtube.com/watch?v=6XbBNdA2Mco
https://www.youtube.com/watch?v=LQV3iCw-X-E
https://www.youtube.com/watch?v=R59_itXpIFM
https://www.youtube.com/watch?v=r2aUGh062CU

Kits de survie et tutos (8)

o Kit de survie en Algébre linéaire par Nina (20’50")
Nina fait le point sur I'algebre linéaire de base qu'il faut savoir dominer I'année de préparation du concours.

o Kit de survie en Algébre linéaire par Nina-Dualité et matrices- Kit 2 et 3 (32’14"")
Nina fait le point sur I'algébre linéaire de base qu'il faut savoir dominer I'année de préparation du concours. On fait avec elle les premiers
pas vers la dualité. Puis elle nous aménera vers le monde des matrices.

o Kit de survie en Algébre linéaire par Nina-Déterminant(s)- Kit 4 (19'20"")
Nina fait le point sur I'algébre linéaire de base qu'il faut savoir dominer I'année de préparation du concours. On fait avec elle les premiers
pas vers le déterminant.

o Kit de survie en analyse (3 I'agrégation interne) par Nina (21'28"")
Avant de nous parler du principe de la corde universelle, Nina fait le point sur I'analyse de base qu'il faut savoir dominer l'année de
préparation du concours.

@ Extraits choisis d'écrits pour I'agrégation interne par Alex (12'53"")
Rien de tel que les commentaires d'Alex pour nous prévenir des dangers face aux sujets de I'agrégation interne.

e 10 facons de rater I'agrégation par Alex- Partie I: comment rater I'écrit (12'06”)
Alex a passé plusieurs fois |'agrégation de mathématiques et a fini par I'avoir avec brio! Mais finalement, ses échecs ne sont ils pas plus
instructifs que sa victoire?

@ 10 (nouvelles) facons de rater I'agrégation par Alex- Partie Il: comment rater I'oral (14'36”)
Alex revient! Il a passé plusieurs fois I'agrégation de mathématiques et a fini par I'avoir avec brio! Mais finalement, ses échecs ne sont ils
pas plus instructifs que sa victoire?

o Les tutos d'Alex: Timeline d'une année de préparation 3 I'agrégation interne (31'14")
Parti de loin, Alex vient d'étre recu a I'agrégation interne de mathématiques avec un rang trés honorable! Il nous présente dans cette vidéo
sa trajectoire idéale pour une année a succes a I'agrégation interne de mathématiques


https://www.youtube.com/watch?v=eVU31uQ0ki8
https://www.youtube.com/watch?v=kcsAHuGunNg
https://www.youtube.com/watch?v=hIhn6NrBNEo
https://www.youtube.com/watch?v=sF7TC2vnqb8
https://www.youtube.com/watch?v=e8z7jJ_IWdg
https://www.youtube.com/watch?v=O_8tVaTB4Zg
https://www.youtube.com/watch?v=gUtXhDiuDyM
https://www.youtube.com/watch?v=F8I23vnPI7s

2 - Cours (59)

Cours d’algébre linéaire
® Espaces vectoriels (2h03'50”")
On commence un cycle d'algébre linéaire qui figure au cceur du programme d'algébre de I'agrégation interne. Ici, il sera question de la
définition des espaces vectoriels.
On attaque les premiéres définitions dans les espaces vectoriels : parties libres, parties génératrices.
On découvre le lemme d'échange qui permet de prouver que toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont méme
cardinal.
On montre enfin I'existence de base dans un espace vectoriel de dimension finie a I'aide du théoréme de la base incompléte. On
commence a traiter les problémes sur corps finis.
On a vu que toute partie libre peut étre complétée en une base. Ce résultat a son équivalent pour les parties génératrices : on peut en
extraire une base. C'est le théoréme de la base extraite dont on va tirer une conséquence classique : une partie génératrice est une base
si et seulement si elle a le bon nombre d'éléments : la dimension (finie).
En fait, la plupart des espaces vectoriels, que I'on considére, sont des sous-espaces vectoriels d'espaces de référence. On traite donc le
cas des sous-espaces vectoriels, leur définition, leur caractérisation. On termine sur le fait qu'un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel de dimension finie est lui-méme de dimension finie.
On change d’envergure avec l'application emblématique de la dimension : elle permet une inclusion réciproque. Il s'agit d'un théoréme
(en fait, dans le cours, d'un corollaire) qu'il faudra, tout le temps, avoir a I'esprit lorsque I'on traite d'une égalité de sous-espaces
vectoriels. On calcule ensuite un probleme de dénombrement sur corps fini.
On définit les deux opérations (addition et intersection) sur I'ensemble des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel de dimension
finie (ou pas) E. On donne une caractérisation intrinséque de ces opérations, puis, on prouve la formule de Grassmann qui met en relation
les dimensions des sous-espaces vectoriels considérés.
On commence avec des applications de la formule de Grassmann. On continue avec la définition de la somme directe de deux ou
plusieurs sous-espaces et quelques critéres de sommes directes.
On généralise le critére sur les sommes directes de deux sous-espaces a plusieurs sous-espaces. |l faut, particulierement, se méfier ici
d'une généralisation hasardeuse. Pour finir, on calcule le nombre de sous-espaces supplémentaires a un sous-espace fixé (sur un corps
fini).

e Théoréme de la base incompléte en version continue? (19’°13")

Le théoréme de la base incompléte est probablement le premier pas en algébre linéaire. Sur un espace réel, il est naturel de se poser la
question s'il posséde une version continue, c'est-a-dire s'il existe par exemple une application continue qui envoie un vecteur non nul (ie
libre) en une base qui le contient. Le résultat pourra en surprendre plus d'un.

e Applications linéaires (1h18’'05”)

On définit les objets fondamentaux autour des applications linéaires (opérations sur les applications linéaires, noyau et image, théoréme
fondamental de I'algébre linéaire, formule du rang). On en déduit ensuite en exercice quelques résultats de dénombrement.

Premiéres définitions autour des applications linéaires : on définit les applications linéaires entre deux espaces vectoriels. Aprés
quelques motivations, on en donne une forme générale lorsque les deux espaces sont les K-espaces K". On donne un exemple fondamental
d'isomorphisme avec I'application qui, a un vecteur, associe son n-uplet de coordonnées dans une base fixée.

Opérations sur les applications linéaires : ce volet parle des objets et théoréme fondamentaux autour des applications linéaires :
I'addition, la multiplication par un scalaire, la composition et, enfin, le théoréme fondamental qui assure I'existence et I'unicité d'une
application a partir de I'image de I'espace de départ.

Théoréme fondamental de I'algeébre linéaire : dans cette vidéo, on traite de I'injectivité et de la surjectivité, qui sont les deux ingrédients
de la bijectivité. On commence par faire quelques petits rappels de ces notions dans le cadre de la théorie des ensembles, puis, on
regarde comment détecter l'injectivité et la surjectivité dans le cadre de I'algébre linéaire (en dimension finie). On commence par des
objets géométriques (noyau et image), puis des entiers (dimensions des noyaux et images) et, enfin, on finit par des critéres par I'image
d'une base.

Applications injectives et surjectives : it's play time! On va maintenant tester nos connaissances en matiére d'applications linéaires en
comptant sur un corps fini tout ce que I'on a défini et étudié.

Dénombrement sur corps fini: on attaque le théoréme central du cours sur les applications linéaires (qui aura un avatar encore plus
puissant avec les matrices !), la formule du rang qui met en relation la dimension du noyau d'une application linéaire f de E dans F, le
rang de f (la dimension de I'image) et la dimension de I'espace de DEPART. Comme corollaire, on en déduit une caractérisation de la
surjectivité par la dimension du noyau et dans le cas particulier ou dim(E)=dim(F) (par exemple pour les endomorphismes), qu’injectif
est équivalent a surjectif. On donne deux contre-exemples en dimension finie.

La formule du rang et ses corollaires : une vidéo de synthese pour tester notre compréhension du cours et de toutes ces petites choses qui
se cachent derriére. On calcule le nombre d'applications linéaires surjectives d'un espace vectoriel vers un autre (sur un corps fini). L'idée
est de basculer, a I'aide de la formule du rang, de la surjectivité, a l'injectivité, que I'on sait faire, puisque I'on sait compter les parties
libres.

o Dualité (2h29'07")

Le dual est a la dualité ce que le conjoint est au couple. C'est dire si I'affaire est sérieuse ! On commence par parler de ce que I'on appelle
le dual mais, surtout, la dualité (en dimension finie). On exhibe, tout d'abord, un tableau qui transforme un objet de I'algébre linéaire en
un objet "dual". Ensuite, on définit la "base duale" en dimension finie, on écrit deux formules qui se réveleront trés pratiques, dans la
suite, et on fournit un contre-exemple, en dimension infinie, ou la "famille duale" d'une base n'est pas une base (elle est en fait
uniquement libre mais non génératrice).

On vient de voir les bases duales. Comment le changement de base duale dans E* s'opére-t-il en fonction d'un changement de base fixé
dans E ? On se rend compte que si I'on part d'une matrice de passage P dans I'espace alors on obtient une matrice de passage Q dans
I'espace dual qui se trouve étre, en générale, différente de P (Q est I'inverse de la transposée de P). Mais si I'on dualise une fois de plus
la base duale, on obtient une matrice de passage a nouveau égale a P. Ceci permet de voir qu'il y a un isomorphisme indépendant d'une
base choisie entre un espace E et son bi-dual.


https://www.youtube.com/watch?v=k_V1Yb2ibwk
https://www.youtube.com/watch?v=k_V1Yb2ibwk
https://www.youtube.com/watch?v=k_V1Yb2ibwk
https://www.youtube.com/watch?v=x0mPdEUuEfg
https://www.youtube.com/watch?v=RSwO-TFeG3g
https://www.youtube.com/watch?v=HQEdpw-Scbc
https://www.youtube.com/watch?v=fVaSLNt8X4Y

On donne deux applications de la dualité, une a la formule d'interpolation de Lagrange, et une autre a la formule de Taylor polynomiale.
On montre que ces deux formules découlent d'une démarche standard impliquant la recherche de bases duales I'une de I'autre.

On discrétise la formule de Taylor pour obtenir une formule générale qui calcule la somme P(0) + P(1)+...+ P(m) pour tout polynéme P. On
ne se prive pas d'utiliser la dualité.

On étudie maintenant la dualité des sous-espaces vectoriels pour aboutir a la notion d'orthogonal d'un sous-espace (attention, cet
orthogonal doit étre vu dans le dual !). On donne la dimension de cet orthogonal, puis, on étudie la dualité des opérations sur les sous-
espaces vectoriels.

On introduit les hyperplans comme I'orthogonal d'une droite. Si une droite est un sous-espace non nul ayant un minimum de degrés de
liberté, un hyperplan peut étre vu comme un sous-espace ayant un minimum de contraintes. On discute les sous-espaces comme
intersections d'hyperplans, ce qui revient a obtenir un sous-espace par son équation cartésienne.

Dans cette vidéo, on présente la transposée d'une application linéaire. Méme si, au final, elle correspond a la banale transposée d'une
matrice, cette notion abstraite de transposée d'application linéaire demande une certaine habileté dans le maniement. On prouve que la
transposée fournit une bijection linéaire entre les espaces L(E, F) et L(F*, E*).

On montre ici que la transposée, qui envoie bijectivement I'espace L(E, F) sur L(F*, E*), envoie les injectifs sur les surjectifs et,
inversement, les noyaux sur les images. Ce qui nous permet d'achever le dictionnaire de la dualité que nous avions mis en introduction du
cours 5.

On jongle ici avec le bi-dual pour montrer que la transposée est involutive. Mais si f est dans I'espace L(E, F) des applications linéaires, la
transposée de sa transposée est dans L(E™, F'). Que signifie donc I'égalité entre deux éléments qui n'appartiennent pas au méme
ensemble ? On va essayer d'expliquer cette subtilité. Ceux qui ne sont pas sensibles au concept alambiqué de bi-dual pourront se contenter
de constater que la transposée posséde une version matricielle beaucoup plus pratique.

On fait le point sur des applications de la dualité dans le programme et les développements de de I'agreg (interne ou externe). On
trouvera des applications aux polynémes, aux matrices, en analyse, topologie et, bien siir, dans le cadre des formes quadratiques.

@ Formes linéaires, dual en dimension infinie - Des contre-exemples a connaitre (19°20”)

Nos étudiants apprennent d'une part, I'algébre, sa dimension (presque toujours) finie et sa dualité, et d'autre part I'analyse ou les espaces
sont munis d'un dual topologique (les formes linéaires continues). Dans un angle mort de I'enseignement se trouve le (vrai) dual en
dimension infinie. Il est bon de connaitre quelques idées directrices intuitives ainsi que contre-exemples qui montrent que certains
résultats classiques en dimension finie ne se généralisent pas quand la dimension devient, ne serait-ce que dénombrable.

e Matrices (1h26’34")

On introduit enfin les matrices comme objet de calcul au service des applications linéaires. Pour l'instant, on observe les liens entre
matrices et applications linéaires en mettant I'accent sur le fait que ces liens dépendent de choix de bases. En méme temps, on définit
les coordonnées (en colonne) des vecteurs dans une base et en ligne des formes linéaires dans la base duale.

On discute des opérations sur les matrices : I'addition, la multiplication par un scalaire et la multiplication de deux matrices (multipliables),
le tout, en lien avec ce que ces opérations informent sur des opérations dans le monde des applications linéaires.

On définit deux involutions sur les matrices, la transposée et l'inversion des matrices (carrées inversibles !). On regarde 3 quoi
correspond ces deux inversions dans le monde des applications linéaires (ou des endomorphismes).

On présente les matrices de passage comme des matrices de I'application linéaire (en fait, I'endomorphisme) identité avec pour base de
départ la nouvelle base et pour base d'arrivée I'ancienne base puis on montre que cette définition permet de retrouver trés facilement
toutes les formules sur les matrices de passage.

On discute et on prouve enfin I'incontournable théoréme du rang qui dit que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme rang.

On finit en beauté en calculant le nombre de matrices de taille (m, n) de rang r sur un corps fini de cardinal q. On le fait par application
systématique du lemme du Berger et en suivant la preuve du théoréme du rang.

e Déterminant (1h52’17"")

A travers les résultats successifs, on voit comment le déterminant, qui démarre comme un calcul un peu pataud sur une matrice carrée,
acquiert ses titres de noblesses. Le but de cette playlist est de fournir les clefs d'une lecon sur le déterminant, tout en préparant le
prochain cours sur la réduction. Ici, on montre le théoréme principal du déterminant en insistant sur I'unicité d'une fonction vérifiant des
propriétés simples, plutét que sur sa formule explicite.

On prouve et on illustre le théoréme principal d'existence et d'unicité du déterminant.

On a montré que I'ensemble des applications de M, (K) dans K qui sont, a la fois, n-linéaires et alternées sont toutes proportionnelles au
déterminant (et réciproquement). On montre plusieurs conséquences pratiques et théoriques de ce résultat : déterminant des matrices
triangulaires, triangulaires par blocs, invariance par transposition du déterminant. Mais c'est, surtout, la multiplicativité du déterminant
qui aura des conséquences profondes sur la suite du cours d'algébre linéaire.

On observe les conséquences de la multiplicativité du déterminant : det (AB)=det(A)det(B). Ceci implique la stabilité par conjugaison du
déterminant mais aussi le fait que le déterminant est capable de déceler si un systéme forme ou non une base d'ot son nom amplement
mérité. Mieux, l'invariance par conjugaison permet d'élever le role du déterminant : on peut définir le déterminant d'un
endomorphisme indépendamment d'un choix de base. Enfin, on définit la notion de mineur et on énonce la formule qui donne
explicitement I'inverse d'une matrice inversible en fonction de la transposée de la comatrice. Elle sera prouvée dans la prochaine partie.
On attaque la preuve de la formule explicite de I'inverse d'une matrice (inversible). On étudie ensuite les systémes de Cramer.

Voici une preuve d'un résultat sur le déterminant qui aura de multiples (mais bénéfiques) conséquences. Le rang d'une matrice
(rectangulaire, soyons fous) est égal a la taille maximale d'un mineur non nul. On illustre le déterminant dans sa maitrise des contraintes
. il peut donner I'équation d'une droite, vectorielle, affine et méme I'équation d'un cercle. On pourrait continuer avec les coniques mais
on s'arrétera la.

Une petite partie presque simpliste sur le déterminant comme forme volume.

On va parler sans preuves de généralisations des résultats classiques sur le déterminant. Tout d'abord, le développement par rapport a
une colonne (ou une ligne) se généralise en développement de Laplace ou développement par rapport a une famille de colonnes (je me
souviens qu'en math sup, j'avais intuité ce résultat mais n'ayant pas le sens de I'effort a I'époque, la rencontre avec la preuve ne s'était pas
faite). Mais le résultat le plus important est la formule de Binet (qui généralise la multiplicativité du déterminant lorsque I'on fait le
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https://www.youtube.com/watch?v=pjEZ56j845g
https://www.youtube.com/watch?v=ifAVIlNyN5c&pp=0gcJCQMKAYcqIYzv

produit de deux matrices rectangulaires). On parle ensuite (un peu trop pour certains et pas assez pour d'autres) de I'importance de cette
formule en théorie des représentations et en géométrie algébrique.

® Polynomes d'endomorphismes - Partie | (55'19")

On commence un nouveau cours d'agrégation interne sur la réduction. Tout d'abord, avec une partie motivation, I'histoire de comprendre
ou I'on va a partir de ce que I'on sait déja. On rappelle donc briévement ce que I'on a fait avec les applications linéaires et leurs matrices,
I'histoire de lancer le programme.

On commence par définir les polynémes d'un endomorphisme u d'un espace vectoriel E. Ceci est défini comme un morphisme d'algébre
allant de l'algébre de polyndmes K[X] vers l'algébre des endomorphismes de E. Ce morphisme définit, d'une part, I'algébre des
polynémes de I'endomorphisme u et, d'autre part, le polynéme minimal de u, vu comme générateur de I'idéal noyau.

On attaque la preuve du lemme des noyaux, qui peut étre vu comme un avatar de l'identité de Bezout (et finalement I'arithmétique des
polyndmes) dans la géométrie de I'espace E "muni de I'endomorphisme u".

En mathématiques, on est toujours confronté au choix de la théorie et de la pratique. Le polyndme minimal est un polynéme annulateur
(d'un endomorphisme u), plutét du coté de la théorie. En revanche, le polynéme caractéristique est un polynéme plus facilement
calculable par sa définition et également annulateur par Cayley-Hamilton. Ses racines sont les valeurs propres de I'endomorphisme u.

® Polyndmes d'endomorphismes - Partie 1l (43'57")

On prouve ici le théoréme de Cayley-Hamilton par les matrices compagnon. Les propriétés du polynéme caractéristique : degré,
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indépendance du corps, divisibilité par le polynéme minimal mu et divise L. On a montré que le polyndme caractéristique était
"coincé" entre le polyndme minimal et une puissance (égale a la dimension de I'espace) du polynéme minimal. On en donne une preuve
alternative instructive lorsque le corps est le corps des complexes (ou un corps algébriquement clos). On en déduit ensuite le polynéme

minimal et caractéristique d'un endomorphisme restreint aux sous-espaces caractéristiques.

® Les polynémes (1h33'52"")

La théorie des polyndmes est intéressante en soi, mais avant tout, elle constitue un outil incontournable en algébre linéaire ainsi qu'en
analyse. Voici un mini-cours ou nous allons visiter les divers aspects de la théorie. Dans un premier temps, il s’agit de premiéres définitions
et d’arithmétique des polynémes a travers I’évaluation et la division euclidienne : on définit ici I'anneau des polynémes A[X] (ou K[X])
sur un anneau intégre unitaire A (ou sur un corps K) et on en donne une "base", on étudie la notion de degré et ses propriétés qui
permettent de définir une division euclidienne. On traite de I'injection naturelle de A dans A[X] et, enfin, cette spécificité de I'anneau de
polynéme : le morphisme d'évaluation. A partir de I3 tout s'enchaine : I'anneau K[X] est principal donc factoriel. On étudie, ensuite, les
anneaux quotient de K[X] par un idéal (forcément principal) et on montre que si P est non nul K[X]/(P) est un K-espace de dimension
deg(P).

On en vient a des aspects plus éloignés de I'arithmétique comme les racines d’'un polynéme, les polyndmes versus les fonctions
polynémes. On fera également un détour du c6té du résultant et on finira par les relations coefficients/racines...

On introduit le probléme : comment trouver des racines d'un polyndme de A[X]. Cette vidéo est juste un balbutiement sur la nature
arithmétique de la recherche de racine : un polynéme qui posséde une racine fixée a est forcément multiple de (X-a). Lorsque P annule
plusieurs racines distincts a; alors P est multiple du produit des (X-a;). On étudie la K-algébre des fonctions polyndmes en prenant soin de
la distinguer de la K-algébre des polynémes. Cette distinction se fait a I'aide d'un morphisme d'algébres entre les deux (de la seconde vers
la premiére). Si le corps K est infini alors le morphisme est un isomorphisme et on peut confondre les deux algébres. On fait I'étude lorsque
le corps K est fini ou I'on exhibe le noyau du morphisme.

On introduit un outil majeur pour comprendre le PGCD de deux polynémes P et Q : le résultant. Pour cela, on introduit le résultant
comme le déterminant de la matrice d'une application linéaire qui est isomorphe si et seulement si P et Q sont premiers entre eux.
L'avantage d'avoir un tel critére de primalité entre P et Q par un déterminant est de pouvoir décliner le résultat dans des extensions mais,
surtout, dans des quotients si P et Q sont a coefficient dans un anneau. On fait également des petits calculs de discriminants en degré 2 et
3.

On commence ici a s'intéresser aux relations coefficients/racines en introduisant de fagcon naturelle la notion de polynéme symétrique
élémentaire et on énonce, sans le prouver, pour de sombres raisons d'hygiéne corporelle, le théoréme fondamental de polynomes
symétriques qui annonce que tout polyndme symétrique de Z[X,, ..., X,] s'écrit de fagon unique comme polynéme a coefficient entier
des polynémes symétriques élémentaires. On illustre ce théoréme sur un exemple avec la somme s, de Newton avant d'attaquer les
identités de Newton qui fournissent la somme de Newton s, par récurrence en fonction des polyndmes symétriques élémentaires a n
variables. Tout d'abord pour k=n a I'aide de la matrice compagnon, puis pour k plus petit que n et k plus grand que n a I'aide de deux
astuces classiques. Pour finir, on résout un "systéme symétrique" a trois variables.

@ Réduction diagonalisation (43’50"")

Voici la suite du cours sur la réduction. On étudie les matrices dites diagonalisables et on donne tous les critéres classiques de diagonalisabilité,
allant des critéres géométriques aux critéres, plus efficaces, qui impliquent les polyndmes.

On présente les grands classiques des applications des critéres polynomiaux de la diagonalisabilité. 1) I'induit d'un diagonalisable a un sous espace
stable est encore diagonalisable, 2) la diagonalisation simultanée et 3) diagonalisabilité des endomorphismes de multiplication par une matrice.

On tente ici de définir des fonctions "inverses" sur les matrices, comme la racine kiéme, le logarithme... On se rend compte que méme si ces
fonctions existent bien sur C, elles ne sont pas forcément définissables sur Mn(C). La diagonalisabilité nous permet de le faire a I'aide de polynémes
interpolateurs de Lagrange. Dans le cas non diagonalisable, on s'en sort sur un ouvert, en utilisant la décomposition de Dunford et en remplagant
astucieusement les séries de Taylor par des polyndmes en une matrice nilpotente.

@ Réduction trigonalisation (47’55")

On donne l'analogue des criteres de diagonalisation dans le cadre de la trigonalisation sur un corps K. On a bien entendu le critére par le polyndme
caractéristique scindé sur K mais aussi un critere plus fort par I'existence d'un polynéme annulateur scindé. Enfin, un critére géométrique est le
bienvenu. Il se fera par I'existence d'un drapeau complet stable.

On donne des raffinements et des applications a la trigonalisation. Tout d'abord, le critére du polyndme annulateur scindé et comme application la
trigonalisation simultanée d'endomorphismes trigonalisables qui commutent. Nous passons ensuite a une jolie application qui peut étre vue comme
un "Cayley-Hamilton a plusieurs variables".


https://www.youtube.com/watch?v=rxiu5Cl3oyc
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On ouvre un volet sur les applications de la trigonalisation et de la trigonalisation simultanée (pour deux matrices trigonalisables qui commutent).
On montre que le spectre de la puissance est la puissance du spectre et que I'on a les mémes commutations du langage avec I'exponentielle... On
montre ensuite une version plus fine de la trigonalisation : si A est une matrice trigonalisable, elle est semblable a une matrice diagonale par blocs
triangulaire a spectre singleton. La taille d'un bloc associé a une valeur propre est la multiplicité algébrique de la valeur propre. C'est la porte
ouverte sur la décomposition de Dunford.

@ Réduction et formes normales (16’05"’)

On présente différentes formes normales pour les classes de similitudes. Formes diagonales, formes diagonales par blocs de Jordan,
formes par matrices de compagnon. Ce qui caractérise une "forme normale" est sa simplicité et, surtout, I'unicité d'un élément de cette
forme dans une classe. On résout ensuite un exercice de dénombrement des classes de similitude sur corps fini qui illustre notre propos.

@ Réduction et invariants de similitude (35’17")

On a collecté suffisamment de résultats généraux pour commencer une série d'exercices a théme. On commence ici avec le theme des
matrices semblables. On va donc passer par ce que I'on appelle les invariants de similitudes. Mais, contrairement au cas des matrices
équivalentes ou tout était résolu avec le rang, les choses ne sont pas simples... On peut tout de méme voir dans certains cas que deux
matrices ne sont pas semblables mais on mesure en méme temps la faiblesse de nos critéres. Patience...

On commence avec un exercice qui permet de faire un petit tour du domaine en matiére d'invariants de similitude pour déterminer si
deux matrices sont semblables ou non. On fait ensuite le point sur les invariants partiels (polynéme caractéristiques, minimaux et autres)
et les invariants totaux (dimension des noyaux emboités) qui permettent d'analyser la situation.

e Equations matricielles a I'agrégation (1h06’12")

On va commencer une petite série sur les équations matricielles vues comme une application classique de la réduction. On veut
résoudre sur un exemple (qui se généralise facilement) d'équation de type Q(X)=0, ot Q est un polynéme scindé simple sur un corps K et X
une matrice de M,(K). On voit que I'ensemble des solutions est une réunion de classes de similitude, que I'on cherche a caractériser par
leurs formes normales. On pose ensuite le méme probléme dans le cas Q scindé, amis non simples, ce qui nous oblige a faire appel aux
réduites de Jordan. En appendice, on montre comment calculer le nombre de classes de similitude de I'ensemble solution en faisant appel
aux séries génératrices.

Aprés avoir résolu une équation matricielle basée sur un polynéme annulateur scindé, on attaque le plus délicat probléeme d'un
polynéme non scindé. Pour simplifier, nous travaillons dans R. Les méthodes précédentes nous ont permis de résoudre le probléme dans C
mais comment obtenir les solutions sur R ? Le résultat repose sur une propriété essentielle de la réduction : deux matrices réelles C-
semblables sont R-semblables. On a le méme résultat en remplagant (R, C) par (K, L) ol L est une extension de K.

On montre ici quelques techniques (non exhaustives) pour trouver les racines kiemes d'une matrice B, lorsque cela est possible. On se
rameéne grace au lemme des noyaux au cas ou le spectre de B est singleton. Si B est nilpotente, il n'y a pas toujours de solution, mais si B
est inversible, on trouve toujours une solution a I'aide d'un lemme qui permet de relever le développement de Taylor de (1+x) ¥ en 0 en
une expression polynomiale. On finit ce volet en indiquant a qui veut bien I'entendre, le bon cadre pour le probléme : la théorie des
représentations de carquois. Errata : lire(1+x)"* au lieu de (1+x)" dans la vidéo puis mettre |'égalité a |a puissance k.

Enfin, on revient sur ce petit lemme qui permet de passer d'un développement de Taylor, sur R, a une formule analogue au niveau
matriciel. On va méme un peu plus loin, si on sait que I'exponentielle fournit une bijection de I'ensemble des matrices nilpotentes sur les
matrices unipotentes, on obtient que des jolies formules d'inversion sur les matrices (racines kiémes, logarithmes).

@ Topologie en algébre linéaire (1h33'29”)

On commence un nouveau volet sur la topologie des espaces vectoriels réels et complexes, en dimension finie, et liée a la réduction .
Pour débuter d'un bon pied, on parle du théoréme d'équivalence des normes : deux normes définissent la méme topologie. Ou, dit
autrement, toute boule ouverte pour une norme contient une boule ouverte pour l'autre norme (et inversement). Donc, en théorie, on
pourra parler de topologie normique sans préciser le choix de la norme. Et en pratique, selon le type de probléme posé, on pourra choisir la
norme qui nous convient le mieux.

On essaie de motiver les troupes autour de I'utilisation de la topologie en algébre linéaire et plus particuliére ment dans le cadre de la
réduction. Au menu : critéres de convergence de suites géométriques de matrices, méthodes de Newton pour la résolution d'équations,
définition de fonctions analytiques, preuves de propriétés de type algébrique par restriction a une partie dense, caractérisation
topologique de propriétés liées a la réduction. On donne aussi des contre-exemples au théoréme d'équivalence des normes (corps non
complet, dimension infinie).

Apres avoir défini la topologie ambiante, on commence les premiéres avancées dans I'outil topologique pour la réduction. On commence
tout d'abord avec le théoréme fondamental qui dit qu'en dimension finie toute forme linéaire est continue et ses conséquences. Ce
théoréme va nous permettre d'étudier un par un les invariants utilisés dans la réduction sous I'angle aigu de la continuité. Le
déterminant, la trace, le polyndme caractéristique, fournissent des fonctions continues. En revanche, le rang est semi-continu,
inférieurement, ainsi que le polynéme minimal (pour la relation divise).

On attaque I'étude générale de la suite géométrique (A™) ou A est une matrice carrée complexe. On tombe comme on pouvait s'y attendre
a une condition sur le spectre, avec une condition particuliére pour la valeur propre 1. On finit par un florilége d'applications, d’exemples
d'utilisation sur I'association topologie et réduction (on renvoie l'internaute aux livres Carnet de Voyage en Analystan et Carnet de Voyage
en Algébrie pour des énoncés et des preuves précises) allant des suites géométriques de matrices, suites linéaires récurrentes d'ordre k,
suites homographiques, théoreme de Perron-Frobenius, application de la densité de GL,, des matrices diagonalisables a valeurs propres
distinctes sur C.

e Formes quadratiques-1 (1h22'02"")

Les formes quadratiques exposées pour un cours d'agrégation interne (et externe si on généralise 3 un corps de caractéristique différente
de 2). On trouve dans ce premier cours toutes les premiéres définitions et toutes les connexions entre formes quadratiques, formes
bilinéaires symétriques, matrices symétriques et changement de base.

Dans cette deuxiéme partie, on attaque (enfin !) des exemples classiques : formes quadratiques sur les espaces R", sur les espaces de
polynémes et enfin sur les espaces de matrices.


https://www.youtube.com/watch?v=r7EwoQmH1bg
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On étudie I'orthogonalité pour une forme bilinéaire symétrique (dans le cas ou celle-ci est non dégénéré, ce qui demande une petite
définition préalable). On se rend compte que les choses ne cadrent pas tout a fait avec l'intuition que I'on se fait de I'orthogonalité :
certains sous-espaces ne sont pas en somme directe avec leur orthogonaux. On a alors besoin d'un critére pour assurer que tout se passe
bien.

e Formes quadratiques-2 (1h37'57"")

Nous cherchons, maintenant, les formes quadratiques telles que tout sous-espace posséde un orthogonal en somme directe. Sur R, on
tombe naturellement sur la notion de forme quadratique définie. On fournit plusieurs critéres, de natures différentes, pour qu'une forme
quadratique soit définie positive.

On introduit, avec les motivations qui s'imposent, la notion d'adjoint d'un endomorphisme.

On attaque ici le gros morceau du cours (et ce ne sera pas le seul !) : le théoréme de Sylvester. On va insister lourdement sur le fait qu'il se
décompose en deux parties : existence et unicité de la signature ! La preuve, utilisée pour I'existence, se fait sur le critére d'orthogonal
en somme directe que nous avions rencontré précédemment et, pour l'unicité, on utilisera la dimension maximale d'un sous-espace
défini positif.

On présente, enfin, le théoréme spectral comme conséquence directe du théoréme d'orthogonalisation simultanée. Cela fournit un
développement agréable que I'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Algébrie.

@ Le principe du min-max (44’51"")

Comment les formes quadratiques voient les valeurs propres de leur matrice symétrique associée (dans une BON) ?

Partie I. Le théoréme spectral assure qu'une matrice symétrique réelle S est diagonalisable en base orthonormée (BON). On va donner
une caractérisation de ses valeurs propres a l'aide de la forme quadratique que S définit naturellement sur R" par q(x) = (x, Sx). C'est le
principe du min-max appelé, également, théoréme de Rayleigh.

Partie Il. On vient de voir une version préliminaire du principe du minimax. Aprés deux petits exercices sur le sujet, afin de se mettre en
jambes, on attaque la preuve du théoreme complet appelé aussi théoréme de Rayleigh. On trouve la preuve dans Nouvelles Histoires
hédonistes de Groupes et de Géométries Chapitre V-D.27.

Partie Ill. (Plus pour I'agreg externe que l'interne) On termine en prouvant les inégalités de Weyl et le théoréme d'entrelacement de
Cauchy.

® Prépa a I'écrit - Formes quadratiques 1/8 (15’55"")

Une série d'exercices sur les formes quadratiques pour préparer les écrits de I'agrégation. Le théoréme d'Apollonius est un théoréme
classique sur des propriétés métriques du triangle. Ce premier exercice en donne une formulation moderne. Attention, a la fin, il y a une
erreur de calcul, il faut lire OA*+OB?*+0C?=301°+2/3 AJ*+1/2 BC? (au lieu de OA*+OB*+0C?*=4/301°+2/3 AJ*+1/2 BC?)

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 2/8 (17°22")

Un autre exercice sur les formes quadratiques réelles (ou pas). Il permet de montrer comment déjouer le piége fréquent des formes non
"définies positives" de la restriction dégénérée. On n'a plus des orthogonaux en somme directe. On sort alors le reméde miracle du
"gonflement hyperbolique".

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 3/8 (16'18”)

On va se servir du gonflement hyperbolique dans un cas simple : Soit E un espace réel muni d'une forme quadratique non dégénérée q, on
veut montrer que le groupe des isométries de g agit transitivement sur I'ensemble des vecteurs isotropes non nuls de E. Comment faisait-
on pour montrer que O, agit transitivement sur la sphére, on prenait un élément de norme 1 et on le complétait en une base orthonormée.
La, c'est pareil, sauf qu'il n'y a pas de base orthonormée.

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 4/8 (14'01”)

On présente progressivement le principe de Rayleigh ou principe du mini-max en petite dimension. Il s'agit d'une caractérisation
géométrique des valeurs propres. On en donne une application amusante sur une fonction trigonométrique.

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 5/8 (16’40”)

On veut montrer qu'en "écrasant" une sphére de facon linéaire sur un plan, on tombe sur I'intérieur d'une ellipse et I'on voudrait aussi
relier les éléments caractéristiques de I'ellipse avec la transformation linéaire. Encore une fois, le théoréme spectral agit de facon
magistrale sur les éléments.

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 6/8 (15'18”)

On attaque en deux vidéos la reconnaissance d'une conique a partir de son équation. On peut juger des coniques non dégénérées a partir
de la donnée de deux données : une signature en dimension 2 et un déterminant de taille 3. Cette premiére vidéo permet d'éliminer les
cas dégénérés.

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 7/8 (15’33")

On donne un tableau qui permet une classification affine des coniques a partir de leur équation algébrique. Cette classification se fait
grace au théoréme de Sylvester et a partir des trois mineurs principaux associés a la forme quadratique homogénéisée provenant de
I'équation de départ.

® Prépa a I'écrit Formes quadratiques 8/8 (16’34")

On connaissait un lien fort entre formes quadratiques et réduction avec le théoréme spectral. En voici un autre en arithmétique qui
permet de voir si deux matrices de M,(Z) sont Z-semblables en leur associant des formes quadratiques. La Z-similitude s'interpréte alors
sous forme de congruence des formes quadratiques.

@ Questionnaire sur les formes quadratiques (1h 08’'14”)
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https://www.youtube.com/watch?v=Y4ae4nCwnzI

Cours de géométrie et compléments
@ Matrices hermitiennes (57°18”)
Voici un premier volet sur les formes hermitiennes. On suppose connus les résultats analogues sur les formes bilinéaires symétriques
(congruence, Sylvester et théoréme spectral) et on donne le résultat équivalent dans le cas hermitien.
On introduit, dans le cadre d'un espace hermitien, la notion d'adjoint d'un endomorphisme. On montre, en préambule, I'existence et
I'unicité d'un tel adjoint, puis, le fait que, dans une base orthonormée (ou unitaire), la matrice de I'adjoint est la trans-conjuguée de la
matrice de I'endomorphisme de départ. On prouve, ensuite, le théoréme des endomorphismes normaux qui stipule qu'un
endomorphisme est diagonalisable en base orthonormé (BON) si et seulement s’il commute avec son adjoint.
On donne des exemples célébres de matrices normales : matrices hermitiennes, anti-hermitiennes, unitaires et leurs équivalents réels.
On fait ensuite le point sur la fagon dont les matrices hermitiennes et anti-hermitiennes généralisent la partie réelle et imaginaire...

® Géométrie affine - le minimum vital a l'interne (43’08”)

Un beamer pour présenter le minimum a savoir sur la géométrie affine aux écrits de I'agrégation. Au menu : structure affine (version 1 et
2), sous-espaces affines, applications affines, repéres affines et représentations matricielles, recherche de point fixe et un petit
formulaire de survie.

® Géométrie affine - 1 (43'52")

Voici une introduction a la géométrie affine dans le cadre de I'agrégation. On commence par s'acclimater, voire se rassurer, avec une mise
en relation entre les objets de la géométrie affine et leurs homologues en géométrie vectorielle.

L'axiomatisation de la géométrie affine est plutét simple mais on peut I'aborder de deux maniéres. Une premiére axiomatisation
"d'autorité" consiste a définir une application qui, a un bipoint, associe un vecteur puis une définition des transformations affines. Mais,
on lui préférera la définition par les actions simplement transitives d'un espace vectoriel. Dans ce cadre, les notations et, surtout, la
définition des transformations affines, sont plus naturelles.

Pour comprendre I'affine, on fait référence a nos connaissances du vectoriel et, ce, via la bijection (qui, a v, associe A+v) que I'on obtient
entre un espace vectoriel et un espace affine associé. Maintenant, pour comprendre une application affine f, il est pratique d'avoir un

point A invariant, c'est-a-dire tel que f(A)=A, car on pourra identifier ainsi f 3 un endomorphisme ( de I'espace. Or, I'existence d'un
point invariant est liée a la réduction (1 est-il dans le spectre de (P ?). Nous voila revenu dans notre domaine de connaissance !

o Géométrie affine - 11 (37'29”)

On vient de voir que si I'endomorphisme associé (P a une application affine f ne voit pas 1 parmi son spectre alors f posséde un unique
point invariant. SI on note A ce point invariant, la bijection b entre I'espace vectoriel E et I'espace affine muni du point A vérifie f=b o phi

o b, et donc, finalement, on peut assimiler f et (9, ce qui est bien agréable. Malheureusement, on va devoir étudier les isométries qui ont
souvent 1 parmi leur spectre. Il va donc falloir composer des applications affines avec invariant avec des translations. On commence donc
par une digression sur la loi o et sa représentation matricielle en affine.

On prouve le théoréme principal de ce cours : le théoréeme de décomposition réduite qui donne une condition générale pour qu'une
application affine se décompose de facon unique en une translation (vérifiant certaines hypothéses) et une application affine a point
fixe. Ce théoréme est la clef pour passer de problémes affines au monde plus domestiqué de la réduction des endomorphismes.

o Géométrie euclidienne (33'14”)

On attaque la géométrie affine euclidienne. Aprés les petites définitions d'usage, on montre qu'une application de I'espace affine dans lui-
méme qui laisse invariante la distance euclidienne est nécessairement une application affine. Afin d'étudier ces applications, dites
isométries affines, nous allons commencer par montrer que leurs endomorphismes associés, c'est-a-dire les isométries vectorielles,
vérifient la propriété demandée pour obtenir la décomposition réduite.

On va classifier les isométries affines du plan euclidien. On commence bien entendu par les isométries vectorielles, en mettant I'accent
sur I'étude de la valeur propre 1.

On attaque la classification en dimension 3. Au programme, symétries glissées et vissages qu'il est bon de connaitre. Un rapide coup d'ceil
a la dimension n nous convaincra que la classification n'est pas beaucoup plus difficile !

o Géométrie affine, barycentres et convexité (22'42")

Voici un point de vue fécond sur la géométrie affine. On définit la notion de barycentre d'une famille finie de points et les propriétés
d'usage (homogénéité, associativité). On travaille sur le corps des réels et on définit un ensemble convexe comme un ensemble stable
par barycentres positifs, ce qui revient a dire, stable par segments. On montre qu'une application de I'espace affine dans lui-méme est
une application affine si et seulement si elle respecte la notion de barycentre. Ce théoréme prouve que la convexité est bien au coeur de
la notion d'espace affine (réel).

On définit les points extrémaux Ex d'une partie convexe X de I'espace affine (réel). On montre que si g est un élément du groupe affine tel
que g(X)=X alors g(Ex)=Ex. Ceci va nous aider a3 comprendre les groupes d'isométries.

o Comment j'ai aimé la convexité... ( un mini-cours) (36’13")

On propose ici un cours a minima sur la convexité. Il s'agit 1a d'une théorie plutét mal digérée par les étudiants (et j'en ai été le premier a
en souffrir) dont on va essayer d'extraire tous les arcanes. Pour aller au plus pressé, nous introduisons la notion de projection sur un
compact convexe (que I'on retrouve dans pas mal d'épreuves de concours, dont le fameux EP2-2025 de I'agrégation interne) puis la notion
d'hyperplan séparateur. Ce dernier est un sésame a pas mal de problémes sur les convexes. Mais, le plus merveilleux arrive au moment
de I'étude des convexes compacts avec 0 dans leurs intérieurs qui jouissent d'une belle (et rare !) dualité que I'on ne se lassera pas de
regarder sous des formes diverses !

@ Les sous-espaces stables - Partie | (51'04”)

On propose de travailler sur les sous-espaces stables par un endomorphisme. Il s'agit d'un probléme ou I'on perd pied rapidement. Mais
on va commencer en douceur avec quelques petites définitions, deux questions fondamentales qui vont le fil rouge de la playlist et
quelques exemples a bien avoir en téte.
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https://www.youtube.com/watch?v=55DLK-omIhI&pp=2AZn
https://www.youtube.com/watch?v=55DLK-omIhI&pp=2AZn
https://www.youtube.com/watch?v=QseS9S2Ub7M
https://www.youtube.com/watch?v=GMAkDwpoIDE
https://www.youtube.com/watch?v=oCEvSEe10Os
https://www.youtube.com/watch?v=2fWJS956TMk
https://www.youtube.com/watch?v=3PbU2wVFNTU
https://www.youtube.com/watch?v=CpPw7792yeQ
https://www.youtube.com/watch?v=pdRFijwRAgY

On attaque les problémes de sous-espaces stables en lien avec le polyndme caractéristique. Celui-ci est irréductible sur K si et seulement
les seuls sous-espaces stables sont triviaux. On montre ensuite que ceci est un cas particulier du cas de I'endomorphisme cyclique. Dans
ce cas, les sous-espaces stables sont en bijection avec les diviseurs unitaires du polynéme caractéristique. Cela provient d'une jolie
propriété de correspondance biunivoque entre sous-espaces stables pour la matrice compagnon C; et idéaux de K[X]/(P). On étudie
ensuite des exemples ou il y a un maximum ou un minimum de sous-espaces stables.

Aprés une vidéo 2 contenant des résultats un peu tumultueux, on retrouve des eaux plus calmes avec des petits exemples classiques a
bien connaitre de sous-espaces stables possédant un sous-espace supplémentaire stable. Endomorphismes autoadjoints, normaux,
diagonalisables et, pour finir, lemme de Fitting et sous-espaces caractéristiques.

® Les sous-espaces stables - Partie 1l (41'04”)

On a donné sous-espace u-stable facile a construire : le sous-espace stable par u, engendré par un élément x. On donne une condition
simple sur x pour que ce sous-espace stable admette un supplémentaire u-stable : que son polynéme minimal local soit égal au
polyndme minimal de u. On montre ensuite comment construire de tels éléments. On obtient alors un boulevard vers le théoréme de
décomposition de Frobenius.

On fait le point sur le théoréeme de décomposition de Frobenius sur quelques exemples, puis, on présente le théoréme de semi-
simplicité, c'est-a-dire que I'on trouve un critére polynomial pour qu'un endomorphisme vérifie que tout sous-espace stable posséde un
supplémentaire stable. Ce critére porte sur le polyndme minimal de u.

On finit en donnant quelques indications sur la facon de décrire tous les sous-espaces stables d'un endomorphisme.

o Le résultant (46’01")

On introduit, définit et obtient une expression du résultant, en insistant sur I'application linéaire dont il est issu plutét que sur I'expression
du déterminant qui le définit habituellement. On se propose de donner rapidement un panel d'exemples de calculs du résultant et
applications. Pour commencer, on calcule le discriminant du polynéme X*+pX+q. On donne une propriété générale du résultant qui sera la
clef des suivantes : le résultant se décline sur les anneaux et est compatible avec les morphismes d'anneaux (dans un sens a préciser) .
On en déduit deux conséquences importantes. La premiére dit que si deux polyndmes unitaires sur Z sont premiers entre eux, ils restent
premiers entre eux modulo p premier sauf pour un nombre fini de p. La seconde dit que I'ensemble des entiers algébriques est un
anneau (c'est-a-dire stable par I'addition et la multiplication). On attaque les applications du résultant en géométrie algébrique :
intersections de courbes algébriques et résultant (cas des coniques), de courbes algébriques (cas plus général), équations cartésiennes
d'une courbe rationnelle... et on finit avec une surprise : Résultant et Jacobien

Cours arithmétique
® Premier cours d'arithmétique (2h02’50")
On fait ici le point sur les équations sur I'anneau Z des entiers : linéaires, affines, a plusieurs inconnues, quadratiques et, enfin,
polynomiales sur le corps Q.
On introduit I'arithmétique. Vu I'abstraction de ce qui viendra par la suite, il est important de faire un préambule qui permettra de se
fixer les idées et d'avoir a sa disposition un vivier d'exemples. On commence donc un premier volet introductif, ol on montre des
techniques de résolution d'équations diophantiennes (i.e. dans I'anneau des entiers). Ici, il sera question d'équations linéaires sur Z, ou
le lemme de Gauss joue un rdle décisif.
On résout ici des équations diophantiennes affines (degré 1). On se sert de la réduction modulo n, de I'algorithme d'Euclide qui permet
de trouver des solutions particuliéres et enfin du lemme de Gauss pour la solution générale sans second membre. On finit avec une
équation linéaire a trois variables car il m'a semblé que deux variables ne donnaient pas un apercu suffisamment général de la situation.
On traite d'équations de degré 2 sur les entiers. Encore une fois, on constate I'importance du calcul modulaire, du lemme d'Euclide,
lemme de Gauss, décomposition en irréductibles et théorémes d'unicité dans les méthodes.
On attaque le cours d'arithmétique avec I'étude de I'anneau Z. On suit une procédure que I'on retrouvera avec d'autres anneaux, comme
par exemple I'anneau des polyndmes K[X]. On attaque les inversibles, puis la division euclidienne, et, en fin, la classification des idéaux.
C'est un idéal principal et on en verra plus tard les implications.
On décrit I'ensemble des idéaux de Z comme un ensemble ordonné (par l'inclusion) et muni de deux opérations : I'addition et
I'intersection. On montre que I'on a une bijection entre les idéaux de Z et les entiers naturels (car Z est principal). L'ordre "contient" des
idéaux instaure alors un ordre sur les entiers naturel qui n'est autre que I'ordre "divise". De plus, addition et intersection des idéaux
fournit deux opérations sur les entiers naturels : respectivement le PGCD et le PPCM.
On présente un déroulement ordonné a bien connaitre en arithmétique. On montre le passage important qui va de la construction d'un
PGCD dans un anneau principal (ici, I'anneau est celui des entiers mais cela pourrait étre n'importe quel anneau principal) jusqu'au
théoréme fondamental qui stipule que tout nombre peut étre décomposé, de facon unique, en un produit de nombres premiers. Au
passage, on glanera, ca et |13, le lemme de Gauss et, son avatar, le lemme d'Euclide.
On commence avec les premiéres conséquences du théoréeme fondamental de I'arithmétique, en particulier, I'existence des p-valuations.
On montre comment ces p-valuations permettent de donner un critére de divisibilité puis des formules pour les PGCD et les PPCM. On
finit sur un synopsis qui fait le point sur tous les volets théoriques de ce premier cours (copieux) en arithmétique.
On a commencé avec des équations diophantiennes, on finit avec d'autres équations qui utilisent le lemme de Gauss, l'identité de
Bezout, les propriétés caractéristiques du PGCD et du PPCM. On cherche des solutions rationnelles a une équation polynomiale et on
parle de systemes de congruence.

@ Fonctions arithmétiques 3 I'agrégation (43'00”’)
On est partis pour un tour d'horizon sur les fonctions arithmétiques que I'on rencontre a I'agrégation. On commence ici par la fonction

indicatrice (p d'Euler et la fonction L de Moebius. On continue avec l'ubiquité de la fonction L de Moebius dans différentes
composantes des mathématiques, ou elle joue un réle d'inversion pour la convolution, théorie des corps, arithmétique, réduction et,

enfin, en analyse avec les séries ou I'on rencontrera I'inévitable fonction Z
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https://www.youtube.com/watch?v=EHZ0d6voF4s
https://www.youtube.com/watch?v=nlsF_yEM6ZA
https://www.youtube.com/watch?v=guvIf6PPKvY
https://www.youtube.com/watch?v=ZrflizBzfjY

® Prépa 3 I'écrit Arithmétique 1 (17'32")

On résout ici I'équation diophantienne x*+y?-29z?=0 en mettant I'accent sur la factorialité de I'anneau Z[i] des entiers de Gauss.

® Prépa Ecrit Arithmétique 2 (9'39")

On avait déja vu dans une vidéo sur les "Structures quotient" que x*+y*-31z°=0 avait pour seule solution (0,0,0). Ici, on le montre 2 la suite
de la vidéo "Arithmétique 1" comme application immédiate de la factorialité de I'anneau Z[i] des entiers de Gauss.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 3 (17'59”)

On étudie la divisibilité de la suite des nombres de Fibonacci F, par un nombre premier fixé p. On montre qu'il existe une fonction a telle
que p divise F, si et seulement a(p) divise n... Et nous voici embarqués dans de curieuses considérations, a savoir si 5 est un carré modulo p.
Pas si curieuses, au final, si on sait que I'équation caractéristique de la suite récurrente qui définit les nombres de Fibonacci est X*-X-1, de
discriminant 5. Errata, 3 un moment je dis que b*+ab-a®=(b+a/2)-5a” alors que c'est b*+ab-a*=(b+a/2)-5(a/2)>.

® Prépa 3 I'écrit Arithmétique 4 (11'58”)

On présente, dans Arithmétique 4 et 5, deux exercices qui ont pour but de présenter I'utilisation classique du lemme chinois. Le premier
exercice consiste a calculer le nombre d'endomorphismes polynomiaux inversibles en un endomorphisme fixé, sur un corps fini. Le lemme
chinois est ici dans sa version polynomiale. La notion d'anneau local est sous-jacente.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 5 (11'12")

Voici un autre exercice sur le lemme chinois. Cette fois-ci, on le retrouve dans une version matricielle. Ceci permet de calculer le nombre
de matrices inversibles de taille d sur I'anneau Z/mZ.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 6 (16’56"")

Dans la vidéo Arithmétique 3, on regardait le probléme de connaitre I'ensemble des entiers n tels que le nombre de Fibonacci F, soit
divisible par un entier premier p. On passe maintenant du nombre premier p 3 un nombre entier quelconque m. On tombe sur une
fonction arithmétique a telle que m divise F, si et seulement a(m) divise n.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 7 (4'44")

Toute petite vidéo que je n'ai pas pu intégrer dans la précédente... On récolte ce que I'on a semé dans la vidéo Arithmétique 6 : on donne
tous les nombres n tels que F, se termine par exactement k zéros dans son écriture décimale. On rappelle que I'on a construit une
fonction a telle que m divise F, si et seulement a(m) divise n. Pour connaitre a(m), il suffit donc de connaitre a(p) pour tout p* de la
décomposition en facteurs premiers de m. Et ceci est donné par une récurrence qui différencie les pas p23 et p=2.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 8-teaser (4'09"’)

Une petite légende sur la bataille d'Hastings nous servira de point de départ de I'équation de Pell-Fermat. Il s'agit d'une équation de type
hyperbolique et il va falloir se rappeler cette vidéo "structure de groupe sur une conique 2/9" pour générer toute une famille de solutions a
partir d'une seule.

® Prépa a I'écrit Arithmétique 8 (17'25”)

On présente ici I'équation de Pell-Fermat. Un résultat dit que, si d est un entier positif non carré, alors I'ensemble des solutions positives
de I'équation diophantienne x*>-dy*=1 a une structure de groupe isomorphe a Z. On montre que cet ensemble est soit trivial, soit isomorphe
az

® Prépa a I'écrit Arithmétique 9 (16’45")

Un peu parce que I'on veut avoir le dernier mot avec I'équation de Pell-Fermat x*-dy®=1, un peu pour la culture générale mais, aussi, pour la
beauté de la chose, on va donner un mini-cours (en deux vidéos) sur les fractions continues. Ici, on montre que si x est un irrationnel, il
posséde une écriture sous forme de fraction continue et que celle-ci fournit une suite de rationnels qui tend vers x et, méme, approxime
x de fagcon remarquable (on parle d'approximation quadratique).

® Prépa a I'écrit Arithmétique 10 (18°20"")

Certaines équations diophantiennes comme I'équation de Pell-Fermat posent des problémes d'approximation d'un réel par un rationnel.
Plus particulierement, I'équation de Pell-Fermat pose le probléeme d'approche d'un nombre quadratique par un rationnel. Il est alors
temps de montrer ce joli théoréme de Lagrange qui dit qu'un réel est quadratique si et seulement si sa décomposition en fraction
continue est périodique a partir d'un certain rang.

® Prépa 3 I'écrit Arithmétique 11 (16’38"")

On finit par montrer, a l'aide des fractions continues, que I'équation de Pell-Fermat x*-dy*=1 posséde des solutions non triviales !
Attention a la fin, "faute de frappe" 324+325=649 au lieu de 349!

® Prépa a I'écrit Arithmétique 12 (16’26”)

Comme prétexte a présenter le petit lemme de Hensel, qui vient souvent épauler le lemme chinois, on se donne comme objectif de
trouver un majorant pour le nombre de matrices M vérifiant M™=C sur un corps quelconque, ou C est la matrice compagnon d'un
polynéme P tel que P(0)#0. Errata : la borne du nombre de racines est m* et non pas ms comme annoncé !

@ Structures quotients (1h25'58")

Les structures quotient constituent une difficulté majeure a I'agrégation interne. On essaie d'introduire ici la nécessité de ces structures
en l'argumentant sur des exemples dans divers domaines (ensembles, groupes, espaces vectoriels, réduction, anneaux, équations
diophantiennes). Le quotient d'un ensemble par une relation : on montre qu'une application est une bijection qui s'ignore, on présente le
quotient d'un groupe par un sous-groupe non nécessairement distingué puis on montre comment obtenir des structures de groupes
quotient a l'aide d'un sous-groupe distingué. Dans un deuxiéme temps, on s'attaque maintenant aux structures d'espace vectoriels
quotient. On en trouve des bases, on déduit la dimension de I'espace quotient et on remarque que la formule du rang est totalement
naturelle dans ce contexte. Ensuite, une preuve élégante (mais classique !) de l'essoufflement de la suite des noyaux emboités est
présentée. Elle utilise le passage au quotient. Enfin, on se dirige maintenant vers I'arithmétique en introduisant les idéaux qui permettent
de construire des structures d'anneaux quotient, tout en généralisant la relation "divise" des entiers. On en profite pour montrer
comment les structures quotient peuvent amener a résoudre des équations diophantiennes.

12


https://www.youtube.com/watch?v=AcVXdCDsu24
https://www.youtube.com/watch?v=LBS_BaHZAz4
https://www.youtube.com/watch?v=e2ZcxW95rKM
https://www.youtube.com/watch?v=PfhlBSgU4G8
https://www.youtube.com/watch?v=G0wa6Mv3dUc
https://www.youtube.com/watch?v=XYSTrDHb-dU
https://www.youtube.com/watch?v=n3d7avYfOog
https://www.youtube.com/watch?v=U4uRbRPRto4
https://www.youtube.com/watch?v=2CboWc0Lo0g
https://www.youtube.com/watch?v=vQLTbHI-kfg
https://www.youtube.com/watch?v=QcqWyw8hjwQ
https://www.youtube.com/watch?v=-ur8vmuYo5g
https://www.youtube.com/watch?v=jcbiOwRFoSk
https://www.youtube.com/watch?v=HIvN4Yq6ic0

e La gymnastique des corps (1h44’20”)

Dans la série de vidéos qui suit, il ne s'agira pas de théorie des corps, juste d'un exposé de survol des différents types de corps sur lesquels
on travaille dans le contexte de I'écrit et pour chacun de ces types (caractéristique, finitude, ordre, algébriquement clos, les spécificités
du corps des réels...) quels sont ouvertures que nous offre ce type et quel sont les piéges. J'en parlerai dans le contexte 1) des algébres de
polynémes, 2) de la réduction 3) des formes quadratiques. Dans cette premiére vidéo, on regarde attentivement les conséquences et les
piéges qui se présentent selon si le corps sur lequel on travaille est fini ou non.

Aprés avoir étudié les spécificités des corps infinis ou finis, on s'attaque au cas des corps de caractéristique zéro ou p.

Ici, on regarde ce qui est possible ou pas, selon si I'on travaille (sur des polynémes, en réduction ou formes quadratiques) sur un corps
algébriquement clos ou non. On regarde ensuite les problémes de caractéristiques 2 (ou pas).

On continue sur ce volet de la pratique des corps a |'écrit de I'agrégation. On attaque ici une série de quatre vidéos sur les changements de
corps. Sur cette vidéo un peu bavarde, il sera question de voir que chez les corps, les problémes se font dans deux directions : la montée
(on va chercher dans un corps plus grand des racines, des valeurs propres, des décompositions de polynémes...), et la descente (on a
obtenu des informations sur le corps du dessus et on veut en déduire des informations sur le corps du dessous). Pour la montée, il sera
question de théoréme de Steinitz, de corps de décomposition et de rupture. Pour la descente, on donnera quelques apercus pratiques
de la théorie de Galois forcément sous-jacente mais sans pour autant faire de la théorie de Galois.

On attaque ici les problémes de descente dans des cas pratiques. Tout d'abord, le PGCD de polyndmes est invariant par changement de
corps puis, on voit que le rang d'une matrice posséde également cette propriété d'invariance. C'est la porte ouverte a une premiere
approche, sous forme d'exercices, de probléme d'invariance par extension de corps invariants de classes de similitudes. On étudie le cas
diagonalisable, nilpotent et enfin la décomposition de Dunford.

On pénetre ici le coeur du probléme : montrer que deux matrices carrées sur un corps K sont semblables si et seulement si elles sont
semblables sur une extension L. Cette preuve se fait en deux temps : un premier temps ou K contient toutes les valeurs propres et un
second ou il ne les contient pas. Dans ce dernier cas, on fait intervenir le corps de décomposition du polynéme caractéristique.

On finit pour l'instant ce volet sur les extensions de corps et les théorémes de descente. Autant ceux-ci fonctionnent trivialement pour la
réduction, autant pour les formes quadratiques, on tombe sur des problémes plus délicats, comme le prouve le théoréme de Sylvester, qui
est typiquement réel. On pourrait continuer longtemps sur ce sujet et peut-étre le ferons-nous ultérieurement, par exemple, en parlant de
semi-simplicité des endomorphismes, de la séparabilité, de théoremes de descente en théorie des représentations... mais ces choses
(passionnantes) sont un peu moins urgentes.

® Les réseaux aux écrits de I'agrégation (1h04’52")

On aborde ici une étude de réseaux dans Z". Ce n'est pas une théorie mais plutét une approche pragmatique pour comprendre comment
ceux-ci interviennent dans les problemes d'agrégation. Avant de résoudre quelques questions clefs du probléme d'agrégation interne 2012
(EP1), nous commencons par énoncer quelques résultats qui seront prouvé par la suite. Ces résultats sont exposés dans un tableau
permettant de comparer le résultat sur Z (sous-groupe de Z") avec son analogue sur un corps (sous-espaces vectoriels de K"). On explique
ensuite le pourquoi et le comment des réseaux.

On continue I'étude des sous-groupes de Z", en suivant en filigrane I'épreuve EP1 de |'agrégation interne 2012. On prouve l'existence de Z-
bases, aprés avoir prouvé l'unicité du cardinal de telles bases. On prouve ensuite que ces bases sont en bijection avec le groupe GL,(Z).
On montre alors notre maitrise parfaite de la situation dans le cas n=2, ou I'on s'aide de l'identité de Bezout. Nous prenons ensuite un bon
départ dans I'étude des sous-groupes de Z" en prouvant I'existence d'un Z-base pour tout sous-groupe G de Z" et méme une condition
pour qu'un élément du sous-groupe G se compléte en une Z-base de G. On va faire quelques prolongations avec une adaptation sur Z du
théoréme de la base incompléte. Pour cela, on en arrive a la notion de groupe "sans torsion". On finit (sans preuve et sans les mains) avec
le théoreme de la base adaptée.

Cours groupes

@ Les groupes cycliques (1h08’03”)

On introduit les groupes cycliques, d'une maniére un peu grossiére (comme groupe isomorphie a Z/nZ) puis, de maniére plus abstraite
(groupe fini monogéne). On donne ensuite quelques exemples (et contre-exemples) de groupes cycliques dans la nature.

Nous allons montrer une propriété d'hérédité des groupes cycliques : tout sous-groupe d'un groupe cyclique est lui-méme cyclique.
Mieux, pour tout diviseur de n, il existe un unique sous-groupe (cyclique) de Z/nZ d'ordre d. On exploite ensuite cette propriété pour
établir une formule sur la fonction d'Euler puis pour donner une caractérisation des groupes cycliques par le nombre de ses éléments
d'ordre fixé.

On déduit ainsi de la caractérisation des groupes cycliques par leur nombre d'éléments d'ordre fixé, que tout sous-groupe fini du groupe
multiplicatif d'un corps est cyclique. On illustre ceci avec la conjecture d'Artin sur les générateurs de (Z/pZ*, x). On montre ensuite le
rapport avec les nombres premiers dits "longs", c'est a dire les nombres premiers p tels que I'écriture décimale de 1/p est de période p-1.
On attaque enfin le probléme des actions de groupes cycliques. Dans un premier temps, on se donne toutes les actions d'un groupe
cyclique sur un ensemble fini n puis des exemples d'actions impliquées dans des théorémes célébres (lemme de Cauchy, loi de réciprocité
quadratique, collier de perle). Ces actions sont juste évoquées et non détaillées.

@ Introduction aux actions de groupes par le dénombrement (1h30'05”)

Une petite introduction qui j'espére, vous convaincra de I'utilité trés concréte des actions de groupes. Au programme : lemme du berger
et formule des classes. Mais surtout, beaucoup d'exemples concrets d'utilisation, dans le cadre de la combinatoire ainsi que la
combinatoire algébrique.

Lemme du berger et axiomatisation : on va montrer dans cette vidéo comment les groupes permettent de compter. Ici, on dévoile la
stratégie des groupes : une machine de guerre pour créer des situations ol le lemme du berger peut s'appliquer.

Groupe symétrique et action naturelle : on attaque, tout de suite, avec I'exemple du groupe symétrique. On voit comment les nombres
multinomiaux découlent de la formule des classes (sauf qu'il n'y a qu'une seule classe).

Groupe linéaire et action naturelle : on passe facilement du groupe symétrique au groupe linéaire en remplacant sous-ensemble par
sous-espace et partitions par sous-espaces en somme directe. On obtient des dénombrements ou les factoriels sont remplacés par des
cardinaux de groupes linéaires sur un corps fini.

Dénombrer les matrices diagonalisables : on s'attaque au nombre de matrices diagonalisables sur un corps fini en obtenant une jolie
formule.
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https://www.youtube.com/watch?v=7hKOCWHMYYc
https://www.youtube.com/watch?v=705-1gvyhuM
https://www.youtube.com/watch?v=Csh82BYJe7A
https://www.youtube.com/watch?v=HcMu09nvwAA

Les séries génératrices dans le dénombrement : la jolie formule obtenue pour dénombrer les matrices diagonalisables est peu utile en
|'état. Elle comporte trop de termes quand le corps devient grand. Toutefois, on peut la réarranger car plusieurs termes sont
regroupables. On peut alors donner une estimation de la probabilité de choisir une matrice diagonalisable au hasard sur un corps fini. On
finit sur ce résultat épatant.

On dénombre les matrices de rang r : on souhaite compter le nombre de matrices de taille (m, n) de rang r sur un corps fini de cardinal q.
On utilise ici les actions de groupes. Pour I'instant, on se contente d'un calcul préliminaire : celui du calcul du nombre de sous-espaces de
dimension k fixée puis on s'attaque au nombre de matrices de taille (m, n) et de rang r sur un corps fini. On en profite pour présenter
I'action de Steinitz qui partitionne I'espace des matrices selon leur rang. Une fois le nombre de matrices de rang r obtenu, on lui donne
une forme plus parlante, pour y découvrir des phénoménes naturels comme l'isomorphisme canonique et la dualité. On peut retrouver
cet exercice dans Nouvelles Histoires Hédonistes de Groupes et de Géométries I-3.6.

® Questionnaire Groupes : Action (ou vérité) (58'19)

L'avantage d'une série de questions sur les actions de groupes, c'est qu’en méme temps qu'on s'entraine groupes, on révise tout le
programme d'algébre ! Avec les groupes, jouez a plusieurs ! It's more fun to compete. Nous allons parler d’actions du groupe symétrique,
du groupe cyclique, de GL, sur K", de Steinitz, de GL, sur des espaces de matrices et enfin diverses actions (O,, espaces affines...).

14


https://www.youtube.com/watch?v=Jbo7lelfg-E

3 - Algébre linéaire (121)
Les délices de matrices (98)
1 - Matrices d’applications linéaires

@ Un petit exercice sur trace et rang! (17°36")

Voici un petit exercice tout chaud pondu du jour sur la trace et le rang... et un petit quelque chose de plus mais faut pas spoiler, c'est a
vous de trouver. Dans un deuxieme temps, il est naturel de poser la question fatale du cas d'égalité. Merci a Acturus Acturus pour le
partage !

o Cas d'égalité entre trace et rang... (7'35")

Une petite a la suite de I'exercice sur l'inégalité, bel exercice d'ailleurs avec rang, similitude, trace, formes quadratiques réelles... Il est
naturel de poser la question fatale du cas d'égalité.

@ Un théoréme bien frais sur le rang et la réduction (16’47")

Plein d'astuce, plein de ressources dans sa preuve, un théoréme qui relie la stabilité de GL, et celle du rang pour un endomorphisme de
M,(C).

o Exercice utilisant la notion de rang (8'26")
Il peut sembler étonnant que la notion de rang soit utile dans le cadre d'un exercice sur l'irréductibilité d'un polynéme. Et pourtant...

Un exercice sur le rang de la somme de deux morphismes (17'19”)

Un exercice classique de maths su consiste a donner une condition nécessaire et suffisante pour que le rang de la somme de deux
applications linéaires soit égal a la somme des rangs. On corrige cet exercice instructif et on lui donnera un peu de recul en termes de
dualité mais pas que...

Isomorphismes qui conservent les matrices de rang 1 (30'46”")

La preuve instructive a plus d'un titre d'un petit théoréme sur les morphismes de I'espace des matrices qui conservent I'ensemble des
matrices de rang 1. Tout d'abord une stratégie générale sur les endomorphismes qui conservent une partie non linéaire, en cherchant les
sous-espaces maximaux inclus dans cette partie. Ensuite, I'exercice fait visiter tout ce que I'on a a bien connaitre sur les matrices de rang
1. On termine sur un petit épilogue sur les SETIM.

o Critére par les mineurs pour le rang d'une matrice (20'46”)
On montre ce résultat souvent utilisé : le rang d'une matrice rectangulaire est la taille maximale d'un mineur non nul. On en donne
ensuite une application sur les corps, R ou C, a la topologie du rang (Nouvelles histoires hédonistes chapitre 1).

® Sous-espaces de matrices avec des conditions de rang-1 (8'26"")

Une petite histoire soufflée par Rached Mneimné. On sait qu'un hyperplan de matrices carrées contient une matrice inversible. Et cela
constitue un développement souvent présenté aux agrégations internes et externes. Mais a-t-on vraiment besoin d'un hyperplan ? Peut-
on prendre une dimension plus petite ? On trouve ici une borne telle que si la dimension d'un sous-espace matriciel se trouve au-dessus

de cette borne alors il contient forcément une matrice inversible.
Sous-espaces de matrices avec des conditions de rang-2 (20'39"")

On montre les résultats annoncés dans la vidéo 1. Finalement, un joli développement équilibré entre polynémes, propriétés du rang,
déterminant et on finit en beauté avec les corps finis (ou pas).

e Des moutons qui rentrent dans le rang (Exercice niveau Licence) (11'06”’)
Le probleme de Panurge, proposé par mon étudiant Alex, qui parle de moutons, de rang avec un soupcon de calcul binaire! Un mélange
détonnant! Suivez le mérinos!

® Produits de matrices symétriques réelles (10°37")

Le produit de deux matrices symétriques est, en général, non symétrique. Mais, sur R, si une des deux matrices est définie positive alors
la matrice produit est diagonalisable sur R et I'on peut méme statuer sur le signe de ses valeurs propres. On en déduit une preuve
alternative de I'unicité de la décomposition polaire.

4 matrices symétriques non diagonalisables ! (19'01")
On me rapporte une question de jury : « citez-moi une matrice symétrique non diagonalisable ». Voici 4 réponses possibles, dans 4 corps
différents.

@ Produit d'une matrice antisymétrique par une matrice symétrique définie positive (7'24")
Un petit exercice pour vérifier sa boite a outils avant les écrits !

@ Caractérisation du rang d'une matrice symétrique - mineurs diagonaux et congruence (23'40”)

Voici un exercice instructif sur le théme rang, déterminants et formes quadratiques. On donne une version "symétrique" de I'adage qui
assure que le rang d'une matrice est la taille maximale d'un mineur non nul. Mais cette fois-ci, la matrice est symétrique. On doit montrer
que le mineur en question peut étre choisi diagonal... et que les sous-matrices diagonales correspondantes sont dans la méme classe de
congruence !
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https://www.youtube.com/watch?v=gwnOcz4BLGY&pp=2AZ_
https://www.youtube.com/watch?v=ag6x5ndWpDA
https://www.youtube.com/watch?v=3RnHI9AQUv4
https://www.youtube.com/watch?v=o8vU19-bKzI
https://www.youtube.com/watch?v=eWmuz6iqtbU
https://www.youtube.com/watch?v=ebUR5Nuu9Hg
https://www.youtube.com/watch?v=brv2rM1oTQk
https://www.youtube.com/watch?v=t_SW0XHch5w
https://www.youtube.com/watch?v=nSRMp2NB3TI
https://www.youtube.com/watch?v=eVBQdZE-ZnE
https://www.youtube.com/watch?v=epedo9_o7Iw
https://www.youtube.com/watch?v=XF8G16aNM6o
https://www.youtube.com/watch?v=P3RJ-Mb8Mrg
https://www.youtube.com/watch?v=fCulMGud-NU

Exercice (niveau prépa) sur les matrices symétriques semi-définies positives (20'25"")
A partir d'une remarque de Toto en commentaire sur cette chaine je propose un exercice instructif autour des matrices symétriques et de
la positivité.

o Le théoréme de Courant-Fischer (principe du minmax) (27°23")

Le théoreme de Courant-Fischer est omniprésent dans les sciences. On propose d'en donner un énoncé et quelques une de ses
applications. Les preuves de certains résultats énoncés lachement sur un divan pourront étre retrouvée au tableau (en mode man at work!)
sur ce lien e Le principe du minmax

2 - Matrices et réduction

o Existence d'un supplémentaire stable: une preuve de Patrice Tauvel! (10'24”)
C'est avec plaisir que je partage cette preuve de Patrice Tauvel, communiquée par Paul Broussous. Une preuve extrémement limpide pour
montrer que, si u est un endomorphisme diagonalisable, alors tout sous-espace stable posséde un supplémentaire stable...

@ Suites récurrentes linéaires (par la réduction) (17°53”)

Inspirés par I'épreuve 1 de I'agrégation interne 2010, on propose une présentation des suites récurrentes linéaires a valeurs dans C, via la
réduction de I'endomorphisme de décalage (le shift S qui envoie u, sur u..,). On y apprendra (peut-étre) que I'ensemble des suites
récurrentes linéaires est une C-algeébre sur laquelle S agit de facon compatible avec les opérations. On s'amusera a réduire S et retrouver
avec bonheur ses sous-espaces propres et sous-espaces spectraux.

o Critére de diagonalisabilité de matrices réelles (10’55"")
Un petit exercice proposé par JBHU (Jean-Baptiste Hiriart-Urruty) qui rentre parfaitement dans le cadre d'une question de jury
d'agrégation autour des thémes diagonalisabilité ou produits scalaires-formes quadratiques réelles.

o Le théoréme des matrices normales (une preuve matricielle) (10’49”)

On a vu par une preuve, disons, géométrique, que si une matrice complexe M commute avec sa transconjuguée M’ alors M est
diagonalisable en base orthonormée. Voici une preuve qui ne manque pas d'intérét, proposée par Francois, qui, aprés réduction, permet
de se ramener a un probléme que le calcul matriciel peut résoudre.

e Contre-exemples en réduction (9'41")
On propose ici une série de contre-exemples en réduction a savoir dégainer au bon moment ! Elles sont basées sur la notion de matrice
compagnon dont nous expliquons rapidement quelques regles.

® 10 critéres de diagonalisabilité! (et leurs contre-exemples) (26’44"")

Voici de quoi briller en société avec pas moins de dix critéres qui vous donneront I'occasion de décider si une matrice est
diagonalisable.... ou pas ! On passe de critéres géométriques, ou des critéres polynomiaux bien connus, pour passer a des critéres
structurels, topologiques, métriques... et des tellement hors-sol que I'on ne saurait les nommer :-) Olivier Begassat me signale que j'ai
oublié de préciser par moments que le polynome caractéristique devait étre scindé, en particulier au critére 4.

@ Réduction par bloc avec une célébre matrice (31'46”)
On part d'une matrice A de taille n pour construire une matrice B de type anti-diagonale de taille 2n et dont les blocs diagonaux sont I,
et A. On donne dans cette vidéo tous les éléments de réduction de B en fonction de ceux de A

@ Résoudre I'équation matricielle P(M)=0 avec P irréductible (30’40”)

On part de la recherche de I'ensemble des solutions d'une équation matricielle, sous la forme P(M)=0, avec M une matrice carrée a
coefficient dans un corps K et P un polynéme irréductible sur K. C'est le point de départ d'un joli voyage en Algébrie avec de la réduction,
des extensions de corps, de la base télescopique, des obstructions de divisibilité... et I'incontournable matrice compagnon !

o Comment trouver une racine g-iéme d'une matrice ? (24’53”)
On fait le point sur cette question. Les cas faciles, les cas impossibles (du coup facile !) et les cas plus difficiles. C'est un probléme
suffisamment important et récurrent a I'agrégation pour s'y intéresser.

@ Réduction des matrices de rang 2 (13'35”")

On part d'un exercice classique ot I'on prouve qu'une matrice carrée de rang 1 est diagonalisable si et seulement si sa trace est non nulle.
On donne ensuite des conditions de diagonalisabilité d'une matrice de rang 2 en fonction de sa trace et de la trace de son carré. Ceci ne
sera pas sans rappeler le joli résultat de réduction (par congruence) de la forme quadratique qui, a une matrice M, de taille n, associe le
coefficient en X"?de son polyndme caractéristique.

@ Matrices compagnon, preuves et applications (16’39")

On introduit et on donne un apercu (avec preuves) de la propriété fondamentale des matrices compagnon d'un polyndme unitaire P : son
polynéme minimal et son polynéme caractéristique sont égaux a P. On fournit ensuite péle-méle (sans preuves mais avec références) bon
nombre d'applications. On finit enfin avec un petit exercice (corrigé) qui pourrait en étonner plus d'un.

® Exercices Réduction (15’42")
Voici quelques petits exercices de réduction autour des propriétés arithmétiques du polynéme minimal. On cherche ici le polynéme
minimal d'une matrice diagonale puis, triangulaire, par blocs.
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https://www.youtube.com/watch?v=DqWFzJT2sh0
https://www.youtube.com/watch?v=VCAv5iuRXFU
https://www.youtube.com/watch?v=ZjHAxs2xE3s
https://www.youtube.com/watch?v=bmtz0Qd6YJk&pp=2AYl
https://www.youtube.com/watch?v=zVuhjcex4nE&pp=2AafAQ%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=VlVFn8uT5zk
https://www.youtube.com/watch?v=7hJMRA1IJoA
https://www.youtube.com/watch?v=R-S9gEMGWMc
https://www.youtube.com/watch?v=BiCqHU8cAcw
https://www.youtube.com/watch?v=UwcmuO5GWz4
https://www.youtube.com/watch?v=nkvYDdQNblE&pp=0gcJCaIKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=sCn_7WUTUSY&pp=2AbvAw%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=X01kpPmMXgA
https://www.youtube.com/watch?v=OpOHJeRETBA

o Critére de nilpotence par la trace et application (13’21")
Voici une preuve express du critére de nilpotence par la trace que I'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Algébrie. Tellement express

qu'on peut se permettre d'y ajouter une application, courte, mais élégante.

@ Un exercice instructif sur les matrices nilpotentes (avec un regard neuf sur la dérivation!) (20’53")

On propose un exercice qui trouvera sa place a un oral d'agrégation interne. On part d'une équation matricielle pour arriver a montrer
qu'une des matrices en présence se doit d'étre nilpotente. Mais cet exercice posséde un intérét en soi : il nous donne I'occasion
d'aborder un peu la théorie de Lie... Référence : Exercice 33 Pulkowski (merci a Nico pour la ref)

@ Petit exercice ludique sur les matrices entiéres inversibles (4'33")
Cing minutes sur un petit exercice étonnant de Patrice Lassére, qui fait intervenir des matrices a coefficients entiers.

e Cayley + Hamilton = Lagrange! (20'19”)

Derriére cette égalité, a peine exagérée, se cache une connexion, pas toujours connue des étudiants, entre la théorie des groupes finis
abéliens (et méme parfois par extension des groupes finis tout court) et la théorie de la réduction d'un endomorphisme sur un corps.
C'était une réponse a une question naturelle de Titouan Martin ! (Non Riri, ce n'est pas un poisson d'avril ! :-)))

Cayley-Hamilton, la preuve 100% bio ! (25’38"’)

Voici résolument (!) ma preuve préférée du théoréme de Cayley-Hamilton ! Avec que des bons produits ! Elle se dit uniquement en
termes de structures et de morphismes, dans ce que I'algébre moderne fait de plus élégant ! D'ailleurs, on va rapidement se rendre
compte que I'on est sur une preuve bien plus forte que son propos de départ et qui va nous propulser directement vers les fameux
invariants de similitude (le Graal de la réduction).

@ Un scoop sur Cayley-Hamilton ? (17°50”)

Tout étudiant ayant en main sa licence de mathématiques a forcément rencontré le théoréme de Cayley-Hamilton et son corollaire
immédiat qui dit que le polynéme minimal d'une matrice divise son polyndme caractéristique. Mais qui sait ce que représente, en
termes de matrices, le quotient du polyndme caractéristique par le polynéme minimal ? Et comment peut-on vivre dignement sans le
savoir ?

@ Une preuve express de Cayley-Hamilton (sur tout corps et sans topologie) (14'20"")
On présente une preuve trés rapide de Cayley-Hamilton qui ne nécessite pas de topologie et ne demande pas d'hypothése sur le corps.
Elle demande en revanche la connaissance du discriminant d'un polynéme.

Exercices sur le théme "arithmétique au secours de la réduction" (15'11")
Deux exercices (plus une variante) ot I'arithmétique des polyndmes vient délivrer la réduction de ses problémes de diagonalisabilité !

e Décomposition de Dunford pour de "petits" polynémes minimaux (27°11"")

Un exercice instructif sur la décomposition de Dunford qui utilise Bezout, la formule de Taylor polynomiale, Cayley-Hamilton et un
certain monsieur Newton (mais ¢a c'est un peu spoiler). Le but du jeu est ici de calculer explicitement la décomposition de Dunford d'une
matrice a "petit" polynédme minimal. Petit... au sens de la divisibilité.

@ Disques de Gershgorin... et raffinements (21'23")

On présente ici une facon rapide de localiser les valeurs propres d'une matrice avec les disques de Gershgorin. On en donne une preuve
élémentaire et on continue avec deux raffinements possibles : un par dualité et, un autre, plus impliqué, qui utilise la topologie des valeurs
propres (voir vidéo précédente sur la continuité du spectre).

@ Disques de Gershgorin, optimisation et inégalités (19'52")

On repasse rapidement en revue les disques de Gershgorin. On montre ensuite que ces disques sont optimums pour localiser les valeurs
propres (pour les amateurs de lecon 149 par exemple). On prouve ensuite deux inégalités déterminantales, une sur C et une autre, plus
précise, sur R.

e Diagonalisation et trigonalisation simultanées (26’51")

On présente les grands classiques des applications des critéres polynomiaux de la diagonalisabilité. 1) I'induit d'un diagonalisable a un
sous-espace stable est encore diagonalisable, 2) la diagonalisation simultanée et 3) diagonalisabilité des endomorphismes de
multiplication par une matrice. On présente ensuite des raffinements et des applications a la trigonalisation. Tout d'abord, le critére du
polynéme annulateur scindé et, comme application, la trigonalisation simultanée d'endomorphismes trigonalisables qui commutent.
Nous passons ensuite a une jolie application qui peut étre vue comme un "Cayley-Hamilton multivariable".

e Endomorphismes de I'espace des matrices qui commutent a la transposée (21'15"")

Un petit exercice qui se décline bien selon si on se retrouve dans le contexte d'une lecon sur la dualité, de la diagonalisabilité ou de la
trigonalisabilité. Bref, un exercice a 3 méthodes : résolution par la dualité, les matrices diagonalisables ou les matrices trigonalisables
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https://www.youtube.com/watch?v=kuF27FrPe68
https://www.youtube.com/watch?v=6_2rOJsccfQ
https://www.youtube.com/watch?v=bG1Dbkfh9sk
https://www.youtube.com/watch?v=HpMfMreGd-g
https://www.youtube.com/watch?v=9_XiINvqdBA
https://www.youtube.com/watch?v=hz-5TBfk5h4
https://www.youtube.com/watch?v=-NTRs8bgidw
https://www.youtube.com/watch?v=9sovh6FnrzA
https://www.youtube.com/watch?v=4kFQM3r9oMc
https://www.youtube.com/watch?v=GNncwg2ggXA&pp=2AbJAdIHCQmHCgGHKiGM7w%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=nAtyOWcFS24
https://www.youtube.com/watch?v=mkdbEjOEfpI
https://www.youtube.com/watch?v=_ovnQGkDEHI

Oraux X-ENS. Dimension du commutant d'un endomorphisme. (27°14")

L'ensemble des endomorphismes d'un endomorphisme (disons sur C) est un sous-espace vectoriel de I'espace des endomorphismes de
dimension la somme des carrés des différences des dimensions des noyaux emboités. La preuve repose essentiellement sur le cas
nilpotent. Pour la preuve, je me suis inspiré d'une preuve d'un résultat un peu plus impliqué (dont on parlera par la suite) de Fabian
Gundlach et Béranger Seguin, fort joli d'ailleurs, que vous pouvez trouver sur https://arxiv.org/abs/2506.08695

@ Un exercice classique sur le commutant (20°25"")

On résout I'exercice classique que le commutant d'un endomorphisme est de dimension supérieure ou égale a celle de I'espace. On
donne plusieurs preuves selon le niveau ou les affinités : une preuve algébrique (cas algébriquement clos puis cas quelconque), une
preuve topologique et une qui provient de la combinatoire algébrique (tableaux de Young).

o Tout sur le commutant (1ére partie) (11'56"")

On propose de faire le point de tous les résultats classiques a I'agrégation sur le commutant. Dans une premiére partie, on étudie deux
cas "complémentaires" que I'on retrouve souvent dans les écrits : le cas diagonalisable et le cas cyclique ou, si I'on préfére, la matrice
diagonale ou la matrice compagnon.

Tout sur le commutant (suite et fin) (21°28”)

Cette fois-ci, on s'attaque au cas général, en nous basant sur le théoréme de décomposition de Frobenius, plus particulierement, les
degrés des polyndmes invariants de similitude.

e Multiplication a gauche par une matrice- analyse spectrale (22'57")

Si A est une matrice carrée, la multiplication a gauche par A fournit un endomorphisme L, de I'espace des matrices carrées (de méme
taille que A). On propose une analyse spectrale (spectre et vecteurs propres) lorsque A est diagonalisable. Bref, I'ambiance a son comble
au Fab-Lab.

Matrices qui commutent "2 scalaire prés" avec toute matrices (niveau licence /niveau master) (26’07")
On présente de deux maniéres différentes, une, au niveau licence, I'autre, au niveau master, la preuve que si une matrice A de GL,(K)
commute, a scalaire prés, a toute matrice de GL,(K) alors A est une matrice scalaire.

@ Une famille libre sur Q par la trace ! (15’45”)

Un exercice qui peut parfaitement faire office de développement (corps, polynémes, dimension, déterminant...) propose de montrer
gu'une certaine famille finie de réels quadratiques sur Q est Q-libre. Ceux qui n'en sont pas encore convaincus verront que la trace a de
I'audace, la trace a du génie !

@ Qui sont les coefficients du polynéme caractéristique ? (10’10"")
On prouve une formule générale pour les coefficients du polynéme caractéristique d'une matrice carrée A.

Les coefficients du polynéme caractéristique par I'algorithme de Faddeev (12'23")
Voici une facon trés simple de récupérer, a partir d'une matrice A, les coefficients de son polyndme caractéristique. Une belle histoire
entre le théoréme de Cayley-Hamilton et les identités de Newton !

Sous-espaces de matrices stables par conjugaison (18'41")

On va trouver tous les sous-espaces de M, (K) stables par conjugaison de GL,(K). Evidemment, il sera question ici de réduction mais aussi,
curieusement, de décomposition en base 2 et on rencontrera également la jolie forme bilinéaire trace. On trouvera cet exercice dans le
chapitre 11l de Nouvelles Histoires Hédonistes de Groupes et de Géométries.

Sous-espaces de matrices diagonalisables (18'15"")
On discute ici de résultats sur les sous-espaces de M, (K) constitués de matrices toutes diagonalisables.

@ Un exercice sur les suites récurrentes linéaires et barycentres (18’17")
Voici un petit exercice proposé par Denis Roussillat sur le théme des suites récurrentes linéaires ou I'on construit la suite a l'aide de
barycentres. On donne ici deux versions de I'exercice et deux solutions, une élémentaire et I'autre niveau M1.

e Comatrice, qui es-tu ? (6’14"")

On cherche une définition intrinséque (sans calcul et liée a I'algébre linéaire plutét qu'au calcul matriciel) de la comatrice. Il y a une
définition savante qui utilise les algébres extérieures mais celles-ci sont hors programme agreg-master. On en propose une "intermédiaire"
assez amusante.

Endomorphismes nilpotents a I'écrit de I'agreg (2017) (11'48")

On s'intéresse a la question | 6) de I'écrit MG-2017 de I'agrégation externe. Il s'agit de classifier les classes de similitudes de certains
endomorphismes nilpotents. Cela nous donne I'occasion de faire le point sur les techniques de réduction dans le cadre nilpotent. Deux
mots d'ordre : suite des noyaux itérés et scindage de ces noyaux, voir Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de géométries, chap.
1.

Endomorphismes nilpotents a I'écrit de I'agreg-2 (variantes) (13'39”)

Aprés avoir résolu cette question sur la classification des classes de matrices nilpotentes d'indice 2 en dimension 4, on tente quelques
variantes (pour le plaisir). Quelles sont les classes de similitudes de matrices nilpotentes a) d'indice 2 en dimension n b) dont le noyau est
de dimension 1 c) d'indice 3 en dimension 6.
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https://www.youtube.com/watch?v=k2FkYksX9P8
https://www.youtube.com/watch?v=Jyk4OgRYvzM
https://www.youtube.com/watch?v=33kUrfzSsiU
https://www.youtube.com/watch?v=GyiEuTU2fSo
https://www.youtube.com/watch?v=atq0PvwMWA4
https://www.youtube.com/watch?v=cy2vuwByPKU
https://www.youtube.com/watch?v=11rzMjNcaCU
https://www.youtube.com/watch?v=bzmJ1MzZLeA
https://www.youtube.com/watch?v=9cIU3AVD1iA
https://www.youtube.com/watch?v=wPNIGhozLiA&pp=2AaBAg%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=q2JOR50_cUo
https://www.youtube.com/watch?v=z72Pi30_Sdg
https://www.youtube.com/watch?v=hjyHUlYgYZU
https://www.youtube.com/watch?v=yQUvdSGOFdg
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbGdKWTExYjk1RGdZRWVoWmQ3M1c0TGFQUXVFd3xBQ3Jtc0trTVNXNnNPTGhrWVo0VGJ6UzZkcEQ3VGpFTmhpQklISGk3VVI4cktveWxpYVRXQ1VnZ280Qi1YUVlwR2Rtb0FtaldmNDNmbWliakxsZWptWmRYaGpHRDJsWi1iWFEwbFZnU2NqTld1YVlwdUhia0oyWQ&q=https%3A%2F%2Farxiv.org%2Fabs%2F2506.08695&v=3UbGLzVlkO0
https://www.youtube.com/watch?v=3UbGLzVlkO0

o La suite des noyaux emboités (13'22"")

On explique, dans un premier temps, I'importance de la suite des noyaux emboités pour la classification des endomorphismes, en se
ramenant aux nilpotents. Dans le cadre de I'étude des classes de similitude, la dimension des noyaux emboités est un invariant. On
montre ici que cette suite est croissante et s'essouffle ! Pour finir, on indique, sans preuve, pourquoi cette suite permet de déterminer
exactement la classe de similitude de I'endomorphisme.

La preuve la plus courte pour C algébriquement clos? (11'07")

Francois, qui n'est plus a présenter sur cette chaine, nous propose le "d'Alembert-Gauss-Express", peut-étre une des preuves les plus
courtes compte-tenu du seul outil qu'elle utilise : une fonction continue sur un fermé borné de C est bornée et atteint ses bornes. Une
preuve élémentaire en 9 minutes chrono, de ce théoréme bien connu que j'aurais tendance a appeler le théoréme légendaire de I'analyse
plutét que le théoréme fondamental de I'algébre... Mais une derniére question, au final, y a-t-il plus court que cette preuve sachant que
¢a ne compte pas si on écrit tout petit !

Le corps C est algébriquement clos (preuve par la réduction) (16’17"")

On propose cette preuve du théoréme de d'Alembert-Gauss (C est algébriquement clos), adapté d'une preuve de Pierre Samuel dans le
cadre de la réduction des endomorphismes. On peut trouver cette preuve dans Carnet de Voyage en Algébrie 1-3.37.

Un exercice sur autour du théoréme spectral (formule d'Apollonius) (15’46”)
La formule d'Apollonius relie les distances entre les sommets d'un triangle et le milieu d'un coté. Le théoréme spectral permet d'en voir
une généralisation tous azimuts en dimension n.

e Semblables sur C vs semblables sur R (13'32")
Deux matrices réelles sont semblables sur C si et seulement si elles sont semblables sur R. On montre ce classique de la réduction. Mais
on va un peu plus loin avec I'équivalence U, semblable/O, semblables. Encore une application de la décomposition polaire.

Exercice Centrale-Mines: Entrelacement de racines et Fractions rationnelles (16’42"")
Un exercice a effet Waouh sur les fractions rationnelles et leurs applications, vous avouerez que c'est tout de méme assez rare!

@ Caractérisation des endomorphismes normaux par la norme (Niveau L2) (5'31")
Un petit exercice mignon comme tout sur les endomorphismes normaux.

@ Un classique de Kholle: Montrer que le produit de deux projecteurs orthogonaux est diagonalisable (16'11")

Il semblerait aprés discussion que ce soit un classique, mais je ne le connaissais pas quand mon étudiant Basile me I'a posé. Comment
aborder ce probléme de diagonalisabilité quand manifestement, il n'y a pas de codiagonalisation, pas de polynéme annulateur en vue... Il
reste a trouver une forme assez sympathique "simultanée" pour les deux projecteurs et comparer multiplicité algébrique et géométrique...

Pour aller plus loin :

e Contre-exemples: matrices non semblables alors que... (21’'25")
Donner des exemples de matrices ayant méme rang, méme polynéme caractéristique, méme polynéme minimal... alors qu'elles ne sont
pas semblables. Voici le moment parfait pour réviser nos invariants de similitude !

e Toute matrice (complexe) est semblable 3 une matrice symétrique (31'05"’)

Dans un style trés "Oraux-X-ENS" ! Une solution trés astucieuse de mon camarade Francois pour montrer que toute matrice de Mn(C) est
semblable a une matrice symétrique. Apres avoir présenté cette solution, nous donnons une généralisation de ce théoréme : ce résultat
reste valable sur un corps K sur lequel -1 est un carré.

3 - Systemes linéaires

@ Pseudo-inverse d'une matrice réelle (27°06"’)

On donne ici I'expression de la pseudo-inverse d'une matrice. Si Ax=b est un systéme linéaire et si B est la pseudo inverse de A, alors x=Bb
est I'élément de norme minimale tel que (Ax -b) est de norme minimale.

e Conditionnement d'une matrice (23'15”")

Parmi les applications des valeurs propres attendues dans la lecon 149 (selon le rapport du jury de l'externe), on va trouver le
conditionnement d'une matrice. Le conditionnement permet de comprendre la sensibilité des solutions trouvée a un systéme de Cramer
Ax=b, en fonction des erreurs commises sur le calcul de la matrice A et du vecteur colonne b. Pour la norme subordonnée a la norme

quadratique, on trouve que le conditionnement est fortement lié a I'étendue du spectre de la matrice A*A.

@ Calcul d'une série exponentielle (15’38”)

On cherche a calculer explicitement la série génératrice exponentielle d'un polynéme réel. Un exercice qui demande un peu de calcul et
également un peu de savoir-faire. En particulier, le choix d'une base adaptée de I'espace des polynémes et la résolution d'un systéeme
linéaire.

@ Solution optimale d'un systéme linéaire (20’37"")

Voici (sous forme d'exercice) une fagon élégante proposée par Moore et Penrose de formuler une solution optimale a un systéme linéaire
quelconque sur R. On aboutit a la notion de pseudo-inverse d'une matrice rectangulaire.
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https://www.youtube.com/watch?v=ipoa7JsIE0g
https://www.youtube.com/watch?v=OgpjtJVgk48
https://www.youtube.com/watch?v=XOY7SSHJOUQ
https://www.youtube.com/watch?v=3U3Lvs7QKks
https://www.youtube.com/watch?v=ECCJ71exKQY
https://www.youtube.com/watch?v=O53EDu5qeEM
https://www.youtube.com/watch?v=MW7GFcptUIY
https://www.youtube.com/watch?v=2qdlRCnPImQ
https://www.youtube.com/watch?v=Q79hWkoYekw
https://www.youtube.com/watch?v=9tQYAHzcyFI
https://www.youtube.com/watch?v=sPgU1SGFqRQ
https://www.youtube.com/watch?v=8dSRv4JIvNk
https://www.youtube.com/watch?v=VlZbJIjNgtw
https://www.youtube.com/watch?v=JFicFCz9I60

4 - Matrices et norme euclidienne

o Le théoréme spectral (et ses avatars) (31°08"")
On présente ici le théoréme spectral comme conséquence directe du théoréme d'orthogonalisation simultanée. Cela fournit un
développement agréable que I'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Algébrie.

@ Introduction aux matrices de Gram (16’50”)

Une toute petite introduction aux matrices de Gram. Une définition dans le cas euclidien, quelques propriétés et surtout I'application
classique au calcul de la distance d'un vecteur a un sous-espace. Pour finir, une résurgence de la matrice de Gram a un endroit ot I'on ne
s'y attend pas...

o Le rang d'une matrice de Gram (10’12"")

On montre ici que le rang de la matrice de Gram d'une famille de vecteurs de Rn est égal au rang de la famille. Ce sera I'occasion pour nous
de parler de critére de rang par les mineurs et (accessoirement) de la dégénérescence d'une forme bilinéaire symétrique par restriction.

® Gram-Schmidt et la décomposition QR (25'22")

On introduit ici la méthode d'orthonormalisation de Gram-Schmidt ainsi que son avatar matriciel : la décomposition QR. On présente
ensuite I'avantage de cette décomposition (unicité, inégalité d'Hadamard...)

e La matrice orthogonale la plus proche de chez vous, (les tutos d'Alex) (32'48"")

Si A est une matrice de M,(R), quelle est la matrice orthogonale la plus proche pour la norme quadratique de I'espace des matrices. Alex
prends le temps de nous expliquer tous les arcanes de ce beau développement (que I'on trouvera avec bonheur dans Carnet de Voyage en
Analystan chez Calvage & Mounet)

e Automorphismes orthogonaux: Propriétés, caractérisations, exercices. (44'00”")

On fait le point sur les nombreuses propriétés et caractérisations des matrices orthogonales qui leur permettent d'intervenir en algebre
linéaire (normes euclidiennes, normes subordonnées, décomposition polaire, décomposition QR, systémes linéaires, topologie, actions de
groupes, aires et volumes...). Aprés avoir vu les propriétés des matrices orthogonales, on présente deux exercices qui mettent, a eux deux,
en avant les propriétés annoncées.

e Normes duales et distances & un hyperplan (21'49”)

Un commentaire de Toto sur cette chaine m'améne a parler de norme duale. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, on peut
étre amené a chercher la distance minimale d'un point a un hyperplan affine définit par une forme linéaire f. Pour la norme euclidienne,
tout est faisable a I'aide de Pythagore, mais pour les normes quelconques, on est conduits a définir la norme dual de f afin de comprendre
cette distance. On donne alors les normes duales des normes classiques, puis, on s'intéresse a |'espace des matrices carrées ou on hérite de
normes subordonnées. On montre la dualité entre norme spectre et norme nucléaire.

La décomposition polaire tous azimuts

® MG-2023 - O,-semblable vs GL,-semblable - 1 (16’17"")

Dans la série "anatomie d'une épreuve d'agrégation"”, on va disséquer la partie IV du probléme MG-2023 (ou peu s'en faut). On montre
ici le résultat suivant : deux matrices symétriques sur C sont GL,(C)-semblables si et seulement si elles sont O,(C)-semblables. On utilisera
une "pseudo-décomposition polaire" sur C, que nous démontrerons dans une prochaine vidéo.

® MG-2023 - Partie IV - pseudo décomposition polaire sur un corps (28'37")

On présente ici ce qui semble une mine de petites techniques pour un candidat qui voudrait bien se préparer aux épreuves de I'écrit de
I'agrégation. Il s'agit de montrer que sur le corps des complexes (puis sur un corps algébriquement clos de caractéristique différente de
2), toute matrice inversible se décompose en le produit d'une matrice.

e Décomposition polaire - Appellation controlée - 1 (31'15"")

Voici le premier volet d'une série consacrée a la décomposition polaire. Dans cette premiere partie, nous allons présenter la
décomposition polaire, ses déclinaisons et autres avatars sur des groupes variés et ses cas dégénérés. On finit avec la décomposition
polaire du groupe O,(C). Attention, contrairement a ce que I'on pourrait penser, il ne s'agit pas d'un niéme développement sur la
décomposition polaire mais, plutot, ce que I'agrégatif doit connaitre lorsqu'il aborde le sujet.

e Décomposition polaire - Dans tous ses états - 2 (24'48"")

Aprés avoir vu la décomposition polaire de divers sous-groupes de GL,(R) ou GL,(C), nous voici partis sur diverses interprétations de la
décomposition polaire. Une interprétation géométrique pour commencer, puis une interprétation sur le théme optimisation des
distances dans un espace normé et, pour finir en beauté, avec une interprétation topologique de 'homéomorphisme de décomposition
polaire.

e Décomposition polaire - Applications - 3 (50’22"")

De la méme maniére qu'un théoréme n'est rien sans ses corollaires, une décomposition de matrices n'est rien sans ses applications. La
premiére des applications de la décomposition polaire est I'incontournable lien entre norme subordonnée a la norme quadratique et
rayon spectral. Aprés avoir prouvé ce point on s'attaque a la maximalité du groupe orthogonal comme sous-groupe compact de GL,(R).
On continue avec des problémes de connexité et de composantes connexes. On finit en beauté avec une application de la décomposition
polaire a la forme volume.

@ La décomposition polaire vue par une ellipsoide (12'02")

On propose ici de regarder la décomposition polaire sous un angle géométrique. On donne une preuve géométrique de I'existence et une
interprétation géométrique de I'unicité de la décomposition orthogonale et d'une matrice symétrique.

20


https://www.youtube.com/watch?v=jGx0o5lihIA
https://www.youtube.com/watch?v=jGx0o5lihIA
https://www.youtube.com/watch?v=EsK5VzAXPTI
https://www.youtube.com/watch?v=c0othDKgVeY
https://www.youtube.com/watch?v=nqvf5KEDZ0k
https://www.youtube.com/watch?v=6xgUwgEw0ME
https://www.youtube.com/watch?v=MXpH_Zvnf1w
https://www.youtube.com/watch?v=jGx0o5lihIA
https://www.youtube.com/watch?v=jGx0o5lihIA
https://www.youtube.com/watch?v=jGx0o5lihIA
https://www.youtube.com/watch?v=9yZ5evHZ-c0
https://www.youtube.com/watch?v=l7bf1qp4W1s
https://www.youtube.com/watch?v=Tf7o6CxRHJU
https://www.youtube.com/watch?v=BcrwKCjO0dU
https://www.youtube.com/watch?v=ed4_qXeXTq0
https://www.youtube.com/watch?v=78JjHD3lGsU
https://www.youtube.com/watch?v=nExdCGjCsMo

Le théoréme spectral

@ Une nouvelle preuve du théoréme spectral ? (15’05”)

Une preuve nouvelle, due a Clément de Seguins Pazzis, du théoréme spectral, est tombée récemment sur les réseaux sociaux. C'est peut-
étre le moment de faire le point sur ce théoréme et sur ses preuves.

@ Une nouvelle preuve du théoréme spectral ? 2 (11'07"")

Une jolie proposition de Hugues Contini pour une preuve du théoréme spectral : une propriété bien connue des polynémes irréductibles
réels font que la seule obstruction au théoréme spectral se situe en dimension 2. Le reste est une vérification de routine.

e Théoréme spectral (derniére preuve avant la rentrée) (8’09”)

Voici une preuve trés stylée du théoréme spectral, proposée par Toto-toto. Il s'agit d'une preuve totalement algébrique (modulo C est
algébriquement clos qui finalement n’est pas tant algébrique que ¢a malgré son pseudo "théoréme fondamental de I'algébre") et qui
n'utilise aucune récurrence (ca c'est juste pour I'exercice de style, on ne fait pas d'induction-bashing sur la chaine !). Une preuve qui peut
parfaitement figurer dans un cours d'agrégation interne.

e Théoréme spectral-- une preuve totalement analytique ! (18’54"")

Une preuve originale du théoréme spectral due a Yan Doumerc qui, dans un pur exercice de style, ne s'est autorisé que des ingrédients
analytiques.

@ Rayon spectral vs norme subordonnée (34’34"’)

On présente ici les relations a connaitre (autant a I'agrégation interne qu'externe) entre le rayon spectral et la norme subordonnée. On va
voir que ces relations peuvent étre proches et méme trés proches...

5 - Matrices et topologie

o Critére topologique de diagonalisabilité (21’'58")
Sur C, une matrice est diagonalisable si et seulement si sa classe de similitude est fermée pour la topologie d'espace normé de M ,(C). On
montre ce résultat ainsi que son analogue sur R.

L'intérieur des matrices diagonalisables complexes (14’20")
On montre ici que l'intérieur des matrices diagonalisables complexes est constitué des matrices a valeurs propres simples. Il serait utile
de réviser un peu le résultant sur https://studio.youtube.com/video/dQs-...

@ Pourquoi I'ensemble des matrices trigonalisables réelles est fermé. (20'55")

On a donné récemment une preuve comme quoi I'adhérence des matrices diagonalisables réelles est égal a I'ensemble des matrices
trigonalisables. Toto a proposé en commentaires une alternative a la partie de la preuve qui assure que l'ensemble des matrices
trigonalisables est fermé. Plutdt que de partir d'un critére polynomial de trigonalisabilité, il part du fait qu'une matrice trigonalisable
réelle est O, semblable a une matrice triangulaire.

Continuité du spectre d'une matrice (22'59")
On propose de montrer que les valeurs propres d'une matrice dépendent continiment de celle-ci. Le tout est de donner une bonne
formulation (on en donnera deux) de ce résultat.

Chemins continus de projecteurs (27'13")

Un exercice proposé par un étudiant (bien avancé) de L3. Soit p(t), t de 0 a 1, un chemin continu de projecteurs de R". Montrer que I'on
peut trouver une "base continue" pour les images Im(p(t)). Dans un premier temps on résout cet exercice, puis on on propose un second
dans le cas C'. On finit par montrer que ce chemin continu nous améne avec douceur vers de belles propriétés (plus avancées) de topologie
algébrique: la notion de fibré vectoriel.

6- Exponentielles de matrices

@ Un exercice sur I'exponentielle de matrices (16'56"")

Un exercice mais deux preuves pour cet exercice qui consiste & prouver que (H+A/n)" tend vers exp(A) pour toute matrice carrée
complexe. Le probléme c'est qu'il nous faut ici, comme en complexe, une méthode qui n'utilise pas le logarithme ! I'm a Poor logarithmless
cowboy !

@ Un exercice (et plus!) sur les exponentielles de matrices par Nina (24'42"")

Nina propose l'exercice suivant : trouver les matrices A de M,(C) telles que exp(A)=I,. On discute ensuite sur cette base autour des
problémes du type exp(A)=B avec diverses contraintes.

@ Un exercice de jury autour de I'exponentielle des matrices complexes (18'12"")

On connait tous a I'agrégation (externe) le développement de I'exponentielle complexe qui se trouve étre surjective de M, C) vers GL,(C)
(mais c'est faux sur R). Une question de jury est la suivante : on sait que le sous-espace des traces nulles s'envoie sur SL,(C) par
I'exponentielle. Est-ce que I'application ainsi définie reste surjective ?

@ exp(AB) vs exp(BA) (9'50”)

Un petit exercice de jury autour de I'exponentielle de matrices ?

o Diagonalisable vs exp-diagonalisable (13’15"")

On montre qu'une matrice complexe A est diagonalisable si et seulement si son exponentielle est diagonalisable. On en donne ensuite
quelques applications dans des équations matricielles.

21


https://www.youtube.com/watch?v=CnhIQ7ekBBI
https://www.youtube.com/watch?v=C2UI2PRf88w
https://www.youtube.com/watch?v=QCZ0WMCW7aI
https://www.youtube.com/watch?v=gkKF9omZsDw
https://www.youtube.com/watch?v=B8f6cUtIR20
https://www.youtube.com/watch?v=GFtPTTtlCtM
https://www.youtube.com/watch?v=dUWYg5i-5Do
https://www.youtube.com/watch?v=9cYRWVpw6oc
https://www.youtube.com/watch?v=dQs-BKphQFw
https://www.youtube.com/watch?v=IBqwFUpVIPI
https://www.youtube.com/watch?v=EN_2TAZNMAA
https://www.youtube.com/watch?v=IuqxbsI6GXA
https://www.youtube.com/watch?v=yHzEbAPutTA
https://www.youtube.com/watch?v=C_xrii1b9RM
https://www.youtube.com/watch?v=TLNhl8woOVg
https://www.youtube.com/watch?v=tDQwDbBhhng

Déterminant droit devant (19)

® Caractérisation de la trace et du déterminant sur I'algébre des matrices (Niveau Licence et plus) (25’06")

A la demande de Kamal, je propose de montrer que la seule forme linéaire f sur I'algébre des matrices telle que f(AB)=f(BA) et f(E ,,)=1 est
la forme trace. On donne une caractérisation analogue pour le déterminant a partir de f(AB)=f(A)f(B) et f(l,+(d-1) E,.)=d. Référence :
Carnet de Voyage en Algébre

o Inégalité de Cauchy-Schwarz par le déterminant (pour changer un peu!) (7'22")

On propose ici une preuve alternative, plus tendance (!), de I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Il y a, bien sdr, |a preuve élémentaire avec le
trindme que I'on rappellera, la preuve par les formes quadratiques définies positives dont le déterminant est toujours strictement
positif mais celle-ci est d'un niveau peut-étre plus mature. Ici, on se contente juste du déterminant d'un endomorphisme et du TVI.

® Log-concavité du déterminant (10'01"")

La log-concavité du déterminant est au cceur d'une belle histoire qui se prolonge jusqu'a la mesure de Haar sur un groupe de Lie
compact mais nous n'irons pas plus loin dans cet effet d'annonce. Nous nous contentons de prouver cette propriété dans le cadre de
I'agrégation interne et externe de mathématiques... Attention a la confusion : les A; ne sont pas les valeurs propres de B car P n'est pas
censé étre une matrice orthogonale. En revanche, comme B est une matrice symétrique définie positive, les A;sont bien positifs.

e Déterminant d'une matrice triangulaire par blocs (en trois méthodes instructives!) (15’45")
On prouve par trois méthodes différentes (et méme complétement différentes !) la formule du déterminant d'une matrice triangulaire
par blocs. L'intérét de la vidéo est justement que chaque méthode développe une technique instructive !

@ Deux déterminants (et I'astuce redoutable d'Adolf Hurwitz!) (16'57")

Inspiré par l'article de Jean-Baptiste Hiriart-Urruty et Patrice Lassére "Une curieuse mais épatante matrice nilpotente", on présente ici deux
exercices de calculs de déterminants ou I'astuce est de rigueur ! Errata : On me fait remarquer que "Pintxos" est basque et non pas
catalan ! Fatal error !

o La formule de Héron en dimension n (par le déterminant de Cayley-Menger) (23'39"")

On donne une version déterminante de la formule de Héron qui fournit I'aire d'un triangle en fonction de la longueur de ses arétes.
L'énorme avantage de cette nouvelle version et d'étre généralisable a n'importe quel simplexe en toute dimension. Cela permettra un
rappel non inutile des vertus du déterminant pour calculer des volumes =

Moore, un nouveau Vandermonde ? (18’38")

Le déterminant de Moore est non seulement un exercice ludique et passionnant qui demande juste un minimum de connaissance sur les
corps finis mais c'est surtout un résultat qui en a sous le capot puisque qu'il se situe a I'orée de la profonde théorie de Dickson sur les
invariants modulaires. On donnera un apercu de cette théorie sur laquelle on reviendra dans une autre vidéo.

@ Un calcul de déterminant (sans les mains) (13'41")
On se propose de calculer le déterminant de la représentation réelle d'une matrice complexe. Selon comment on attaque ce déterminant,
le calcul peut devenir inextricable... ou simple comme bonjour.

@ Exercice sur la lecon "déterminant” (12'39”)

Sur la legon « déterminant », un type d'exercice dans la discussion avec le jury consiste a vérifier si le candidat a bien compris I'importance
et l'utilisation de I'unicité, a scalaire prés, d'une n-forme linéaire alternée sur un espace vectoriel de dimension n. L'exercice que I'on
présente ici fait est emblématique de ce type de question.

e Volume de la n-boule et intégrale de Wallis (18’31")
Comment évolue le volume de la boule de rayon 1 en dimension n ? Pour n=1, on a V=2, pour n=2, le merveilleux nombre m et, pour n=3,
le célébre 4/3 m. Et quelle est sa limite quand n tend vers I'infini ?

o Irréductibilité du déterminant (good proof/bad proof) (19’36”)

On va montrer de deux maniéres que le déterminant, vu comme polynéme a n? indéterminées, est irréductible. Une premiére preuve,
élémentaire, trop simple pour étre honnéte. Puis, une seconde preuve qui nous ameénera sur les sentiers arpentés de la géométrie
algébrique et le théoréme des zéros de Hilbert.

Déterminants dans le triangle de Pascal (et lemme de Gessel-Viennot) (19'48”)
On va calculer a I'aide de la combinatoire des chemins, le déterminant d'une matrice inscrite dans le triangle de Pascal ! On va prouver
pour cela le petit lemme (de grande destinée) de Gessel-Viennot.

Gessel-Viennot, I'approche alternative du déterminant (16’47")

On a montré dans une vidéo précédente que I'on pouvait présenter de facon combinatoire le déterminant d'une matrice extraite du
triangle de Pascal. [ e Déterminants dans le triangle de Pascal (e... On a utilisé pour cela I'étonnant lemme de Gessel-Viennot
qui est rentré dans les lemmes de légende avec le lemme de Gauss, de Fatou, de Burnside... On montre comment ce petit lemme permet
de comprendre en profondeur les aspects combinatoires du déterminant.

e Déterminant et polynémes de Lagrange (15’11")
On construit une matrice carrée a partir de polynémes de Lagrange (non normalisés) et on voudrait en calculer le déterminant. On va
voir trois méthodes élégantes se décliner autour de cette taupinade.
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https://www.youtube.com/watch?v=ULxAYR3f0_A
https://www.youtube.com/watch?v=nWTXmncGZV4
https://www.youtube.com/watch?v=2ZsvZRkve6U
https://www.youtube.com/watch?v=I7eXjK8XdgI
https://www.youtube.com/watch?v=A2czWOkndpQ
https://www.youtube.com/watch?v=EN2Di7rGvGA
https://www.youtube.com/watch?v=7dUTTvwolRE
https://www.youtube.com/watch?v=-LhYs32U21U
https://www.youtube.com/watch?v=KQHE8j-QBX8
https://www.youtube.com/watch?v=6Cohh2yR7v8
https://www.youtube.com/watch?v=WUWb-kqFwPw
https://www.youtube.com/watch?v=4h34eaaLP08
https://www.youtube.com/watch?v=wfAXPWp2RjE
https://www.youtube.com/watch?v=KI-0y5yjdNY
https://www.youtube.com/watch?v=x35BbKS_v0Q

Formule de Binet-Cauchy (par la face sud) (20'27")

La formule de Binet-Cauchy (que I'on peut trouver dans Histoires Hédonistes de Groupes et de Géométries, tome 2, Chap. Il) peut étre
placée avec brio dans une lecon sur le déterminant. On propose une méthode douce pour cette formule dont nous verrons plus tard des
applications.

o Le théoréme du confinement (29'22")
On prouve qu'il n'y a rien de mieux que le n-gone régulier pour nous protéger de la contagion. Au programme, inégalité d'Hadamard pour
les déterminants et identités de Newton.

@ Calcul complexe et déterminant (Maths en Hamac) (11’19")
On présente le déterminant a travers le prisme du calcul complexe.

o Inverse de A et comatrice- Une preuve inattendue (11'55"")

Voici une preuve, enseignée par Pierre-Yves Le Gall 3 la préparation a l'agrégation interne de mathématiques (Paris-Saclay), et
probablement concoctée par ses soins, de la célébrissime formule qui relie l'inverse d'une matrice inversible A et la transposée de la
comatrice. C'est quand méme incroyable de découvrir un nouveau chemin dans un endroit que I'on fréquente quotidiennement! Bref, un
truc utile pour la vie de tous les jours!

@ Vandermonde sans les mains (21'41"")
Le déterminant de Vandermonde est omniprésent en algébre linéaire pour bien des raisons. C'est justement en explorant ces raisons que
I'on va pouvoir le comprendre sans le calculer (mais a la fin on le calcule quand méme, pour la gloire de I'esprit humain :-))

Corps finis a I'envi (4)

o Les classes de similitude en dimension 2 (sur corps fini) (23’'52")

Rien de mieux pour comprendre les classes de similitude que de les décrire en totalité dans I'espace des matrices M,(K) et de les
dénombrer dans le cas ou le corps est fini. Une vidéo qui se vit comme un beau voyage (sans trop d'émission de CO,) et dont on se sort
grandi.

Nombre de matrices diagonalisables sur un corps fini et comportement asymptotique (18’26”)

Un petit développement pour I'externe. En suivant Carnet de Voyage en Algébrie, on calcule de nombre de matrices diagonalisables sur
un corps a q éléments. On en déduit que la probabilité de piocher une matrice diagonalisable dans M,(K) tend vers 1/n! dans K est
grand.

® Sous-espace de matrice diagonalisables sur F, (8’48")
On cherche un contre-exemple de sous-espace de matrices toutes diagonalisables sur un corps fini, sans la condition de

diagonalisabilité.

Nombre de matrices nilpotentes sur un corps fini (22’53")

Le cardinal du céne nilpotent sur un corps fini fournit une formule bien intrigante (c'est le cardinal d'un espace vectoriel du corps fini
alors que tout le monde sait que ce cdne n'est pas un sous-espace vectoriel !). On tente une méthode sous forme "développement 15
minutes" que I'on peut trouver dans H2G2 tome 2 (2015) Chapitre IV-Théoréme 4.1. Une autre méthode est disponible dans Carnet de
Voyage en Algébrie, en utilisant le lemme de Fitting.
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https://www.youtube.com/watch?v=lWXb_sLLXAo
https://www.youtube.com/watch?v=AFTzR93j9FM
https://www.youtube.com/watch?v=lWXb_sLLXAo
https://www.youtube.com/watch?v=bW3hlxF7LDY
https://www.youtube.com/watch?v=RNlUsPqW_Tw
https://www.youtube.com/watch?v=L9HsMzlMtSE
https://www.youtube.com/watch?v=ciMaSkFAoTY
https://www.youtube.com/watch?v=TW0GC694yS0
https://www.youtube.com/watch?v=IYX3KISpUOM
https://www.youtube.com/watch?v=WMeYpEBe2Do

4 - Les groupes sous tous les angles (50)
1 - Groupes finis

@ Espérance du nombre de cycles (une méthode alternative) (15'42")

Quoi de mieux pour finir I'année que de parler d'espérance ? Et, ici, nous allons revenir sur I'espérance du nombre de cycle, qui a déja fait
I'objet d'une vidéo, mais nous revenons dessus de facon totalement indépendante puisque mon camarade de promo Frangois a proposé
une méthode qui ne manque pas de panache. Et, bien sir, derriére cette élégance se cache un grand nom de la théorie des groupes que je
préfere ne pas dévoiler ici...

o Critére de cyclicité pour les groupes finis (16’13)

Les groupes cycliques sont les "sous-groupes élémentaires" d'un groupe fini. Il est donc important de bien les connaitre et savoir les
reconnaitre. On donne ici un critére pour montrer qu'un groupe est cyclique et qu’il a des applications intéressantes, en particulier, dans
I'étude du groupe multiplicatif d'un corps ou des inversibles d'un anneau intégre. La preuve utilise une formule sur la fonction indicatrice
d'Euler, qui elle-méme utilise I'étude des groupes cycliques. On tourne en boucle !

@ Les classes de conjugaison du groupe S, (10'53")

Voici une preuve a bien connaitre dans la lecon sur les groupes de permutation : celle du théoréme qui stipule que deux permutations
sont conjuguées si et seulement si elles ont méme partition associée. On va partir de la formule de conjugaison des permutations pour
définir cette partition associée et montrer qu'il s'agit bien de ce que I'on appelle un "invariant total de conjugaison" . Invariant total, vous
ne viendrez plus chez nous par hasard !

o Les classes de conjugaison du groupe S, (15’45")

Nous venons de voir dans une vidéo précédente que les classes de conjugaison de S, sont paramétrées par les partitions de n. Voici
maintenant une preuve pour la formule du cardinal de la classe de conjugaison associée a une partition.

@ Groupes de permutations: la surjection de S, sur S, (21'07”)

Le théme des morphismes surjectifs de groupes entre le groupe de permutation S, et le groupe S,., permet de visiter tout un pan de la
théorie des groupes. A ce titre, il tient une place de choix dans les questions de jury et autres divertissements :-)

@ Sous-groupe d'indice premier minimal (10’05"")
On montre ici que, si p est le nombre premier minimal divisant I'ordre d'un groupe G et si H est un sous-groupe d'indice p de G, alors H
est distingué dans G. Ce sera |'occasion de montrer I'utilité de I'action de G sur I'espace, dit homogéne, G/H.

@ Moyenne et variance du nombre d'invariants par la formule de Burnside (15’30”)

On sait que le groupe de permutation S, agit sur I'ensemble des entiers de 1 a n. Combien une permutation a-t-elle, en moyenne,
d'éléments fixés ? Et quelle en est la variance ? Nous allons voir que toutes les réponses a ces questions proviennent de la formule de
Burnside... Vous pouvez trouver une belle application avec un jeu de cartes sur Des cartes bien a...

@ Les Tutos d'Alex: la formule de Burnside (19’27")
Alex vient d'étre recu a l'agrégation interne de mathématiques avec un rang trés honorable! Il nous présente ici avec force détails la
formule de Burnside,.

@ Le collier de perles ou le coloriage du n-gone (59'42”)

Voici une présentation (un peu improvisée) du collier de perles en trois parties plus un épilogue. Il s'agit de probléemes de
dénombrement par action d'un groupe cyclique. On répond a une question trés naturelle des coloriages du n-gone modulo isométrie et
non plus modulo rotation. Ceci nous méme a observer le groupe diédral, on finit sur une formule générale du nombre de coloriages qui
distingue le cas pair et le cas impair.

Sous-groupes d'indice 2 d'un groupe fini (15‘13")

Voici un petit exercice sur I'existence d'un sous-groupe d'indice 2 dans un groupe fini d'ordre 2n, n impair. Une application remarquable
du théoréme de Cayley. Remarque pertinente de Rached Mneimné : parmi les groupes finis d'ordre pair qui ne possédent pas de sous-
groupes d'indice 2, j'ai parlé de groupes simples non abéliens mais j'ai omis de mentionner le groupe A,, d'ordre 12 qui ne posséde pas de
sous-groupe d'ordre 6. On peut s'en convaincre en disant qu'un sous-groupe d'indice 2 est distingué, donc union de classes de
conjugaison, ce qui est impossible pour A, au vu du cardinal (1,3,8) de ses classes de conjugaison.

o La formule de Dobinski (finie) (21’39”)
Une formule qui illustre parfaitement la puissance des actions de groupes. On part de la question suivante : on sait que le groupe de
permutation S, agit transitivement sur X = [1, n]. Combien y a-t-il d'orbites quand il agit naturellement sur X™?

® Oral-ENS sur les permutations (9'55”)

Une petite formule sur les permutations proposée aux oraux I'Ulm. Et une résolution particulierement sympathique qui passe par toutes
les validations d'un programme d'algébre linéaire de licence :-) Errata : il faut changer le -3/4 en 3/4 et le (-1)" en (-1)™*. Merci & Pascal
Mathieu de I'avoir signalé.

@ Oraux-X ENS sur les groupes par Luca (27°09"")

Luca revient nous voir sur la chaine avec un exercice inédit sur les groupes qu'il a concocté a partir d'un souvenir de L3. Les
automorphismes de groupes agissent, bien siir naturellement, sur le groupe mais que peut-on espérer de la transitivité de cette action
(quand on enléve I'élément neutre) ?
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https://www.youtube.com/watch?v=RcXmhKF9ewo
https://www.youtube.com/watch?v=RcXmhKF9ewo
https://www.youtube.com/watch?v=CCIBWgbQqXk
https://www.youtube.com/watch?v=CCIBWgbQqXk
https://www.youtube.com/watch?v=QxH1xC91J_Y
https://www.youtube.com/watch?v=in9hFDcC66Y
https://www.youtube.com/watch?v=RcXmhKF9ewo
https://www.youtube.com/watch?v=LJSNpVUUf6E
https://www.youtube.com/watch?v=Co7dOA8o5iI
https://www.youtube.com/watch?v=9s0iKmp0ofs
https://www.youtube.com/watch?v=gBFdv08p7Nc
https://www.youtube.com/watch?v=Uk59Ff3yTOc
https://www.youtube.com/watch?v=pDiEqZFIy6s
https://www.youtube.com/watch?v=vuwaMR8yJ30
https://www.youtube.com/watch?v=nDPIQlfx6Hw
https://www.youtube.com/watch?v=CCIBWgbQqXk
https://www.youtube.com/watch?v=CCIBWgbQqXk
https://www.youtube.com/watch?v=QxH1xC91J_Y
https://www.youtube.com/watch?v=in9hFDcC66Y
https://www.youtube.com/watch?v=in9hFDcC66Y
https://www.youtube.com/watch?v=q7Co5HNW--w
https://www.youtube.com/watch?v=0ScabvZVhNo&pp=2AaEAQ%3D%3D

Log discret et protocole El Gamal (19'11")
On présente le protocole El Gamal et l'intérét de calculer le logarithme discret afin de décrypter les messages. Cela nous donnera
I'occasion de voir ou de revoir les techniques de base dans un groupe cyclique...

Un groupe dont tous les sous-groupes sont distingués (11'57"")

On sait que les groupes abéliens partagent cette propriété que tous leurs sous-groupes sont distingués. Mais sont-ils les seuls ? Nous
proposons ici un modéle de groupes non abéliens finis qui vérifient également cette propriété. Un théoréme de Dedekind nous affirme
que ce sont les seuls. Mais, en attendant le théoréme d'unicité, il s'agit d'un exercice bien agréable qui nous fait visiter les propriétés si
particuliéres du groupe des quaternions.

@ Nombres cycliques de la forme pq (22'05")

Un nombre n est dit cyclique si tous les groupes d'ordre n sont cycliques. Par exemple, tout nombre premier est cyclique, 15 et 33 sont
cycliques. Le but de cette vidéo est de donner une condition simple pour qu'un nombre de la forme pq (avec p et q premiers distincts)
soit cyclique. On donnera ensuite sans preuve un résultat plus général.

@ Groupes finis et nombres cycliques (31'06”")
Un nombre n est dit cyclique si tout groupe d'ordre n est automatiquement cyclique. Dans cette vidéo, on caractérise les nombres
cycliques. On commence doucement avec les cas n=p et n=pq pour finir en beauté avec un théoréme complet de caractérisation.

@ Les groupes d'ordre 8 par Luca (32'11")
Luca nous propose une preuve de la classification des groupes d'ordre 8 au niveau licence.

2- Le Lucalendrier de I'avent 2025 - Un petit vrai-faux sur les groupes pendant les fétes !
Luca nous propose un calendrier de I'Avent plein de pépites au quotidien pendant cette période festive. Un petit Vrai-Faux par jour sur les
groupes, a difficulté variable, mais a pédagogie constante, car on sait que Luca est maitre en la matiére !

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 01/12 (4’39"")

Si G est le groupe des inversibles de Z/55Z, G est-il cyclique ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 02/12 (3'40")

Soit G un groupe de cardinal 36, est-il abélien ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 03/12 (3'35")

Si tout élément d’un groupe G est d’ordre fini, G est-il nécessairement fini ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 04/12 (3'28”)

Un produit direct de deux groupes finis est-il cyclique ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 05/12 (5'17”)

Un groupe dont tous les sous-groupes sont distingués est-il nécessairement abélien ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 06/12 (3'54”)

Si G est un groupe cyclique, est-il vrai que Aut(G) est abélien ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 07/12 (6’09”)

Si pour tout diviseur d strict de I'ordre d’un groupe fini, il existe un élément d’ordre d, G est-il nécessairement cyclique ?
o Le Lucalendrier de I'Avent - 08/12 (5'21")

Si le groupe G possede un sous-groupe distingué cyclique avec un quotient cyclique, est-il vrai que G est nécessairement cyclique ?
® Le Lucalendrier de I'Avent - 09/12 (3'37”)

Dans un groupe fini, dont a et b sont deux éléments, est-il vrai que I'ordre de ab est égal a celui de ba ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 10/12 (6’14”)

Si G est abélien, est-il vrai que le groupe d’automorphismes de G est aussi abélien ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 11/12 (4'20")

Si H est un sous-groupe distingué d’indice n dans G, est-il vrai que x" est dans H pour tout x dans G ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 12/12 (3'30”)

Si H est un sous-groupe distingué de G, est-il vrai qu'il existe un morphisme de G dans un groupe G’ de noyau H ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 13/12 (3'27")

Si H est un sous-groupe distingué, d’un groupe G, d’indice n, est-il vrai qu’il est alors le seul sous-groupe distingué d’indice n ?
o Le Lucalendrier de I'Avent - 14/12 (7°07")

Est-il vrai qu’un morphisme entre deux groupes d’ordres premiers entre eux est nécessairement trivial ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 15/12 (12'08”)

Est-il vrai que le cardinal du centre d’un groupe, d’ordre 27, est soit 3, soit 27 ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 16/12 (4'22")

Est-il vrai que si H est un sous-groupe de G tel que x* est dans H pour tout x de G alors H est distingué dans G ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 17/12 (8'16")

Est-il vrai que si un groupe G admet un élément d’ordre 2 et un d’ordre 3 alors G admet un élément d’ordre 6 ?

o Le LucEsalendrier de I'Avent - 18/12 (6'15")

Est-il vrai que si sous-groupe G d’ordre 2n posséde deux sous-groupes d’ordre n d’intersection triviale alors n=2 ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 19/12 (3'38”)

Est-il vrai que si un groupe G d’ordre impair possede un sous-groupe d’indice 3 alors ce dernier est distingué dans G ?
@ Le Lucalendrier de I'Avent - 20/12 (6’'07”)

Est-il vrai que si H, sous-groupe distingué d’un groupe G, est cyclique alors tout sous-groupe de H est distingué dans G?
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https://www.youtube.com/watch?v=YIXHwYXbmAo&pp=2AYy
https://www.youtube.com/watch?v=vFi80QyuKwU
https://www.youtube.com/watch?v=-aQSckzHNaM
https://www.youtube.com/watch?v=eznu48epfgY
https://www.youtube.com/watch?v=lKdgnn7g5-c
https://www.youtube.com/watch?v=ua_6pM_F074&pp=2AYG
https://www.youtube.com/watch?v=5fEP69moLh8
https://www.youtube.com/watch?v=CjRlDLBY_QM
https://www.youtube.com/watch?v=yPtyqgTvovY
https://www.youtube.com/watch?v=oPmFdchlfA0
https://www.youtube.com/watch?v=j2yYmwbLIoU
https://www.youtube.com/watch?v=z5DN5PWDZcE
https://www.youtube.com/watch?v=hvpT3x_dRSs
https://www.youtube.com/watch?v=fVBc1_sCm9M
https://www.youtube.com/watch?v=Qva_XkXLnQg&pp=0gcJCSgKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=Q6KTbz-aTnI&pp=2AYX
https://www.youtube.com/watch?v=1c-mV_e2LuA&pp=2AYx
https://www.youtube.com/watch?v=R7LTT22aIwY
https://www.youtube.com/watch?v=Is9FJtcjZwQ
https://www.youtube.com/watch?v=mpNRd2967EQ
https://www.youtube.com/watch?v=jkknYMS2Tk4
https://www.youtube.com/watch?v=0nAnUkKfBqs
https://www.youtube.com/watch?v=pijRrGmtW00
https://www.youtube.com/watch?v=eTQ3CJGv4Tk
https://www.youtube.com/watch?v=YciFLoSe0iI

o Le Lucalendrier de I'Avent - 21/12 (9'57")

Est-il vrai que si Aut(G) est cyclique avec G fini alors G est abélien ?

@ Le Lucalendrier de I'Avent - 22/12 (7°08”)

Est-il vrai que s i A et B sont deux parties d’'un groupe G dont la somme des cardinaux dépasse strictement le cardinal de G alors tout
élément de G peut se décomposer sous la forme ab avec a élément de A et b élément de B ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 23/12 (12'13")

Est-il vrai que si G est un groupe simple non abélien alors le centre de son groupe d’automorphismes est trivial ?

o Le Lucalendrier de I'Avent - 24/12 (10’47”)

Est-il vrai que si on retire les éléments d’ordre 2 d’un groupe G d’ordre 2n alors on obtient un sous-groupe H de G d’ordre n avec n impair
et H abélien ?

@ Groupes finis possédant 3 classes de conjugaison (13’36")
Un bel exercice pioché sur le site Maths Woods (bientét présenté plus en détails sur cette chaine par ses créateurs): trouve (a
isomorphisme prés tous les groupes finis possédant 3 classes de conjugaison.

@ Un scoop sur la caractérisation des sous-groupes distingués (par Paul Broussous) (3’'58"’)

Un scoop de Paul Broussous qui nous apporte une nouvelle (?) caractérisation des sous-groupes distingués. Je précise que Paul a partagé le
scoop mais n'est pas a l'origine de ce résultat qui devait étre bien connu! C'était simple mais il fallait y penser! En plus on retrouvera avec
plaisir que tout sous-groupe d'un groupe abélien est distingue & Matthieu (de Math Woods) me fait remarquer que I'on peut remplacer
dans I'énoncé "sous-groupe" par "partie" et "distingué" par "union de classe de conjugaison".

3 - Sous-groupes de GL, - groupe orthogonal

® GL,(C) est engendré par tout voisinage de l'identité (Niveau licence) (16’41")

Une jolie preuve "constructive" que je dois a Fabrice Castel ot I'on montre que le groupe linéaire complexe est engendré par son
intersection avec toute boule ouverte contenant l'identité. Du coup, cela prouve que tout sous-groupe ouvert de GL,(C) est... GL,(C) lui-
méme.

o Le groupe orthogonal (engendrement en toute simplicité) (1h09’°08"")

Un grand classique ! On étudie le groupe orthogonal d'un espace euclidien. On s'intéresse, dans un premier temps, a I'engendrement du
groupe orthogonal par des réflexions orthogonales puis, on montre le résultat classique de I'engendrement du groupe spécial orthogonal
par des retournements orthogonaux. Puis, on attaque ici la simplicité de SOs. Il ne faudra pas moins de deux vidéos pour en venir a bout.

e Tout (ou presque) sur le groupe orthogonal ! (31'16")
On va faire le point sur le groupe orthogonal : définitions, premiéres propriétés, centre, sous-groupes distingués, réduction, topologie,
actions... Et le groupe orthogonal, c'est aussi un groupe qui participe a des décompositions (polaires, QR) essentielles en mathématiques !

® Sous-groupes compacts de GL,(R) (21'42")

On va montrer, dans un premier temps, que le groupe orthogonal est compact et, méme, qu'il s'agit d'un sous-groupe compact maximal
de GL,(R). Dans un deuxiéme temps, on passer a un théoréme plus difficile mais fondamental : tout sous-groupe compact est conjugué a
un sous-groupe de O,. Ce morceau de bravoure nous demandera d'utiliser le théoréme de I'ellipsoide de John-Loewner. Voir le chapitre
des développements.

® Sous-groupes a 1 paramétre de GL,(C) (22'25")
On présente un développement qui peut étre utile également aux épreuves écrites (voir Agreg interne EP1-2014) sur les morphismes
continus du groupe additif R vers GL,(C). On suit I'exercice IlI-F-17 de Nouvelles Histoires Hédonistes de Géométries.

4 - Groupes en analyse

@ Sur le groupe des homéomorphismes de R (22'52")

Quelques aspects "groupistes" de I'ensemble des homéomorphismes de R, muni de la loi 0. On s'intéresse ici a un objet essentiellement
analytique avec un regard d'algébriste.
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https://www.youtube.com/watch?v=0X3la_16-Ks
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https://www.youtube.com/watch?v=MSGpCMtDCPQ&pp=2AZT

5- Arithmétique, anneaux, corps et polynémes (55)
Arithmétique (28)

@ Le produit des diviseurs d'un entier (8’13")
Voici un petit exercice classique d'arithmétique qui permet de mieux comprendre et utiliser la structure "symétrique" de I'ensemble des
diviseurs d'un entier.

e Fermat, Lagrange et Gauss en moins de 10 minutes? (Les trois théorémes de décomposition en carrés) (9'44")
On a proposé récemment a travers I'épreuve MG-89 tous les théorémes de décomposition en carrés. Nous en donnons un exposé
succinct qui permet de prendre du recul sur une méthode complétement unifiée que nous proposait cette épreuve.

Deux équations diophantiennes quadratiques (17'34")
On propose deux équations diophantiennes de type x*+y*-pz°=0, ou p est un nombre premier. Dans un premier temps, p = 3 [4] et
I'équation est vite résolue. Dans un deuxiéme temps, p = 1 [4] et, aprés avoir fait des rappels sur la factorialité de Z[i], on en trouve

toutes les solutions.

Le probléme des diviseurs de Dirichlet (11'27”) et Le probléme des diviseurs de Dirichlet - 2 (13’'37")

Trouver quel est le nombre de diviseurs (positifs) d'un entier donné est chose facile mais quelle est la moyenne du nombre de diviseurs
sur les n premiers entiers consécutifs est chose plus ardue et pourrait méme nous emmener vers des fonds abyssaux. Voici un petit
exposé du probléme qui peut constituer un développement raisonnable 3 I'agrégation interne (ou externe), vu ses liens avec I'analyse et
I'arithmétique.

Une formule polynomiale pour l'identité de Bezout (31'53"")

Algorithme d'Euclide et polynémes continuants. Nous allons voir ici des formules polynomiales qui permettent, entre autres, de calcul
une identité de Bezout entre deux nombres a et b a partir de I'algorithme d'Euclide. On introduit des polynémes classiques, que I'on peut
voir comme des analogues polynomiaux des nombres de Fibonacci. Dans un deuxiéme temps, nous allons utiliser ces polynémes
continuants définis pour donner une borne au nombre d'opérations a effectuer a partir de deux nombres a et b dont on veut trouver le
PGCD. Une recherche qui nous fera découvrir la base d'or...

@ Divisibilité dans les nombres de Fibonacci et de Lucas-1 (20’11")

Un petit exposé de Denis Roussillat. Pour un nombre premier p fixé, Denis étudie la condition "p divise F," et "p divise L," ou (F,) et (L,)
désignent respectivement la suite de Fibonacci et la suite de Lucas, cette derniére étant a la premiére ce que le sinus est au cosinus.
Dans un premier temps, aprés avoir fait quelques remarques d'ordre empirique, on explique une jolie propriété de périodicité pour la
premiere condition.

Divisibilité dans les nombres de Fibonacci et de Lucas-2 (13'14"")

Et voici un critére portant sur le rang pour qu'un nombre premier divise un nombre de Lucas.

Divisibilité dans les nombres de Fibonacci et de Lucas-3 (29'04"’)

On veut montrer que l'ordre b(p) d'apparition d'un nombre premier p dans la suite de Fibonacci divise p-1 ou p+1 selon les congruences de
p[5]. Méme si on pourra trouver des méthodes plus directes, celle-ci fait visiter un bon nombre de parties du programme de I'agrégation
et peut devenir un joli développement. Au programme : nombre premiers, corps finis et formes quadratiques.

e Lemme chinois- le best off (37’38”)

Un recueil d'exercices autour du lemme chinois en arithmétique (et autres mandarinades)

@ Un exercice qui utilise le lemme chinois (23'56"’)

Un petit exercice qui a I'avantage de faire le point sur toutes les techniques autour du lemme chinois. Combien y a-t-il d'entiers p

premiers 3 120 et p = 3[4] ?

o Exercices Arithmétique 1 (10°09”)

Voici quelques petits exercices corrigés en arithmétique. Des exercices que I'on peut poser a I'oral donc, généralement, plus facile que des
exercices d'écrit. Au programme, le théoréme fondamental de I'arithmétique, le lemme de Gauss, la fonction d'Euler, le théoréme de
Lagrange...

® Exercices Arithmétique 2 (15'46”)

On résout des petites équations de congruence autour du lemme chinois puis, lorsque le lemme chinois ne peut pas nous venir en aide
(on travaille modulo 17%), on a une variante avec une méthode de Newton p-adique. Enfin, deux exercices supplémentaires autour de la
fonction indicatrice d'Euler.

@ Exercices Arithmétique 3 (12'37")

On revient sur les systémes (affines) de congruences. On attaque les systémes a trois équations et le cas ou I'on sort du cadre classique du
lemme chinois, c'est-a-dire, ou les nombres ne sont pas premiers entre eux.

@ Exercices Arithmétique 4 (9'54")

On résout un petit systéme de congruence dans un cadre "hors lemme chinois" avant de le modéliser sous forme de suite exacte de
groupes.

@ Loi complémentaire de réciprocité quadratique au bac ! (7'35")
La loi complémentaire de réciprocité quadratique a été donnée au bac marocain 2023 sous forme d'exercice. Voici donc ce qui est
probablement la preuve la plus élémentaire du fait que le résidu quadratique de 2 modulo p premier impair est égal a (-1)*""%,
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https://www.youtube.com/watch?v=L2Y_ak_Pwdc
https://www.youtube.com/watch?v=HVavpARLMyU
https://www.youtube.com/watch?v=4K31Pq7n_lc
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e Codage RSA, décodage et cryptanalyse (29'00"’)

Comme application classique du lemme chinois, on présente ici le codage RSA, son décodage, avec un exemple. Moins classique, nous
allons présenter des tentatives de craquage du code. Tout d'abord, ce que I'on appelle I'attaque de Fermat. Puis, on étudie I'efficacité
d'une attaque probabiliste du systéme RSA. Au programme : le lemme chinois qui nous permet de résoudre une équation algébrique dans
Z/nZ.

e Systéme RSA- Codage et décodage-Attaques et contre-attaques! (48’°20")
On présente le systéme RSA-codage, décodage et cryptanalyse (comment casser le code) en trois vidéos, le tout dans le cadre d'un oral 2

I'agrégation. Cette premiére vidéo traite du codage et du décodage. Errata : J'ai écrit par mégarde une coquille : (P (n)=(p-1) (g-1) = n-p-g-1
au lieu de n-p-g+1. Je dois un coup a boire a Sébastien Sanchez qui me I'a signalée.

Cette seconde vidéo traite de I'attaque dite, de Fermat, et d'une autre forme d'attaque, plus empirique.

Cette troisiéme vidéo traite de I'attaque de Wiener, basée sur le théoréme de meilleure approximation, que nous nous contenterons

d'énoncer ici mais que nous démontrerons dans une prochaine vidéo. Errata : en fait, tout a la fin je dis que I'on doit vérifier que x ¢ = x" [n]

mais c'est (x¢)¢ = x [n].

@ Exercices sur le théme "arithmétique au secours de la réduction" (15’12”)
Deux exercices (plus une variante) ot I'arithmétique des polyndmes vient délivrer la réduction de ses problémes de diagonalisabilité !

o Le théoréme de Wilson en 4 preuves et une application ! (17°12")

On propose ici pour le théoreme de Wilson, 4 preuves assez différentes pour pouvoir nous donner un apercu des méthodes en
arithmétique allant de la terminale (option math) jusqu'a I'agrégation ! On finit avec une petite application classique. NB : Lionel Ducos
propose une bien meilleure preuve pour la réciproque de Wilson (la mienne était un peu fait-main) : on suppose (p-1)! = -1 mod p.
Ensuite, il suffit de considérer un diviseur de p, noté d de 1 a p-1 alors d divise (p-1) ! et comme d divise p, on conclut que d divise-1,d =
1 et donc p est premier !

@ De l'arithmétique simple... aux pépites inattendues! (Un exercice estival d'Eric Tréfeu) (22’34"")
Partez d'un exercice d'arithmétique, méme modeste, comme celui que nous propose aujourd'hui Eric Tréfeu, et creusez, creusez... Vous
pouvez y passe tout d'été a découvrir des choses étonnantes!

L'aire d'un triangle pythagoricien est-elle un carré? (11'39"")
A partir d'un article de W.S. Anglin, je montre ce joli résultat, qui sent bon les équations de Fermat et ses méthodes de descente, que I'aire
d'un triangle pythagoricien (exemple = triangle rectangle de cétés (3,4,5), d'aire 6) n'est jamais un carré, sauf cas trivial (aire nulle).

o Les suites de Farey (37'29")
Mathématiques récréatives aujourd'hui! Avec les suites de Farey. Des suites si simples a définir, mais si profondes en conjectures. Mais
quel lien avec I'hypothése de Riemann? :-)

® Montrer que n divise ¥;.," k"°©®%" (23'05")

Voici I'énoncé d'un exercice d'arithmétique qui pourrait faire I'objet d'un joli développement (voir Francinou-Gianella, Algébre 1), ou I'on
doit montrer que n divise une somme exponentielle. Mais la chose devient passionnante quand elle prend un sens combinatoire... Au
programme, petit théoreme de Fermat, d'Euler, groupes cycliques, actions de groupes, et quelques surprises que je ne voudrais pas spolier.

@ Quels nombres se réalisent comme sommes d'entiers consécutifs? (Et un tour de magie!) (19'25”)

Un petit exercice pioché dans Math Woods consiste a décrire simplement tous les nombres s'écrivant comme somme d'entiers positifs
consécutifs (bien entendu avec au moins deux termes). On en donne une solution augmentée ou I'on calcule le nombre de facon de le
faire! Le lien sur le site Math Woods

@ Résoudre x° - 6x + 5 = p, x entier, k positif, p premier (10’10”")
Une petite équation diophantienne astucieuse qui demande juste un niveau "terminale option maths" mais surtout beaucoup d'amour et
de passion...

o Systéme de congruence: la formule qui met tout le monde d'accord! (10’21")
Un exercice proposé par Eric Trefeu qui donne une formule miracle pour la solution d'un systéme de congruence dans un cadre général. On
donne une solution qui englobe tous les niveaux de math expert au niveau agrégation.

@ La suite des nombres premiers est-elle une suite récurrente linéaire? (15'09”)

Un exercice proposé par Thomas (alias Séquoia) sur Math Woods! Je vous laisse en imaginer un point de vue analytique, mais je propose ici
une preuve purement algébrique (valable sur tout corps!)
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https://www.youtube.com/watch?v=3332FvIWk3U
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https://www.youtube.com/watch?v=Q4rwi2ey4Ps
https://www.youtube.com/watch?v=3332FvIWk3U
https://www.youtube.com/watch?v=3332FvIWk3U
https://www.youtube.com/watch?v=CwGdJaZcGV8
https://www.youtube.com/watch?v=VPDFp_L3-Pg
https://www.youtube.com/watch?v=Q4rwi2ey4Ps
https://www.youtube.com/watch?v=Q4rwi2ey4Ps
https://www.youtube.com/watch?v=Q4rwi2ey4Ps
https://www.youtube.com/watch?v=xWh1-i0Od98
https://www.youtube.com/watch?v=3332FvIWk3U
https://www.youtube.com/watch?v=3332FvIWk3U
https://www.youtube.com/watch?v=uae7jfS96Vo
https://www.youtube.com/watch?v=Evp_KRXwkjU
https://www.youtube.com/watch?v=E_hS5KO3zIE
https://www.youtube.com/watch?v=WF06smloI2U
https://www.youtube.com/watch?v=nKMXhmZQEgE
https://www.youtube.com/watch?v=1VL_bYTDN-Y
https://www.youtube.com/watch?v=0z_m1_nbJc0

Anneaux (5)
e Montrez que tout sous-anneau de Q est principal! (6’24”")
On résout cet exercice classique de montrer que tout sous-anneau de Q est principal.

o Entiers de Gauss, factorialité, et cercle rationnel-1 (18’35")

On introduit, tout d'abord, la paramétrisation rationnelle du cercle, qui posséde I'avantage de pouvoir se définir sur tout corps,
contrairement a la paramétrisation trigonométrique, spécifiquement réelle. En comparant les deux paramétrisations, sur le corps Q des
rationnels, on arrive a se demander quels sont les points rationnels du cercle, dont I'angle associé est commensurable avec 7t. On montre
que ce sont juste les 4 points cardinaux du cercle. Il se trouve que la factorialité de I'anneau des entiers de Gauss (et ses inversibles) se
cache derriére ce phénomeéne.

o Entiers de Gauss, factorialité, et cercle rationnel-2 (7'24"")

A l'aide d'une jolie preuve qui utilise I'anneau des entiers de Gauss et sa factorialité, on a montré récemment que les points rationnels du
cercle dont I'angle associé est commensurable avec m sont les quatre points cardinaux. On montre ce méme résultat par une autre
méthode, proposée par Jérome Germoni, qui utilise les polyndmes cyclotomiques et I'indicatrice d'Euler.

o Entiers de Gauss (petits calculs entre amis) (31'12")

Quelques petits calculs a la bonne franquette dans I'anneau Z[i] des entiers de Gauss. Un apéro convivial avec au menu division
euclidienne, algorithme d'Euclide, identité de Bezout et décomposition en facteurs premiers. On verra de nos propres yeux des idéaux
de Z[i], de nouveaux corps quotients exotiques qui vont nous changer de Z/pZ. On y va sans complexe et on se laisse guider par le plaisir !

e X et I'alternative irréductible/existence de racine (9'31")
Voici la preuve classique du fait que, si p est premier, P=X"? est irréductible sur un corps K si et seulement si P n'a pas de racine dans K.

Corps (2)

@ Introduction au corps gauche des quaternions- (X-ENS-2023) -1 (20°23"")

Dans cette vidéo, nous allons introduire le corps des quaternions selon le principe que si vous avez compris le corps des complexes, alors,
vous avez compris les quaternions... a condition que vous puissiez changer les "o" en "u".

Introduction au corps gauche des quaternions- (X- ENS-2023) -2 (22'33")

On continue cette présentation du corps des quaternions en suivant la trame de |'épreuve ENS-2023 (mais en proposant parfois les
raccourcis de Nouvelles Histoires Hédonistes-Chap. VII). On y découvre que toute rotation de I'espace de dimension 3 peut étre réalisée

comme une conjugaison sur I'espace des imaginaires quaternioniques !

Polynémes (20)

@ Un exercice sur le théme "polynéme, racines et multiplicités" (10’13"")

Un exercice, d'apparence anodine, sur une racine d'un polyndme P dans Q[X] et une condition nécessaire sur sa multiplicité pour que
cette racine soit dans le corps de base (Q). Cet exercice résiste (car il existe !) aux approches naives et ce pour une bonne raison : une
notion importante se cache derriére le corps de base. Errata (merci a Samir Boufnichel pour son commentaire) il faut dire que le degré de
P'1 est strictement plus petit que le degré de P1 pour affirmer que le polynéme minimal de alpha divise strictement P1. En effet, il n’est
pas clair du tout que P'1 divise P1 comme je I'ai affirmé.

@ Relations coefficients-racines: les identités de Newton (23'58")

Une petite preuve ou deux des identités de Newton. Tout d'abord, une preuve (dans un cas particulier) provenant du théoréme de
Cayley-Hamilton. Puis, une preuve générale qui utilise les séries entiéres et que I'on peut retrouver dans le probleme de Centrale 2001,
présenté récemment sur cette chaine.

o Identités de Newton par la trace (22'52"")

On présente ici les identités de Newton et I'utilisation magique de la trace des matrices pour les obtenir. Les identités de Newton sont
devenues le dernier horizon de la connaissance de nos étudiants de Master concernant les polyndmes symétriques. Elles permettent de
mettre en relation les sommes de Newton (sommes des puissances k-iémes des racines) avec les fonctions symétriques élémentaires. Cette
vidéo montre comment, en s'inspirant d'un exercice de Bourbaki, retrouver ces identités a I'aide de la réduction. Si la méthode est express
et absolument lumineuse, on peut étre décu de constater qu'un bon nombre de cas échappent aux hypothéses (quand k est plus petit que
le nombre de variables !). On propose ici une méthode (nouvelle ?) pour y remédier.

@ Exercices sur le théme relations coefficients/racines (23'57"")
On propose sept petits exercices divers et variés pour combler les lacunes sur cette thématique fondamentale en mathématiques.

@ Un petit test sur les racines multiples (18’02"")

On propose un petit exercice sur un polynéme a coefficients entiers dont on impose qu'il posséde une racine double. La question est
"dans quels corps ceci est-il possible ?". Dans un deuxieme temps, cette question nous aménera a un critére étonnant de primalité et on
conclut avec ce qui pourrait étre une amorce de probléme d'agrégation.

@ Quand P" divise-t-il P ? (21’15")

Voici un petit exercice qui pourrait sembler anodin s'il n'était pas en triple connexion avec un célébre mathématicien du nom de Gauss !
On cherche les polyndmes de C[X] tels que P" divise P. On va proposer deux solutions : une élémentaire par les séries entiéres et une
autre par l'algebre linéaire par la réduction. Mais, surtout, Totototo a remarqué un lien avec les fonctions hypergéométriques de Gauss
et, finalement, cette petite taupinade va se retrouvée cernée de prés par le théoréme de Gauss-Lucas, les fonctions hypergéométriques
et, pour finir, les théorémes de quadrature de Gauss. Bref, le festival de Gottingen !
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https://www.youtube.com/watch?v=cg2G_PTVYmU
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@ Un exercice qui utilise des polynémes (6'02"")
Comment, a I'aide de polynémes, prouver que les fonctions x* sont indépendantes ? A vous de jouer !

@ Exercice sur polyndmes et PGCD (AE 2021 Spécial docteur) (9'51")
Un exercice instructif donné a I'AE spécial docteur 2021. Il s'agit de montrer que la suite PGCD(P(n), Q(n)) est périodique quand P et Q

sont des polynémes a coefficients entiers sans diviseurs communs. En quelques minutes, on parcourt les principales techniques
arithmétiques liées au PGCD et on déjoue quelques gros piéges !

@ Polyndmes interpolateurs de Lagrange vs lemme chinois ? (17'17")
On présente ici le théoréme des polynomes interpolateurs de Lagrange dans une version "lemme-chinois compatible".

e Décomposition des polynémes cyclotomiques modulo p (26'41”)

On donne ici une description de la décomposition en irréductibles du niéme polynéme cyclotomique modulo p, un nombre premier.
Dans un premier temps, on étudie le cas ol p ne divise pas n, puis on s'intéresse au cas général.

o Irréductibilité des polyndmes cyclotomiques (ma preuve coup de coeur) (14'41”)

La preuve de Issai Schur de l'irréductibilité des polynémes cyclotomique est pour moi la preuve la plus élégante et la plus instructive,
suivie de prées de celle que I'on peut trouver dans le livre de Daniel Perrin qui consiste a réduire modulo p une réduction sur Z. On utilise ici
les discriminant du polynéme X™* ainsi que I'anneau des entiers algébriques.

® Polyndmes cyclotomiques (petits calculs entre amis) (57°45")

On introduit les polynomes cyclotomiques et les deux formules qui permettent de les définir. Une formule qui les définit, pas pratique
d'utilisation, et une formule qui permet de les calculer par récurrence. C'est cette seconde formule qui va nous permettre de faire des
petits calculs préliminaires. Le but est de calculer (au moins se rassurer qu'on soit capable de le faire facilement) (P, pour n de 1 a 104.
Dans cette premiére vidéo, on se contentera de les calculer jusqu'a 12.

Les petits calculs sur les polynomes cyclotomiques vont devenir un peu plus sérieux a I'aide de la fonction de Moebius, formule
d'inversion trés utile pour passer de (0, a (p, pour tout p premier.

On termine ce petit exposé sur le calcul des polynémes cyclotomiques avec le calcul des polyndmes (D, premiers. On va voir une recette
simple qui nous permet de trouver tous les monémes de la décomposition, ce qui nous permet de voir, au passage, que si n ne posséde

que deux facteurs premiers impairs dans sa décomposition (méme avec multiplicité) alors, (P, posséde tous ses coefficients dans {0,1,-
1}. Le premier polynéme cyclotomique qui échappe a nos recettes simples sera donc pour n=3x5x7=105. On finit sur un exemple en

calculant (Pgo.

@ Irréductibilité sur Z[X]. Un exercice bien pourri (mais instructif!) (10'11")

Laurent, que je remercie au passage, me fait justement remarquer que I'exercice, lourd d'hypothéses, mis récemment en ligne , Do.
Comment prouver qu'un polynéme est irréduc... était trivialisable en allégeant complétement les hypothéses. Je fais donc ici un
rectificatif mais, en assumant tout de méme la méthode, qui contrairement a I'exemple choisi, me semble digne d'étre présentée. Elle
consiste a utiliser le treillis complet des partitions d'un nombre pour prouver l'irréductibilité d'un polyndme sur un anneau. Le rectificatif
nous semble d'autant plus important a faire que cet exercice se retrouve dans deux références importantes de nos agrégatifs.

® Qui es-tu, critére d'Eisenstein? (17°11"")

On décline dans cette petite vidéo les preuves du critére d'irréductibilité d'Eisenstein. Tout d'abord, la preuve classique (finalement assez
élémentaire) puis, une preuve par passage au quotient. Mais, la troisiéme preuve, bien plus subtile qui utilise de I'analyse p-adique nous
montre le critére sous un nouveau jour, permettant de nouvelles extensions...

o Le critére d'irréductibilité de Cohn (11’'57")
Voici un critére d'irréductibilité sur Z[X] qui fera concurrence a celui d'Eisenstein tout en développant un bon nombre de techniques
utile dans le monde de I'arithmétique des polynomes. Un théoréme étonnant qui finalement ne demande que trés peu de bagage.

@ Condition sur P pour que P(A) soit inversible (et une belle application !) (8’55")

Dans le cadre de I'exercice transverse vu précédemment mon collégue Paul Broussous propose _D o Un exercice transverse entre
réduction et ... une preuve "trivialisante" qui passe par un détour sympathique de la réduction : I'utilisation du fait que P(A) est
inversible si et seulement si P est premier avec le polynédme minimal de A...

Polyndmes diagonalisant (et autres polynémes liés a la réduction) (23'53"")
Les polynémes diagonalisant portent bien leur nom : P est dit diagonalisant pour la matrice A si P(A) est diagonalisable. Mais qui sont-ils?

@ Un critére oublié? Le critére d'irréductibilité de Perron (12’53")

Quoi de plus triste qu'un théoréme oublié par I'histoire ? Surtout quand il s'agit de magnifique critére d'irréductibilité sur Q de Perron...
Pourtant, il s'agit d'un critére d'irréductibilité extrémement simple d'utilisation, sa preuve est limpide (avec un minimum vital d'analyse
complexe) et par-dessus le marché, ce théoréme nous fournit des nombres de Pisot a profusion! Il est temps de réhabiliter ce beau critére!

@ Une preuve d'irréductibilité par localisation des racines (10’51"")

Voici un exercice intriguant proposé par Thomas Lejeune qui consiste a prouver qu'un polynéme unitaire dont les coefficients (autre que le
dominant) sont la suite croissante des nombres premiers (tronquée) est irréductible sur Z[X]. Comme dirait mon collégue Vincent Borrelli,
on en apprend des choses en cheminant avec Kakeya...
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https://www.youtube.com/watch?v=iB34oGdCiuo
https://www.youtube.com/watch?v=N_gGtDaQQFQ
https://www.youtube.com/watch?v=nQoI5Ddm1bc
https://www.youtube.com/watch?v=sdED0XOdECQ
https://www.youtube.com/watch?v=sdED0XOdECQ
https://www.youtube.com/watch?v=Vat_JcA9NF8
https://www.youtube.com/watch?v=iq8F23HjQ6s
https://www.youtube.com/watch?v=BybGut2nvd0
https://www.youtube.com/watch?v=AahMFR4y5Sc
https://www.youtube.com/watch?v=AahMFR4y5Sc
https://www.youtube.com/watch?v=7cbn8xYZwUQ
https://www.youtube.com/watch?v=dtH20GW-LIg
https://www.youtube.com/watch?v=g2OlozTX11A
https://www.youtube.com/watch?v=4p-PAOQncbM
https://www.youtube.com/watch?v=tX7OyJP0uZw
https://www.youtube.com/watch?v=XXTlUxvBClU
https://www.youtube.com/watch?v=C4b2m2M63Os

Pour aller plus loin :

@ Du nouveau sur les morphismes de I'espace des polynémes! (50°01"")
Béranger Seguin, algébriste, chercheur, et viewer de la chaine a ses heures perdues, a écrit un petit article ot il étudie les endomorphismes
d'une algebre de polynémes vérifiant des propriétés de conservation liées a la multiplicité des racines. Un exercice de haut vol dont j'ai

extrait un résultat intéressant avec une compilation de belles idées.
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https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbUdFOXBJLXFIMTJVT2ZRNWtjMzBFTFVuOG5ud3xBQ3Jtc0tsTmZJUFlwSXpZRU5tcEt1VXh6TW5RQkpkRzZub1FBbW5PcUVybDZ4M0pYZ1JNU2RRUUNQcnZ1b3dEdjVyRDh3SENjMlMwcVdXTVpzSEljZE1JUDFvYWhKOHJLV0hDRG9ma2FMMmlVOTZiVGRYRFpqRQ&q=https%3A%2F%2Farxiv.org%2Fabs%2F2407.09118&v=bj5rEQA-B6o
https://www.youtube.com/watch?v=2oF32X3UHK0

6 - Les formes quadratiques en éveil (14)

® Qui es-tu, forme polaire? (22’35”)
Une vidéo ou I'on présente la forme polaire, en lui posant les trois questions : qui es-tu ? que fais-tu ? d'ou viens-tu ? Une vidéo qui aidera
a digérer un cours sur les formes quadratiques.

@ Formes de Hankel 1/7 (4'46”) et Formes de Hankel 2/7 (6'53"")

On propose ici une série de vidéos qui expliquent progressivement les formes de Hankel. L'idée est de partir d'un polynome réel et, juste
a l'aide d'identités de Newton et de méthode de Gauss (sur les formes quadratiques), trouver son nombre de racines distinctes et de
racines réelles. Une premiére vidéo pour I'étude d'un cas élémentaire : les racines sont toutes réelles et distinctes et la forme de Hankel
est définie positive.

@ Formes de Hankel 3/7 (2'13")

Une troisiéme vidéo pour trouver la matrice de la forme de Hankel.

@ Formes de Hankel 4/7 (7°20"")

La vidéo numéro 4 propose un exemple de calcul de forme de Hankel pour un polyndme réel de degré 2. Cette fois-ci, les nombres a; ne
sont plus forcément ni distincts ni réels mais s'ils ne sont pas réels, ils seront conjugués. On voyage des relations coefficients/racines, en
passant par le théoréme de Sylvester et on parvient au signe du discriminant.

® Formes de Hankel 5/7 (4'30"")

On va ici enfin (il était temps !) définir la forme de Hankel associée a un polynéme réel en toute généralité.

@ Formes de Hankel 6/7 (7'13")

On veut dans cette vidéo calculer la signature de la forme de Hankel associée a un polyndme réel T.

@ Formes de Hankel 7/7 (5'57")

On prouve le théoréme de Hankel : la signature de la forme de Hankel d'un polyndme réel T "voit" son nombre de racines réelles et son
nombre de racines distinctes.

o Les formes de Hankel (a leur état naturel) (13'42")

Voici une présentation des formes de Hankel (associée a un polyndme P réel) vue dans leur élément naturel, c'est-a-dire, sur un espace
de polynéme réel. Dans un premier temps, nous présentons le cas ou le polynéme P est scindé sur R.

o Les formes de Hankel au naturel-2 (11’'12")

Nous présentons maintenant le cas général.

e Forme quadratique sur I'espace des matrices carrées (18'24")

Un petit exercice autour d'une forme quadratique intrigante sur I'espace M,(K). En effet, elle est définie par un coefficient du polyndme
caractéristique de la matrice (celui en X"?). Une fois rapportée a la forme trace, on répond a toutes les questions classiques du genre (non-
dégénérescence, signature sur R).

o Tout tétraédre est régulier (en toute dimension) ! (25’05")

On montre ici que pour tout triangle non plat du plan, il existe un unique (3 scalaire positif prés) produit scalaire qui le rende équilatéral .
On continue ensuite cette histoire en dimension 3 ol I'on montre que tout tétraédre (dont trois arétes forment une base) est régulier. On
finit par une généralisation en toute dimension. Mais, au fait, qu'est-ce qu'un polyédre régulier en toute dimension ? On fera un détour
autour de cette question afin d'en expliquer les subtilités.

® Question de jury sur les formes quadratiques réelles (19'56"")
Nous proposons deux exercices qui permettent de faire le point sur les problémes de signatures sur des espaces de matrices réelles.

e Dimension de I'orthogonal (méme si la forme est dégénérée!) (20'11")

On sait (et on va le prouver a nouveau si besoin est) que la dimension de I'orthogonal d'un sous-espace d'un espace E muni d'une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée, est égale a la codimension de ce sous-espace. Mais qu'en est-il lorsque la forme est dégénérée . On
fait le point (salutaire) sur la question !
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https://www.youtube.com/watch?v=6HmUAKP0vQw
https://www.youtube.com/watch?v=1BYgfYv_rdM
https://www.youtube.com/watch?v=AzW0ru9EQ7s&pp=2AZH
https://www.youtube.com/watch?v=Y4rTXe3Qlio
https://www.youtube.com/watch?v=6HmUAKP0vQw
https://www.youtube.com/watch?v=zCZsrqv163E
https://www.youtube.com/watch?v=Ftm-PLEi-bQ
https://www.youtube.com/watch?v=Fd81xCQ7clU
https://www.youtube.com/watch?v=4lOdJHHCDUo
https://www.youtube.com/watch?v=O95JAf953xo
https://www.youtube.com/watch?v=TLnzV9-n2dY
https://www.youtube.com/watch?v=CUBCHqCX-sk
https://www.youtube.com/watch?v=9ieYrqyosRM
https://www.youtube.com/watch?v=9ieYrqyosRM
https://www.youtube.com/watch?v=85ASzTrt2CU
https://www.youtube.com/watch?v=x-RM8iYdEfQ
https://www.youtube.com/watch?v=wK-JVFvQiP4
https://www.youtube.com/watch?v=Ze_zEGiVaL8

7- Bouquet de géométries (31)

@ Echanger deux sous-espaces par une isométrie (Niveau L2-L3) (16'48")
Un petit exercice sur I'existence d'une isométrie de R" qui échange deux sous-espaces. On verra comment ce probléme d'apparence
anodine nous ménera a la notion de décomposition en valeurs singuliéres...

@ Pourquoi une isométrie est-elle une application affine? (7°52"")
C'est un résultat trés connu qui nous dit que si une application d'un espace euclidien vers lui-méme respecte la norme alors elle est
automatiquement linéaire. Voici une preuve claire de ce résultat.

@ Composée d'isométries planes-1 (21'34")

Un petit compte-rendu sur la composée d'isométries planes.

e Composée d'isométries planes-2 (7°46")

Quelques petits exercices de construction d'éléments caractéristiques d'isométries obtenues par composée de deux isométries. L'histoire
de vérifier que la vidéo 1 a été bien digérée.

L'ensemble des supplémentaires d'un sous-espace et sa structure affine (23'03")

On propose ici I'étude de I'ensemble des supplémentaires d'un sous-espace fixé F d'un espace vectoriel E. On commence par le cas
d'espaces vectoriels sur un corps fini afin de faire un peu de dénombrement. Le dénombrement va nous suggérer un résultat plus général
et une certaine structure affine sur tout corps !

@ Une bonne tranche de cone (les coniques) (16'28”)
On va montrer, grace au théoréme de Sylvester, que toute conique non dégénérée provient d'une "tranche" d'un méme cone appelé
cone d'Apollonius. On ne va pas s'arréter |a et on va continuer notre investigation a d'autres dimensions.

Le cercle des neuf points par le calcul complexe (et en neuf minutes !) (12'53")
La preuve du cercle des neuf points en neuf minutes ? C'est possible avec le calcul complexe. On commencera tout de méme par une
présentation des outils du calcul complexe au service de la géométrie euclidienne.

e Utilisation de la réduction en géométrie affine - un exemple (29°07”)
La droite de Newton fournit un exercice classique qui peut se résoudre de plusieurs maniéres. Mais celle que nous proposons utilise les
liens indispensables qui autorise la théorie de la réduction a venir nous sauver des problémes de I'affine.

o Le théoréme de Thébault (quadrilatéres et réduction) (23'17")

Plusieurs thémes en fusion dans ce petit exercice de géométrie faisant référence au théoréme de Thébault (Nouvelles Histoires Hédonistes
de Groupes et de Géométries Tome 2 XIII-E.49). Calcul complexe, quadrilatéres... mais un dictionnaire entre quadrilatéres classiques et
sous-espaces stables par la matrice compagnon de X*-1. On en profite pour faire une petite publicité pour la théorie des représentations.

® Les tutos géométriques du Pére Castor : GEéométrie affine euclidienne (10°22")

Voici un exercice classique a I'oral durant une lecon sur les isométries du plan et de l'espace : la construction des éléments
caractéristiques d'une symétrie glissée composée de trois symétries orthogonales par rapport a trois axes du plan euclidien. Présenté
par Antoine.

® Les tutos géométriques du Pére Castor : Puissance d'un point, axe radical (14'02")

Notre ami Antoine va nous montrer comment calculer la puissance d'un point par rapport a un cercle, tracer une tangente a un cercle a
partir d'un point et trouver, en trois coups de compas, I'axe radical de deux cercles, c'est-a-dire le lieu des points qui ont méme
puissance par rapport a deux cercles fixés.

@ Les tutos géométriques du Pére Castor : Droites tangentes a deux cercles donnés (7'52"")

Comment placer deux droites tangentes a deux cercles donnés ? On va vous montrer que c'est trés simple et, comme on pourrait s'en
douter, ce n'est pas sans rapport avec |'axe radical de deux cercles.

® Les coniques. Un exercice képlerien (qui plaira!) (20'26”")

Voici un petit exercice de géométrie plane, qui fait d'autant plus planer que I'on peut I'imaginer se réaliser dans le macrocosme du
systeme solaire. A partir d'un énoncé simple, on voit apparaitre un conique dans sa description bifocale. On finit sur un petit fichier gif
concocté par Jérome Germoni.

@ Un exercice sur les coordonnées barycentriques d'un triangle (15’16"’)
On présente une fonction du plan affine qui s'exprime en termes de coordonnées barycentriques, a partir de trois points d'un triangle, et
on cherche I'image du triangle de points milieux. Je vous donne en mille |'objet image que I'on va rencontrer...

® Groupes et Tétraédre - le prequel (avec un triangle équilatéral) (16’18")

Pour celles et ceux qui voudraient se tenter au probléme (développement) du tétraédre tel qu'il est présenté dans Carnet de Voyage en
Algébre 111-6.3, voici un "marche-pied" avec la présentation du groupe d'isométries du triangle équilatéral, isomorphe au groupe de
permutation Sy

® Le groupe des isométries du tétraédre agit sur ses sommets (25'47")

Un des points clef de I'isomorphisme entre le groupe des isométries du tétraédre régulier et le groupe S, réside dans le fait que ce
groupe permute les sommets du tétraédre. Valérie regarde ce point dans tous ses détails.
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https://www.youtube.com/watch?v=0nxcHPIIjXk
https://www.youtube.com/watch?v=rzNag0Srn6Q
https://www.youtube.com/watch?v=hXhvCZN14ZM
https://www.youtube.com/watch?v=DPbOCdFKZ38
https://www.youtube.com/watch?v=df0BGWxB6Q4
https://www.youtube.com/watch?v=Ycz2xzPts0I
https://www.youtube.com/watch?v=3KziS_n_lE0
https://www.youtube.com/watch?v=fUEbpejndQo
https://www.youtube.com/watch?v=66Pw8tH0k7Y
https://www.youtube.com/watch?v=zUPgvaiPOCY
https://www.youtube.com/watch?v=LLGW9RhweA0
https://www.youtube.com/watch?v=XXv3Futpg1E
https://www.youtube.com/watch?v=_39myWhd23s
https://www.youtube.com/watch?v=2nfaPztoUqY
https://www.youtube.com/watch?v=x9ph9LPcS6M
https://www.youtube.com/watch?v=tX-V8gQtg5Q

Exercices Homographies (16’'45")

Un petit exercice de transformation homographique dans le style de la partie | de I'épreuve EP1 de I'agrégation interne 2017. On montre
que la transformation de Cayley envoie la droite réelle sur le cercle unité. On montre ensuite que cette transformation envoie le demi-
plan de Poincaré sur le disque ouvert unité, par deux méthodes, une calculatoire et I'autre topologique.

o Ellipse de Steiner 1/6 (15’53"")

On s'intéresse en 6 vidéos a I'ellipse de Steiner associée a un triangle. Plusieurs aspects seront étudiés autour de cette ellipse : géométrie,
calcul complexe, groupes de transformations, relations coefficients-racines, équations de coniques ... et le chat Gaston. Bref, plein de
choses qui en effraient plus d'un mais qui ronronnent tranquille quand on les a adoptées.

o Ellipse de Steiner 2/6 (11’03”)

Aprés avoir montré l'existence de l'ellipse de Steiner d'un triangle, on en montre l'unicité. Encore une fois, les groupes de
transformations nous permettent de nous ramener a une forme plus sympathique.

o Ellipse de Steiner 3/6 (10’39")

On aborde le probléme des foyers de I'ellipse de Steiner. Pour I'instant, on ne fait qu'évoquer Gauss-Lucas et montrer que seul le groupe
des isométries peut nous apporter quelque chose. Peu mais suffisant pour démarrer.

o Ellipse de Steiner 4/6 (9'25"")

Maintenant que I'ellipse de Steiner a été placée dans le plan complexe, axée sur la droite réelle et centrée en 0, on attaque la stratégie
de calcul, basée sur la recherche de I'équation de I'ellipse a partir d'une équation de "cercle de Steiner" pour le triangle des racines
cubiques de I'unité. On introduit sous forme complexe une transformation affine.

o Ellipse de Steiner 5/6 (10’48"")

On est en mesure de calculer I'équation de I'ellipse sous une forme dont on sait déduire les foyers.

o Ellipse de Steiner 6/6 (9'08"")

A l'aide I'équation de I'ellipse de Steiner, on en calcule les foyers et on vérifie a I'aide de relations coefficients-racines qu'ils coincident
avec les racines du polynéme dérivé du triangle de départ.

e Une famille d'ellipses de Steiner (Agrégation interne) (22'01"")

Un petit exercice proposé par Jérome Germoni, autour des transformations affines et qui donnera un effet waouh a tous ceux qui ont
mis l'ellipse de Steiner (Carnet de Voyage en Algébrie) parmi leurs développements. Au menu, des groupes des transformations comme
on les aime, des coniques telle qu'on aimerait en voir plus souvent, plein d'animations signées Jérome et commentées par Phiphi.

e Droites et cercles 1/5 (13'27")

Les droites et cercles du plan sont étudiées a I'aide du calcul complexe, du groupe des homographies... et du birapport. Dans une
premiére vidéo, on introduit, a I'aide des complexes, deux caractérisations de la cocyclicité (ou alignement) de quatre points. Une en
termes d'arguments et I'autre de modules.

@ Droites et cercles 2/5 (9'20”)

On présente le groupe des homographies, groupe de transformations qui contient les translations, les similitudes directes et qui va
préserver les cercles et droites. "Oui mais quand ?" comme dit mon collégue préféré. Ben quand vous serez préts a le regarder en face !

o Droites et cercles 3/5 (21’40”)

On étudie une chaine d'actions de groupes emboités sur le plan complexe (prolongé par I'infini). Les translations aménent a la notion de
bipoints équipollents, les similitudes directes a celle de triangles semblables et, enfin, les homographies a celle de quadruplets de points
ayant méme birapport. Lorsque ce dernier est réel, les quatre points sont cocycliques ou alignés.

Droites et cercles 4/5 (13'39"")

Dans cette vidéo, on montre que le groupe des homographies agit de facon transitive sur I'ensemble des "cercles et droites".

Droites et cercles 5/5 (5'26”)

On montre ici I'inégalité de Ptolémée, et son cas d'égalité, qui caractérise les quadruplets de points inscriptibles sur un cercle a I'aide des
distances entre ces points. Encore une fois, le birapport est en premiére ligne.

@ Que nul n'entre ici s'il n'a point d'invariant (34'14")

Une petite vidéo pour illustrer comment les invariants fleurissent en géométrie(s). Une idée fructueuse consiste 3 faire agir dans le
contexte d'une géométrie un groupe G sur un ensemble X et de voir quand le groupe "décroche" en termes de n-transitivité, ie G agit n-
transitivement sur X mais pas n+1-transitivement. A ce moment, on est prét a récupérer le précieux invariant ! On montre cette idée
unifiante sur I'exemple, des angles, angles orientés, rapports, birapport, invariant anallagmatique, et méme sur la réduite de Jordan !!!

@ Le plus bel exercice qu'un hexagone puisse vous faire! (36'59”)

Montrer que si un hexagone a ses arétes opposées paralleles, alors ses trois bimédianes sont concourantes. Une solution zéro calcul. Dans
un premier temps, on donne une solution géométrique "dans son jus" puis avec le langage plus moderne des formes quadratiques. On était
tenté d'utiliser SAGE mais, voila, qui vit sans SAGE n'est pas si fou qu'on croit ! Merci a Denis Roussillat pour avoir proposé ce magnifique
exercice !
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https://www.youtube.com/watch?v=QXGSbiFQazM&pp=0gcJCaIKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=QEOWHRAYuCc
https://www.youtube.com/watch?v=z0EZCrHqvmY
https://www.youtube.com/watch?v=d4Ne2QOWO8c
https://www.youtube.com/watch?v=J1H-oum7uHQ
https://www.youtube.com/watch?v=cojB-jUjIiA
https://www.youtube.com/watch?v=XwaCSw1H1yA
https://www.youtube.com/watch?v=KtgI6xzIqOI
https://www.youtube.com/watch?v=0cg1fR8q3oU
https://www.youtube.com/watch?v=EJfVt1B2iME
https://www.youtube.com/watch?v=QCKgdZTmGdc
https://www.youtube.com/watch?v=9majnrOfQrQ
https://www.youtube.com/watch?v=Tr1tEvZg-rE
https://www.youtube.com/watch?v=kAmMy2fvR_k
https://www.youtube.com/watch?v=3X5CS1qEWTA

8 - Un epsilon d’analyse... (28)

o Petit exercice sur les équations différentielles linéaires (6'50"")
Un exercice donné a I'agrégation interne sur une lecon qui concernait les équations différentielles linéaires a coefficients constants.

@ Erreur dans I'approximation par la méthode de quadrature (20'30”)
La méthode de quadrature de Gauss est une méthode qui force le respect ainsi que la porte vers la théorie des polyndmes orthogonaux.

Apres avoir survolé les résultats principaux que I'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Analystan ainsi que dans la vidéo de Caroline
(Méthode de quadrature de Gauss par Caroline (22'25"")), on donnera une estimation de I'erreur commise par cette approche. On
finira par une application pour une approximation du nombre 7t.

® Exercices Normes sur R[X]-1 (10'14")

On commence une série de petits exercices présentant des contre-exemples sur les normes non équivalentes lorsque les espaces
vectoriels sont de dimension infinie.

@ Exercices Normes sur R[X]-2 (9'32"")

On continue avec un exercice qui relie certaines normes sur R[X] a des "compacts infinis" de R. Notons que "compact infini" est une notion
essentielle dans les problémes de prolongements analytiques en analyse complexe.

@ Exercices Normes sur R[X]-3 (12’14")

On attaque un petit dernier sur les normes de R[X]. On introduit une norme un peu farfelue sur R[X] et on montre que I'espace R[X] n'est
pas complet pour cette norme. Au final, on voit que c'est peine perdue puisqu'un espace a base dénombrable sur R ne peut pas étre
complet pour aucune norme.

@ Normes vs CCS (Corps convexes symétriques)(21’'42”)

On montre que la donnée d'une norme de R" est équivalente 3 la donnée de sa boule fermée B(0,1). Mais que doit vérifier une partie de
R" pour étre la boule d'une norme ? Tout est dans la notion de corps symétrique convexe qui va venir jouer le pendant géométrique de
séparable-homogéne-inégalité triangulaire de la norme !

o Comportement asymptotique des suites récurrentes (32'38”)
On cherche 3 comprendre les équivalents autour d'un point (y compris l'infini) 3 une suite récurrente de type u,.,=f(u,). On présente
ensuite un classique. La suite u,.;=sin u, avec u, assez proche de 0 tend vers 0. On voit, comme dans la vidéo précédente (dont celle-ci est

une illustration, Combinatoire et placements de table (12’55")), qu'u, est équivalent a \/(S/n) en l'infini. On cherche ensuite un second
terme a son développement asymptotique.

@ La suite u,.;=sin u, et son comportement asymptotique par Riri (16’04"")

Riri, qui a le sens de la féte, et celui des paillettes, s'est mis sur son 31 (!) pour nous présenter le comportement asymptotique de la suite
récurrente associée a la fonction sinus. Un développement issu de Carnet de Voyage en Analystan (et non pas Algébrie...) A ce propos,
comme le fait remarquer Alexis Roussel, attention a la fin ou I’équivalent doit &tre remplacé par une écriture avec des o de Landau.

Plus précisément, on doit partir de u,?-uy?-n/3=log(n)/5+o(Log(n)) Cette vidéo sera donc instructive a plus d'un titre sur les avantages et
les dangers de I'utilisation des équivalents. Il faut savoir les utiliser a bon escient et savoir remplacer f équivalent a g par f=g+o(g) quand
cela est nécessaire.

@ Exercice coup de coeur sur une suite récurrente linéaire (31’50”)

Une suite qui part de 2023 et qui peut nous occuper toute I'année ! si on en croit le résultat final. Un exercice coup de coeur trés progressif
proposé par Pascal Corm, qui utilise des techniques de collége, dans un premier temps, puis, de licence et, enfin, de master puisqu'il nous
emmeénera dans le monde merveilleux des corps finis ou tout élément non nul est une racine de I'unité. Merci Lagrange !

@ Vitesse de convergence d'une suite récurrente (et méthode d'Archiméde) (22'17”)

On part d'une situation classique ol une suite récurrente (u,) donnée par une fonction converge vers un point fixe attractif r et on
voudrait savoir si la suite (r-u,) est équivalente a une suite géométrique. Ceci nous améne a un exemple deux fois millénaire, avec la
méthode d'Archiméde pour approcher le nombre m... et comme on n'est jamais a court d'histoires, on parlera du jeune Grothendieck.

@ Erreurs dans les calculs d'intégrales-1 (16'19")

Nous allons parler des différentes méthodes pour les calculs d'intégrales (rectangle, trapéze, méthode de Simpson). On commence par
une approche algébrique des différentes méthodes connues.

@ Erreurs dans les calculs d'intégrales-2 (16'02")

Nous parlons ici de I'introduction a la méthode de quadrature de Gauss. Voici, cette fois-ci, le pendant analytique de la premiére vidéo.
On calcule, a I'aide de I'inégalité des accroissement finis, un encadrement des erreurs que I'on fait en appliquant ces méthodes a une
fonction "suffisamment dérivable" sur un intervalle [a, b].

@ Un exercice sur Taylor-Lagrange (13'25"")

Un petit exercice parfait pour une kholle en prépa :-) qui fournit un critére par la positivité pour que la série de Taylor d'une fonction
converge en un point. On donnera deux preuves, une, avec la formule de Taylor-Lagrange, et I'autre en utilisant la version avec reste
intégral.

e Utilisation des fractions rationnelles (dérivées de I'arc tangente) (15'26”)

Il faut souvent se gratter la téte pour trouver des exercices ou des exemples d'utilisation dans les énoncés d'oraux de I'agrégation interne.
En particulier, pour I'utilisation de fractions rationnelles ! Voici un petit exemple d'application...
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https://www.youtube.com/watch?v=in8npP3jYwE
https://www.youtube.com/watch?v=37svoRwPOns
https://www.youtube.com/watch?v=37svoRwPOns
https://www.youtube.com/watch?v=bDbmohGe2FQ
https://www.youtube.com/watch?v=0Y3t9gY-EAY
https://www.youtube.com/watch?v=7iGNPdx2V5s
https://www.youtube.com/watch?v=N9E_Av3x2mU
https://www.youtube.com/watch?v=8R_3AF7u4GY
https://www.youtube.com/watch?v=-98-su2FP7U
https://www.youtube.com/watch?v=37svoRwPOns
https://www.youtube.com/watch?v=37svoRwPOns
https://www.youtube.com/watch?v=37svoRwPOns
https://www.youtube.com/watch?v=VX1fnW3UXuU
https://www.youtube.com/watch?v=WnrTlsNBly0
https://www.youtube.com/watch?v=o-ojxHNdeM8
https://www.youtube.com/watch?v=GDFdQ8139Pg
https://www.youtube.com/watch?v=cQla-oMr1bI
https://www.youtube.com/watch?v=iIwX_uNlbJw
https://www.youtube.com/watch?v=QHrORr1BVNE
https://www.youtube.com/watch?v=p78vMWBe-5Y

® Probléme de la corde universelle (probléme d'Olympiades) (18'39"")

Un petit probléme de type "olympiades" que m'a indiqué Roger Mansuy, et qui demande juste un peu de réflexion et de TVI (théoréme
des valeurs intermédiaires). La partie positive du probléme aboutit aux théorémes de la corde universelle et |'autre partie nous aménera a
un contre-exemple, bougrement tordu, mais sacrément intelligent.

@ Pourquoi une fonction injective continue sur un intervalle est-elle strictement monotone ? (12'24")
On donne trois preuves pour cet énoncé. Une fausse (ou disons trop imprécise), une pour le niveau licence et, enfin, une, assez séduisante,
demandant quelques bases de topologie de L3.

@ Primitivable implique continue (ou bien) ? (18’32")

On sait depuis longtemps qu'une fonction continue sur un intervalle posséde une primitive. Mais est-ce bien nécessaire ? On va
commencer par donner un contre-exemple (classique) d'une fonction primitivable non continue. Mais si admettre une primitive
n'implique pas forcément la continuité, le théoréme des accroissements finis prouve qu'il s'agit d'une fonction vérifiant le théoréme des
valeurs intermédiaires, que I'on appelle également fonction de Darboux. Encore une fois, la réciproque est fausse et on va montrer
qu'une fonction de Darboux n'est pas nécessairement primitivable.

e Normes, boules et stricte convexité 1 (19'34”)

On étudie le probléme de stricte convexité des normes sur un espace vectoriel. On montre que I'axiome de stricte convexité correspond a
un probléme de stricte convexité des boules. On fournit ensuite un petit outillage pour montrer qu'une norme est strictement convexe.

@ Normes, boules et stricte convexité 2 (13’43")

Nous étudions la distance d'un point a un fermé F. On commence dans le cadre ou F est un hyperplan affine, une sphére, un fermé
quelconque puis un fermé convexe dans le cadre d'une norme strictement convexe.

@ Normes, boules et stricte convexité 3 (10’05”)

On peut maintenant prouver un théoréme de séparation qui dit que si F est un fermé convexe et M un point hors de F, on peut trouver
un hyperplan H qui les sépare, c'est-a-dire, un hyperplan qui définit deux demi-espaces ouverts H* et H tels que x soit dans H" et F inclus
dans H.

o Le cercle d'incertitude d'une série entiére (18’'59"")
On donne, a partir d'exemples et de conjectures, de bonnes raisons d'appeler la frontiére du disque de convergence d'une série entiére,
le "cercle d'incertitude"” (des poétes disparus).

o L'inégalité de Carlson et I'astuce diabolique de Hardy (21’51")

Proposé par Patrice Lassére et Jean-Baptiste Hiriat-Urruty, I'article "l'inégalité de Fritz David Carlson" (ou "la lutte POUR les inégalités")
présente une preuve de l'inégalité faisant intervenir une série (a,), la série (a,?) et la série (n?,?). Et, comme un miracle toujours renouvelé,
I'inégalité voit débarquer le nombre pi ! Mais, le plus époustouflant, c'est I'astuce de Godfrey Harold Hardy qui permet de trivialiser la

preuve.

o Formule d'Euler-MacLaurin- comparaison série intégrale-une version formelle (20'38”)

On présente la formule d'Euler-MacLaurin dans sa version classique avec une idée de preuve : une récurrence et une intégration par
partie. Mais, ici, I'idée est de montrer une version abstraite de cette formule qui utilise la définition des nombres de Bernoulli par la
fameuse décomposition de Taylor de x/(e*-1). On discute, par la suite, d'une formule alternative d'Euler-MacLaurin, inspirée (mais
différente) de celle proposée par Eric Tréfeu.

@ Un contre-exemple pour la convergence dominée et lemme de Fatou (6’42")

Il est utile d'avoir dans sa musette des contre-exemples pour les théories que I'on utilise régulierement. En voici un sur le théoreme de
convergence dominé ! On termine sur de petites considérations sur le lemme de Fatou qui font suite a une conversation avec mon étudiant
Loic. Bonne chance a lui pour les épreuves de I'externe !

o Le théoréme des valeurs intermédiaires sans la continuité? (13'01"")

On a tous en téte une fonction non continue en un point mais qui vérifie tout de méme le théoreme des valeurs intermédiaires. Et on a
tous en téte que cette fonction s'agite en passant une infinité de fois autour de la valeur du point de non continuité. On montre dans cette
vidéo que ce phénoméne est complétement général.

o L'intégrale de Farey- une preuve astucieuse et instructive entre arithmétique et analyse! (18'49")
Une superbe preuve due a Eric Trefeu qui méle avec virtuosité fonctions arithmétique et fonctions spéciales. L'occasion de réviser ses
classiques.

Limite et série dans un (bel) exercice de Math Woods (11'22"")
Un petit exercice d'analyse sur cette chaine (et oui, ¢a arrive!) proposé par Séquoia de Math Woods. Si x est un réel positif, on considére
S(x) la somme de la série (évidemment convergente) de terme général (x/n)". On veut calculer la limite de S(x)"* quand x tend vers l'infini.

e Calcul de la série k*'e*/k! et arbres généalogiques aléatoires (12'28")

Un exercice proposé par Eric Tréfeu sur le site Math Woods! Montrer que la somme de cette série de terme général k “*e*/k! vaut 1. On
commence par en donner une premiére méthode a l'aide d'une série génératrice, puis, une autre en réalisant cette série sur un arbre
généalogique aléatoire!
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https://www.youtube.com/watch?v=lQ8aCmR-fSk
https://www.youtube.com/watch?v=t-Chd6Eqxdo
https://www.youtube.com/watch?v=tBwg0jpmVpQ
https://www.youtube.com/watch?v=fBYMQ62tkQk
https://www.youtube.com/watch?v=A9FyeGfbkOg
https://www.youtube.com/watch?v=dSS0NpHFhF8
https://www.youtube.com/watch?v=9jQFO06LYeE
https://www.youtube.com/watch?v=MKmm0p6Atwg
https://www.youtube.com/watch?v=JTpDcBgcK8A
https://www.youtube.com/watch?v=Qm7fsIJXRng
https://www.youtube.com/watch?v=i81qi7xT9LM
https://www.youtube.com/watch?v=IK84u9s6K14
https://www.youtube.com/watch?v=Bb3qbGVJBws
https://www.youtube.com/watch?v=ZvCp8DAl78E

9 - Probabilité et combinatoire (14)

@ Dés pipés et factorisation de polyndmes (23'27")

Deux dés sont numérotés de 1 a 6 et donc la somme des lancers des deux dés varie de 2 a 12. On veut savoir si I'on peut piper ces deux
dés indépendamment de sorte que toutes les possibilités soient équiprobables. Bien sir, le probléeme en cache un autre, plus général. Et
on débouche sur un probléme de factorisation de polynémes...

@ Pavage de tuiles et formule combinatoire par Arthur (24'16")
Rien de plus magique que ces formules obtenues en comptant de deux maniéres différentes le méme objet. Arthur nous en fait une
démonstration plus que convaincante!

@ Dénombrement et polynémes (dés non pipés) (19'23")
Voici une petite question, a la fois jolie et instructive, sur un lancer de dés non pipés ! Merci a Daniel Juteau pour le partage de son bel
exercice. Et mention spéciale de I'humour mathématique a Riri qui dit n'avoir rien pipé ! (&

Borel-Cantelli et les amis de la poésie ! (14’00"’)
On présente un exercice proposé par Guillaume Aubrun autour d'un poéte prolifique qui veut relire toutes ses poésies. Cet exercice est une
introduction au théoréme de Borel-Cantelli.

@ L'urne de Polya (tirage avec renforcement) (25'08"")

On effectue un tirage successif avec remise mais avec la particularité d'ajouter a I'urne un nombre fixé de boules de la derniere couleur
tirée. On présente ici trois méthodes, sous les conseils avisés de Yan Doumerc (notre caution proba !), qui fournissent un joli florilége des
outils a notre disposition en probas discrétes. Scoop ! Parmi ces outils figurent les actions de groupes ! Errata. Dans I'épilogue, je voulais
dire que les X; suivent une loi de Bernoulli mais leur somme S, ne suit pas une loi binomiale.

o Tirage de nombres premiers entre eux (33'31")
On tire indépendamment deux nombres de 1 a n et on veut connaitre la probabilité de tirer des nombres premiers entre eux lorsque n

est grand. Dans ce développement que |'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Analystan, on verra comment la fonction Z débarque
dans la théorie des nombres.

e Tirage sans remise de n boules paires (9'53")

Un petit exercice de probabilité qui permettra de tester nos formules sur la variance et la covariance ainsi que notre systeme D dans ce
genre de situations. Attention, toutefois, car les probas ne font pas partie de mes domaines de compétence ! Yan Doumerc (que je
remercie en passant) me fait remarquer 3 juste titre que la formulation "probabilité de X;" n'est pas trés heureuse, X; étant une variable
aléatoire et non un événement. La confusion entre les deux est fréquente chez les étudiants et parmi les candidats a I'agrégation, elle
est trés préjudiciable. Je voulais bien sar dire probabilité que X; = 1.

® Séries génératrices-mode d'emploi (21'24")
Quelques petits exemples progressifs autour des séries génératrices dont le slogan pourrait étre :"Si vous ne pouvez pas trouver un terme
dans une suite, le mieux c'est de les compter tous !"

e Combinatoire sur le groupe des permutations (18’20”)
Deux petits exercices (en attendant d'en avoir deux plus gros) sur la moyenne du nombre d'inversions dans le groupe symétrique et la
moyenne du nombre de cycles (dans la décomposition en cycles a supports disjoints). Référence H2G2- tome 2 (2015) Chapitre IV.

Algorithmes et probabilités: le "Randomized Quicksort" (19°01”)

Plutét que de chercher des algorithmes déterministes assez coliteux, il est souvent plus rentable d'en choisir des probabilistes. Le cours
de mon sympathique collégue Guillaume Aubrun a I'ENS Lyon décide justement d'illustrer cet adage par des exemples frappants. Cette
vidéo détaille I'exemple de I'algorithme de tri aléatoire avec pivot. http://math.univ-lyon1.fr/~aubrun/ens...

e Invitation a la combinatoire quantique (37'49”)

Nous allons revenir sur les bases de la combinatoire classique (nombres binomiaux, formulaire de base) pour repartir d'un bon pied sur la
combinatoire quantique et en observer les ressemblances et les différences.

@ Pour une combinatoire équitable (31'40"")

Une petite vidéo pour un plaidoyer en faveur d'une combinatoire durable et équitable qui met en paralléle sous-structure et structure
quotient (les deux piliers du temple de I'algébre !), c'est-a-dire ici nombre de parties (coefficients binomiaux) et nombres de partitions, a
k éléments. Le prétexte est alors de comprendre la variable qui, 3 une fonction de [1, n] vers [1, m], associe le cardinal de son image
directe. Comme application, on traite deux problémes : le probléme des anniversaires et les problémes des vignettes de footballeurs (ou de
pokemon, selon les godts).

o Le théoréme de I'amitié (19’38’)
Tout ce qu'on aime dans un probléme d'algébre : un bel habillage avec une histoire d'amitié, de la réduction, des matrices symétriques, de
la combinatoire et un peu d'arithmétique ! Elle n'est pas belle, la vie ?

@ Un exercice de dénombrement: la somme des cardinaux d'intersections de parties (14’05”)

Un exercice instructif (donné a un oral d'agrégation) qui demande de calculer la somme des cardinaux des intersections de deux parties
(voire m parties) d'un ensemble fini E. Plusieurs techniques classiques s'entremélent dans la solution que nous proposons :
réarrangement de la somme en parties réguliéres, cardinal des parties réguliéres par bijection avec un ensemble connu, puis "série
génératrice finie" ou I'on reconnait une dérivée.
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https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqblVHNnpwRHhvZ09XNFBvTDhSUkc4SHpUaWZVd3xBQ3Jtc0tsZEVJX2hYS3c0LTlCMmo3MFpIWl9DRVU2VDVPMTd6REE5ZnhYWU8xemhydXJndUlfRXZSSXBTRU9Pam5vVnROODhKNjIwOXd0ZzVQQkdOM2NJTUJPb2V6aTZrbmp4ZXI3Q0ZxRUNkUTkzaHFjLWFPVQ&q=http%3A%2F%2Fmath.univ-lyon1.fr%2F~aubrun%2Fenseignement%2FIFL3-probas%2Fprobas-IF.pdf&v=JLVADrV4k74
https://www.youtube.com/watch?v=K8SwBp_p2kA&pp=2AZQ
https://www.youtube.com/watch?v=KfZ8NAguIFg
https://www.youtube.com/watch?v=6gQziNZc0yM
https://www.youtube.com/watch?v=KYOuhr0hgqQ
https://www.youtube.com/watch?v=JLVADrV4k74
https://www.youtube.com/watch?v=7Qwc23yE1q8
https://www.youtube.com/watch?v=WWIvQSs7uEo
https://www.youtube.com/watch?v=CnRouov_1JU
https://www.youtube.com/watch?v=wpss8-a7TZ0
https://www.youtube.com/watch?v=qX2exMCeQHo
https://www.youtube.com/watch?v=V0NFSf_mq5E
https://www.youtube.com/watch?v=35qhpM1rhHE
https://www.youtube.com/watch?v=KtaM00RaTjs
https://www.youtube.com/watch?v=QvUcYnWeNFI

10 - Les mathinales du mercredi (18)

@ Les mathinales du mercredi - Une invitation au quotient (a I'agrégation) (35'31"")

Un petit cours informel ol il est question d'invitation (voire de convocation) au quotient quand les structures s'y prétent. On montre ici que
la plupart des formules que I'on apprend dans un cours de licence en algebre (arithmétique et algébre linéaire) ont une interprétation en
termes de morphismes et d'isomorphismes avec des structures quotient.

@ Les mathinales du mercredi - Polynémes et évaluations a I'agrégation interne (1h23'02")
On essaie de comprendre la notion d'évaluation d'un polynéme de K[X] sur des exemples. On insistera particuliérement sur la notion de
morphisme d'évaluation et d'idéal annulateur.

® Les mathinales du mercredi - Un "début d'introduction" aux corps finis (36’43"")
On essaie de motiver les troupes autour des corps finis, un sujet charniére entre arithmétique et théorie des corps. On se contentera de
parler avec précision de F,, en laissant la suite a I'imagination de I'auditeur !

@ Les mathinales du mercredi - Actions de groupes (on débriefe sur des exemples) (38’10"")
Petite séance matinale informelle pour se familiariser avec les actions de groupes.

® Les mathinales du mercredi - Sous-groupes de GL,(K) (53'45"")
Une question a brile-pourpoint en cette douce matinée automnale : "donnez-moi des exemples de sous-groupes de GLn(K)". Un sujet
qui, I'air de rien, brasse une bonne partie du programme !

e Les mathinales du mercredi - Petits exercices classiques de réduction (51’00")
On fait le point sur des exercices de réduction qu'il est important de savoir faire pour les écrits.

o Les mathinales du mercredi - Images, noyaux et commutant.(54'45")
| like the smell of math in the morning. Ce mercredi matin on étudie la condition pour que Im et Ker soient en somme directe pour un
endomorphisme. On étudie ensuite le morphisme commutant sur les espaces de matrices.

® Les mathinales du mercredi - Méthode de Gauss-Projecteurs spectraux-Exponentielle (55'52")

Heureusement, les maths sont la pour réchauffer nos petits matins d'hiver. Aujourd'hui, nous faisons le point sur la méthode de Gauss afin
de répondre a une question de Christelle. Mais, la vraie question du jour consiste a écrire I'exponentielle d'une matrice A a l'aide de
polynémes en A les plus simples possibles. On utilise pour cela les projecteurs spectraux. Un exercice instructif sur la réduction !

@ Les mathinales du mercredi - Spectre et normes subordonnées (33'49”)

Ce matin, on fait le point sur le lien entre rayon spectral d'une matrice carrée de M ,(C) et norme subordonnée. La norme subordonnée a
la norme 2 fait le lien entre la matrice A et le rayon spectral de A'A. Mais si on veut le rayon spectral de A, on a en général que des
inégalités. On présente alors toute une famille (infinie) de normes (infinies aussi) qui vont nous permettre de serrer les liens entre les
normes subordonnées de A et rayon spectral !

@ Les mathinales du mercredi - Groupes, arithmétique et réduction (1h04’00”)

Ce matin, quelques petits exercices divers et variés. Des classiques sur le groupe de permutation qui utilisent la formule de conjugaison et
I'engendrement par les transpositions. Des situations dans I'arithmétique "en décimales" ou on devrait avoir "envie de quotienter" par
I'idéal (10") et enfin un calcul direct de polyndme minimal d'une matrice diagonale par blocs.

@ Les mathinales du mercredi - Panorama sur les matrices (36'35”)

On a acquis des réflexes sur les matrices a force de les fréquenter. Mais, en mathématiques, il faut savoir se méfier des réflexes. Surtout
que les matrices codent a la fois des applications linéaires, des endomorphismes, des formes quadratiques (et méme des graphes !). On
a passé cette partie de la mathinale pour s'aider a s'y retrouver.

® Les mathinales du mercredi - Exercices en algébre linéaire (48'20")
Quelques petites questions de cours et exercices en algébre linéaire.

® Les mathinales du mercredi - Hyperplans en dimension infinie (54'57")

On définit ce qu'est un hyperplan en dimension infinie dans le cadre d'un espace vectoriel normé puis on démontre I'alternative
fermé/dense. On donne ensuite un exemple bien senti d'un méme hyperplan qui peut devenir fermé ou dense selon la norme choisie. On
fait ensuite le lien avec la continuité (ou pas) de "la" forme linéaire (définie a scalaire prés) qui définit I'hyperplan. Tout (ou presque) se
retrouve dans le chapitre VII de Carnet de Voyage en Analystan.

@ Les mathinales du mercredi: Last minute exercises (44'06”)
Quelques petits exercices de derniére minute avant la plongée dans l'inconnu. On parle ici de normes strictement convexes, arithmétique
des entiers de Gauss et de relation coefficients racines dans le cadre des racines n-iemes de I'unité.

@ Les mathinales du mercredi : déterminant, trace, et formes n-linéaires alternées (38'27")

On retrouve les mathinales du mercredi (mathin!) Un exercice qui exploite a fond le théoréme fondamental du déterminant qui affirme
que deux formes linéaires n-alternées sur un espace de dimension n sont proportionnelles. Cela va nous permettre de définir le
déterminant, la trace d'un endomorphisme,... et bien plus.
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https://www.youtube.com/watch?v=IprunPP_A9c
https://www.youtube.com/watch?v=h9r2D8LfyfY
https://www.youtube.com/watch?v=8kja0Jcm1Nw
https://www.youtube.com/watch?v=dE9zjp--xUQ&pp=2AZf
https://www.youtube.com/watch?v=BkeY_NxROxw&pp=2AaBAQ%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=kbdqCYTYxvw&pp=2AZr
https://www.youtube.com/watch?v=5CD4XLuKN1w
https://www.youtube.com/watch?v=0P8mkkoJ8wM&pp=2AY1
https://www.youtube.com/watch?v=GVFE92rjulA&pp=2AYt
https://www.youtube.com/watch?v=FA9dOH-Y8xE&pp=2AYW0gcJCSMKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=dUArHo36dJo&pp=2AZG
https://www.youtube.com/watch?v=IprunPP_A9c
https://www.youtube.com/watch?v=IprunPP_A9c
https://www.youtube.com/watch?v=IprunPP_A9c
https://www.youtube.com/watch?v=tc8b_Mvp3AQ
https://www.youtube.com/watch?v=EASquMG4Qv8
https://www.youtube.com/watch?v=lbUIOj0wHD4
https://www.youtube.com/watch?v=YTTr56v-ouI

@ Les Mathinales du Mercredi- Introduction aux matrices de transvections (43'56"’)
On introduit les matrices de transactions et leurs applications. Entre autre, on donne une caractérisation du déterminant comme
morphisme de GL,(K) dans K.

e Mathinales du mercredi: le polyndme minimal, de la théorie 3 la pratique... (50'43")

On commence par un petit questionnaire sur le polynédme minimal. Disons quelques questions de cours (voire du cours avancé). On
continue avec des petits exercices de calcul de polynéme minimal dans des situations concrétes, et qui nous ameéneront inéluctablement
vers des considérations arithmétiques.

e Mathinales du mercredi: étude asymptotique de la suite itérée des sinus (48’39")
Une petite suite de bon mathin! On propose de trouver un développement asymptotique a deux termes de la suite u_{n+1}=sin(u_n)
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https://www.youtube.com/watch?v=QHtI7Ydzz8k
https://www.youtube.com/watch?v=Z-_r8kdOUSc
https://www.youtube.com/watch?v=NZeMaxsaWNM

11 - Annales (69)

2026

@ Oraux de I'agrégation interne '26 (le retour a chaud!) (32’30"")

e Agrégation interne 2026- les résultats sont tombés! (29'28”")

@ Epreuve 1 PC Mines-Ponts 2026- Décomposition d'une matrice en somme de matrices de carré nul (29'13")
e Epreuve 2 Mines-Ponts 2026 (31'51"")

® Epreuve 2 Mines-Ponts 2026 Parties IlI-IV (36’13"")

® Epreuve 2 Mines-Ponts 2026 Parties I-1l (39'54")

e Epreuve EP2-2026 de I'agrégation interne- Partie IV (20’03")

® Epreuve EP2-2026 de I'agrégation interne- Parties II-11l (23'42")

® Epreuve EP2-2026 de I'agrégation interne- Préliminaires et Partie | (21'36")
® Epreuve EP2-2026 de I'agrégation interne (un tour d'horizon) (26'31")

e EP1-2026 Parties IlI-IV et VI (45’38")

® EP1-2026 Vrai-Faux-Parties | et Il (32'40")

® EP1-2026 de I'agrégation interne (un tour d'horizon) (59'27")

2025

@ EP2-2025-TOUT sur l'ellipsoide de John! (30'09”)
e EP2-2025 Agrégation interne-Présentation (18’43")
e Epreuve 1 de I'agrégation interne 2025-2 (22'54")
e Epreuve 1 de I'agrégation interne 2025 (34'40"")

® Agreg-Docteur-2025-Pb Algébre Partie llI-IV (33’40")
e Agreg-Docteur-2025-Pb Algébre Partie I-1l (20'56”")
e Agreg Docteur 2025- Probléme d'Algébre (18’27"")

Correction X-ENS-MP 2025 Probléme A-Partie-V-VI (40'47")
Correction X-ENS-MP 2025 Probléme A-Partie-I-IV (49'02"")
Epreuve X-ENS MP 2025 (Réaction a chaud) (53'35"")

e Endomorphismes qui stabilisent GLn(K)-MD-2025-Partie V (ou PSI 2023 ?) (21'54")
Epreuve Math D X-ENS-ULM MP 2025 (No country for young (wo)men) (55'34"")
@ Mines-Ponts-PC 1-2025 (en 18 mn chrono) (18'21")

2024
® Trace et nilpotence - Agreg-Docteur-2024 (10’03"")

@ "Introduction aux graphes aléatoires" par I'épreuve Mines-Pont 2024 (et le livre) (25'25")
@ Mines-Ponts-Maths 2-MP-2024 (44’15"")
X-ENS MP-2024-Correction Q1-15 (1h03’10”’)

® Epreuve 1-Agrégation interne 2024 (25'35"")

@ Epreuve 1-Agrégation interne 2024-Exercice 1 (le vrai-faux) (7'17")

® Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Exercice 2 (17°13"")

® Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Exercice 3 (17'37"")

e Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Questions 10 et 11 (23’'55")

e Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Questions 12 a 16 (15'02"")

e Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Questions 17 a 21 (Partie IV) (12'57"")
@ Epreuve 1-Agrégation interne-2024-Questions 22 a 25 (Partie V) (18’49")
@ Epreuve 1-Agrégation interne 2024 (Partie V1) (18’13")

o La théorie des représentations post EP1-2024 (22'10”)

2023

e Epreuve 1-Le théoréme de Skolem-Mabhler (37'56"")
e Epreuve 1-Probléme I-C (11’31"")

e Epreuve 1-Probléme I-B (13'39")

e Epreuve 1-Probléme I-A (11’07"")
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https://www.youtube.com/watch?v=pIZ6CVt1kgQ
https://www.youtube.com/watch?v=h-jXyiGQXF4
https://www.youtube.com/watch?v=7slaDpoTsPY
https://www.youtube.com/watch?v=iwP70dFxcbU
https://www.youtube.com/watch?v=s5sTE5-tqXM
https://www.youtube.com/watch?v=uRTdF4M_9uQ
https://www.youtube.com/watch?v=6N23yLb5OiM
https://www.youtube.com/watch?v=wP1EPv63o2c
https://www.youtube.com/watch?v=0XJWhH407-c
https://www.youtube.com/watch?v=W4QA2BRhhaM
https://www.youtube.com/watch?v=jA8m7BhrhsM
https://www.youtube.com/watch?v=NLUCsKI_AmU
https://www.youtube.com/watch?v=z3Xeu53cPeE
https://www.youtube.com/watch?v=n7Pl9Xb9zxw
https://www.youtube.com/watch?v=RVGhlqFz8bw
https://www.youtube.com/watch?v=Exoye1qtnGA
https://www.youtube.com/watch?v=wb4kHq6a1tI
https://www.youtube.com/watch?v=x52o_HrJTQw
https://www.youtube.com/watch?v=RGcxpOxGWmY
https://www.youtube.com/watch?v=aWg8yR3nRnw
https://www.youtube.com/watch?v=OUqthizcogs
https://www.youtube.com/watch?v=kb4-j8oUv1o
https://www.youtube.com/watch?v=NLGXbjsB4bg
https://www.youtube.com/watch?v=NgHD5nHYiCQ
https://www.youtube.com/watch?v=gjafh64OE9k
https://www.youtube.com/watch?v=gLWW0os4AFc
https://www.youtube.com/watch?v=yEADAuf5Xd8
https://www.youtube.com/watch?v=dLWTIii4dvM
https://www.youtube.com/watch?v=JnkCwKAtm5g
https://www.youtube.com/watch?v=a-uYAP3Z4YA
https://www.youtube.com/watch?v=SKTHM6EdTJc
https://www.youtube.com/watch?v=HzvpRExE1oI
https://www.youtube.com/watch?v=M3Eva9Y0SLc
https://www.youtube.com/watch?v=XWw_Rq6V4sY
https://www.youtube.com/watch?v=nZrFhoFwG20
https://www.youtube.com/watch?v=6FT41FFZfuM&pp=0gcJCaIKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=joLBgYnzNmk
https://www.youtube.com/watch?v=pMPsnnUCFII
https://www.youtube.com/watch?v=1EYkXc9IfoQ
https://www.youtube.com/watch?v=msipIlx-ER4
https://www.youtube.com/watch?v=YhAHbpbGuEY
https://www.youtube.com/watch?v=omqfmcleYqM
https://www.youtube.com/watch?v=ztwkcNs8a54
https://www.youtube.com/watch?v=2XcR1Tb7wOs

e Epreuve 1-Vrai-Faux et Exercices (36'02")

2022

® EP1-2022- Le débrief du dernier samedi (1h44'09”)
® Epreuve 1-9 (Les réseaux a l'agreg !) (29'10”)

® Epreuve 1-8 (Survol des parties restantes) (42'58"’)
e Epreuve 1-7 (la partie IV) (28’13"")

e Epreuve 1-6 (la partie Ill) (15'24")

e Epreuve 1-5 (la partie Il) (9'16”)

e Epreuve 1-4 (la partie I) (18’58"")

@ Epreuve 1-3 (I'exercice préliminaire) (11'10”)

® Epreuve 1-2 (le vrai-faux) (7°46”)

e Epreuve 1-1 (14'02"")

2021

@ Epreuve 1-6 : les corollaires du théoréme de Burnside (22'43"")

® Epreuve 1-5 : Quelques exemples sur Q (16’15”)

@ Epreuve 1-4 : Quelques exemples (13'26"’)

e Epreuve 1-3 : théoréme de densité de Jacobson (ou Burnside) (7'33")
® Epreuve 1-2 : stabilité et semi-simplicité (18’32")

e Epreuve 1-1 : Préliminaires et palabres (14’54"")

2020
® Epreuve EP1-2 (17'32")
® Epreuve EP1-1 (11'22")

2019
@ Polyndmes d'Hermite-EP2 (51’19"")

2018
e Agrégation interne Epreuve 1 2018 (1h01’07")

2017
® Exercices sur les homographies-EP1 (16'44")

2014
e EP1-parties-I-Il (1h19'01")

2008

e EP1-Partie Il (30'53")
© EP1-Partie | (37°27")
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https://www.youtube.com/watch?v=F_2KTYIF5jg
https://www.youtube.com/watch?v=Wx5g_cpdSyk
https://www.youtube.com/watch?v=7d2Cp3ahEA8
https://www.youtube.com/watch?v=eFlBucFJqBM
https://www.youtube.com/watch?v=Ho8gvhY12qE&pp=2AaVAQ%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=cAL5mBdUS2k
https://www.youtube.com/watch?v=FDdInVpPZvI
https://www.youtube.com/watch?v=XfeqRJWlygU
https://www.youtube.com/watch?v=089uI_S2TZw
https://www.youtube.com/watch?v=Lw0d43TEb6Q
https://www.youtube.com/watch?v=rSYwC6DZ4bo
https://www.youtube.com/watch?v=5AND3IGO3qM
https://www.youtube.com/watch?v=Vdn72ldYKXI
https://www.youtube.com/watch?v=PE1QZrMWgeI
https://www.youtube.com/watch?v=1iYjM_LszYU
https://www.youtube.com/watch?v=WqTo4le4WZk
https://www.youtube.com/watch?v=LY_tPEjpJ8k
https://www.youtube.com/watch?v=qtjLpTASnPE
https://www.youtube.com/watch?v=W9wuiouJrT0
https://www.youtube.com/watch?v=aG6mbJ8sMIk
https://www.youtube.com/watch?v=xRFBxVqmQIY
https://www.youtube.com/watch?v=Yy6DFjcC6Ak
https://www.youtube.com/watch?v=zAmsVbLZSrk
https://www.youtube.com/watch?v=MIaYwCJITa4
https://www.youtube.com/watch?v=4Ax6p3h-kd0

12- Les oraux (144)

@ Oraux de I'agrégation interne '24 (le retour a chaud !) (22'57”)

En attendant les résultats, qui ne sauraient tarder, voici quelques petits retours sur les oraux de I'agrégation de l'interne de maths qui
viennent de se dérouler au Lycée Pierre Gille de Gennes a Paris. Quelques conseils, quelques critiques mais, avant tout, bravo aux
membres du jury et, en particulier, a son président Loic Foissy, qui fait tout pour maintenir un vrai concours dans de bonnes conditions
d'équité, malgré tous les déboires administratifs que I'on n'a pas de mal a imaginer...

@ Groupes finis - un minimum vital de botanique pour les oraux (22'46”)
On présente ici un minimum vital d'exemples de base a bien connaitre dans le cadre d'un oral d'agrégation sur les groupes finis.

@ Oraux X-ENS - Décomposition des matrices diagonalisables réelles (9'10”)
On propose de montre qu'une matrice réelle est diagonalisable si et seulement si elle se décompose en le produit d'une matrice
symétrique définie positive par une matrice symétrique.

@ Oraux X-ENS - Du théoréme spectral au calcul différentiel: un tour du monde des maths! (26'53")

Un incroyable exercice qui utilise topologie, réduction, forme trace, calcul différentiel, espaces euclidiens, théoréme spectral... On
introduit une fonction sur I'ensemble des matrices symétriques définies positives réelles et on en cherche le minimum. Info : il s'agit de
I'exercice 2.6 du livre de 1998, "Optimisation et Analyse convexe" (PUF), de JBHU. Merci a lui de me I'avoir signalé. Errata : feldid34 me fait
remarquer une erreur a la toute fin. Xo=Ra1(RaBR)“?Ra.1 €n fait il ne faut pas étre tenté de faire rentrer Ry, sous le radical.

@ Oraux X-ENS et Agrégation - exp(AB) vs exp(BA) (9'50")
Un petit exercice de jury autour de I'exponentielle de matrices.

@ Oral X-ENS - Trace et exponentielle- Inégalité de Golden (22’47")

Attention ! Exercice a manipuler avec précaution ! Il s'agit de montrer que si A et B sont deux matrices symétriques réelles, alors la trace
de exp(A+B) est plus petite que la trace de exp(A)exp(B). Je vous laisse deviner le cas d'égalité :-). Méme si l'exercice, dans le cadre d'un
oral semble impossible a résoudre sans I'avoir vu au préalable, sa solution va nous permettre de faire le point sur des sujets transversaux
(exponentielle, théoréme spectral, Cauchy-Schwarz... et I'utilisation toujours aussi classe de la trace !)

@ Oral Centrale MP - Primalité des nombres de Mersenne (15'22")

Les nombres de Mersenne ont cela d'extraordinaire que I'on peut tester facilement s'ils sont premiers ou non via un critére de
divisibilité. On montre ici, dans le cadre d'un oral de Centrale MP, comment la question a été posée et avec quelles indications. Attention,
ici nous ne prouvons que la partie "implique premier" du critére, c'est-a-dire ce que I'on peut appeler "l'implication facile". On donnera
bient6t "I'implication moins facile" dans une prochaine vidéo mais celle-ci demande des mathématiques de Master...

® Oral Centrale MP - Produit de somme de carrés dans Z/pZ (13'29”)
Voici un petit exercice d'oral de Centrale qui permet de bien faire le point sur les calculs dans Z/pZ et ses carrés. Précision, x est dans
I'ensemble C des carrés de Z/pZ et pas dans Z/pZ tout entier

e Oral Centrale MP: Rayon spectral et suite de traces par Nina (22’15")

Nina nous propose un exercice d'oral de Centrale MP. On doit montrer que pour toute matrice carrée complexe A, la suite des racines n-
éimes du module de tr (A") a pour valeur d'adhérence le rayon spectral de A. Cela pourrait sembler intuitif, voire évident mais, a y
regarder de plus prés, ca ne I'est pas du tout ! On tombe sur le probléme des sous-groupes denses de R...

@ Oral MP - Les fonctions polynomiales sur Z/4Z (30'27”)

Voici une question d'oral niveau (théorique L2) : on sait que les fonctions sur le corps Z/pZ sont toutes polynomiales (par le théoréme
d'interpolation de Lagrange). Mais ce n'est pas le cas de fonctions sur un anneau en général. D'ou la question : quelles sont les fonctions
polynomiales sur I'anneau Z/4Z ? Combien y en a-t-il et comment les caractériser ?

@ Oral des Mines - Une équation diophantienne (5’19”)
On démine une petite équation diophantienne (et ce sera vite réglé !)

@ Oral des Mines : traces et matrices de rang 1 (9’'10")
Méme sur un petit exercice, on peut apprendre un tas de techniques. Ici, on va devoir bien manipuler la trace, la multiplication
matricielle... et les matrices de rang 1.

@ Oral des Mines: I'équation matricielle AM=MB (9'59”)

Il s'agit d'un exercice tout a fait charmant que I'on peut retrouver avec bonheur dans le non moins charmant livre de Roger Mansuy et
Rached Mneimné "Algébre linéaire. Réduction des endomorphismes". Que peut-on dire du spectre des matrices A et B si I'on sait qu'il
existe une matrice M telle que AM=MB ?

@ Petit exercice d'oral autour de Vandermonde (5'28”)

On présente un petit exercice inspiré d'un commentaire de Toto sur cette chaine. L'exercice dont la solution est étonnamment simple
pour un énoncé plutét anxiogéne, montrera aux plus instruits (ceux qui lisent Carnet de Voyage :-)) que derriére la matrice de Hankel se
cache la matrice de Vandermonde.
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https://www.youtube.com/watch?v=7TiIVMSke1g
https://www.youtube.com/watch?v=YouTxPx4b6M
https://www.youtube.com/watch?v=7hhRpKqVKqg&pp=0gcJCcUKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=k8Iz5b7cz1g
https://www.youtube.com/watch?v=-PHgP1XUAm0
https://www.youtube.com/watch?v=LvcDBmuLLqI
https://www.youtube.com/watch?v=fRoZ2oxEwsI
https://www.youtube.com/watch?v=38xyNn0vlIg
https://www.youtube.com/watch?v=2j7u3b_lopk
https://www.youtube.com/watch?v=lteoHkyTpmk
https://www.youtube.com/watch?v=Rlb77_7al7U
https://www.youtube.com/watch?v=Z3on_R-q1kI&pp=0gcJCaIKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=prTnUeLGEV4
https://www.youtube.com/watch?v=pWGgKh7c_fk

@ Oral Centrale MP: déterminant d'un endomorphisme de multiplication matricielle (15°29"")
On propose un exercice de "calcul sans les mains" d'un déterminant. On le résout par trois méthodes: une niveau Bac+2, puis niveau BAC+3
et enfin BAC+4 (la méthode de Maitre Chifu)!

@ Oral Centrale MP: traces et séries entiéres (4’'12")
A la suite d'une remarque de I'ami Toto sur une vidéo récente de Nina, nous proposons une preuve alternative du résultat qui dit que la
limite sup du module de tr(A¥) puissance 1/k est égal au rayon spectral de la matrice.

@ Oral des Mines: Vecteurs propres de la transposée de la comatrice (10'36”")
Un petit exercice sympathique et instructif proposé a I'oral des Mines. Le but est de montrer que si X est vecteur propre de A, alors il est
vecteur propre de la transposée de sa comatrice. On ajoutera un petit bonus a la fin, juste pour le plaisir.

@ Oral des Mines: Sur les matrices de rang 1 et l'inversibilité (15'41")
Un petit exercice sur les matrices de rang un qui permettra de vérifier notre artillerie sur la réduction

@ Oral Centrale: Etude du commutant d'un endomorphisme nilpotent (14'53")

Il'y a deux situations classiques ot I'on sait déterminer la dimension du commutant d'un endomorphisme nilpotent u de End(R"). Il s'agit du
cas ou u est nul (dimension n?) et le cas ol u est cyclique (dimension n). En général, la chose n'est pas facile (voir Histoires Hédonistes de
Groupes et de Géométrie, tome 2, Chap II). Cet exercice de centrale propose un cas intermédiaire raisonnable. Apreés la résolution de
I'exercice, on propose un résultat général sans démonstration.

@ Oral Centrale: Hyperplan stable et Spectre (14'37"")

Un énoncé contre-intuitif... mais au bout du compte, on finit par lui donner raison. Un endomorphisme qui stabilise un hyperplan affine ne
contenant pas 0 posséde forcément 1 dans son spectre! On donne deux méthodes, une plutét "concrete" avec force base, matrice,
polynéme caractéristique, et une autre plus abstraite. Faites votre choix!

@ Oral des Mines: I'équation AB-BA=B (et au-dela!) (22'33")

Un exercice assez classique consiste a montrer que si deux matrices carrées sur le corps des complexes vérifient I'équation AB-BA=B, alors
B est nilpotente. On en donne trois preuves express. On continue avec un contre-exemple en caractéristique p, une solution possible en
caractéristique quelconque quand B est nilpotente. En épilogue, pour qui aime a prendre de la distance, on parlera du théoréme de Lie
pour les représentations d'algébres de Lie résolubles.

® Oraux-X-ENS: Caractérisation des matrices normales (14'03"’)
Un exercice d'oraux-X ENS que I'on peut trouver dans Algébre 2 de Patrice Tauvel. La condition porte sur la trace (mais que peut-on faire
sans elle?) et on montre par la suite que si A, B, AB sont normales, alors BA |'est également.

@ Oral Centrale: Polynémes Stables- le cas de la dimension 3... et au-del3 (18’53"")
Un polynéme réel est dit stable si toutes ses racines sont de partie réelle strictement négative. Le but de I'exercice est de trouver une
caractérisation de stabilité par les coefficients du polynéme!

@ Oral de Centrale: d'un exercice de kholle vers un théoréme de Loewner sur les opérateurs monotones (29'22")
Les exercices de kholles sont parfois fascinants. Mais quand certains s'avérent n'étre que des "taupinades" d'autres se révélent étre de
magnifiques portes d'entrée vers des mathématiques avancées. Ici, on définit un ordre naturel sur I'espace des matrices réelles, et on va
chercher les opérateurs qui respectent cet ordre. Mots-clé: théoréme de Loewner, opérateur-monotone, théorie de Nevanlinna...

@ Oral Mines: Matrices circulantes, rotations de I'espace et relations coefficients-racines. (23'38”")

Et oui, on peut mélanger dans un méme exercice rotations de I'espace, relations coefficients racines, et étude de fonctions. Et méme en
allant un peu plus loin, lemme chinois et transformée discrete. C'est ce que nous allons voir dans cet exercice donné lors d'un oral des
Mines.

@ (Oral Mines-Ponts) Un sous-espace de fonctions continues sur lequel N, et N, sont équivalentes? (14'53")

Les normes N, et N, ne sont certainement pas équivalentes sur I'espace des fonctions continues de [0,1] dans C (d'ailleurs, avez-vous un
contre-exemple pour le montrer?) En revanche, on peut trouver un sous-espace de dimension infinie (s'il vous plait!) sur lequel elles sont
bien équivalentes. Saurez-vous le trouver?

Lecons (20)

® Lecon 133 - Groupe opérant sur un ensemble- Applications (55’03"")

Une lecon aussi riche que passionnante a laquelle on va se confronter au mépris du danger ! Et le danger ici, c'est qu'il y a tellement de
belles choses a raconter qu'on pourrait s'y perdre. On commence ici avec un 6 minutes sur la lecon. Allez, 9 minutes... Quelques questions
de jury qui tournent autour de l'utilisation de la définition des actions de groupes, via les morphismes de groupes, la formule des classes,
le principe de conjugaison-translation, la possibilité de ramener un probléme a sa forme normale, I'utilisation de I'isomorphisme
canonique associé au morphisme d'action, le dénombrement d'une orbite par le calcul de l'ordre du stabilisateur... Quelques
développements que I'on pourra trouver dans Carnet de Voyage en Algébrie et NH2G2.

® Lecon 133 - Groupe opérant sur un ensemble (15’'29")

® Lecon-133 - Groupe opérant sur un ensemble-Développement-Coloriage du tétraédre (14'35”)
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https://www.youtube.com/watch?v=AAxiudMzGV0
https://www.youtube.com/watch?v=AAxiudMzGV0
https://www.youtube.com/watch?v=0CYMnsGZW-4
https://www.youtube.com/watch?v=_EUSFBZK2Is
https://www.youtube.com/watch?v=F8YBM_06_CQ
https://www.youtube.com/watch?v=AAxiudMzGV0
https://www.youtube.com/watch?v=AAxiudMzGV0
https://www.youtube.com/watch?v=AAxiudMzGV0
https://www.youtube.com/watch?v=GYJjoUp95VQ
https://www.youtube.com/watch?v=UobSuKzge18
https://www.youtube.com/watch?v=YV90cx_Hjy0
https://www.youtube.com/watch?v=0PGYyk7dtjA
https://www.youtube.com/watch?v=MdlFIbnI7gY
https://www.youtube.com/watch?v=DtvfCAyxtdA
https://www.youtube.com/watch?v=5NGYVvMKY-Y
https://www.youtube.com/watch?v=AsuSMhlw7z0
https://www.youtube.com/watch?v=HsdAhkBo9Zk
https://www.youtube.com/watch?v=mrC-JAHiyhE
https://www.youtube.com/watch?v=tZ2Vijq5jjc

@ Lecon : Groupe de permutations d'un ensemble fini- Applicatins (1h20’04")

® Lecon 106 - Idéaux d'un anneau commutatif (42'57"’)

Une nouvelle legon est apparue a I'agrégation interne, il s'agit de la legon sur les idéaux. Cela demande un bagage important que la
plupart des candidats ne posséde pas et, pour commencer, la notion méme de structure quotient doit étre bien comprise. On va voir,
tour a tour, les idéaux, les générateurs d'idéaux, les opérations sur les idéaux, le passage au quotient et tout ce que cela implique . Dans
un second chapitre, on voit comment les idéaux principaux permettent de définir le PGCD, PPCM et une relation de Bézout. Ensuite, on
déroule, le rideau euclidien-principal-factoriel. Enfin, le chapitre Ill est consacré aux applications des idéaux a I'étude des nombres
premiers, en réduction, dans le systéme de congruence, et méme aux intersections de courbes planes.

@ Racines d'un polynéme fonctions symétriques élémentaires-Lecon 144 (14'07")
Voici une petite présentation des éléments a mettre (selon affinités) dans une lecon sur les racines d'un polynéme.

® Lecon 152 - Déterminant et applications (47°25")

Le déterminant est I'outil central de I'algébre linéaire. On propose ici un 6 minutes (en fait, 6'40") dans le cadre d'une lecon a I'agrégation
externe (ou interne). Tout doit reposer sur le caractére n-linéaire alterné du déterminant qui lui permet de détecter les relations
linéaires. On passe, ensuite, a des petites questions de savoir-faire sur le déterminant dans le cadre de questions a un oral d'agrégation
puis a quelques suggestions de développements que I'on peut trouver avec bonheur dans NH2G2 et dans Carnet de Voyage en Algébrie.

® Lecon 106/123-externe/interne: Groupe linéaire, sous-groupes et applications (28'38"")
Voici une vidéo qui présente (de facon relativement exhaustive, quoique) de quoi remplir cette lecon sur le groupe linéaire. Cela pourra
fournir des idées a certains et, pour d'autres, les aider a s'organiser sur un theme aussi riche !

@ Lecon 107 - PGCD et PPCM. Algorithmes et Applications 1 (21'26”)

® Lecon 107 - PGCD et PPCM. Algorithmes et Applications 2 (11’40”)

® Lecon 107 - PGCD et PPCM. Algorithmes et Applications 3 (18'14")

@ Lecon 107 - Le contenu de Gauss 4 (11’08”)

® Lecon 107 - La formule pged (a, b).ppcm (a, b) = ab dans tous ses états 5 (18’29"")
® Lecon 107 - Tout sur I'algorithme d'Euclide 6 (18’09")

® Lecon 107 - Invariants du groupe symétrique-PGCD 7 (27'17")

® Lecon 110 - La dimension et le rang (58’45")
® Lecon(s) formes linéaires et dualité. (37°49")
@ Lecon 351 Al - Exercices avec utilisation de polynémes irréductibles (31'21")

® Lecon 327 Al - Exercices faisant intervenir des automorphismes orthogonaux 1 (26’02"")
® Lecon 327 Al - Exercices faisant intervenir des automorphismes orthogonaux 2 (17°58"")

Développements (86)

o Le théoréme de Kronecker (18'19")
Voici un développement assez classique : la preuve d'un théoréme de Kronecker qui décrit les polynémes unitaires a coefficients entiers
et dont les racines sont de module inférieur ou égal a 1. Ici, la preuve est axée sur la matrice compagnon.

@ Kronecker: la méthode a Toto! (15'07”)

Toto, qui intervient de facon pertinente sur cette chaine propose une variante pour le développement du théoréme de Kronecker. Ici, il
n'est plus question de relations coefficients/racines mais de I'utilisation du contenu de Gauss dans un lemme classique (toutefois
instructif).

@ Marche aléatoire sur Z par Nina (23'51")
On se proméne de facon aléatoire (avec des pas de 1 ou -1 avec équiprobabilité) sur Z. Nina propose de calculer un équivalent de
I'espérance du nombre de fois que I'on sera revenu a la position initiale au bout de n pas.

e Théoréme de Weierstrass version probabiliste par Nina (30'21")
Nina nous propose la preuve probabiliste (due a Bernstein) du théoréme de Weierstrass et que I'on peut trouver dans Carnet de Voyage
en Analystan. La présentation se fait en mode développement de 15 minutes avec les questions de jury qui ne manquent pas de suivre !

@ Inégalité de Wirtinger/Inégalité isopérimétrique par Nina (27'44")

Nina nous propose l'inégalité de Wirtinger et son application au probléme d'optimisation de l'aire avec une longueur donnée ! La
présentation se fait en mode développement de 15 minutes suivi d'une séance de questions. Référence : Carnet de Voyage en Analystan
(Chez Calvage & Mounet), Exercice 46.
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https://www.youtube.com/watch?v=0Vhlt4Nivg8
https://www.youtube.com/watch?v=9R28a0XRhyM
https://www.youtube.com/watch?v=xQxoQDo5bgY
https://www.youtube.com/watch?v=tJtDw5gE2cM
https://www.youtube.com/watch?v=__IQfMg2iZ8
https://www.youtube.com/watch?v=m88uVd21_Xk
https://www.youtube.com/watch?v=9I_4-pMWRiw
https://www.youtube.com/watch?v=yBrMTDWVvNA
https://www.youtube.com/watch?v=u_OFw35oZPU
https://www.youtube.com/watch?v=8dBQsKfp15U
https://www.youtube.com/watch?v=3SyO6AsuaNM
https://www.youtube.com/watch?v=aAmOLlne0UI
https://www.youtube.com/watch?v=EKNt7_NYLks
https://www.youtube.com/watch?v=9-7FqABvL-U
https://www.youtube.com/watch?v=shfIGNWunWE
https://www.youtube.com/watch?v=wZcllrYN83w
https://www.youtube.com/watch?v=6AaT4at83vU
https://www.youtube.com/watch?v=MG49-D71TfA&pp=2AYv
https://www.youtube.com/watch?v=jH04XP0LcWI
https://www.youtube.com/watch?v=lXs2O0mV6Ww
https://www.youtube.com/watch?v=LfW9FyJZr-M
https://www.youtube.com/watch?v=3msV8zS68Ds

® Zéta... par Nina! (22’17")

Non, ce n'est pas le nouveau parfum de Nina Ricci ! En mode développement 15 minutes pour |'agrégation, Nina nous présente les
propriétés classiques de la fonction zéta. Caroline (que I'on a eu le bonheur de voir sur la chaine), et Julien se sont constitués en jury
"d'anciens de la prépa" pour lui poser quelque question. Ambiance assurée !

@ Une preuve de Don Zagier du théoréme des deux carrés par Nina (21’19")

Nina nous a dégoté une preuve élémentaire du théoréme des deux carrés qui peut se faire avec des éléves en terminale maths expertes.
Elle est au prolixe Don Zagier (entre autres le directeur de thése du médailleux Field Maxime Kontsevich) ! On peut trouver cette preuve
dans Oraux-X ENS.

o La formule d'Euler-Maclaurin par Nina (32'32")
Nina nous présente la formule d'Euler-Maclaurin qui fait le lien entre I'intégrale de f et la série f(n). On discutera ensuite de I'application
de cette formule a la série harmonique. Référence : Carnet de Voyage en Analystan.

@ Les nombres d'Euler par Nina (22'55")

Pour celles et ceux qui ont aimé le développement sur les nombres de Bell, voir [ e Les nombres de Bell par Radia voici une
variante avec les nombres d'Euler appelés aussi nombres zigzag. Nina introduit la notion de permutation alternées de n éléments et
propose de les compter. Leur cardinal E, est donné par une formule de récurrence et la série génératrice des E, vérifie une équation
différentielle facile a résoudre. Ceci permet de voir que les E, pour n impair participent a la décomposition de Taylor de la tangente en 0
et que les E, pour n pair, a celle de 1/cos(x). Ceci est extrait du trés bel article de R.P. Stanley que vous pouvez trouver sur
https://arxiv.org/abs/0912.4240

® Propriété de rang 2 a I' agrégation par Nina (topologie du rang!) (44'56")
Nina nous propose, en mode développement, le résultat sur I'adhérence des matrices de rang r sur M,(C). Nous en profitons par suite
pour discuter de son année de préparation (et plus!) qui s'est achevée sur un joli rang (2).

o Le lemme de Zolotarev par Agnés (comment j'ai chassé mes démons avec I'EMDR) (33’08")

Agnés vient nous faire un tour d'honneur aprés avoir obtenu I'agrégation interne en présentant un dernier développement. Rien de tel
pour se remettre d'une année de préparation. On en profite pour discuter, par la suite, de la préparation psychologique au concours. Et
oui, les démons du concours ne sont pas toujours de nature mathématique, et ils savent surgir au moment de ce que I'on appelle trés
justement les "épreuves" orales !

@ Nicolas - Fonction de Zeta-fonction Gamma (44'53")
Nicolas nous présente en mode développement les liens entre fonction zéta et fonction gamma !

e L'intégrale de Gauss par Michael (40'10”)

Michael nous présente avec clarté et sous forme de développement l'intégrale de Gauss. Au programme, intégrale a paramétres,
échange de passages a la limite et équations différentielles. 1l s'en suit une discussion sur son parcours, dans un face a face, facon Elise
Lucet !

e Décomposition LU et Applications par Mathis (41'28”")

En mode Développement-Question de jury, Mathis dont le nombre de cafés avalés quotidiennement n'égale que le nombre de
théorémes ingurgités, nous parle de la décomposition LU, avec force applications (Critére de Sylvester, Cholesky). Il arrive en méme
temps a nous convaincre a quel point ce développement est recevable dans pas mal de lecons !

e La méthode de Newton par Caroline (27'34")

Les oraux blancs de la prépa Lyon sont souvent encadrés par les agrégatifs des années précédentes. On a ici une jolie séance
d'interrogation, toute en complicité, sur le théme de la méthode de Newton. Toto me fait remarquer que quand on parle de voisinage,
de la limite afin de faire converger la suite, il faut parler d'intervalles !

@ Le critére de Sylvester par Geneviéve (30'53")
Geneviéve nous propose un joli développement sur le critére de Sylvester, exécuté en temps réel (Si-si !). Il s'en suit une séance de
questions autour des formes quadratiques réelles. Sources : Carnet de Voyage en Algébrie, p. 115

e Entrelacement des solutions d'équations différentielles par Caroline (18'43")

Et oui, les mathématiques peuvent aussi exprimer de la tendresse avec I'entrelacement de solutions d'équations différentielles. C'est
Caroline, fraichement agrégée, qui va nous le montrer au cours d'un développement que I'on peut trouver dans "Carnet de Voyage en
Analystan" exercice 69 (version Calvage et Mounet).
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https://www.youtube.com/watch?v=o45gVZ1gM9w
https://www.youtube.com/watch?v=_0HZFZVPmUg
https://www.youtube.com/watch?v=o8NuQZPjnSw
https://www.youtube.com/watch?v=tZUDlmaOXQQ
https://www.youtube.com/watch?v=vzVeBtn5SMo
https://www.youtube.com/watch?v=qHAFvaaXLwk
https://www.youtube.com/watch?v=0TqerjNETTc
https://www.youtube.com/watch?v=3_MsmLnbkgQ
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqa3ZNSjZYSmtOSHB0RmtnX250RTVZWGFKak9KQXxBQ3Jtc0ttWWZERnMxRGhwU3JYZ2MxaTdkWk9KeExLdU9pOTNOMGNyVUx0WGpFbE5Ob3VYZ05SVG85dHRvbHI5d2JXRmd0WjNfaGxaMS1tdTh5c3kyWlM5Y2VsUTlSQkJCOXV2dVFTMUdzYVpBSXRpRFNuUVBZRQ&q=https%3A%2F%2Farxiv.org%2Fabs%2F0912.4240&v=iFHfQysYfVg
https://www.youtube.com/watch?v=GuaWUl_AqgA
https://www.youtube.com/watch?v=iFHfQysYfVg
https://www.youtube.com/watch?v=wMr3FoYOA2w
https://www.youtube.com/watch?v=c6Ee3BVWT9Q
https://www.youtube.com/watch?v=MIKl6s-Wgm4

o L'ellipsoide de John Loewner par Radia (25’58”)

Radia nous présente ici I'ellipsoide de John Loewner. Un développement riche dans la diversité de ses thémes abordés (formes
quadratiques, inégalité de Minkowski, volumes, théoréme spectral, convexité...) et en corollaires (en particulier, la caractérisation des
sous-groupes compacts maximaux de GL,(R)). On finit sur une conversation ou Radia nous parle de sa passion des mathématiques. Petit
errata. Radia parle de forme quadratique en écrivant une norme a 5'50 et 11'46. Il faudrait élever au carré pour que ce soit vraiment une
forme quadratique

@ Trace et Dualité par Laetitia (25'52")
Laetitia nous présente le développement de Carnet de Voyage en Algébrie sur le théme trace et dualité. Chaud les questions ! Bravo a elle
pour sa super note a l'oral !

@ Les nombres de Bell par Radia (26'09”)
Radia présente les nombres de Bell selon Carnet de Voyage en Analystan Exercice 37. NE changez rien aux réglages, on est bien en vitesse
réelle !

@ Le probléme des chars d'assaut allemands (26’54")

Un probléme trés jouable en développement qui couvre bien le programme de probabilités (Formules combinatoires, loi uniforme,
inégalité de Markov, Bienaymé-Tchebychev, Théoréme central limite) autour de la recherche (historique !) du nombre de chars que
possédait I'Allemagne en 1942.

o L'intégrale de Dirichlet par Riri (28'06”)

Haut les cceurs ! Riri l'intrépide nous présente un développement sur l'intégrale de Dirichlet avec une méthode simple et élégante.
Attention, petite coquille a la fin repérée par @Totototo8119. Il faut lire intégrale de 0 a I'infini au lieu de I'intégrale de 0 a pi/2. Toujours
dans les remarques de @Totototo8119, l'intégrale J, peut étre vue comme le noyau de Dirichlet. On peut donc imaginer que l'intégrale
de Dirichlet est plutot une conséquence directe, attribuée a Dirichlet, de son noyau ! C'est-a-dire que dans I'histoire telle qu'elle s'est
déroulée va dans le sens inverse du développement :-)

e La méthode d'Archiméde par Caroline (34'21")
Caroline, que I'on félicite pour son super classement a 'interne, cette année, propose la méthode d'Archiméde face a un jury qui ne
mangque pas de questions. Pour ceux et celle qui veulent avoir un avant-godt de ce que certains agrégatifs appellent I’enfer lyonnais &'

e Cayley-Hamilton topologique par Raphaél (24'39")
Bravo a Raphaél qui vient de décrocher le concours ! Le voici au coeur de sa préparation en train de présenter le théoréme de Cayley-
Hamilton dans sa version topologique de Carnet de Voyage en Algébrie Exercice 3.42.

o Critére d'Eisenstein par Laetitia (38’26”)
Laetitia nous présente le critére d'Eisenstein. Maintenant qu’elle vient d’obtenir I'agrégation avec une belle prestation a I'oral, on peut
dévoiler les coulisses de la préparation.

e Adhérence des matrices diagonalisables réelles (17'41"")

Voici un développement assez agréable tiré de Carnet de Voyage en Algébrie, ou I'on prouve que l'adhérence des matrices
diagonalisables réelles est égal a I'ensemble des matrices trigonalisables réelles. Dans la foulée, on montre que, sur C, I'adhérence des
matrices diagonalisables est I'espace des matrices tout entier.

e Coprimalité, Moebius et Zeta par Arthur (24'58”)

Arthur et sa craie Excalibur viennent nous présenter un développement transversal sur les thémes du dénombrement, de I'arithmétique
et des probabilités. On montre que si I'on choisit au hasard deux nombres de 1 a n, la probabilité pour qu'ils soient premiers entre eux
tend vers 6/1°. Source : carnet de voyage en Analystan.

Errata : a ”, dans la preuve du point 2, il faudrait remplacer la somme de d allant de 2 a n en une somme ou I'ensemble des diviseurs de d
est dans P13'02,, avec d différent de 1.

® ENS '86 Matrices de Moore (feat. Théoréme spectral... et la trace) (29'59"")

Voici un développement que I'on peut trouver dans "30 développements pour I'agrégation de mathématiques" de Bastien Lartigue. Ony
trouve de la réduction, du théoréme spectral et de I'arithmétique. Mieux, il posséde une trés belle interprétation en termes de théorie
des graphes que I'on évoquera en épilogue.

o Le critére d'Eisenstein (et applications) par Marie (26’35")
Marie nous présente ici le critére d'Eisenstein, en insistant sur le contenu de Gauss. Elle termine sur une application que I'on peut trouver
avec bonheur dans Carnet de voyage en Algébrie

e Théoréme de progression arithmétique de Dirichlet (version faible) (18°29")

Pour tout entier n strictement positif, on montre qu'il existe un nombre infini de nombres premiers congrus a 1 modulo n. On suit une
preuve que |'on peut trouver dans Carnet de Voyage en Algébrie.

e Théoréme de Dirichlet faible par Luca-Développement-Questions de jury (23'25")

Luca propose le développement du théoréme de Dirichlet faible. Il s'en suit une séance de questions.
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https://www.youtube.com/watch?v=tvOO_6CSgG0
https://www.youtube.com/watch?v=GXhTZJk7mIw
https://www.youtube.com/watch?v=OqLr_5LnO04
https://www.youtube.com/watch?v=4R1SIHDlxNI
https://www.youtube.com/watch?v=XgoCmHEGTts
https://www.youtube.com/watch?v=tvOO_6CSgG0
https://www.youtube.com/watch?v=K7OhgZNnEl0
https://www.youtube.com/watch?v=8OkzHP-uGOg
https://www.youtube.com/watch?v=UUw5qgjINmY
https://www.youtube.com/watch?v=LmQcIqCJZBM
https://www.youtube.com/watch?v=N2T-hr2wVGg
https://www.youtube.com/watch?v=nLVl-Ro5_ns
https://www.youtube.com/watch?v=GuaWUl_AqgA
https://www.youtube.com/watch?v=k1vzjDvDqJ0
https://www.youtube.com/watch?v=jxmJr_TU69U

o Les nombres de Bell par Séverine (22’30"")
Séverine nous présente une formule donnant le nieme nombre de Bell, c'est-a-dire le nombre de partitions d'un ensemble de cardinal n,
dans sa version analytique. Le format est celui d'un développement et il s'en suit une petite séance de questions.

@ Fonction { sur les entiers naturels pairs par Caroline (15‘15”)

La fonction Z associe a s>1 la somme des 1/n°. On sait souvent montrer en licence que I'image de 2 est le fameux 1t*/6. La généralisation
de cette formule aux entiers pairs demande les nombres de Bernoulli et, plus généralement, un mélange d'intégration de polyndmes de
Bernoulli et de décomposition en séries de Fourier.

o Méthode de quadrature de Gauss par Caroline (22'25”)

Voir Carnet de Voyage en Analystan (particuliérement dans la nouvelle édition qui vient de sortir). La méthode de quadrature de Gauss
donne des nombres réels permettant d'intégrer un polyndme sur un intervalle a partir d'une combinaison linéaire de ce polynéme en
ces réels. Le plus étonnant dans cette histoire est que I'on n'a besoin que de n réels pour un polynéme de degré 2n-1. C'est ce que va nous
raconter Caroline. Il s'en suivra I'inévitable série de questions de jury !

® SO (3) est simple par Benjamin (32'19”)
Voici une méthode topologique (Carnet de Voyage en Algébrie 3.5.6) pour montrer que le groupe spécial orthogonal SO (3) est un
groupe simple. L'exposé est donné par Benjamin en format "développement a I'agreg" (15 minutes ou peu s'en faut) Questions de jury, a

brule pourpoint.

® Le groupe SO,(F,) par Clément (20°24"")

Clément nous présente un groupe orthogonal fini : le groupe des matrices orthogonales sur le corps fini F, tel qu'on peut le retrouver
dans Carnet de Voyage en Algébrie. On montre que ce groupe est cyclique, ce qui n'est finalement pas si étonnant pour un cercle, méme
sur un corps fini !

® Sous-groupes de R. L'alternative dense/monogéne par Caroline (33'19")
Un théoréme essentiel pour I'approximation des nombres réels que nous présente Caroline, sous forme de développement a I'agrégation.
Il est tiré de Carnet de Voyage en Algébrie. S'en suivent la série de question de jury...

@ Résoudre un systéme de congruence par Caroline (16'14"")
Systéme de congruences tel qu'il est fait dans Carnet de Voyage en Algébrie, Exercice 4.2.8. Attention, on n'est pas dans la situation
"premiers entre eux".

® Homéomorphisme de décomposition polaire (11'38”)

Tiphaine nous propose une preuve (issue, par exemple, :-) de Nouvelles histoires hédonistes de groupes et de géométries, chap. VI) de
I'homéomorphisme de décomposition polaire.

e L'homéomorphisme de décomposition polaire par Riri (15'32")

Une présentation soignée de I'homéomorphisme de décomposition polaire face a un jury a I'affut ! Au passage, on pourra trouver une
pléthore d'applications de cette décomposition sur .Décomposition polaire- Applications-3

® GL,(C) est DOC! (Dense, ouvert connexe) par Riri (30'59")
Quoi de neuf, Doc ? L'énoncé, GL,(K) ouvert puis dense dans M, (K), la connexité par arcs de GL,(C), et la séance de questions.

@ La décomposition polaire (par Dom) (25’18"")
Dom nous propose le développement classique sur la décomposition polaire. Il s'en suit une série de questions impitoyables du jury.

@ Volumes et décomposition polaire (24°20"")
Un petit développement pour I'utilisation de la décomposition polaire, cette fois-ci, appliquée a la préservation des volumes. On refait ici
la preuve de I'existence de la décomposition polaire pour une matrice (inversible ou pas).

e Une preuve analytique du théoréme de Cayley-Hamilton (18’19”)

Voici une preuve analytique du théoréme de Cayley-Hamilton sur le corps des complexes. Elle est toutefois montrée de maniére
élémentaire pour pouvoir en faire profiter a la fois a ceux qui ne connaissent pas la théorie de fonction holomorphes, et a ceux qui la
connaissent et qui sauront en trouver des raccourcis. On passe par une jolie formule de résidus matriciels qui permet de définir, en
général, I'analogue matriciel d'une fonction (analytique) complexe.

@ Preuve analytique de Cayley-Hamilton par Patrick Sam Al Habobi (26’04”)

Patrick Sam revient sur la chaine pour une preuve de Cayley Hamilton par le calcul d'intégrales !

o Critére de diagonalisabilité de Klarés par Florence (31'52")

Un joli critére dans un format de développement pour montrer qu'une matrice sur C est diagonalisable sur une condition qui porte sur
son commutant. Et bien sdr, a la suite, la séance de questions de jury.

e Diagonalisabilité : le critére de Klarés (17°55"")

Une preuve ravissante qui peut fournir un développement agréable dans le cadre d'une lecon sur la réduction ou sur les formes
quadratiques. On peut le trouver dans le chapitre Il de Carnet de Voyage en Algébrie.
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https://www.youtube.com/watch?v=c0othDKgVeY
https://www.youtube.com/watch?v=3D9Tg2YU56w
https://www.youtube.com/watch?v=hiGRqhJGQ58
https://www.youtube.com/watch?v=hiGRqhJGQ58
https://www.youtube.com/watch?v=GcbBprVMVXc
https://www.youtube.com/watch?v=KAGME7NZsq4
https://www.youtube.com/watch?v=ZpNmniKsMY8
https://www.youtube.com/watch?v=G3dJGRfeAuQ
https://www.youtube.com/watch?v=BG-7_xO_clg
https://www.youtube.com/watch?v=-rDpvTSrwIg
https://www.youtube.com/watch?v=3D9Tg2YU56w
https://www.youtube.com/watch?v=3D9Tg2YU56w
https://www.youtube.com/watch?v=lS2rJkn5fNA
https://www.youtube.com/watch?v=zxNks-2IELc
https://www.youtube.com/watch?v=3Doxg7livbI
https://www.youtube.com/watch?v=sAnCJht-dAM
https://www.youtube.com/watch?v=hiGRqhJGQ58
https://www.youtube.com/watch?v=hiGRqhJGQ58
https://www.youtube.com/watch?v=hiGRqhJGQ58
https://www.youtube.com/watch?v=hzqYqEP07J8
https://www.youtube.com/watch?v=iIwX_uNlbJw
https://www.youtube.com/watch?v=UkPVcRnZ_W0
https://www.youtube.com/watch?v=XHhHC8saaYs

o Le critére de Klarés- un high five avec Axel (56’34"")

Axel nous propose un des développements phares qu'il avait préparé pour ses oraux d'agrégation interne: le critére de Klarés, avec une
jolie preuve (un peu remaniée) de Carnet de Voyage en Algébrie, qui couvre pratiquement tout le programme d'algébre linéaire du
concours (rang, noyaux, réduction, diafgonalisabilité, nilpotence, formes quadratiques, orthogonalité... La suite de la vidéo est consacrée a
une présentation d'Axel, qui est parti, comme il le dit, d'un niveau de troisiéme au rang de 5éme a |'agrégation. On parlera de cette année
passée a progresser, entre inquiétudes et bonheur, et entre famille et intelligence artificielle..

@ La suite de polygones par Caroline (14'08”’)
Caroline nous présente le développement sur la suite de polygones du plan complexe (Carnet de Voyage en Algébrie, 1.3.28). Au
programme : réduction, convexité, barycentres, et limites de suites de matrices. Qui dit mieux ?

@ Condition de cocyclicité de quatre points par Caroline (13'29")
Voici un critére de cocyclicité de quatre points A, B, C et D : I'existence d'un quadruplet de réels non tous nuls a, b, c et d tels que pour
tout point M, aAM?*+bBM?*+cCM?*+dDM?=0.

o Ellipsoide de John-Loewner (20’05”)
Myriam nous présente I'ellipsoide de John-Loewner. Un développement des plus transversaux mais attention aux épines !

@ Une méthode express (et expresse) pour les isométries du cube (18'57")

Une méthode classique pour comprendre le groupe des isométries du cube passe par son action sur ses quatre grandes diagonales. Ici,
nous proposons une méthode qui consiste a passer par son action sur ses trois axes de symétrie. Cela a I'avantage d'obtenir de jolies
matrices orthogonales. On donne la preuve, dans un premier temps, puis, dans un épilogue, on voit comment récupérer des matrices
pour I'hypercube et pour le tétraédre.

o Ellipse de Steiner par Caroline (24'40"")
Caroline revient nous présenter I'existence et I'unicité de I'ellipse de Steiner d'un triangle. S'en suit une petite séance de questions.

@ Fonction Gamma, premiéres propriétés par Caroline (14'38")
Caroline présente ici les propriétés de base de la fonction Gamma sous un format de développement. On peut trouver la source dans
Carnet de Voyage en Analystan.

@ Noyau de Fejér par Florence (22'40"")
Florence propose de nous parler du noyau de Fejér dans le cadre de la convergence des séries de Fourier. Il suivra de ce développement
une petite séance de questions.

@ Forme trace et dualité (10’55”)
On fait le point sur la forme trace, vue comme une forme bilinéaire symétrique sur I'espace des matrices carrées. On explique, ici,
pourquoi elle est non dégénérée et pourquoi cette propriété est essentielle pour comprendre plus finement I'algébre de matrices M, (K).

@ Théoréme de Sophie Germain par Julien (20’34")
Julien le sérénissime nous présente ici le théoréme de Sophie Germain sur I'équation de Fermat. J'ai tout essayé pour le démonter au
moment de la séance de questions... rien n'y a fait !

o Le théoréme de Gauss-Lucas par Agnés (28'31")
Agnés nous propose le théoréme de Gauss-Lucas.

e Théoréme de Gauss-Lucas et application par Séverine (15'57")

Un développement tiré de Carnet de Voyage en Algébrie (deuxiéme édition). Le théoréme de Gauss-Lucas affirme que si P est un
polynéme complexe de degré supérieur a 2 alors les affixes des racines du polynéme dérivé P' sont dans I'enveloppe convexe des affixes
des racines de P. Comme application, elle montre que si P" divise P alors les racines de P sont toutes alignées.

e Théoréme de Gauss-Lucas et application- par Patrick Sam Al Habobi (16’'59"")

Le théoréme de Gauss-Lucas stipule que les affixes des racines de la dérivée d'un polyndme complexe (non constant) se situent dans
I'enveloppe convexe des affixes des racines du polynéme. On va en déduire que si la dérivée seconde de P divise P alors toutes les
racines de P sont alignées.

e Théoréme de Gauss-Lucas et application- Questions du Jury (15‘59")

La séance de questions de jury ! Séance qui pourra en éclairer quelques-uns sur la convexité.

e Méthode des puissances par Patrick Sam Al Habobi (35'37")

Patrick Sam Al Habobi nous présente, sous le format de développement a I'agrégation (interne ou externe), la méthode des puissances
pour I'approximation de valeurs propres d'une matrice symétrique réelle. On peut trouver ce développement dans une version récente
de Carnet de Voyage en Analystan (publié chez I'IREM Lyon). On continue avec une série de questions de jury. Une typo, toutefois, dans la
récurrence, il faut lire x,.,=Sy, au lieu de x,= Sy,.

o Le collier de perle (version Kétrane) (38'37")
Sam Patrick Al Habobi nous présente la version du collier de perles du Kétrane. On compte un nombre de colliers de perles modulo
I'action du groupe diédral, avec un nombre fixé de perles de couleurs données. S'en suivent les questions de jury.
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https://www.youtube.com/watch?v=Y_R27h8A02o
https://www.youtube.com/watch?v=kD7rxnTA8vU
https://www.youtube.com/watch?v=iqc0Fj-hOJ8
https://www.youtube.com/watch?v=i_0LStTiRKQ
https://www.youtube.com/watch?v=Nws2gXBUSrE
https://www.youtube.com/watch?v=JpcPJOjaF_Q
https://www.youtube.com/watch?v=9TrPC8ypH5U
https://www.youtube.com/watch?v=Rj3h_fHhHvw
https://www.youtube.com/watch?v=v6P0JPA5qY0
https://www.youtube.com/watch?v=oki8uuCM8N0
https://www.youtube.com/watch?v=EQF-tQgWO74
https://www.youtube.com/watch?v=Fv-oqW_UyNc
https://www.youtube.com/watch?v=-2dQM8ya938
https://www.youtube.com/watch?v=8_gsnhdJvIE
https://www.youtube.com/watch?v=bllPRwNm9fc
https://www.youtube.com/watch?v=DRYnWRxuoIU

@ La série harmonique (32’15")

Le développement de la série harmonique est un bel exercice d'analyse qui peut se faire par étapes successives. Dans un premier temps,
il y a I'apparition de la constante d'Euler, suivie, dans un deuxiéme temps, du calcul des premiers termes en 1/n et 1/n Mais pour
obtenir un développement "illimité", il faut passer par les nombres de Bernoulli sur lesquels nous ne tarirons pas d'éloges.

o Le théoréme de Korovkin par Patrick Sam Al Habobi (28’23")

Le théoréeme de Korovkin est un théoréme d'approximation de fonctions sur un compact. Il permet de prouver une convergence
uniforme d'une certaine famille de fonctions a partir de trés faibles hypothéses. Les questions du jury suivent le développement.

o Le théoréme de Korovkin et son application au théoréme de Weierstrass (30’32”)

Voici un développement (en fait, deux développements car il y a deux résultats) que I'on peut trouver tel quel dans Carnet de Voyage en
Analystan. Le puissant théoréme de Korovkin et son application au non moins puissant théoréme de Weierstrass sur la densité des
polynémes dans I'espace des fonctions continues sur un compact.

e Méthode de quasi-Newton par Patrick Sam Al Habobi (46’05")
Dans le format d'un développement a I'oral de I'agrégation, Patrick Sam Al Habobi nous propose une méthode de quasi-Newton pour
inverser une matrice réelle suivie d'une séance de questions sur le développement. Au programme : suites de matrices, méthode de

Newton, théoréme spectral et normes subordonnées. Référence : Carnet de voyage en Analystan.

e L'équation différentielle X'=AX 1/2 (11'56")

Avant d'attaquer le probléme de Il'allure et la stabilité des solutions des équations différentielles de type X'=AX, il est bon de faire
quelques préliminaires et de passer a la loupe les outils usuels qu'exige la situation.

e L'équation différentielle X'=AX 2/2 (12'10")

On donne une autre approche pour l'allure des courbes dans R* solutions de I'équation différentielle X'=AX. Cette approche passe par
une classification plus grossiére que celle des classes de similitude (on s'autorise a multiplier par un scalaire non nul).

® Courbes solutions du systéeme d'équations différentielles X'=AX dans le plan réel par Aurélien (19’'31")
Aurélien présente un développement pour I'agrégation interne (ou externe). Il s'agit de classer toutes les situations possibles pour les
courbes solutions de I'équation X'=AX ol A est une matrice réelle de taille 2. Il en suit quelques questions de jury.

® Le groupe du tétraédre par Rozenn (18’42")
Le développement sur le groupe du tétraédre !

o Méthode de Newton pour la décomposition polaire par Antoine (23'07”)
Antoine nous propose un développement a cheval sur Il'algébre linéaire et I'analyse : une méthode de Newton pour calculer la
décomposition polaire d'une matrice inversible réelle. A I'aide du théoréme spectral, on se raméne au probléme analogue en dimension

1, c'est a dire la méthode de Héron, ce qui ne nous rajeunit pas. Enfin, le jury (Nicolas et Philippe) pose ses questions a Antoine autour de
son développement sur la méthode de Newton.

o Le théoréme de Bohr-Mollerup par Audrey (22'44")

Extrait de Carnet de Voyage en Analystan. On connait la fonction Gamma, essentielle en analyse complexe. Audrey en montre ici une
caractérisation par la log-convexité et son équation fonctionnelle f(x+1) = xf(x). Il s'agit du théoréme de Bohr-Mollerup. Audrey profite
des minutes d'arrét de jeu pour en déduire la formule de duplication de Legendre. S'en suivent quelques questions de jury (par Tewfik et
Philippe). C'est le moment de montrer qu'on est en mode zéro bluff !

o Le théoréme de Riesz par Raphaél 1 (12’25")

Le théoréme de Riesz dit que si E est un espace vectoriel normé de dimension infinie, alors la boule unité de E n'est pas compacte. Voici
la preuve de Raphaél dans le plus pur exercice de style du développement a I'oral de I'agrégation.

o Le théoréme de Riesz par Raphaél 2 (7°22"")

Voici le moment des questions du jury. Cela donne une bonne idée de comment les choses se passent le jour J.

@ La décomposition LU par Patrick Sam Al Habobi (30'32")
Patrick Sam nous présente la décomposition d'une matrice en une matrice triangulaire inférieure unipotente "L" et une matrice
triangulaire supérieure "U", suivi par les fameuses questions du Jury...

@ Optimiser I'aire d'un triangle inscrit dans deux cercles tangents par Sam (16'09”’)
Sam nous présente un petit développement qui méle savamment, cercles, triangles, géométrie, calcul différentiel, trigonométrie et
topologie... Référence : le Karmati.

@ Probabilité que deux éléments commutent dans un groupe (58’22")

On cherche a exprimer la probabilité p; que deux éléments tirés indépendamment dans un groupe fini G, de facon équiprobable,
commutent entre eux. On va voir que si G est non abélien (ie p¢ différent de 1) alors p; ne peut pas dépasser 5/8, borne atteinte, par
exemple, pour le groupe diédral et le groupe quaternionique. Mais on trouvera une formule particuliérement simple pour p ; mettant en
relation I'ordre de G et le nombre de classes de conjugaison. Cet exercice figure dans Carnet de Voyage en Analystan.

On vient de voir dans une vidéo précédente une formule simple qui relie ordre du groupe fini G, nombre de classes de conjugaison et
probabilité pour que deux éléments commutent dans G. On va donner une illustration de cette formule quand G est le groupe GL, sur un
corps fini, ce qui va nous permettre d'utiliser nos connaissances sur la réduction !
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https://www.youtube.com/watch?v=m_ofi4a8Okc
https://www.youtube.com/watch?v=JMOqOHD4EvA
https://www.youtube.com/watch?v=ApPPl_WS_xU
https://www.youtube.com/watch?v=qNZX2bU29T8
https://www.youtube.com/watch?v=60l3ldAqGAw
https://www.youtube.com/watch?v=WyYqRCre6Fc
https://www.youtube.com/watch?v=oDomPShKrlk
https://www.youtube.com/watch?v=_O0ab96GwIk
https://www.youtube.com/watch?v=J-pYw-a5ars
https://www.youtube.com/watch?v=XSLJnKZgL3U
https://www.youtube.com/watch?v=5aCWP4umaqk
https://www.youtube.com/watch?v=IQFRPW9qxPs
https://www.youtube.com/watch?v=Bp_3NaHnzcU
https://www.youtube.com/watch?v=_sMHHwHF5o0
https://www.youtube.com/watch?v=qX2IQCD7F_s

On vient de calculer la probabilité pour que deux matrices de GL,(K) commutent sur un corps fini K. La généralisation de ce résultat a GL,(K)
demande un peu plus de savoir et de savoir-faire. De savoir tout d'abord, avec le théoréme de décomposition de Frobenius qui va trouver
son objectif plein-emploi dans cette vidéo et de savoir-faire avec des techniques classiques (mais manifestement souvent ignorées des
étudiants a I'agrégation) de séries génératrices.

@ Irrationnalité de Pi par Riri (14'14")

Dans cet état de calme mental affiché qui le caractérise, Riri nous présente une preuve de l'irrationnalité de Pi, que I'on peut trouver dans
Carnet de Voyage en Analystan. Et, tout en s'élevant (par I'absurde) au-dessus de la hate des hommes, il tient tout de méme le pari
d'exécuter ce développement en moins de 15 minutes !

@ Points remarquables du triangle et barycentres (15’01")
Un exercice incontournable dans la lecon des barycentres est celui qui consiste a réaliser les points remarquables d'un triangle par ses
coordonnées barycentriques. En voici un exposé qui fait a peu prés le tour de la question.

e Courbes de Bézier et algorithme de de Casteljau par Adrien (43'10”)
Adrien, qui vient de briller a I'agrégation interne, va nous présenter, de facon élémentaire, les courbes de Bézier (ingénieur chez Renault) et
un algorithme, di a de Casteljau (ingénieur chez Citroén) pour les construire.

@ Le principe de la corde universelle par Nina (20’58"’)
Nina vient nous présenter le tres contre-intuitif principe de la corde universelle! La rencontre inéluctable du TVI et du TGV.

@ Nina, le retour! L'intégrale de Dirichlet (19'42")
Nina nous présente, en format développement, l'intégrale de Dirichlet dans tous ses états!

o Critére pour les matrices symétriques positives (par les mineurs principaux) (19’13")

Un critére a la Sylvester pour la positivité des matrices symétriques. On rappelle dans un premier temps le cas défini positif avant de
s'attaquer au cas positif. La méthode repose sur une astuce merveilleuse a retenir autour des coefficients du polynéme caractéristique
d'une matrice!

o Théoréme de Lévy et théoréme central limite par Basile (22’55")
Basile a eu I'agrégation cette année. Il nous raconte, en direct du square Evariste Galois du campus de la Doua, comment il a transformé ses
déboires en victoire. Il nous propose ensuite un joli développement (en exclusivité sur cette chaine) avec le théoréme de Lévy et le TCL.

® Tout sur le groupe Z/nZ’ par Basile (40'29”)

Basile propose une belle présentation sous forme de développement sur la classification des groupes Z/nZ" cycliques. Le reste de la vidéo
est consacrée a un bon nombre de situations ol ce groupe intervient: recherches de décimales, automorphismes du groupe cyclique,
irréductibilité des polynémes cyclotomiques, et quelques petites évocations des extensions cyclotomiques.

Questions d’oral (12)

@ Question de jury sur le théme polynémes et fractions rationnelles (3'48”’)
Voici une petite question de jury qui demande un minimum de réflexion pour détourner le gros piége a mammouth qui se cache sous le
feuillage.

@ Question de jury sur la lecon 106- Groupe linéaires-Sous-groupes (14'57"’)

Voici une petite série de questions successives de jury qui passe en revue un bon nombre de points (pas tous évidlemment, ce serait trop
beau) dans cette lecon sur le groupe linéaire et ses sous-groupes. On passe en revue, le groupe spécial linéaire, le sous-groupe des
homothéties, les groupes a un paramétres, les probléemes d'engendrement et méme les isomorphismes exceptionnels.

@ Questions de jury sur le théme racines de I'unité (14'32"")
Voici trois questions de jury sur la lecon 131 ou I'on doit parler de racines de I'unité. Trois choses fondamentales sous-jacentes a ces
questions. 1) L'utilisation de l'irréductibilité des polynémes cyclotomiques (P, sur Q et leur degré (P (n). 2) Le fait que (P (n) tend vers

I'infini avec n. 3) le fait que pour étudier l'intersection de deux extensions, il est important de connaitre le corps engendré par ces deux
extensions.

@ Question de jury - Lecon PGCD ou rang-dimension (14'05"")
Un exercice posé au jury de l'interne cette année. Il s'agit de tirer des informations sur le PGCD de deux polynémes caractéristiques des
matrices A et B a partir d'une matrice C de rang r qui vérifie AC=CB. Un futur classique ?

@ Question de jury sur le théme distances ou extrema (12'19")

On trouve, en algébre comme en analyse, a l'interne comme a Il'externe, des legons sur les distances ou sur les extrema. Voici une
question de jury récemment entendue et rapportée par le sympathique Nicolas !
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https://www.youtube.com/watch?v=b0MVIFJBV-Q
https://www.youtube.com/watch?v=WYfgQZbO1ys
https://www.youtube.com/watch?v=uqndk8TMG28
https://www.youtube.com/watch?v=CqxQ8wcAJN8
https://www.youtube.com/watch?v=du1qCk8Ppms
https://www.youtube.com/watch?v=GeqsVgW3NIU
https://www.youtube.com/watch?v=b0MVIFJBV-Q
https://www.youtube.com/watch?v=b0MVIFJBV-Q
https://www.youtube.com/watch?v=6nwEbcnlfG0
https://www.youtube.com/watch?v=jl_Cbice2z8
https://www.youtube.com/watch?v=yA3Obmdz34c
https://www.youtube.com/watch?v=1WXhWSTwyAw
https://www.youtube.com/watch?v=aXkNSS0Bogs
https://www.youtube.com/watch?v=t7IrrTcl6l8&pp=2AaQAQ%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=qSuuaikAzgs

@ Questions de jury autour du rang en algébre linéaire (34'11")
Deux questions de jury classiques au cours d'une lecon d'agrégation sur le rang. Une, sur la diagonalisabilité, et I'autre (plutot esprit

agrégation externe qu'interne) sur la stabilité du polynéme minimal par extension. Et, a la fin, une rencontre du troisiéme type :-) ! Puis

quelques questions classiques sur les propriétés topologiques du rang. Enfin, une derniére question de jury autour des propriétés du rang,
mais, cette fois-ci, le rang concerne les formes quadratiques sur un corps fini !

@ Exercice de jury sur les actions de groupes (5'03")
Un petit exercice de jury est le bon réflexe est de dire pour commencer...

j'ai envie d'utiliser les actions de groupes".

@ Questions de jury sur la lecon 144- Racines d'un polyndéme (55’04")
On y propose les fondamentaux de la lecon, quelques petits exercices, et certains développements. Voici 8 questions de jury d'horizons
diverses sur la lecon 144- sur les racines d'un polynéme et fonctions symétriques élémentaires

* %

@ U-Turn (Philippe) par Guillaume Mallet (3'32")

Une belle année de prépa pleine d'émotions, qui finit en chanson, avec Guillaume et sa cover de U-Turn (Lili)

@ Tarare (et on a fait des maths) (3'39"")

A joint work of U.C.B.L (United Choir of Baire Lovers) and Topoldavy University

e La derniére échéance, United Choir of Baire Lovers (4'15”)

Une petite vidéo souvenir de ces moments passés a préparer |'agreg externe sous confinement

o Le banquet final 4 la Chapelle (5'07”)

Une année pleine d'émotion, d'échanges, d 'espoirs, de réussites... ou pas. Mais une année qui se termine en chanson !
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https://www.youtube.com/watch?v=QJCBOMXDQ-0
https://www.youtube.com/watch?v=L02HwHOVe_I
https://www.youtube.com/watch?v=bTdJ1Thw4L0
https://www.youtube.com/watch?v=Ar5juWopAY0
https://www.youtube.com/watch?v=yeoPrdYn4bE
https://www.youtube.com/watch?v=ZLQdVH7Nerg
https://www.youtube.com/watch?v=Gr8X1Ct_8s8

13 - Divertissements (106)

Arithmétique

Nombres premiers et carrés consécutifs (on répond aux auditeurs!) (12'19’")

A la suite de la vidéo Arthur Meyer s'est interrogé dans un commentaire sur 3 @ Nombre de carrés consécutifs modulo p par ...
I'existence de nombres premiers p tels qu'il existe suffisamment de carrés consécutifs modulo p. Voici un petit exercice corrigé qui
répond a la question parce que c'est tellement rare d'avoir réponse a une question que c'est un plaisir de la donner ! :-)

Le p-adique (ses merveilleuses applications) (48’'19”)

L'épreuve 1 de l'agrégation interne 2023 nous invite (maladroitement, certes) a nous intéresser aux entiers p-adiques. Nous allons
introduire de facon piétonne les entiers et les nombres p-adiques ainsi que de merveilleuses applications (empruntée a un article de
Bruno Winckler) qui nous convaincrons que la théorie est indispensable. http://mathem-all.fr/bw/introductiona...

Théoréme de Goodstein avec des ordinaux... peu ordinaires ! (51’31")

Voici 'occasion révée de rencontrer cette arithmétique exotique des nombres ordinaux, nés pour créer des récurrences, tout en tutoyant
I'infini avec une aisance déconcertante. On commence par une rapide présentation, quelques petits calculs, puis une application qui en
étonnera plus d'un : la preuve que la suite vertigineuse, dite de Goodstein, est stationnaire !

Tout d'abord quelques liens : le blog de David Mardore pour le plaisir et Scherer-Rideau pour
les détails

Cing preuves coup de cceur pour une infinité de nombres premiers ! (27°16”)
On propose 5 preuves, toutes d'horizons totalement différents, pour l'infinitude de I'ensemble des nombres premiers (et la bravitude de
leurs auteurs !)

Le probléme des piéces de monnaies de Frobenius (24'23")

Le probléme des piéces de monnaie que nous présentons ici se raméne au probléme de comprendre la partie additive dans N engendrée
par deux nombres premiers entre eux. La solution proposée par Frobenius est a la fois simple et admirable ! Et, en plus, a la fin, il y a un
(Fro)bonus !!!

Utilisation de I'arithmétique dans les polygones (un exercice) (11'31")
Tout le monde a remarqué que la longueur des cdtés d'un rectangle est périodique de période 2 (Longueur-Largeur-Longueur-Largeur). Et
bien cette propriété se généralise avec les longueurs d'un p"-gone dont les angles sont réguliers... Arriverez-vous a le montrer ?

Le probléme des sabliers d'Euclide (15’50”)
Un petit probléme de sablier, de niveau élémentaire, qui demande tout de méme un peu d'astuce et qui n'est pas sans rappeler un
algorithme bien connu =

La table des restes de J° (21’40”)

Jean-Jacques Juré m'a envoyé son article que je présente ici, ol I'on trouvera avec bonheur (et nostalgie !) une table des restes permettant
de travailler avec des collégiens et des lycéennes autour d'une méthode par les graphes du calcul du reste dans une division euclidienne.
Ma contribution est de montrer ici que ces tables de restes peuvent étre éclairantes dans I'enseignement supérieur. Un lien vers I'article :
https://math.univ-lyon1.fr/~caldero/T...

Trouver n entiers consécutifs sans nombre premier (et sans puissance de nombre premier) (2’52")

Dans la méme veine que la vidéo "Entiers consécutifs sans/avec des facteurs carrés”, thetamaths nous propose cet exercice astucieux ! On
y verra que c'est justement parce qu'il y a une infinité de nombres premiers qu’il y a des plages aussi grandes que I'on veut sans nombre
premier... Quel beau paradoxe !

Un exercice transverse entre réduction et arithmétique (niveau licence) (13'55”)

Voici un exercice instructif ou on développe nombres de petites techniques utiles et efficaces. On considére la matrice de la permutation
cyclique (12...n) et on considére la matrice D égale a la somme des m premiéres puissance de C, ou m est un naturel non nul. On veut
montrer que D est inversible si et seulement si m et n sont premiers entre eux.

Un exercice ("Terminale option Maths") autour du théoréme des deux carrés et plus si affinités. (19'07")
On part d'un exercice que Michael (vu sur cette chaine :-)) m'a récemment proposé. On résout I'exercice avant de passer a une seconde
question, nettement plus agrégative... Bref on pousse un peu le curseur(

Des nombres puissants (et un échange stupéfiant) (17°47")
Dans le cadre de la féte de la science (2024), on décrypte une conversation entre Paul Erdés et Kurt Mahler, deux mathématiciens de
haut vol, qui a eu lieu a Oslo en 1936, et qui portait sur les nombres puissants.

La période des chiffres des unités de la suite de Fibonacci (47°45")

Un petit exercice qui fait la synthése de ce que I'on apprend a I'agrégation interne sur I'arithmétique, la réduction, les suites récurrentes
linéaires et les polynémes !
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Une suite récurrente de nombres premiers: le théoréme de Miller (8'54")

Le théoréme de Miller assure qu'il existe un réel x tel que, avec f(t)=2!, la suite des parties entiéres des itérés f™(x) donne toujours un
nombre premier. On présente le théoreme sous forme d'exercice, qui pourrait é&tre donné a partir de la L1, voire la terminale, a condition
que I'on admette le postulat de Bertrand. On pourra retrouver cet exercice avec bonheur dans le livre de Francinou et Gianella algébre 1.

Equation diophantienne de degré 2/points entiers d'une conique (14'07")

On propose une équation de degré 2 a deux inconnues dont on cherche les solutions entiéres. Il s'agit 1a d'un classique qui utilise la
fameuse méthode de Gauss de réduction des formes quadratiques mais avec, cette fois-ci, une variante car on s'oriente plutét vers
I'arithmétique !

Le nombre 26 par Luca (38'22")
Luca, avec son aisance naturelle, nous parle de son développement a I'oral de I'agrégation mathématiques sur une équation de Mordell !
Il a encore dans sa mémoire vive, toutes les questions que le jury lui a posées :-)

TOUT sur les nombres de Bernoulli ! (1h00’35"’)

On présente ici les nombres et les polyndmes de Jacques Bernoulli. Ces nombres se retrouvent miraculeusement, a la fois, en algébre, en
combinatoire, en théorie des nombres, en arithmétique mais aussi en analyse, en théorie de Fourier, en topologie, K-théorie, et il se
rencontre de facon naturelle en algébre non commutative. On va introduire ces nombres par analyse-synthése par la recherche de
polynémes permettant de calculer des sommes de Newton.

Maintenant que I'on a appris a écrire sans faute le mot "Bernoulli" dans la premiére vidéo (entre autres, grace au pense-béte "Bernoulli
n'est pas une nouille"), on prouve une formule non totalement triviale qui permet de calculer explicitement les fascinants nombres de
Bernoulli. La preuve passe par la formule donnant le nombre s,,, de surjections d'un ensemble a n éléments vers un ensemble 3 m
éléments (via la formule du crible), puis un résultat surprenant (et intéressant en soi) qui prouve que s, est le coefficient de la base
canonique des polyndmes dans la base des polynémes de Hilbert !

On établit, a I'aide de la formule de Dirichlet sur les séries de Fourier, un lien entre les nombres de Bernoulli et la fonction Zeta de
Riemann.

Mais, pourquoi les nombres de Bernoulli apparaissent-ils comme en génération spontanée, dans divers domaines des mathématiques ?
Finalement, c'est peut-étre cette famille B,(t)/n! qui s'apparente a la famille x"/n ! dans son comportement vis-a-vis de la dérivée... Il est
alors normal que les nombres de Bernoulli se retrouvent dans les développements limités de la famille des exponentielles. On donne ici le
développement de xcot(x) en 0. On saluera, en passant, les fécondes méthodes de déformation en analyse.

On fait un résumé succinct de I'utilité des nombres de Jacques Bernoulli en analyse (développements limités, trigonométrie, formule de
Stirling, approximations d'une intégrale, précision dans la méthode des rectangles) ...

On prouve une formule qui fournit le dénominateur de tous les nombres de Bernoulli. C'est le théoréme de de Clausen-Von Staudt.

Presqu'entiers et nombres de Pisot (1h03’02")

Partie I. On va s'intéresser aux suites géométriques de réels dont les termes sont des "presqu'entiers" a partir d'un certain rang. On aboutit
a une définition des "nombres de Pisot".

Partie Il. On va présenter, en tentant de motiver, la théorie de Charles Pisot. Tout d'abord, en montrant I'utilité de ces nombres dans
I'approximation diophantienne. Ensuite, en montrant que ces nombres sont 3 la fois rares (et donc chers), du fait d'une caractérisation via
les suites géométriques de presqu'entiers, et, en méme temps, suffisamment présents dans la nature, puisque toute extension algébrique
réelle de Q est engendrée par un nombre de Pisot.

Partie lll. Les mathématiciens confirmés connaissent par coeur la formule du déterminant de Vandermonde mais peu d'entre eux savent
inverser la matrice de Vandermonde. Une astuce qui utilise les polyndmes permet de le faire élégamment. On aura ensuite besoin de
cette inversion pour montrer le théoréme de Pisot dans une prochaine vidéo.

Partie IV. On prouve le théoréme de Pisot : un nombre algébrique réel supérieur a 1 qui est la raison d'une suite géométrique presque
entiére est un nombre de Pisot. La preuve est instructive et utilise pas mal de classiques de I'agrégation externe (théoréme de Cayley-
Hamilton, systéme de Vandermonde, sous-réseaux de Z", morphisme de multiplication dans un anneau, morphismes de conjugaison
dans un corps).

Divine proportion, nombre plastique et méthode des puissances (48’34")

Une construction classique consiste a partir d'un rectangle et lui associer un autre rectangle en plagant un carré sur son cété. En itérant
cette méthode (et en normalisant), on obtient a la limite le fameux rectangle d'or. On fait ici le lien entre cette construction et la méthode
des puissances en algébre linéaire, bien connue (ou pas) des agrégatifs. On cherche une "divine proportion en dimension 3", pour faire
plaisir aux architectes mais également pour mettre a profit la méthode des puissances. Cette fois-ci, il faut résoudre I'équation X* - X - 1
dans le corps des complexes. On en profite pour montrer comment le discriminant permet de voir le nombre de solutions de I’équation.
On tente de faire un lien de parenté entre nombre d’or et nombre plastique pour tomber sur la notion de suite géométrique
presqu’entiére. On verra plus tard que ces deux nombres appartiennent a une famille remarquable de nombres réels : les nombres de
Pisot.

Un fractal de Pascal (43'27")

Pour cette période de fétes, voici un petit apercu d'une preuve de la structure fractale de triangle de Pascal, vu modulo p premier. Pour
p=2, nous avons le fameux triangle de Sierpinsky, mais pour les autres ? Dans un premier temps, nous voyons que le triangle modulaire
cache une auto-similarité tensorielle...

On prouve ensuite la propriété d'auto-similarité tensorielle du triangle de Pascal modulo un nombre premier p, qui donnera dans une
prochaine vidéo la structure fractale du triangle de Pascal. On montre en particulier que cette propriété repose essentiellement sur le
morphisme de Frobenius, et donc, n'a que peu de chance de se généraliser tel quel pour tout entier n (non premier) et méme pour toute
puissance de p.

Puis, I'auto-similarité se fait fractale. Il suffit pour cela d'étendre le triangle vers l'intérieur au lieu de la faire vers I'extérieur. On s'intéresse
donc aux fractales, qui auraient pu étre mieux exploitée durement le confinement, en créant des kilomeétres de parcours de santé dans un
périmétre restreint. On présente (assez modestement) la structure fractale du carré de Pascal et du triangle de Pascal modulo p. On calcule
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facilement la dimension fractale de la jolie "structure triangle", par invariance, en la calculant sur la structure carrée (moins jolie mais
forcément plus pratique).

Bonne année 2026 - Et que la force de Gauss soit avec toi! (27°52")

Il 'y a 400 ans, Fermat commencait ses recherches en arithmétique, il y a 250 ans, Lagrange achevait ses ceuvres avec ses "Recherches
d'arithmétique" et, il y a 100 ans, Emil Artin donnait sa version géniale de la loi de réciprocité quadratique. On propose en cette nouvelle
année un petit quizz qui relate cette épopée.

Groupes

Etude du groupe de Rubik (36'24")

Cette vidéo propose la lecture d'un article qui étudie le cube de Rubik d'un point de vue de la théorie des groupes. On donnera une
description du groupe a partir de I'analyse du cube, puis on en décrira le centre, les éléments d'ordre 2, et on découvrira que certains sous-
groupes classiques y sont cachés. Au programme, actions de groupes, produits semi-directs, hyperplans et méme action par homographie !

Un 2-Sylow de S, en 6éme avec I'IREM (20’14”")

Je propose de présenter ici une de mes fiches "Galion" de sixiéme. On apprenait les groupes, a cette époque, et je trouve admirable le
travail de I'IREM pour faire passer ce que I'on appelait les maths modernes. On finit avec un peu de recul sur les maths de master qui se
cachent derriére cette fiche. Mais, tout de méme, quelle utopie extraordinaire en cette fin des trente glorieuses.

La preuve tellement incroyable que c'est a peine croyable! (11’43")

On a vu récemment que le morphisme naturel de SL,(Z) dans SL,(Z/pZ) était surjectif. Mais en général, si A est un anneau et | un idéal, peut-
on affirmer que le morphisme naturel de SL,(A) vers SL,(A/I) est surjectif. Et bien Jean-Louis Tu répond par la négative avec un contre-
exemple juste extraordinaire.

Analyse

Prix Abel 2025- L' époustouflant Masaki Kashiwara ! (51’43")

C'est le mathématicien Masaki Kashiwara qui a obtenu le prix Abel 2025 ! Je me permets donc de donner un petit apercu de ses résultats
les plus prestigieux (qu'il me pardonne la vulgarisation terre a terre de sa pensée transcendante !). Jean Pierre Pompin me fit remarquer
que c'est Ofer Gabber et non pas Olaf Gabber.

Mais ol sont passés les zéros de I'exponentielle? (Niveau Licence-Agreg) (49'41")

Avis de recherche : les zéros de I'exponentielle ont disparu alors que I'exponentielle tronquée P, en degré n possédent toujours n zéros
bien distincts. On les cherche a la trace en suivant le probléme Centrale Supélec 2001 MP et, surtout, en "dégommant les racines" a
I'aide du polynéme Pi,(X)=P,(nX). Au programme, formule de Taylor avec reste intégral, critére de Weyl, relations de Newton... Bref, un
probléme élégant et instructif. Une remarque élégante de Toto® : Le fait que les racines de Pi, sont uniformément bornées provient
directement du critére de Enestrom-Kakeya qui dit que si les coefficients d'un polyndme sont positifs croissants, les racines sont dans le
disque unité !

Variations sur la série harmonique (20’45”)

On sait que la série harmonique (la somme des 1/n) diverge mais que peut-on dire si on la somme sur un ensemble plus restreint ? Comme
les nombres qui n'ont pas de 9 dans leur écriture décimale ? Ou les nombres qui ont "peu" de 9 dans leur écriture décimale ? C'est comme
cela que commence un joli probléme posé par mon camarade Francois. On le dit dans I'oreillette qu’il s'agit dela série de Kempner. Merci
a Hervé Clavier de me I'avoir signalé.

Polynémes

Friandises avec déterminants et polyndmes (17'34")

Deux petits exercices bien instructifs sur le théeme déterminants et polynémes. Au programme, le théoréme fondamental des
déterminants, Vandermonde, Taylor polynomial, et du doigté ! Au final, pour les experts, on montre comment passer d'une formule
algébrique sur un corps de caractéristique nulle vers un corps de caractéristique non nulle...

Factorisation sur Fq et factoriel de Carlitz (22'39")

Un joli développement (néanmoins classique) consiste a factoriser le polynéme "total" X®-X sur Fq. Nous donnons la preuve classique
de ce développement avec deux applications, dont une plutét nouvelle a effet waouh : le calcul du factoriel de Carlitz ! Pour une fois
qu'un développement, c'est une factorisation, faut en profiter :-))

Polyndmes palindromiques (ou réciproques) Caractérisation-exemples (31'24")
"Elu par cette crapule" peut également se lire de la méme maniére a I'envers ! C'est aussi le cas de certains polyndmes appelés
palindromiques ou réciproques. On en propose ici une caractérisation. On montre ensuite que ces polyndmes sont omniprésents dans la
jungle des mathématiques, leur "palindromicité" reflétant souvent un phénomeéne profond.

Olympiades
Un probléme de décimales aux Olympiades (9'23")
Un probléme rentré dans les annales des olympiades et proposé par notre ami Antoine avec sa solution arithmétique pleine d'élégance.

Olympiades 1990? Un sacré numéro! (20'40”)

Un sujet des olympiades mathématiques de 1990 a dii donner du fil a retordre aux candidats qui s'y sont frottés. Un probléme qui laisse
pantois et une solution de toute beauté qui méle calcul complexe, polynémes, racines de I'unité, arithmétique... plus quelques surprises
que je ne voudrais pas spolier. Mais tout de méme sachant que ga s'est passé a Pékin cette année-la, on peut douter de quel lemme on va
devoir se servir
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Derniéres décimales de n* (aux olympiades ou plus si affinités) (6’58")
Un petit exercice d'olympiades en arithmétique. Au programme : congruence, indicatrice d'Euler et groupe des inversibles de I'anneau
(z/nZ).

Un petit exercice d'Olympiades (pour briller) (4'29")
Petit exercice suggéré par JBHU! Calculer la série des d(n)/n” ou d(n) désigne le nombre de diviseurs de n.

Un petit bijou d'Olympiades sur le théme Combinatoire et Arithmétique (Toronto '95) (18'10")

On propose deux méthodes (une élémentaire et une autre avancée) pour ce superbe exercice qui consiste & compter les parties de [1,2p],
p premier, dont la somme est multiple de p. Au programme, polyndmes générateurs mais a la sauce modulaire! Un petit soucis dans la
preuve élémentaire que me signale Bruno Michel. Je rectifierai cela dans une vidéo "errata"

Retour sur I'exercice Olympiades Toronto 1995 (Une méthode élémentaire) (12’34")
Nous présentons une méthode élémentaire (Merci a Bruno Michel pour ses commentaires et corrections) de ce magnifique exercice qui
consiste a calculer le nombre de parties a p éléments (p premier impair) dans [1,2p], dont la somme est un multiple de p.

Exercice d'Olympiades: les triangles presqu'isocéles rectangles a coté entiers. (17’34")

Il n'y a pas de triangle isocéle rectangle (non trivial) 3 cotés tous entiers: cela provient du fait que racine de 2 est irrationnel. En revanche il
existe une infinité de triangles presqu'isoceles rectangles a cotés entiers, c'est-a-dire que les deux cotés de I'angle droit différent d'une
unité! Sauriez-vous les montrer et trouver tous ces triangles?

Olympiades ('98): une équation diophantienne balkanique (4'50"")
Il faut rendre a César ce qui appartient a César, et aux Balkans ce qui appartient a Diophante! Voici une petite équation qui vous aidera a
comprendre votre choix de I'entier m lorsque vous voudrez regarder une équation diophantienne modulo m!

Olympiades : une équation diophantienne (3’'43")
Un tout petit exercice d'arithmétique que m'a proposé mon ami Rached Mneimné sur la somme des carrés d'entiers consécutifs.

Un triangle d'or aux Olympiades (32’45”)

Premiére partie : Un bel exercice, proposé par Jean-Jacques Juré, et donné aux Olympiades mathématiques sur une construction d'un
triangle équilatéral a partir d'un autre, selon une égalité de surfaces. On en propose ici une preuve de type "Master" avec de la réduction
de matrices, et une autre, plus élémentaire, qui peut, théoriquement, étre faite en lycée. On pourra en tirer, une construction a la régle et
au compas pour les nostalgiques et une formule matricielle par affixes qui a permis a Jean-Jacques d'intégrer la construction dans la rétine
du héros de manga Itachi Uchiwa. Seconde partie : Aprés une remarque de Denis, je reprends cette vidéo sur la divine proportion dans un
triangle équilatéral. Ceci nous permet de prendre plus de recul sur la méthode par réduction des matrices et de fournir a ce probléme une
solution de niveau collége... Bref, des problémes a grande largeur de spectre comme on aimerait en voir plus souvent.

Une perle d'olympiades en 1988 (10’18”)

Une perle d'olympiades propose de montrer que si (a,b) sont des naturels tels qu'ab+1 divise a*+b? alors leur quotient est un carré. On
propose une solution basée sur une idée simple d'un niveau terminale. Cette idée permet d'ailleurs de trouver tous les couples (a,b)
possibles...

Olympiades-un exercice cinq étoiles! (22’58")

Un exercice ne demandant que trés peu de background, juste la définition d'une partie entiére... Ces exercices que I'on appelle "les
jardins des délices" en hommage a Jéréme Bosch, pour exprimer notre condition de mathématiciens pris entre le paradis des énoncés
simples et I'enfer de leurs preuves. Préparez-vous a une belle rencontre avec le nombre d'or !

Géométrie

Féte de la science 2025! L'art de la découpe (19'08”)

On présente quelques exercices du livre GEométrie de Michéle Audin qui consistent a découper des figures pour reconstituer un carré .
On retrouve avec bonheur nos classiques de la géométrie plane (&

Comment compter des triangles équilatéraux (par Louis Moraine) (18'15")

On veut compter le nombre de triangles équilatéraux a sommets basés sur les points entiers d'un triangle équilatéral. En exposant ma
méthode dans la vidéo e Combien de triangles équilatéraux dans un ..., j'ai fait part de mes insatisfactions, voire mes frustrations sur la
méthode trop "miraculeuse" pour étre honnéte. Louis Moraine, étudiant a I'ENSAE, et amateur d'exercices d'olympiades a ses heures
perdues, m'a envoyé pas moins de deux solutions qui montrent sa maturité mathématique. A vous de juger!

Combien de triangles équilatéraux dans un triangle équilatéral? (24'24")

Un probléme au départ bien naturel qui consiste a partir d'un triangle équilatéral formé de n(n+1)/2 points et de chercher a construire
parmi ceux-ci tous les triangles équilatéraux possibles dont les sommets se trouvent sur ces points. Il faut bien mener son calcul pour
trouver au final un résultat si simple... que I'on a I'impression d'étre passés a c6té de quelque chose.

Qui a le plus grand périmétre? (et pourquoi j'aime cet exercice!) (10’37")
Un petit ravissant exercice (niveau 3éme?) proposé par Denis Roussillat.
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https://www.youtube.com/watch?v=fqHLnvpRZS4&pp=0gcJCU8KAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=79SdSUbpeKM
https://www.youtube.com/watch?v=QyhsZdDCcac
https://www.youtube.com/watch?v=uTGdH37Bwpc
https://www.youtube.com/watch?v=kfQs4EU9ko4
https://www.youtube.com/watch?v=b_NDconrNeI
https://www.youtube.com/watch?v=UxZaHA7aAQ8
https://www.youtube.com/watch?v=ByVgPNL08xE
https://www.youtube.com/watch?v=iVLLRcQJtKs
https://www.youtube.com/watch?v=h9mLf7SwHB8
https://www.youtube.com/watch?v=2lqzo_i6ZE0
https://www.youtube.com/watch?v=M5zpILvHBeg
https://www.youtube.com/watch?v=X10sO5XV1ks
https://www.youtube.com/watch?v=vL8OoooX-dU
https://www.youtube.com/watch?v=fqHLnvpRZS4&pp=0gcJCU8KAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=fqHLnvpRZS4&pp=0gcJCU8KAYcqIYzv

Napoléon trivialisé par Maitre Yoda ! Régularisation d'un n-gone (22'04")

Voici un magnifique probléme proposé par Jean-Jacques Juré. Le théoréme de Napoleon permet de régulariser un triangle. Nous allons
voir qu'il est possible également de régulariser un n-gone pour tout n, ce que | on appellera le théoréme de Napolygone (merci mpc
formation) !!! Voici un probléme qui ne manquera pas de séduire a la fois ceux qui aiment la géométrie plane que ceux qui aiment la
réduction, I'analyse spectrale et toutes leurs interférences ! Merci a Nicolas Poppon pour le titre &2

Un quizz qui fait intervenir la géométrie finie! (16’39”)
Un petit quizz autour d'un probléme mondain lors d'une croisiére sur le paquebot du Capitaine Woody.

Géométrie des cercles (ou droites) - Pour débuter avec la géoétrie anallagmatique (1h52'19”)

On va, a partir de ce que nous savons tous sur les cercles et droites, créer un lien entre leur géométrie et celle de I'espace de Lorentz,
c'est-a-dire, I'espace R* muni d'une forme quadratique de signature (3,1). On écrit ici tous les résultats dans un tableau a double entrée
pour cette belle correspondance et on fera les preuves plus tard. On a ainsi obtenu un tableau qui met en relation des cercles du plan
euclidien et des droites de I'espace R*muni de la forme de Lorentz.

Maintenant, on passe aux preuves, que |'on peut retrouver dans NH2G2, XI-3.3.8. On commence a minutieusement mettre en place une
correspondance entre droites et cercles du plan complexe et droites de I'espace R*. On peut, par section hyperplane, voir tout cela assez
agréablement dans R®euclidien muni de sa boule unité. Par cette correspondance, construite en transformant un cercle en une "droite de
I'espace de Lorentz R*" grace & son équation, on utilise Sylvester pour classifier les faisceaux de cercles et les faisceaux orthogonaux.

On a, pour l'instant, un joli modéle pour I'étude des cercles, qui sont représentés comme des points d'un espace projectif de dimension 3.
Dans cet espace, nous allons voir que les points d'un cercle donné se voient sur une sphére, puis, par projection stéréographique, on va
retrouver le cercle dans la géométrie de R*.

Maintenant, on introduit I'action de SL,(C) sur les cercles par homographie. Nous I'avons déja dans une playlist mais, cette fois-ci,
I'originalité vient du fait que cette action provient de I'action par congruence sur les formes hermitiennes, donc leurs cones isotropes.
Nous sommes a deux doigts de conclure a une des plus belles correspondances de la géométrie qui fait toute la richesse de la géométrie
anallagmatique. On prouve un isomorphisme entre les groupes simples PSL,(C) et PSO(q) qui sera ensuite prolongé par un isomorphisme
un peu plus complet. On finit alors sur un tableau de correspondance entre deux versions de la méme géométrie, dite anallagmatique,
en indiquant comment ces deux versions se complétent pour créer une géométrie puissante.

Théoréme de Descartes par le déterminant de Cayley-Menger (21’50")
Alden Bradford a récemment trouvé une preuve express du théoréme de Descartes sur les cercles tangents. Cette preuve utilise une
astucieuse interprétation du déterminant de Cayley-Menger.

Une formule d’Apollonius en dimension n (avec le théoréme spectral) (15'46")
La formule d'Apollonius relie les distances entre les sommets d'un triangle et le milieu d'un c6té. Le théoréme spectral permet d'en voir
une généralisation tous azimuts en dimension n.

Saurez-vous trouver le rayon du cercle? (7°08”)
Un charmant probléme de géométrie qui ne demande que des notions de collége et dont la solution est proposée par le non moins
charmant Denis Roussillat!

Maths et musique

Les tonalités musicales vues par un mathématicien-1 (26'45")

Surtout que le mathématicien en question est MONSIEUR Michel Broué, et j'avais a coeur de partager son article que vous pouvez
télécharger sur sa page web : ou il donne, avec la prudence qui convient, son regard de mathématicien face au monde si varié des
tonalités musicales. Dans un premier temps, on introduit le cercle dodécaphonique a partir de quelques axiomes bien sentis... On verra que
finalement, ces axiomes aménent au sous-groupe engendré par 3 dans le quotient Rhttps://webusers.imj-prg.fr/~michel.b...”/(2) et,
a faire, dans ce sous-groupe, une erreur grossiére, mais bien humaine !

Les tonalités musicales vues par un mathématicien-2 (35'39”)

Dans ce deuxiéme volet, aprés s'étre résolu a travailler dans H := Z/12Z, nous allons classifier les gammes par leur nombre de transpositions
possibles, ce qui revient finalement a étudier les orbites de I'action de H a gauche sur I'ensemble P(H) des parties de H. Et voici une drole de
rencontre avec cette fonction de Moebius.

Les tonalités musicales vues par un mathématicien-3 (47'36")

Voici le dernier volet de notre série sur les tonalités musicales vues par un mathématicien dont voici I'article originel de Michel Broué On
donnera (avec quelques illustrations pianistiques) deux théorémes d'existence et d'unicité. Un sur les gammes adaptées a la transposition,
et un, qui caractérise la gamme occidentale (Do-ré-mi-fa-sol-la-si-do...) a I'aide de quatre conditions naturelles. On donnera ensuite
quelques pistes pour I'analyse de ces conditions.https://webusers.imj-prg.fr/~michel.b...

Interviews

Des maths au World Tour: itinéraire d'un data scientist chez Groupama-FDJ (58'27"")

Comment passer des groupes... a groupama? Voici Olivier Mazenot, étudiant brillant a Lyon 1, agrégé a 'université de Franche-Comté, puis,
data scientist pour I'équipe de coureurs cyclistes Groupama FDJ. Olivier va nous parler de son parcours hors cadre, de ses échecs, de sa
remise en selle, et de son métier de statisticien au service d'une équipe sportive. Et bien sQr, on parlera de I'arrivée inévitable de I'l.A. dans
ce monde compétitif!
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https://www.youtube.com/watch?v=4xlmomguJdg
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbW9ER1ZmSGdjVFM0VUtBUl9TNG5VTzFPa1hSd3xBQ3Jtc0trSnNRN0VoREJsNEwyUWdTdEc3dUN1OE9VRUUzamk2a2IxZVY1X3VEcXkwd3FYQmtGTGtuMmIzZFZTTVJKbEZNWklhTUVHclRqaHEyN3dYSWw0Z1ozcFhaQWhFSjhRXzdsUXZQVzE5cEhfU2JlR2xIYw&q=https%3A%2F%2Fwebusers.imj-prg.fr%2F~michel.broue%2Ftonamath.pdf&v=4VChQch4h1E
https://www.youtube.com/watch?v=hIBDW0SPodI
https://www.youtube.com/watch?v=etgGVl1KXOo
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqa2w4dDA0MklkUzhWOFVZS2E0bGdFLVliLXZ5QXxBQ3Jtc0ttVUZTYUdFM2JDRWRTdUhtaGszSlJkSGdZSmpLQ0M5dFIzOUJrTEo4SEhCV1dzclB4S3ZkbVpXZ1F6RFQtT2Q3RDJrd1BWV2lzS2J0aVpqX0FtNjNnZE9WQmlhOENaZWJfYzFTalB1RndfZ2l6eW5uOA&q=https%3A%2F%2Fwebusers.imj-prg.fr%2F~michel.broue%2Ftonamath.pdf&v=MLIqok0GB8s
https://www.youtube.com/watch?v=VE8oLTkOZzc
https://www.youtube.com/watch?v=ZMSPYS1BUQU
https://www.youtube.com/watch?v=Fa6tiSCh2ds&pp=2AbcAg%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=QEY5-ammRJo
https://www.youtube.com/watch?v=2D8O8CpDNNQ&pp=2AZz
https://www.youtube.com/watch?v=UQxvD4kRzew
https://www.youtube.com/watch?v=-X3uXWiu1b8

Lancement du site Math Woods et présentation par leurs créateurs!! (36’11"")

Math Woods est une encyclopédie d'exercices open source! Matthieu Finck et Thomas Lejeune ont muri ce magnifique projet d'une
encyclopédie en ligne d'exercices de mathématiques open source, entremélant énoncés, solutions et concepts! lls présentent leur site sous
tous ses angles, ainsi que ce qui les a motivés. On termine la discussion sur ce qui pourra en intéresser beaucoup, comment on crée un tel
site en ligne. Lien vers le site: Lien vers le tuto ¢ Math Woods, une encyclopédie d'exercices o...

Un jeune éléve de terminale prouve le théoréme de Birkhoff-Von Neumann (respect !) (21'19”)

Antoine, qui vient de finir sa terminale, a prouvé récemment le théoréme de Birkhoff-Von Neumann qui affirme qu'une matrice
bistochastique est combinaison convexe d'au plus n>™* matrices de permutation. Il m' a permis de présenter sa preuve (qu'il a trouvé par
lui-méme), qui utilise la théorie des graphes, et en particulier, le principe de mariages de Hall. J'en profite pour faire de la pub pour le Club
de Maths Discrétes de Lyon qui a fortement contribué a la formation d'Antoine.

Histoire des sciences - Pierre Crépel

Une matinée avec Pierre Crépel- Académicien-Historien des Sciences-1 (17°24")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques.

Une matinée avec Pierre Crépel- La quadrature du cercle 3 I'ére des rationalistes-2 (4'16”")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Nous allons discuter de la quadrature du cercle au XVilléme cercle, c'est-a-
dire bien avant Lindemann!

Une matinée avec Pierre Crépel- Des probabilités 3 la météorologie-3 (9'32")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Probabiliste de formation, Pierre nous parle de I'apparition des probabilité,
des statistiques... Pas toujours facile, maintenant que les certitudes et les incertitudes se sont bien ancrées, de se remettre dans le
contexte de I'époque.

Une matinée avec Pierre Crépel- Les théories scientifiques de la musique au XVIliéme-4 (4’56"’)

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Livre a I'appui, il nous montre en feuilletant des bribes de documents
anciens consacrés a la théorie de la musique.

Une matinée avec Pierre Crépel- Les "savants moyens"-5 (5'52")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Pierre nous parle avec la malice et la retenue qui le caractérise, des savants
moyens, donc, de vous et moi &

Une matinée avec Pierre Crépel- Le jeune Ampére et son AVS-6 (7°54"")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Pierre nous parle de la jeunesse, pleines de passion mathématiques, du
savant lyonnais André-MArie Ampere, archives a I'appui.

Une matinée avec Pierre Crépel- Statistique et politique coloniale-7 (5'26"")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. Pierre nous parle ici de la jeunesse des statistique a I'époque de la politique
coloniale...

Une matinée avec Pierre Crépel- Mathématiques et poésie-8 (8’40"")

Pierre Crépel nous recoit a I'Académie des Sciences Belles Lettres et Arts de Lyon, qu'il préside. Il partage avec nous, dans cet
environnement entouré de figures qui forcent le respect, et avec cette voix feutrée de bibliothéques, les réflexions basées sur son travail
d'archiviste et son expérience d'historien des mathématiques. On sait que les mathématiques sont de la poésie, mais I3, on est sur la
médiane!

57


https://www.youtube.com/watch?v=tZAdEkzjxDo
https://www.youtube.com/watch?v=qCZi_4Zw7mw
https://www.youtube.com/watch?v=1yG2T3Z4Xuk
https://www.youtube.com/watch?v=OPZPUF83t4g
https://www.youtube.com/watch?v=D-t7dd30PrM
https://www.youtube.com/watch?v=7VfmqSXjB7U
https://www.youtube.com/watch?v=vr4pC_Uwt1s
https://www.youtube.com/watch?v=LltfkKtEjRo
https://www.youtube.com/watch?v=Tmuugnosf0w
https://www.youtube.com/watch?v=U6IRvloU6LA

Maths et IA

La conjecture jacobienne invalidée! (34'08”)

Avec l'aide de I'lA, le mathématicien Levent Alp6ge a invalidé la conjecture jacobienne, conjecture émise par Keller en 1939, et considérée
comme vraie jusqu'ici. SGrs de sa validité, les mathématiciens avaient construits des "chateaux en Espagne", et tout ce monde est en train
de s'écrouler! Nous présentons la conjecture dans cette vidéo, pourquoi était elle naturelle, ses versions algébriques, analytiques, et
topologiques. On essaiera ensuite de mieux comprendre le contre-exemple trouvé par Claude ainsi que la magnifique interprétation de
Terence Tao. Erratas: Cdsp me signale que l'interprétation Terence Tao provient en fait d'une idée de Andy Jiang. Riri me signale que
I'hyperplan générique que je mentionne pour "faire tomber la dimension" dans I'interprétation finale doit passer par 0 et non pas l'inverse.

La conjecture jacobienne avant et aprés I'lA, par Pascal Adjamagbo-1 (52'24")

Pascal Kossivi Adjamagbo, chercheur a I'IMJ (Institut Mathématique de Jussieu), a travaillé toute sa carriére sur la conjecture jacobienne.
C'est dire s'il a des choses a raconter sur ce probléme récemment invalidé par l'intelligence artificielle. Un témoignage important qui je
I'espére, fera partie d'un travail nécessaire de réappropriation.

La conjecture jacobienne: ce que I'on sait démontrer, par Pascal Adjamagbo-2 (53'10”)

Hegel a dit « le faux est un moment du vrai ». C'est donc le moment révé pour parler avec Pascal Kossivi Adjamagbo, chercheur a I''lMJ
(Institut Mathématique de Jussieu), de la conjecture jacobienne, récemment invalidée par l'intelligence artificielle.

La conjecture de Fermat enfin vérifiée par ordinateur (33'02")

Le théoréme du siécle est désormais infaillible! La conjecture de Fermat, ou si vous préférez le théoréme de Wiles (ou Taylor-Wiles) a vu sa
preuve implémentée dans LEAN. Une épopée moderne qu'on va essayer de vous raconter. Le lien sur le post d'Anthropic Le lien vers la
vidéo de Loris sur la programmation sur LEAN Le lien vers la polémique, faites vous un avis

Le probléme de Navier-Stokes (de Leray a I'lA) par Lorenzo Brandolese (41'05”)

Lorenzo Brandolese, collégue de Lyon 1 (et de longue date!) qui a travaillé sur le probléme de Navier-Stokes, nous parle du probléme du
Millénaire (1M de dollars quand méme!) proposé par l'institut Clay. Mais pour commencer, Lorenzo va s'attarder sur le probléme tel qu'il a
existé depuis des décennies, avant d'avoir la couverture médiatique actuelle. Ces anciens étudiants apprécieront certainement de
retrouver |'ambiance de ses cours et les autres apprécieront certainement qu'un chercheur sache aussi bien rendre accessible

Formalisation informatique de preuves par Loris (44'28”)

Loris, actuellement en cursus de Master Avancé de mathématiques, travaille cette année sur la réécriture et la formalisation de preuves. Il
a eu l'excellente idée de "formaliser" la preuve d'un développement fétiche de son année d'agrégation : le théoréme de Gauss-Wantzel.
3 ¢ Construction a la régle et au compas du p-... 1l nous présente ici un petit apercu de son travail sur le logiciel LEAN et de I3 sa
librairie sur laquelle ont été implantés tout un pan des mathématiques ! Vol au-dessus d'un travail de titan ! A propos de travail de titan, un
article du monde parait au moment oti I'on publie cette vidéo ! Coincidence ? Je ne crois pas ‘==
https://www.lemonde.fr/sciences/artic...

Les inclassables

Le principe d'incertitude d'Heisenberg expliqué 3 mon voisin Nico (16’30")

Une vidéo pour expliquer l'iconique principe d'incertitude d'Heisenberg avec un minimum de moyens mathématiques. En effet, on
utilisera juste la notion de systéme linéaire, matrice inversible... et la série géométrique.

Changement d'heure (et dualité) (25’29")

Heure d'hiver, heure d'été ? On avance I'heure ou on la recule ? On dormira un peu plus ou on manquera de sommeil ? Ce dernier week-
end de mars ou I'on passe a I'heure d'été est propice a ce genre de questionnement. On en profite donc pour remettre les pendules a
I'heure en faisant le point sur la dualité !

C'était comment le bac en 67 ? (35’44")

Une petite perle au bac Paris 1967. Il s'agit de la structure de groupe sur une hyperbole et, chose étonnante, quelques applications
géométriques, (simples, certes, mais tout de méme !) de cette structure ! Chaud quand méme les questions ! Doit-on y voir une raison aux
événements de I'année qui a suivi :-) ?

Le probléme Bac Paris 69 (32'12")

Jean-Claude Andrieux a passé le bac en 1969 et la vidéo a effet Waouh sur la géométrie du demi-plan de Poincaré |ui a rappelé des
souvenirs ! Il m'a donc envoyé son sujet de Bac qui remonte 3 55 @ o Approximation d'un réel et pavage par des ... ans, dont
voici le lien : https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Parisc_... Auriez-vous eu le bac cette année-la ? Auriez-vous eu un 17/20 comme Jean-
Claude ? Faites le test !

Des voeux de bonne année...elliptique! (25’'55")

On profite de ce passage de 2024 (année tétraédrique) a 2025 (année carrée) pour refléchir 3 cette question grégophantienne (ie
diophantienne et grégorienne) quand est-on (ou va-t-on) passé (passer) d'une année tétraédrique a une année carrée ? C'est le moment
révé pour réviser, tout en douceur, nos connaissances sur les courbes elliptiques.

Remarquables identités (14'49")

On passe en revue tous nos souvenirs de troisitme et de seconde, ou nous avions rencontré, pour la premiére fois, les identités
remarquables. Mais, avec le recul, nous pouvons les voir désormais comme des formules de congruences entre formes quadratiques !
Tout un programme. Au final, nous ferons la lumiére sur une identité remarquable relativement méconnue mais liée a un résultat
fondamental de Grothendieck-Witt sur la diagonalisation des formes quadratiques par congruence !
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https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbmY1aXB6bjZvZWY4Y0pRalJpS1JIOUlHQ3pDQXxBQ3Jtc0tuTkpuTFc3THF3UXd6bkVVRXNqX3VINDhQeU5sSFdCWFk5UC1NbUFhbTlMZWxwRmRGdkUzUzlEamFlaHhkZHNVU1c2UWlScW9HbkFpUnJpOG04S3YxU2FWN01WSEI4WkJXVWdjcFFGOFZ1c201S3hnQQ&q=https%3A%2F%2Fwww.apmep.fr%2FIMG%2Fpdf%2FParis_C_juin_1969.pdf&v=mYssBVLxHwM
https://www.youtube.com/watch?v=IMJMpBLy1Dc&pp=0gcJCU8KAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=MQVdb87o7uY
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbmY1aXB6bjZvZWY4Y0pRalJpS1JIOUlHQ3pDQXxBQ3Jtc0tuTkpuTFc3THF3UXd6bkVVRXNqX3VINDhQeU5sSFdCWFk5UC1NbUFhbTlMZWxwRmRGdkUzUzlEamFlaHhkZHNVU1c2UWlScW9HbkFpUnJpOG04S3YxU2FWN01WSEI4WkJXVWdjcFFGOFZ1c201S3hnQQ&q=https%3A%2F%2Fwww.apmep.fr%2FIMG%2Fpdf%2FParis_C_juin_1969.pdf&v=mYssBVLxHwM
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbmY1aXB6bjZvZWY4Y0pRalJpS1JIOUlHQ3pDQXxBQ3Jtc0tuTkpuTFc3THF3UXd6bkVVRXNqX3VINDhQeU5sSFdCWFk5UC1NbUFhbTlMZWxwRmRGdkUzUzlEamFlaHhkZHNVU1c2UWlScW9HbkFpUnJpOG04S3YxU2FWN01WSEI4WkJXVWdjcFFGOFZ1c201S3hnQQ&q=https%3A%2F%2Fwww.apmep.fr%2FIMG%2Fpdf%2FParis_C_juin_1969.pdf&v=mYssBVLxHwM
https://www.youtube.com/watch?v=JlPLmD_DLj0
https://www.youtube.com/watch?v=b1gJesMVUfA
https://www.youtube.com/watch?v=BTFkeeWglGA
https://www.youtube.com/watch?v=1j2nknH64Fg
https://www.youtube.com/watch?v=7e2k3nbGqzk
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbUpTclRBeTNnN095dElnMWVXUGhzc0NjZS11Z3xBQ3Jtc0tuemV6T0V5T1UybFJOa2hmeXVNRUpCYUtlNjZXVmxDaXJPT0N3LUluWmZBOXBqUDdfZ1VGTVdjNmplOWEwQnNqTDRyVXRMMEdRcU41T0VJb0FCUk50a04yQlJyTWpmbGF3ZVlZaFJFb2dSWU9NSUpuNA&q=https%3A%2F%2Fwww.lemonde.fr%2Fsciences%2Farticle%2F2025%2F02%2F18%2Fle-dernier-theoreme-de-fermat-un-monument-des-maths-auquel-s-attaque-une-collaboration-internationale_6551843_1650684.html&v=EC66JLQnT-4
https://www.youtube.com/watch?v=vqG6pMii8gA
https://www.youtube.com/watch?v=EC66JLQnT-4
https://www.youtube.com/watch?v=VapkNUUh8iw
https://www.youtube.com/watch?v=ercx4WX481o
https://www.youtube.com/watch?v=--3ryWjFVjc
https://www.youtube.com/watch?v=6D0xArjb3fA
https://www.youtube.com/watch?v=6YFAgB12Dlo

Variance des inversions, polyndmes générateurs et décomposition de Bruhat (23’'51")

Un mélange instructif et passionnant de citation de papillote, de variance sur le groupe symétrique, de petits calculs polynomiaux qui
nous aménent curieusement a la décomposition en cellule de la variété de drapeau (mais, on le dira un peu autrement, avec des
matrices). Feat. Stella (la star !)

Une formule de déterminants a imprimer sur vos T-Shirt! (8’59")
Voici un petit exercice astucieux de déterminant proposé par Jean-Baptiste Hiriart-Urruty. La magie de la formule a prouver réside dans le
fait qu'elle compare deux déterminants de matrices de tailles différentes !

Apprendre 3 multiplier avec les doigts! (10’58”)
Allez zou ! Une vidéo élémentaire pour réunir toute la famille ! On montre comment une formule (peu connue) permet de retrouver trés
rapidement ses tables de multiplications.... Et plus !

Exercice sur une limite de suite complexe (niveau licence) (9’54”)
Un petit exercice sur une limite de suite ou I'on retrouvera, avec toujours le méme plaisir, calcul complexe, développement limité (ou
équivalent), trigonométrie et construction géométrique !

En attendant le C26 (8’11")
Un petit probléme sur les attentes de bus avec un résultat... plutot contre-intuitif.

Vous étes plutét "réels" ou "rationnels"- On énumére les différences (33'06")

Petits, on apprend les rationnels, puis, on découvre les réels. Et il faut I'avouer, I'environnement réel fournit une zone de confort bien
rassurante mais aussi puissante et pratique. On énumére différentes zones des mathématiques (théorie des ensembles, topologie,
groupes topologiques, polyndmes, réduction, et méme groupes de Brauer) ou I'on peut confronter version rationnelle et la version
réelle. Et, finalement, la version rationnelle de notre enfance reste encore bien attachante. Merci a Riri pour la proposition de sujet.
Errata : Le groupe de Brauer de Q, est Q/Z et non pas Z/2Z comme je I'ai dit vers la fin ! Merci a Alain Genestier pour m'avoir faire
remarquer ma bourde !

Propriétés (ou non) de I'orthogonal dans un Hilbert (21'17")

Le bon cadre pour présenter des propriétés et contre-exemples autour de I'orthogonalité semble étre celui de I'espace de Hilbert. A-t-on
toujours par exemple que I'orthogonal de I'orthogonal est égal au sous-espace lui-méme, que I'orthogonal de l'intersection est égal a la
somme des orthogonaux, ou de son adhérence. Nous proposons ici une petite discussion informelle sur le sujet.

A quelle condition (x+e;); est une base? (Niveau Licence) (8'08")
On propose ici deux méthodes 3 I'exercice classique qui donne une condition simple pour que (x+e;); soit une base quand (e;) est une base
d'un espace vectoriel E et x un vecteur de E.

Théoréme de Cantor-Bernstein et théoréme de Knaster-Tarski (12'29”)

Je présente une preuve express du théoréme de Cantor-Bernstein qui stipule que si E et F sont deux ensembles, s'il existe une injection
de E vers F et une injection de F vers E alors il existe une bijection entre E et F.

Applications du théoréme de Cantor-Bernstein aux cardinaux infinis (24'49")

On donne les exemples les plus typiques d'ensembles équipotents (ie en bijection) a I'ensemble N des entiers naturels et a I'ensemble R
des réels. Voila qui va nous permettre d'observer le théoréme de Cantor-Bernstein dans ses ceuvres !

L'atelier des racines carrées! (10’35”)
Antoine nous présente sa derniére création, un cercle a racines carrées, cubiques et méme quatrieme. Du fait main, avec de belles maths
et de belles aquarelles !

L'énigme du singe de Fibonacci (24'57")

On simplifie le probléeme du singe dactylographe avec un clavier de simplement deux lettres et on cherche a trouver des expressions
explicitées des probabilités d'apparition de suites de lettres. On tombe miraculeusement sur une généralisation naturelle de la suite de
Fibonacci.

Epreuve du bac - une erreur persistante? (14'27”)

Je présente ce qui me semble étre une erreur récurrente dans les sujets du bac, sur |'exercice de probabilités. On trouve cette erreur dans
un bon nombre de sujets et cette vidéo a pour but de convaincre les concepteurs qu'il faudrait changer, en conséquence, les futurs
énoncés.

L'enigme du robot de Cantor (15'01")
Une énigme sur la recherche de la position d'un robot, dont la solution en étonnera plus d'un !
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https://www.youtube.com/watch?v=zgKKVZbnqac
https://www.youtube.com/watch?v=zgKKVZbnqac
https://www.youtube.com/watch?v=vdEkfkjTj0Y
https://www.youtube.com/watch?v=iEVWsNxvXLg&pp=2Aa_Aw%3D%3D
https://www.youtube.com/watch?v=QwV8p6mgRFo
https://www.youtube.com/watch?v=Rv0vZLE1hhU
https://www.youtube.com/watch?v=4v8SmZCe-h0&pp=2AYV
https://www.youtube.com/watch?v=2f-ExU2cew4
https://www.youtube.com/watch?v=zgKKVZbnqac
https://www.youtube.com/watch?v=zgKKVZbnqac
https://www.youtube.com/watch?v=zgKKVZbnqac
https://www.youtube.com/watch?v=Qczh0_FvZNQ
https://www.youtube.com/watch?v=iO1KVygnvSI&pp=0gcJCQMKAYcqIYzv
https://www.youtube.com/watch?v=Brt1gMRGyGw
https://www.youtube.com/watch?v=pXUneuhOjHQ
https://www.youtube.com/watch?v=nNy3I7MS1RE
https://www.youtube.com/watch?v=8-WeaGk8dWo
https://www.youtube.com/watch?v=r6d1oaQ7tYU&pp=2AYg

Au talent ou au karma ? Le retour du robot de Cantor ! (32’43")

Yan Doumerc, qui intervient avec brio sur cette chaine comme "expert proba", m'a récemment envoyé un petit texte qui affine I'énigme du
robot de Cantor présenté sur cette chaine. Au départ, on voulait préparer une série cohérente de questions au robot afin de connaitre sa
position au bout d'un nombre fini de coups. Mais désormais, le test est devenu plus exigeant puisqu'il demande maintenant de construire
des suites consécutives arbitrairement longues de réponses positives. Yan nous montre qu'il y a deux facons de procéder : soit
déterministe, soit au hasard. Mais pas n'importe quel hasard, un hasard légérement trafiqué. On devrait I'écrire "hazar" < De.
L'enigme du robot de Cantor .

Zeta(2) - Les plus belles preuves! (38'59”)

La formule qui affirme que la somme des 1/n? vaut pi®/6 est bien connue de tous les mathématiciens. Aprés avoir motivé les troupes, on se
lance dans un florilége de preuves célébres plus jolies les unes que les autres que I'on peut retrouver (pour certaines) sur
https://www.math.cmu.edu/~bwsulliv/ba...

Un exercice sur les graphes et la star zeta(2)! (22'30”)

Voici un exercice assez élémentaire sur la coloration des graphes qui fera curieusement intervenir la fonction zeta en 2 et donc le fameux
nombre pi. Il est inutile de savoir quoi que ce soit sur les graphes pour se retrouver dans un probléme de dénombrement qui amene
naturellement a la série de Riemann.

Nombre chromatique d'un graphe et théoréme spectral (23'06"’)

Le nombre chromatique d'un graphe est le nombre minimal de couleurs que I'on peut attribuer a ses sommets pour que deux sommets
connectés soient de couleurs différentes. On prouve une inégalité sur le nombre chromatique d'un graphe en fonction du spectre de sa
matrice d'adjacence. L'inspiration provient de la jolie épreuve 1 de I'agrégation interne de 2019.

Inégalités de Cheeger pour les graphes (30’13”)

L'étude des graphes passe souvent par celle de sa matrice d'adjacence qui, comme toute matrice réelle symétrique, posséde une suite
décroissante de valeurs propres réelles. Nous allons voir (découvrir ?) que la robustesse du graphe, c'est-a-dire, sa capacité a rester
connexe méme si on en retire des sommets, dépend de la position de la seconde valeur propres par rapport a la premiére.

Devinez la caractéristique du corps! (10’06”)

Un petit exercice taquin pour occuper nos méninges! Soit a; pour i de 1 a 27 des éléments non nuls d'un corps K. On suppose que la suite b;
des sommes des a; pour j différent de i, est une permutation des a;. On doit montrer que cela n'est possible (et ¢a I'est effectivement) pour
certaines caractéristiques de K.

Brillez en société! Sachez résoudre I'équation de degré 2, méme si 2=0! avec Béranger Seguin (14'39")

Posez la question a votre prof de maths préféré : "comment résoudre un trinbme ?" Et quand il vous dira "il faut prendre sa forme
canonique", vous lui répondez "oui mais sans diviser par 2 parce que 2=0". Et la, vous connaitrez votre premier sentiment de victoire... et
peut-étre méme de gloire !

Théoréme de d'Alembert-Gauss, preuve intuitive par Antoine (10'41"”)
Une petite approche intuitive du théoréme fondamental de I'algeébre, vu comme un théoréme des valeurs intermédiaires en 2D....

A partir de quand les mathématiques deviennent-elles incompréhensibles? (29'43")

Voici I'extrait d'une question qu'Aegidius Rex m'a envoyée en commentaire. Je I'ai trouvé tres inspirante, et cette vidéo en est une réponse.
"Cher Phil. Une question d'un dimanche d'été 2026 pour vous et vos auditeurs, pour ceux qui ont quelques instants a y consacrer. Savez-
vous a partir de quel moment les mathématiques deviennent incompréhensibles ? Je pourrais poser la question a ChatGPT mais je vous
demande votre avis a tout hasard, si vous en avez un a ce sujet, si toutefois la question vous parait pertinente. Il semble qu'il y ait un saut a
un moment donné qui largue le public qui ne sait plus de quoi I'on parle..."

Math Woods, une encyclopédie d'exercices open source! (un tuto de Matthieu Finck) (13'52")

Matthieu Finck et Thomas Lejeune ont muri ce magnifique projet d'une encyclopédie en ligne d'exercices de mathématiques open source,
entremélant énoncés, solutions et concepts! Tout un programme. Voici un tuto pour les utilisateurs, les curieux et les concepteurs de ce
site en devenir! Lien pour le site:

Un petit exercice de trigonométrie (collége?) et un joli fractal (5'35")
Un exercice que j'aurais aimé voir au collége avec une construction qui rappelle les plus beaux fractals (on dit des fractaux???)

La division de droite a gauche (du dyslexique au dix-adique) (16'05”)
Une autre fagon de poser sa division... et ¢a va vous étonner!

L'astuce de la ceinture de Dirac, clef USB et I'équation de Schrodinger par Matthieu (30'02”)
En plus d'étre le créateur du site Math Woods, Matthieu Finck, alias Ancient Tree, est I'auteur d'une thése en physique intitulée "Fibré et
obstructions topologiques en théorie des bandes", aux confins de la topologie et de la physique des particules. Il nous présente ici I'astuce
de la ceinture de Dirac, pour introduire ensuite, la notion de groupe fondamental qui éclaire ce "tour de magie". Dans un troisieéme temps,
il nous parle de I'équation de Schrédinger et de cette clef USB qui marche a condition qu'on la retourne...
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https://www.youtube.com/watch?v=DcFaPuppx90
https://www.youtube.com/watch?v=wOVYHUq_Vew
https://www.youtube.com/watch?v=O-kUm21HQso
https://www.youtube.com/watch?v=tfuDuEGIt0I
https://www.youtube.com/watch?v=AJYDM0k7kfA
https://www.youtube.com/watch?v=2rFeh9e8Rao
https://www.youtube.com/watch?v=aLDfszuYgjo
https://www.youtube.com/watch?v=OSHxAL1NYVM
https://www.youtube.com/watch?v=rNqn1sOS_kk&pp=2AYq
https://www.youtube.com/watch?v=3mmewQWyrRg
https://www.youtube.com/watch?v=q4PnqM3p7wc
https://www.youtube.com/redirect?event=video_description&redir_token=QUFFLUhqbEhKQVA5bVkweFNlem9HS05KbTRqcjI0cndxUXxBQ3Jtc0trQ0lZZHQ2a0ZmSG5uOERCRWI4UXVkZDZMTGotWWZIMU9JNWY0VTh6VlVrSjY4TGF2b0Q0b09tQlJ2cnVNRG43WFBMeXJaMko1bGhucGtMdUhQQWowTG9tUWdOaUduNW8zQW45SlNFZHB2RUNsbkdaMA&q=https%3A%2F%2Fwww.math.cmu.edu%2F~bwsulliv%2Fbasel-problem.pdf&v=cUbS7eH4dJw
https://www.youtube.com/watch?v=cUbS7eH4dJw
https://www.youtube.com/watch?v=vdEkfkjTj0Y
https://www.youtube.com/watch?v=vdEkfkjTj0Y
https://www.youtube.com/watch?v=ee7CElVoT9U

Multiplication? Dites-le avec des fleurs! (21°08”")

Plein de goodies (fleurs-bouquets-posters...) sur ce site proposé par Jean-Jacques Juré qui propose des représentations botaniques aux
opérations arithmétiques, en tenant compte de I'ordre ou de I'association au cours de I'opération. Laissez-vous séduire par la beauté du
site que I'on peut partager en famille, ou avec ses éléves ! https://claude.ai/artifact/JPfimr6 AtP6HWpMDHN2yZS
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https://www.youtube.com/watch?v=QXPz9PTK5hc

