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Abstract: We provide a lower bound for the canonical height of a point P in a CM abelian variety A/K in terms of
the degree of the field generated by P over K?". This bound is a generalization of results by David, Hindry, Baker,
Silverman, Ratazzi and others and is the best known result on the way of proving the relative abelian Lehmer
conjecture. Moreover, the given bound allows us to prove some particular cases of Zilber-Pink conjecture.
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1 Introduction

La hauteur canonique sur une variété abélienne associée & un fibré en droites ample et symétrique est une
fonction & valeurs dans les réels positifs qui s’annule exactement sur les points de torsion.

Lorsque la hauteur ne s’annule pas, peut-on trouver une borne inférieure ?

On peut aborder cette question de plusieurs fagons différentes. En regardant ’exemple de G, du fait que
la hauteur de Weil vérifie h(2™) = |m|h(z) pour tout entier m, on voit facilement en prenant z = 2% que la
hauteur peut tendre vers zéro lorsque m tend vers l'infini. Puisque dans cet exemple m est de I'ordre du degré
de définition D de x sur QQ, on peut imaginer une borne inférieure de la forme ﬁ ou f est une fonction
croissante en D et ¢ une constante qui ne dépend pas de x. D’autres approches cherchent plutot & fixer le corps
de définition de x et expliciter la constante c.

“Le Probléme de Lehmer” s’inscrit dans la premiére approche et on peut le formuler de la facon suivante :

Conjecture 1.1. Il existe une constante c > 0 telle que, pour tout o dans Q* qui n’est pas une racine de l’unité,
on ait

h(a) =

Sl e

ot D =[Q(«a) : Q]

Le meilleur résultat connu jusqu’a présent dans la direction de cette conjecture est un théoréme de
Dobrowolski (voir (Dob79)), qui démontre la borne désirée pour h(a) “a € prés”, a savoir

Théoréme 1.2 (Dobrowolski). Il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout o € Q* qui n’est pas une racine
de lunité, on ait
3
ha) > < loglog 3D .
D log2D

Dans d’autres cas particuliers le probléme de Lehmer a été résolu; notamment si « appartient & une
extension abélienne de Q. Dans ce contexte Amoroso et Dvornicich ((AD00)) donnent un résultat plus fort :

Théoréme 1.3 (Amoroso-Dvornicich). Pour tout o dans QP qui n’est pas une racine de l'unité,

log 5
ha) > .
(@) 2 73

En dimension supérieure, ces questions se généralisent de fagon naturelle aux groupes algébriques
commutatifs, donc aux variétés abéliennes. Dans le cadre du probléme classique de Lehmer, les généralisations
du résultat de Dobrowolski sont des théorémes de Laurent ((Lau83)) pour le cas d’un point dans une courbe
elliptique & multiplication complexe et de David et Hindry (DH00) pour un point dans une variété abélienne a
multiplication complexe. Plus précisément ces derniers montrent :
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Théoréme 1.4 (David-Hindry). Soit A une variété abélienne définie sur K de dimension g & multiplication
complexe, munie d’un fibré L ample et symétrique et he la hauteur canonique associée. Il existe une constante
c(A, K, L) telle que pour tout P € A(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A,

2 (P)>c(A,K,£) loglog(3D)\ "
=T s log(3D) ’

ou D = [K(P): K] et (g9) = (2g.(g + 1)!)9+2.

Les auteurs démontrent en fait un résultat plus fort puisqu’ils ont remplacé le degré par un invariant plus
naturel, I’indice d’obstruction wi (P) défini comme suit :

wi (P) = min{deg,(Z) cod%mz}

ou Z parcourt les sous-variétés propres de A, définies sur K et K-irréductibles contenant le point P.

Des résultats équivalents existent pour un tore multiplicatif GJ},, lorsque les coordonnées d’un point a € G},
ne sont pas multiplicativement liées (voir (AD99)).

Les résultats d’Amoroso et Dvornicich ont aussi été étendus par Silverman et Baker ((BS04), (Bak03)) au
cadre des variétés abéliennes.

La question qu’on se pose ensuite est d’unifier ces deux types de résultats : 'approximation de Dobrowolski
et le théoréme d’Amoroso et Dvornicich. Amoroso et Zannier (voir (AZ00)) trouvent dans ce sens :

Théoréme 1.5 (Amoroso-Zannier). Soit K un corps de nombres. Alors pour tout nombre algébrique o non nul
qui n’est pas une racine de 'unité on a

o(K) (loglog(5D)\ "
e = B ()

ot D = [K®(a) : K?P] et ¢(K) est une constante strictement positive qui ne dépend que de K.

De récents travaux de Delsinne (Del07) donnent une généralisation de ce théoréme* pour un point « dans
GJ & coordonnées multiplicativement indépendantes.

Dans le cas abélien, ’équivalent du théoréme 1.5 en dimension supérieure reste encore a démontrer. On
connait des résultats en dimension 1, notamment pour une courbe elliptique de type CM (voir (Rat04)).

Théoréme 1.6 (Ratazzi). Soit E/K une courbe elliptique admettant des multiplications complezxes. Il existe

une constante strictement positive ¢(E, K) telle que pour tout point P € E(K) \ Eiors 00 @

13
hP) > ¢(E,K) (loglog5D ’
D log 3D
o D = [K*P(P) : K?P].
Dans le cadre général, la meilleure conjecture qu’on peut espérer est la suivante :

Conjecture 1.7 (David). Soit A une variété abélienne définie sur K munie d’un fibré L ample et symétrique.
Alors il existe une constante strictement positive ¢ telle que, pour tout point P de A(K) qui n’est pas de torsion
sur Endg (A), on a

1
he(P)>eD™3
ou D = [Ktors(P) : Ktors] et Kiors = K(Ators)-

Pour voir que cette conjecture est la meilleure possible en fonction de D, on peut regarder une suite de
points de n-division P, de P ([n]P, = P). D’aprés les propriétés de la hauteur on a hz(P,) = n=2hs(P) et
D,, = [Kiors(Pr) : Kiors] < cn?9. On en déduit pour un réel & positif

DZh(P,) < en?97=1)

et donc, si z < %, lorsque n tend vers I'infini on a Dﬁﬁg(Pn) — 0.

*Dans (Del07) on trouve ’équivalent du théoréme de (AZ00) pour un point dans G, sous une hypothése technique. Dans une
communication personnelle ’auteur m’indique avoir amélioré son résultat et pouvoir maintenant se passer de I’hypothése technique,
quitte & modifier I’exposant du terme en log D.
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D’autre part, dire que P est de torsion sur Endz(A) revient a dire qu’il appartient & un translaté par un
point de torsion d’une sous-variété abélienne B propre de A et on voit facilement que dans ce cas on ne peut
pas espérer avoir —1/g en exposant de D mais —1/gg ou go est la dimension de B. En effet il suffit de prendre
A = E x E un produit de courbes elliptiques et @Q,, = (P,,0) ot P, est un point de n-division de P. Dans ce
cas on a iLL(Qn) = %Bg(P) et [Kiors(Qn) : Kiors] < cn?, donc on ne peut pas remplacer go = 1 par g = 2.

Le résultat principal de cet article donne une preuve de cette conjecture a “epsilon prés”, dans le cas ou la
variété abélienne admet des multiplications complexes, a savoir :

Théoréme 1.8. Soit A une variété abélienne définie sur K a multiplication complexe, munie d’un fibré L ample
et symétrique. Alors pour tout € > 0 il existe une constante positive c(A, K, L, €) telle que, pour tout point P de

A(K) qui n'est pas de torsion sur Endg(A), on a

he(P) > ¢(A K, L,e) D75
ou D = [Ktors(P) : Ktors] et Ktors = K(Ators)-

Ce dernier résultat s’applique notamment a la conjecture de Zilber-Pink. Les premiers cas de cette conjecture
ont été suggérés par Bombieri, Masser et Zannier dans (BMZ99). Plus tard, des généralisations ont été données
indépendamment par Zilber pour les variétés semi-abéliennes et Pink pour les variétés de Shimura mixtes. Dans
le cadre des variétés abéliennes on peut ’énoncer ainsi :

Conjecture 1.9. Soient A une variété abélienne définie sur un corps K de caractéristique 0 et X une sous-
variété fermée et intégre qui n’est contenue dans aucun sous-groupe algébrique propre de A. Alors l’ensemble

X(K)n U ¢

codimG>dim X +1

ol l'union porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant la condition de dimension, n’est pas dense
dans X.

Dans (Rém05) et (Rém07) G. Rémond montre que cette conjecture est vraie sous ’hypothése plus forte
que X est géométriquement non dégénérée et que A vérifie la conjecture 1.7. Dans sa preuve on voit que méme
un résultat optimal “4 epsilon prés” suffit pour conclure. En utilisant le théoréme 1.8 on a le résultat suivant

Théoréme 1.10. Soient A une variété abélienne CM définie sur un corps de nombres K, X une sous-variété
fermée et intégre de A géométriquement non dégénérée et T' un sous-groupe de rang fini de A(K). Alors

Pensemble X (K) N (I + U G(K)) n’est pas dense dans X (0@ l’union porte sur tous les sous-groupes
codimG>dim X +1
algébriques de A vérifiant la condition de dimension).

D’aprés le corollaire 1.1 de (RémO05) et le théoréme 1.8 on a en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 1.11. Soit A/K une variété abélienne CM et C une courbe transverse sur A. Alors l’ensemble

CK)Nn U G(K) est fini, ot l’ensemble porte sur tous les sous-groupes algébriques de A vérifiant la
codimG>2

condition de dimension.

Ce théoréme implique notamment le résultat de N. Ratazzi (voir théo. 1.7 (Rat08)) obtenu dans le cas ou
A est une variété abélienne & multiplication complexe, isogéne & la puissance d’une variété abélienne simple.

Ces généralisations forment actuellement un sujet trés actif de recherche ot de nombreuses questions sont
ouvertes.

La démonstration du théoréme 1.10 de (Rém05) utilise le théoréme 1.8 (& ceci prés qu'il s’agissait d’une
conjecture) indirectement. Il faut d’abord en déduire une minoration d’un produit de hauteurs d’une famille
de points auxiliaires (des générateurs bien choisis de A(K(P))). Ensuite il faut étudier les relations liant les
coordonnées du point P avec les sous-groupes algébriques de A pour en déduire une majoration du degré du
plus petit sous-groupe algébrique de A contenant P. Si on dispose d’une borne pour ﬁ(P) qui tient compte de la
plus petite sous-variété de torsion passant par P on pourra simplifier significativement cette preuve. Pour faire
ceci on va utiliser un indice d’obstruction différent de celui employé dans (DH00) et (AD99).

Définition 1.12. Soient (A, L) une variété abélienne polarisée définie sur K, V une sous-variété de A définie
sur K et K-irréductible, P un point de V(K) et K' une extension de K. On appelle indice d’obstruction de P
sur K’ par rapport & V noté wg: (P, V), la quantité

1
. degL(Z) codimy, Z
(P = —=— PeZz
wi (P, V) mm{(degﬁ(V) , Pe
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ot Z est une sous-variété propre de V', définie sur K' et K'-irréductible. Lorsque Z est de codimension 0 dans

1
deg,(2) | @dmvZ
deg, (V)

V' on utilisera la convention ( = +00.

On remarque que
wK/(P, A) S wK/(P) S (deg£ A)wK/(P, A)

et de méme,
(P,V) < D_\"™" o D-[K'(P): K
WK’ —_— ou = N .
= deg, (V)

Pour voir ceci, il suffit de considérer la variété W = {o(P), o € Gal(K'/K')}.
Cet indice a de plus la propriété d’avoir le méme type d’homogénéité que la hauteur par rapport au fibré
choisi. En effet, d’apreés les propriétés du degré (voir paragraphe 2.2),

deg om(2) a7 _(mdinZ deg . (Z) odiny Z
Tt =min | ———252
degram (V) mdimV deg (V)

= m71w£ (Pa V)

wrem (P, V) = min (

ce qui correspond a la formule fLL@mh(P) = mh, (P) pour la hauteur (on a noté en indice le fibré par rapport
auquel on calcule le degré).
On énonce maintenant une conjecture plus générale qui regroupe tous les énoncés antérieurs :

Conjecture 1.13. Soit A une variété abélienne de dimension g définie sur un corps de nombres K, munie d’un
fibré L ample et symétrique. Soit H une sous-variété abélienne de A définie sur K et P € H(K) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Alors il existe une constante c¢(A, K, L) strictement positive
telle que

- (A, K, L)

h(P)> —2 2 ~7
Bz G

Dans cet énoncé, Kis est 'extension engendrée par tous les points de torsion de A. On remarque que la
constante ne dépend pas de H.
On donne & présent un autre énoncé équivalent (voir prop. 2.6) a la conjecture 1.13.

Conjecture 1.14. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K, munie d’un fibré L ample
et symétrique, P un point de A(K)\ A(K)iors et H la plus petite sous-variété de torsion’ de A définie sur K
contenant le point P. Alors il existe une constante c(A, K, L) strictement positive telle que

- (A K, L)
he(P) =y

On voit immédiatement sur la définition de wg,,, . (P, A) que la conjecture 1.13 implique la conjecture 1.7.
Le but de cette thése est de montrer la conjecture 1.13 & e-prés pour des variétés abéliennes CM. De fagon
précise on montrera :

Théoréme 1.15. Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K a multiplication complexe,
munie d’un fibré Lo ample et symélrique et posons L = £6®4. Soit H une sous-variété abélienne de A définie sur

K de dimension go > 0 et P € H(K) tel que P soit d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de
H. Alors il existe une constante ne dépendant que de A, K et L telle que

i P) > c(A, K, L) (loglogwy,,,. deg,(H)? r1(g0)
- B WKors (P7 H) IOg WK iors degL (H)Q )

Ol WKy = WEyo (P H) et K1(go) = 22901657 (go + 1)1260,

Remarque 1.16. L’hypothése de multiplication complexe est imposée d’une part pour assurer que les
endomorphismes de Frobenius se relévent inconditionnellement en des endomorphismes en caractéristique 0
de A. On pourrait donc penser & une autre hypothese assurant qu’il y ait “beaucoup” de places v telles que Froby,
se reléve en un endomorphisme de A (pour r fizé); c’est le cas si A = E™ ou E est une courbe elliptique vérifiant
la conjecture de Lang-Trotter (voir (LT76), (FM96), (Elk87)).

D’autre part, on lutilise aussi de maniére cruciale dans les réductions (paragraphe 3). Il parait donc peu
probable de se passer de cette hypothése en suivant une preuve similaire.

TUne sous-variété de torsion est une union de translatés de sous-variétés abéliennes par des points de torsion.
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La démonstration suit les étapes classiques d’une preuve diophantienne qu’on verra ci-dessous.

Dans la premiére partie (2.2, 2.3, 2.4), on donne tout d’abord quelques rappels concernant la hauteur
d’un point dans une variété, le degré géométrique d’une variété et les endomorphismes de Frobenius ainsi que les
propriétés associées a ces outils dont on aura besoin. On trouvera les préliminaires nécessaires sur les sous-variétés
de torsion et les congruences qu’on utilisera lors de 'extrapolation (paragraphe 2.5).

Dans le paragraphe 3 on expliquera les réductions faites pour simplifier la preuve du théoréme 1.15. L’idée
de ces réductions a son origine dans article de F. Amoroso et U. Zannier (AZ00), paragraphe 2; toutefois de
nombreuses complications apparaissent. On utilisera des réductions galoisiennes et on étudiera en détail certaines
extensions engendrées par des points de torsion de H. On utilisera aussi de fagon cruciale le fait que le groupe
formel A de A est isomorphe comme Gal(K, /K™ )-module au tore formel GY, et donc A[p¥] ~ G, [p¥] (comme
Gal(K, /KD ")-modules).

Dans le paragraphe 4 on construit la fonction auxiliaire et dans le paragraphe 5 on procéde a extrapolation.
I1 faut séparer deux cas (comme dans (AZ00)) qu’on appelle “peu” ou “trés ramifi¢”. Pour le cas peu ramifié, on
suit I’approche de (DH00) en extrapolant sur des conjugués de transformés par des endomorphismes de Frobenius
du point initial. Dans le cas trés ramifié, on suit plutét Papproche de (Amo) en utilisant des déterminants.

Dans le paragraphe 6, on donne le lemme de zéros qui ne permet pas de conclure immédiatement
(contrairement au cas de la dimension 1). Aprés un choix de paramétres convenable (7), il faut faire un argument
de descente (paragraphe 8) proche de celui de (DH00) en rajoutant un nouvel ingrédient : une suite de corps
de définition pour les sous-variétés construites. Cette construction produit deux variétés “emboitées” de méme
dimension et on compare leurs degrés. Si la descente s’arréte sur un nombre premier peu ramifié, ’argument
fonctionne comme dans (DHO00) (la comparaison des degrés entraine une contradition) et on conclut. Si au
contraire le premier est trés ramifié, la comparaison peut étre insuffisante lorsque les variétés sont des translatés
d’une sous-variété abélienne B de H. C’est précisément cette situation que les réductions devraient permettre
d’exclure. Malheureusement, ce n’est pas le cas. Le point de départ des réductions dans le cas de la dimension 1
((AZ00) et (Rat04)) était la négation du théoréme principal. Dans le contexte des variétés abéliennes il s’agirait

. = —e
de lexistence d’une extension finie . C Ko, et d’un point P tels que hA(P) < ¢ (%) " Dans notre cas,

on dispose seulement d’une inégalité de la forme ﬁ(P) < ce qui est plus faible et ne suffit pas pour

e
WEops (P H) T
effectuer les réductions nécessaires.

Dans le paragraphe 9 on explique comment utiliser les réductions pour contourner le probléme cité plus
haut. On fait tourner deux fois la construction jusqu’ici exposée. On démontre d’abord un résultat de la forme

pour tout P et toute extension L C Ky, par récurrence sur la dimension de H et en utilisant les réductions
du paragraphe 3. On relance la preuve une deuxiéme fois et si jamais on se retrouve dans le cas défavorable, on
montre que B = 0 et que l'on dispose d’une majoration de [L(P) : L] en fonction de wy (P, H). On conclut en
remplagant ce degré dans la borne (1).
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2 Résultats préliminaires

2.1 Notations

On fixe une fois pour toutes les notations suivantes :

K un corps de nombres;
Ok lanneau des entiers de K;
My I'ensemble des places de K
n, le degreé local [K, : Q,], pour v € Mk;
N(v) le cardinal du corps résiduel de K en v;
O, l'anneau des entiers du complété K, de K en v;
| - |, la valeur absolue normalisée sur K telle que pour v|p, |pl, = p~* et
12|, = 2 pour v|oo;
h la hauteur absolue logarithmique h : P"(Q) — R, définie par
_ 1
- [K:Q

hy. (P) ou h(P) s’il n’y a pas de confusions, la hauteur du point ¢ (P),

Z ny log max{|zgly, ..., |Zn|y }; on notera
vEMK

h(ﬂ?o,...,xn)

ou ¢, est un plongement de A dans P™ associé au fibré L;
ﬁL(P) la hauteur canonique associée & h, définie par
n

() = 2(20P)

m, I'idéal premier de Ok correspondant & la place finie v de K

P l’ensemble des nombres premiers >2 qui se décomposent totalement dans K;

ty l'application translation par le point U;

Gy le stabilisateur de V ot V' est une sous-variété de A, i.e
Gy ={Pe€ A, P+V CV}

Kiors Uextension de K engendrée par les points de torsion de A.

Remarque 2.1.

— Soitv € My, telle que vlp, p € P et K' une extension galoisienne de K. Soit v' une place de K' au-dessus
de v. On sait que lindice de ramification e, ne dépend pas de v' mais seulement de v, de plus, vu que
p se décompose totalement dans K, €y /, = €y /p-

~ En général N(v) = pfv, o f, est le degré résiduel de m, dans K, donc pour p € P et v|p on a N(v) = p.

2.2 Généralités sur les sous-variétés des variétés abéliennes

Soit A une variété abélienne de dimension g munie d’un fibré en droites £y ample et symétrique. Dans toute
la suite, on va fixer un plongement de A dans un espace projectif P par un choix de sections globales du fibré
L=L

On rappelle qu’un plongement p : A <— P" est projectivement normal si 'image de A dans P™ est une variété
projectivement normale, c’est & dire si son anneau des coordonnées homogénes est intégralement clos. De fagon
équivalente, A C P™ est projectivement normale si et seulement si elle est normale et pour tout r > 0, la fleche
T(P™, Opn(r)) — T'(A,04(r)) est surjective (voir (Har77), Lex. 3.17, ex. 3.18, IL.ex. 5.14). De plus, si Ly est
ample alors £ = L™ est projectivement normal pour tout n > 3 (voir (BL04), chapitre 7.3, p. 187).

Si V est une sous-variété de A, on note deg,(V) le degré de V relativement a L, c’est a dire le degré du
0-cycle ¢ (£)?N[V] ott d =dim V. On a repris ici les notations de (Ful84). Pour les définitions précises, voir
(Ful84), chapitre 1.4, p. 11-14, chapitre 2.4 p. 35-41 et chapitre 2.5, pp41-43. Les propriétés principales dont on
aura besoin par la suite, sont les suivantes (voir (Ful84) prop. 2.3 et prop. 2.5) :

(i). On note Ax(X) le groupe de k-cycles sur X de dimension k. Il y a un homomorphisme
al)n _ Ag(X) — Ap_1(X).
(ii). (Additivité) Si £ et £’ sont deux fibrés en droites sur X et V une sous-variété de X, alors

(L@ LYN[V]=ci(L)N[V]+ e (L) [V].
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(iii). (Formule de projection) Si f: X’ — X est un morphisme propre, £ un fibré en droites sur X et V une
sous-variété de X, alors

file(fFL)n V) = eu(L) N [fo (V)]

On utilisera le définition suivante :

Définition 2.2. Soit R 'anneau des coordonnées de P™, V une sous-variété de A et L un entier positif. On dit
que V est définie incomplétement par des équations de degré < L si V' est une composante isolée de AN Z(J)
ot J est un idéal homogéne de R engendré par des polynomes de degré au plus L et Z(J) le lieu des zéros de

J.

On rappelle aussi que le stabilisateur de V', noté Gy, est le groupe {x € A, z +V C V}.
Par la suite on aura besoin a plusieurs reprises de quelques résultats généraux.

Lemme 2.3. Soit V une sous-variété de A, plongée dans P via L, Gy son stabilisateur et G, la composante
connexe contenant l’identité. Supposons V' définie incomplétement dans A par des équations de degré au plus L,
ou L est un entier positif. On a

(i). pour tout Q € Aiors, on a deg(V + Q) = deg(V), et V + Q est définie incomplétement par des équations
de degré au plus 2L.

(ii). deg(Gv) = deg(G%)|Gy : G| < deg(V)(2L)Im(V)=dim(GV) et Gy est défini incomplétement par des
équations de degré < 2L. Plus généralement on a deg(Gy) < deg(V)dim(V)+1,

Proof. Voir (DHO00), lemme 2.1.

2.3 Généralités sur les sous-variétés de torsion

Soit A une variété abélienne définie sur K, P € A(K)\ Ators €t H la plus petite sous-variété de torsion de
A définie sur K contenant le point P. On note H° la composante K-irréductible de H — P passant par ’élément
neutre. Puisque H est la plus petite sous-variété de torsion définie sur K on a

H= |J oH +P) (2)
ceGal(K/K)

On notera par la suite |H : H°| le nombre de composantes irréductibles distinctes dans cette union.

Lemme 2.4. Soit H la plus petite sous-variété de torsion définie sur K contenant le point P et Z une sous-
variété de H définie sur K et K -irréductible passant par P. Soit Z' = Z N (H® + P), alors

deg Z
deg(Z') = ———.
eg(Z") Ry
Proof. D’aprés (2)
Z= |J Znow +P)= |J o2
ceGal(K/K) ceGal(K/K)

Par conséquent deg(Z) = deg(Z’)|H : H°| puisque les o(Z’) qui interviennent dans cette union sont disjoints,
leur nombre est le nombre de conjugués distincts de H° + P et ils ont tous méme dimension et méme degré.

Voyons maintenant que les conjectures 1.13 et 1.14 sont équivalentes. Pour cela, on montrera plutot
I’équivalence des théorémes “4 e-prés’, ce qui parait plus naturel puisqu’on pourra en déduire le résultat sur
les conjectures en oubliant dans la preuve les termes en log.

Le résultat “a e-prés” de la conjecture 1.14 qu’on va démontrer est le suivant :

Théoréme 2.5. Soient A une variété abélienne a multiplication complexe définie sur un corps de nombres K,
munie d’un fibré Lo ample et symétrique et P un point de A(K)\ A(K)iors. Soient L = 5894, H la plus petite
sous-variété de torsion définie sur K passant par P et H° la composante K -irréductible de H — P passant par
lélément neutre. Alors il existe une constante c(A, K, L) strictement positive telle que

p c(A K, L) (10g logwgk,.,. degE(H")Q)'“(gO)

he(P) >
e(P) = wr (P, H) logwk,,,, deg(H°)?

ot k1(go) = 2290+1ggg° (go + 1)1%90, go = dim H et wg,,,. = wk,.,.(P, P+ H°).
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Proposition 2.6. Le théoréme 1.15 est équivalent au théoreme 2.5.

Proof. Voyons d’abord théoréme 1.15 = théoréme 2.5. Soit P € A(K), H la plus petite sous-variété de
torsion définie sur K passant par P et Z C H contenant P définie sur K telle que

1
degZ> codimp Z

Soit T un point de torsion T tel que P+ H®° =T + H°. On note Z' = Z N (H° + T) et on considére la variété
7' —T. Elle est définie sur Kios puisque H® est définie sur K(A[3]) C Kiors (voir (Sil92)), contient le point
P — T et est contenue dans H°, donc

deo(Z' — T 1/codimyo Z' =T
(g()) > ko, (P~ T.HT°). 3)

deg H°
D’autre part, on vérifie facilement que P — T est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de

H°. On applique le théoréme 1.15 au point P — T et a la sous-variété abélienne H®. Il existe donc une constante
a1 =c1(A4, K, L) telle que

WP -T)> ° loglog wi,,,, (P — T, H°) deg(H°)*\ "\
wKtors(P - T’ HO) longtors (P - T7 Ho) deg(H°)2

ol go = dim H® et 51 (go) = 22901 g% (go + 1)129. Puisque h(P — T) = h(P) et en utilisant inégalité (3) et le
lemme 2.4 on obtient

W(P) > o (-desH) codimiue 2T log log Wi,y (P — T, H°) deg(H°)* ™
za deg(Z' —T) logwg,,.. (P — T, H°) deg(H°)?
o ((deg(HO)H : HO\ M D oglog wic,,,, (P — T, H®) deg(H°)2 ) ™
ZC deg A log WK ore (P — CZ"7 HO) deg(Ho)Q

> _a loglog wic,... (P, P+ H°) deg(H®)2\ "™
~ wi(PH) \ loguwk,,, (P, P+ H°)deg(H°)? '

Voyons maintenant théoréme 2.5 = théoréme 1.15. Soit H une sous-variété abélienne de A définie sur K
et P € H d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Soit £ un fibré ample et symétrique
sur A et Z une sous-variété de H définie sur Ki..s contenant P telle que

deg, Z

1/codimy Z
deg, H )

wKtors(P’ H) = <

Notons K(Z) une extension finie de K contenue dans Kios sur laquelle Z est définie. Puisque Agors =
Unen AN, il existe M € N tel que K(Z) C K(A[M]). On sait que A[M] ~ (Z/M)*? donc il existe Ty, . .., Toy €
A[M] tels que K(Z) C K(T4,...,Ts;). On pose Q = (P,T4,...,Tsy) € A x ... x A. On voit facilement que la
plus petite sous-variété de torsion contenant le point () définie sur K est

Ho= |J Hx{o(Ty,...,Toy)}.
o€Gal(K/K)

On pose alors

Ve U oZx (@ T,

c€Gal(K /K)

qui est définie sur K contenue dans Hg et contient Q). Soit M =piL® - @ p5, 1L ol p1,...,pag41 désignent
les projections de A x --- x A dans A sur chaque variable. Avec ces notations on a

degp (V) = [K(Th,...,Ty) : K|deg,(Z) et
deg(Hg) = [K(Th,...,Ty) : K]deg,(H).

On applique le théoréme 2.5 au point @, donc il existe une constante co = c2(A297 K, M) > 0 telle que

j © loglog wk,,,.(Q, Hj + Q) deg x4 (Hg?)2 #1(g0)
T wi(Q, Hg)

h
m(@Q) = logwic,,,. (Q, H + Q) deg v (H)?
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puisque gp = dim H = dim Hg. On a finalement

S x1(go)
. . deg v, (Ho)\ @@ mug,v (loglogwr,...(Q, HS + Q) degr(HS)?
h[:(P):hM(Q)ZCQ< g/\/l( Q)) Q OQ M OQ2

degp (V) log i, (Q, HE + Q) degp (HE)

>0 ([K(T) | K] degL(H))l/CodimHZ loglog wr,.,,.(Q, H + Q) deg 1 (HY)? #1(90)
=\ [K(T) : K] deg,(Z) log Wi, (Q, HY + Q) deg o (H§)?

S log 10g wic,,,, (P. H) deg  (H)* ) ™"
B wKtor:; (P’ H) 1Og wKtors (P7 H) degﬁ (H)2 7

puisque deg,(Hp) = deg,(H) et

1/codimpy Z
deg (Z x {(Ty ... ,ng)})>

H; <
wKtors (Q’ Q + Q) — ( degM H(OQ

_ (degﬁ(Z)>l/C0dimHZ
deg,(H)

= wKtor:; (P’ H) °

On remarque aussi qu’on a comme corollaire immédiat du théoréme 1.15 le théoréme 1.8. En effet, si P est
d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de A, on applique le théoréme 1.15 & P avec H = A

et on a le résultat désiré puisque par définition wg,, (P, A) < ¢(A, K, £)[Kiors(P) : Ktors]%.

2.4 Endomorphismes de Frobenius

Soit A une variété abélienne définie sur K et Ok I'anneau des entiers de K. De fagon générale, on peut
construire un modele de A sur Spec(Of), i. e. un schéma X — Spec(Ok) dont la fibre générique est isomorphe
a A. On peut se servir de cette construction pour définir '’endomorphisme de Frobenius associé a une place v
de K, qui n’existe que pour un nombre fini de places. Afin de spécifier les places ou il n’existe pas, il est plus
pratique de construire un modéle particulier, le modéle de Néron. On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.7. Pour toute variété abélienne A/K, il existe un modéle de Néron A — Spec(Ok) de A/K. De
plus A est un schéma en groupes sur Spec(Ok).

Proof. Voir (Nér64) pour la preuve originale et (BLR90) et (Art86) pour des reformulations et simplifica-
tions.

Soit A le modéle de Néron de A/K sur Spec(Ok), v une place finie de K et k, le corps résiduel associé.
Soit A, = A Xgpec(0x) kv 1a fibre de A en v. Si A a bonne réduction en v alors la fleche

pv : Endp, (A) — Endyg, (A,)

est injective, voir (Lan83), théoréme 3.2, page 45. Par définition du modéle de Néron, tout endomorphisme de
A se prolonge en un endomorphisme de A et ceci de fagon unique. On a donc une fléche injective qu’on notera
encore py,

pv : End(A) — End(A4,).

Sur la variété A, on dispose de 'endomorphisme de Frobenius classique Frob,, correspondant & ’élévation a la
puissance N (v) = Card(k,) en coordonnées projectives, et on dira que «, € Endg (A) est un endomorphisme de
Frobenius en v si p,(a) = Frob,. Si on choisi pour chaque p € P une seule place v de My au dessus de p, on
notera aussi o, I’endomorphisme de Frobenius (s’il existe) de A en v.

Définition 2.8. Une wvariété abélienne simple A est dite & multiplication complexe (ou de type CM) si
son anneau d’endomorphismes tensorisé par Q contient un corps commutatif F de degré [F : Q] =2dim A,
éventuellement aprés extension du corps de base. Une variété abélienne est de type CM si elle est isogéne a
un produit Ay X ... X A, de variétés abéliennes simples de type CM, ou de fagcon eduivalente, si son anneau
d’endomorphismes tensorisé par Q contient un produit de corps commutatifs (apres extension éventuelle du

corps de base) Fy x --- x F, tels que Y ;_,[F; : Q] = 2dim A.

Si A est de type CM, on peut supposer qu’elle posséde un endomorphisme de Frobenius en presque toute
place grace au théoréme suivant de Shimura et Taniyama (voir (ST61), ITI1.13 théoréme 1)
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Proposition 2.9. (Shimura-Taniyama) Soit A = A; x ... x A, avec A; simple de type CM telles que Endg A; =
OF, ot F; =Endg (A1) ® Q et Y., [F; : Q] = 2dim A. On suppose que le corps K contient tous les F;. Alors
a un nombre fini d’exceptions pres, A posséde un endomorphisme de Frobenius en toute place finie de K.

A T'aide du modéle de Néron on peut montrer que les exceptions sont justement les places de mauvaise
réduction de la variété abélienne et les places ramifiées dans le corps des multiplications complexes (voir (ST61),
I11.13).

Il faut voir maintenant qu’on peut en effet se réduire au cas ou les hypothéses de la proposition 2.9 sont
vérifiées. On sait que toute variété abélienne est isogéne a un produit de variétés abéliennes simples et quitte
a faire une extension de K de degré borné (cette borne ne dépend que de dim(A)) les autres hypothéses sont
aussi vérifiées.

Proposition 2.10. Soient A/K une variété abélienne, L un fibré ample et symétrique sur A, H/K une sous-

variété abélienne de A et P € H(K) un point d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne de H.

(i). Soit K' une extension finie de K. Si le théoréme 1.15 est vrai pour Ax:, K', Ly, Hi: et P, il est vrai
pour A, K, L, H et P (on a noté Lk le fibré sur Ak tiré en arriere de L par la projection naturelle de
Ak sur A).

(ii). Soit ¢ : A— A’ une isogénie définie sur K de degré m et ¢: A" — A Uisogénie duale satisfaisant
Yoo =[m|a. Sile théoreme est vrai pour A', K, ¢*L, w(H) et ¢(P), il est vrai pour A, K, L, H et
P

Proof. (7). D’aprés le théoréme 1.15 il existe une constante c(Ag, K', L) telle que

he (P) >
£ (P) 2 wg;,, (P, Hk')

tors

x1(go)
(A, K, Lrer) <1oglong4m(P7 HK/)deg(HK,)2> 90

logwg;, (P, Hk)deg(Hk)?

tors

ors donc on vérifie facilement

De plus deg.(H) = degﬁK, (Hg) et Kiors C K

WK o (P H) > iy, (P, Hicr).

Puisque HLK, (P) = iLg(P) et K’ est une extension fixée de K, il existe une constante c3(A, K, £) telle que

he(P) > es(A, K, L) (loglogw,,. deg(H)?\"”
c T WKy (P H) log wgk,.,,. deg(H)?

(#4). Si P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H alors ¢(P) est d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne propre de ¥(H ). De plus ¢ (H) est définie sur K puisque H et v sont définies
sur K. Le théoréme 1.15 appliqué a A’, K, ¢*L, ¥ (H) et 1(P) nous dit qu’il existe une constante c¢(A’, K, ¢* L)
telle que

he-c(¥(P)) >
o e 2 G 0P) 00 \ Tom g c(0(P). 0)) degyc (0(H) P
ol go = dim(¢(H)) = dim(H) (dans l'indice d’obstruction on a mis en évidence le fibré par rapport auquel on
calcule le degré).
D’autre part, notons V une sous-variété de H définie sur Ko et passant par P telle que wy (P, H) =

deg (V) 1/codimpyV
(dcgz(m) . On a (V) C(H), ¥(P) € ¥(V) et (V) est définie sur Kyors, d’on

(ALK, ¢"L) (10%10gwm(w(P),w(H)>degM(¢(H))2>“1(90)

(deng(vn>l/°°d““WW>

deg g (4(H)) > wee£(Y(P),¥(H)) (4)

par définition.
Calculons maintenant deg. »(¢(V')) et deg,. (¥ (H)). On a

1
deg ),

degy. o (Y(V)) = deg,j- (V) (par la formule de projection)

= ———deg,gm2(V) (puisque L est symétrique)
degty,  £°

m2d

N deg1/1|v

deg,(V) (oud est la dimension de V).



PETITS POINTS ET MULTIPLICATION COMPLEXE 11

290

De la méme fagon on trouve deg. »(v(H)) = den;idq deg,(H). En remplacant dans (4) on a
H

deg 1, m** deg, (V)
dog ty, 1 deg o ()

2d >1/COdimHV

1/codimy, gy (V)
g (0(P), W) < ( )

1 )1/(90—d)

<we(PH) <mg<go_d)_1

< we(PH) -
On a aussi
wee £ (Y(P), Y(H)) degye p (W(H))? < we(P, H) deg, (H)*m>0~1.

Maintenant, d’aprés des propriétés bien connues des hauteurs, on a hg- 2 (¢(P)) = m2hz(P) et donc

i (A, K, ¢"L) <loglogwm<w<P>,w<H>> deggb%(w(mf)"“g“
(

M) 2 e (WP () Tog - c(0(P), () deg o (4:(H))2

C(Alv K, ¢*E) 10g IOg WL(P7 H) degL(H)2m2(90*1) x1(g0)
mwc(P, H) long(P, H) degL(H)QmQ(go—l)

4 (loglogwﬁ(R H) degE(H)2>m(g°)

Y

we(P,H) logw, (P, H) deg(H)?

c(A,K,¢" L)

avec 4 = mlogm

qui ne dépend que de A, K et £ puisque m est aussi borné en fonction de ces quantités.

Les endomorphismes de Frobenius possédent les propriétés des isogénies dites admissibles. On rappelle les
résultats principaux ; pour plus de détails et les démonstrations des propriétés, voir (DH00) paragraphe 2.2 et
proposition 2.3.

Définition 2.11. Soit A une variété abélienne et L un fibré en droites ample sur A. Une isogénie o est dite
admissible par rapport a L si elle vérifie :

— il existe un entier q(a) qu’on appelle le poids de « tel que o*L ~ L&)

— « est dans le centre de End(A).

Proposition 2.12. Soit A une variété abélienne de dimension g, L un fibré en droites trés ample sur A,

t: A — P™ un plongement projectivement normal associé a L et a une isogénie admissible pour L de poids q(a).
Alors

(i). « peut étre représentée sur 1(A) par n+ 1 formes de degré q(a).
(i1). Card(ker(a)) = q(a)9.

(iii). Si V est une sous-variété de A définie sur K et Gy son stabilisateur, alors

dim (V)

deg(a(V)) = 1

= Gy ner(a)] 28V

et
deg(a(V)) = g(a) ™) deg(V').
(iv). h(a(P)) = g(a)h(P).

D’aprés la proposition 3.3 de (DH00) on sait que un endomorphisme de Frobenius «, pour une place v est
admissible, de poids N(v) ou N(v) est le cardinal du corps résiduel de K en v.
On aura besoin aussi de ’estimation suivante :

Lemme 2.13. Soit G un sous-groupe algébrique d’une variété abélienne A et « une isogénie admissible de A
de poids q(«). Alors ' |
q(a) (&) < Card(ker(a) N Q) < |G : G°|g(a) (&),

Proof. C’est le lemme 2.5 de (DH00).
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2.5 Congruences

On fixe d’abord quelques notations. Pour chaque p € P, on choisit une unique place v de Mk telle que v|p.
Soit L une extension abélienne de K, L C Kios. Pour tout p € P, on notera e, 'indice de ramification de v
dans L. Soit w une place de L au-dessus de v € My, la complétion L,, ne dépend que de p et puisque p est
totalement décomposé dans K, K, = Qp. On a que L,, est une extension abélienne de Q, et, par conséquent,
contenue dans une extension cyclotomique de Q,. Il existe donc un entier m tel que L,, C Qp(¢pm). On choisit
m minimal avec cette propriété et on notera m = p*q avec (p,q) = 1.

Pour chaque p on va distinguer deux cas suivant que v|p est “peu” ou “trés ramifiée” dans L. (hypothése
qu’on quantifiera plus tard).

Dans le cas “peu ramifié” on applique le lemme suivant :

Lemme 2.14. Soit p € P et v|p la place de K fizée auparavant. Il existe ¢, € Gal(L/K) tel que

VP — dpylw < p~Her

pour tout entier v € L et toute place w de L au-dessus de v.
Proof. Voir lemme 3.1 de (AZ00).

Remarque 2.15. On fize une fois pour toutes un tel élément ¢, satisfaisant le lemme ci-dessus pour chaque
pEP.

Dans le cas “trés ramifi¢” on utilise le lemme 3.2 de (AZ00). Avec les notations données ci-dessus, ils
construisent un sous-groupe G, de Gal(L/K) de la fagon suivante : si p ne divise pas m ils posent G, = {Id}.

Si k> 1 on consideére le groupe ¥, = Gal(Qy(Gn)/Qp(Cryp)). La restriction de X, & Ly, est non triviale (&
cause de la minimalité de m) et G, est I'image isomorphe de cette restriction dans Gal(L/K) (on peut voir que
G, ne dépend pas de w). Il vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 2.16. Pour tout p € P et v|p la place fizée de K au-dessus de p, G, est un sous-groupe de Gal(L/K)
tel que

|Gp| > ey et |G, divise |E,| =p—1, sik=1
Gp| = 35| =, sik =2

et pour tout entier v € L, toute place wlv de L et 0 € G, on a
VP —09Ple <p

Proof. Voir lemme 3.2 de (AZ00).

Remarque 2.17. Pour €éviter cette dichotomie on pourrait penser a ne travailler qu’avec les places mon ramifiées
sur lextension L. On sait qu’une place v au-dessus de p est ramifice dans I si et seulement si p divise |Dy /x|
(voir par exemple (CF86), 1.5 théoréme 1) ; on pourrait donc se restreindre a ces places-la et on disposerait d’une
borne sur leur nombre qui dépend de [L : K]. Ce facteur apparaitrait donc dans la borne du théoréme principal
et on obtiendrait ainsi un résultat plus faible et qui n’impliquerait pas le “probléeme de Lehmer abélien” a € prés
(voir (Rat08)).

Pour appliquer le lemme de zéros, on aura besoin de compter les composantes isolées parmi des unions de
conjugués de certaines variétés. Pour faire ceci on utilise les résultats suivants :

Proposition 2.18. Soit A une variété abélienne de dimension g > 1 définie sur un corps de nombres K, munie
d’un fibré ample L et V une sous-variété de A géométriquement irréductible de dimension d définie sur K. On
a
(i). Pour tous o, 3 € Endg (A) isogénies admissibles pour L et pour tout o € Gal(K /K) les sous-variétés a(V)
et B(o(V)) sont distinctes sauf peut-étre si l'une des conditions suivantes est remplie :
— V est un translaté d’une sous-variété abélienne B de A par un point de torsion de A.
- q(@) = ().
(i3). Soit P un sous-ensemble de Endy (A) d’isogénies admissibles pour L, deuzx & deux premiéres entre ellest.
Soit S le sous-ensemble de P :

S={aeP, FoeGa(K/K),a(V)£V et ala(V))=a(V)}

Alors Card(S) < lfogg]g ot M est le nombre de conjugués distincts de V.

On notera que cette proposition provient d’une idée de Dobrowolski pour un point dans G,, ((Dob79),
lemme 3). Dans la situation d’une sous-variété d’une variété abélienne, c’est la proposition 2.7 de (DH00).

fDeux isogénies admissibles a et 8 sont dites premiéres entre elles si (¢(a), ¢(8)) = 1.
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3 Réductions
On commence par introduire quelques définitions dont on aura besoin.

Définition 3.1. Soit L une extension abélienne de K, p € P, v|p et L, le complété de L par rapport a v. Soit
m le plus petit entier tel que L, C Qp((n).

— On définit f,(L) le conducteur local de L en p comme la plus grande puissance de p divisant m.

— On pose f(L) =[[,cp fo(L) le conducteur de L.

On remarque facilement que si L' C L alors f(L') < f(L).
Dans la partie 9 nous serons ramenés a montrer une inégalité similaire a celle du théoréme principal. Il

s’agit sous les hypothéses du théoréme 1.15 de montrer, pour toute extension . C K5 et une constante cy fixée
ultérieurement, I'inégalité

. . (degH)l/gO (loglogD]L(P)deg(H)Q)N(go)
> ¢

P D (P) log Dy (P) deg(H)? ©)

avec £(go) = (2g0(go + 1)1)*% et Dp(P) = [L(P):L]. Pour prouver cela, on aura besoin d’assurer que,
pour certaines isogénies admissibles (3, on ait 7(8(P)) # B(P) pour 7 € Gal(K/K), 7 € Gy \ {Id}. On va
voir qu’on peut faire quelques suppositions sur le point P et ’extension IL de départ pour garantir cette condition.

On suppose qu’il existe P qui contredit 'inégalité (5). On a donc

7 deg H 1/g0 log log Dy,(P) deg(H)? r(g0)
h(P) < cs5 (D]L(P>) ( log Dy, (P) deg(H)? )

pour une extension L. C Kiqs. Parmi tous les points de H d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
propre qui contredisent I'inégalité (5) on choisit P et L de fagon que [L(P) : L] soit minimal. Ce choix fait, on
notera D = [L(P) : L].

Lemme 3.2. Pour tout T € Hiops, €t L' C Kiops, on a [L'(P+T):L'] > D.

Proof. D’aprés les propriétés de la hauteur de Néron-Tate, on sait que B(P +T)= iL(P) D’autre part,
P + T est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H. Supposons [L'(P+T) : L'] < D. On
a donc

deg H \ '/ (loglog Dy (P)deg(H)?\ """
Dw.(P) log D () deg ()2

. deg H \"% [loglog Dy, (P + T)deg(H)2\ "
S\ Du(P+1) log Dy (P + T) deg(H)?

MP+T)=hP) < %<

et donc P + T contredit (5). Par minimalité de D on a [L'(P+1T) : L] > D.

On définit maintenant
A={L/K, L C Kios, 3T € Hiors, [L(P+T) : L] < D}.

Cet ensemble est non vide puisque par définition de D on sait qu'il existe une extension L telle que [L(P) : L] = D
et on peut prendre T = 0.
On définit ensuite

£ = min £(L).

LeA

Lemme 3.3. Pour démontrer l'inégalité (5), on peut supposer qu’il existe L € A satisfaisant
(z) [L(P):L)=D;

(i). f(L) =f;

(#i). VT € Hiops tel que K(P+T) C K(P) ona K(P+T)=K(P);

(iv). K CL C K(P).
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Proof. Puisque A # 0, on choisit L. € A de conducteur minimal. D’aprés le lemme 3.2 et la définition de A
il existe T' € Hiors tel que [L(P +T) : L] = D. Donc quitte & changer P par P 4+ T les conditions (i) et (i) sont
satisfaites.

Pour montrer (i4¢) on suit le méme raisonnement que dans (Rat04). Si pour tout 7', K(P +T) = K(P) il
n’y a rien & démontrer. Sinon, on note 7 l'ensemble des points de torsion de H tels que K(P+T) C K(P) et
Py, =P+ T pour T € T. On note 7; 'ensemble des points de torsion de H tels que K(P; +T) C K(Py). SiTh
est non vide, on choisit un point T} € 77 et on pose P, = P; + T; sinon on pose P, = P;. On construit de cette
fagon une chaine d’extensions
K(P) G ... C K(P) C K(P).

Soit n le premier entier tel que K(P,) = K(P,4+1), c’est-a-dire si T € Hiors et K(P, +T) C K(P,), alors
K(P,+T)=K(P,). Par définition des P, on a P, =P+ (T +...+Th_1) = P+ T’ et par le lemme 3.2,
[L(P+1T"): L] > D. D’autre part, puisque K(P,) C K(P), alors L(P +T") C L(P) et donc

[L(P+T'):L) <[L(P):L] = D.

On obtient donc [L(P +T") : L] = D, donc quitte a remplacer P par P + T la condition (iii) est satisfaite.

Finalement, pour P ainsi construit (assurant (i) a (i4¢)) on peut remplacer L par L N K (P). Les conditions
(i) et (4i7) ne changent pas, (i) est encore vraie d’aprés la remarque sur le conducteur et la condition (iv) est
aussi satisfaite.

Avant de donner le lemme principal de la réduction on aura besoin de quelques informations sur les extensions
engendrées par des points de torsion des variétés abéliennes.

Lemme 3.4. Soit A une variété abélienne CM simple sur K avec F'=Endg(A)®@ Q C K et Endg(A4) =
Endg(A) = Op. Alors pour tout p totalement décomposé dans F, lextension galoisienne K(A[p])/K est de
degré premier @ p.

Proof. L’idée de la preuve est de montrer que I'image de Gal(K (A[p])/K) dans Autr, (A[p]) ~ GLyy(F,)
est contenue dans les matrices diagonales (~ (F; )29) donc de cardinal premier & p.
On consideére le diagramme suivant

Gal(K/K) —— Autg (T,(A)) CEndz, (T,(A))

| l

Gal(K (Alp])/K)——— Autg, (Alp]) C Endr, (A[p])

Comme T),(A) est un Z,-module libre de rang 2g, il suffit de montrer qu'il existe une base de T},(A) sur Z, telle
que Gal(K/K) agit diagonalement.

Maintenant on sait que T),(A4) ® Q, est un F' ® Q,-module libre de rang 1 (voir (Rup) lemme 2) et que
cette structure est compatible & ’action galoisienne. D’autre part, grace a I’hypothése sur p, on a F' @ Q, ~ (@1279.
Puisque OF agit sur T,(A), O ® Z, agit sur T,(A) de maniére compatible & Galois donc

Gal(K/K) — Autrgq, (Tp(4) ® Q) —— Autg, (Tp(4) ® Q)
Auto, @Q (4)) Autg, (T,(A))

11 suffit donc de remarquer que Op ® Z), ~ Zgg et que Tp(A) est un O ® Z,-module libre de rang 1, et ainsi
Autye (Z3%) = (Z39)° = (Z)* — Autz, (Z3%) = GLag(Z,).

Remarque 3.5. D’aprés la proposition 2.10 pour montrer le théoréeme 1.15 on peut supposer que A est un
produit de variétés abéliennes simples A1 X --- X A, avec multiplication complexe, telles que pour touti =1,...,r
si F; = Endg(A4;) ® Q on a Endg(4;) = Endg (A;) = Op, et Y. [F; : Q) = 2dim A. En appliquant le lemme
ci-dessus auz variétés A; on a que K(A;[p])/K est de degré premier a p et donc K(A[p])/K est de degré premier

ap.

On aura aussi besoin du résultat suivant.



PETITS POINTS ET MULTIPLICATION COMPLEXE 15

Lemme 3.6. Soient A/K une variété abélienne CM et o, un endomorphisme de Frobenius en une place v|p de
K de bonne réduction ordinaire. Soit K" l’extension mazimale non ramifiée de K., et Oy son anneau d’entiers.
Alors le groupe formel A de A est isomorphe sur O o GY,. En particulier pour tout k > 1 A[p*] = GY, [p¥] = ,uzk

comme Gal(K,/K}")-modules et donc Alaf] = uzk comme Gal(K, /K" )-modules.

Proof. Voir lemmes 3.1 et 3.2 de (Bak03).

Remarque 3.7. Si A a bonne réduction ordinaire en v on sait que Alay] C Alp] (voir lemme 3.2 de (Bak03))
et donc le lemme 3.4 s’applique & Uextension K (Alay)) (on a noté ici Alay) = ker(ay)).

On donne encore deux lemmes de réduction. Le premier est I’équivalent du lemme 2.1 (ii) de (AZ00) dans
le cas d’un point dans G, et du lemme 3.3 de (Rat04) pour un point dans une courbe elliptique.

Lemme 3.8. Soient p € P, v une place de K au-dessus de p telle que H a bonne réduction ordinaire en v et oy,
Uendomorphisme de Frobenius associé a v. Pour démontrer (5), on peut supposer pour toute extension E telle
que K CE CL qu’on a soit E(a,(P)) = E(P), soit p | [E(P) : E(a,(P))].

Proof. Notons G1 = Gal(E(P, Hwy)])/E(a,(P), H[ay])). Supposons d’abord p t |G1|. On regarde laction de
G2 = Gal(E(P, H[a,)) /E(cyp(P))) sur ensemble

S={P+T, Te€Hlo)}

Pour ¢ € Go on vérifie facilement que a,(0(P) — P) =0 d’oit 0(P) = P+ T avec T € H|cy]. Puisque pt |G|
en utilisant le lemme 3.4 on a p 1 |G2| et pour toute orbite w de S/G2 on a p { |w|. On fait la somme de tous les
éléments d’une orbite w et on trouve
Y P4+T=[P+T
P+4+Tew

avec (r,p) =1 et T” € H[a,). Il existe donc des entiers p, A tels que rpu + Ap? = 1. De plus [r]P + 1" est défini
sur E(a, (P)).

N e v
Soit ) l'isogénie duale de a, on a a,

E([p?)(P)) = E(ay, 0 ap(P)) < E(ap(P)).

D’azﬁur)e) part E([Ap?]P + [p]([r]P +T")) C E(a,(P)) et alors puisque K(P) = E(P) = L(P) (d’aprés le lemme
3.3.(%v)) on a

o o = [p?] et donc

K(P + [lT") CE(P + [u]T") C E(ay(P)) C E(P) = K(P),

)
En utilisant le lemme 3.3.(ii%), K(P + [A\T") = K(P) d’ou E(P) = E(a,(P)).
Supposons maintenant p | [E(P, H|[aw]) : E(a,(P), H[ay])]. On a le diagramme suivant :

K(P, Hlap]) = E(P, H[oy))

/

Puisque p 1 [K (P, H|ay]) : K(P)] on voit facilement que p | [E(P) : E(a,(P))].

On arrive au lemme qui constitue la réduction la plus importante et permettra de conclure au moment de
la descente dans les cas plus pathologiques.

Lemme 3.9. Soit p € P, v une place de K au-dessus de p et o, un endomorphisme de Frobenius associé ¢ v
tel que L(ayp(P)) = L(P). Supposons que A a bonne réduction ordinaire en v. Pour démontrer linégalité (5) on
peut supposer que, pour toute extension T € Gal(K/K) de o € G, \ {Id}, on a

T(ap(P)) # ap(P).
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Proof. Supposons 7(a,(P)) = a,(P) pour 7€ Gal(K/K), 7L =0 € G, \ {Id}. On va construire une
extension F € A de conducteur strictement inférieur au conducteur de I pour avoir une contradiction.

On montre dans un premier temps que |Gal(Q,(Gn)/Qp(Cryp))l = p. On applique le lemme 3.8 au sous-
corps de L fixé par o qu’on note E. Si E(P) = E(a,(P)) alors L(P) = E(a,(P)) et donc L est fixé par o ce
qui est impossible. On a donc p | [E(P) : E(ap,(P))]. D’autre part on remarque que E =L NE(a,(P)) et donc
[E(P) : E(ap(P))] = [L : E]. On en déduit que p divise [L:E]. On a [L: E] < |G,|, mais on sait que |G,| <p
d’aprés le lemme 2.16. On a finalement |G| = p et par construction |Gal(Q,(Gn)/Qp(Cryp))| = -

On rappelle que f,(L) = p*. On affirme qu’il existe un entier ¢’ tel que (p,q’) = 1 et L(H[a’;]) C Qp(Cprgr)-
En effet, H[a}] ~ ,ui‘,i comme Gal(Q,/Qp")-modules d’aprés le lemme 3.6 donc H[af] est défini sur Q57 (Cpn).
D’autre part, Q0" est I'union des Q,((y) avec pt ¢’ et donc H(ak] est défini sur un Qp(Cor)(Cpr) = Qp(Cprgr)-
Quitte & augmenter ¢’ on a m|p*q’ et on peut donc supposer L. C Qp(Cprgr)-

Posons maintenant m’ = p¥q’. Soit p un générateur de Gal(Qp((n)/Qp(Cr/p)) dont la restriction & L est
0. Puisque p fixe (-1, il existe une racine p-ieme primitive de I'unité £ telle que p((,x) = {(,x. L’application

(p—1) s — pg
est donc surjective. De plus p est la restriction & Q, () d'un élément du groupe d’inertie Gal(Q,/ Qp") et donc
Paction de p commute & l'isomorphisme H[af] ~ ,uiz du lemme 3.6. On en déduit que

(p=1): Hlop] — Hlay)]
est aussi surjective.
Puisque o est d’ordre p, la restriction de p & L(H[aF]) lest aussi et engendre Gal(IL(H[cy])/F) ou F est le
sous-corps de L(H [aF]) fixé par p. On en déduit [L(H o], ap(P)) : F(ay(P))] = p ou 1.
Si cette extension est d’ordre p, puisque L(c,(P)) =L(P), il existe un élément 5 qui engendre
Gal(L(H[a}], P)/F(cy(P))) et qui coincide avec p sur L(H[a}]). On pose Q = j(P) — P. Par construction
de p, Q € H|oy). On peut donc trouver T' € H[a}] tel que (5 —1)(T) = Q et alors

AP —T) = p(P)— p(T) = H(P)—Q ~T =P —T.

Le point P — T est défini sur L(H|[ak], P) et il est fixé par p, donc F(P —T) C F(a,(P)).
Si au contraire [L(H o], ap,(P)) : F(ayy(P))] = 1, en utilisant encore L(ay(P)) = L(P), on a F(ay,(P)) =
F(P) et on retrouve l'inclusion F(P —T') C F(a,(P)) avec T' = 0.

Puisque E C F on a dans les deux cas
[F(P —T) : F] < [F(a(P)) : F] < [E(ay(P)) : E] = D.

Ceci implique F € A et F C Qp(Cnryp) et alors fi(F) < pF=t < fo(LL).
Pour conclure il faut montrer que pour un premier £ # p on a toujours f¢(F) < f,(L). Dans ce cas,

f(F) < f(L)

ce qui contredit la minimalité du conducteur de L.

D’aprés le corollaire 2 de (ST68), si A a bonne réduction en w, pour tout n premier a ¢ = char(k,),
Pextension K (A[n])/K est non ramifiée en w. Quitte & prendre une extension de K, on peut supposer que, pour
tout £ € P, A a bonne réduction. On applique ce résultat a £ € P tel que £ # p et on en déduit que K (A[p*])/K
est non ramifiée en £. Ceci implique que Q;(A[p*])/Q; est non ramifiée et donc Q,(A[p*]) C Q. 1l existe donc
un entier r premier a ¢ tel que Q(A[p*]) € Qu(¢,). Si on note ¢ le plus petit entier tel que L,, € Q;({;) pour
wl|¥¢, on a finalement

L(H[og]) € L(A[P*]) € Qe(Ce, &) € QelCryiyr)
ou (', £) =1 et donc fy(L(H[ok])) < fi(L), ce qu'il fallait démontrer.

Le lemme suivant est ’équivalent du lemme 3 de (Dob79) (dans Gy,) et du lemme 4.2 de (Lau83) pour
un point dans une courbe elliptique. On peut reprendre cette derniére démonstration ou bien encore utiliser la
proposition 2.18 (i¢) dans le cas particulier on V' = P.

log D

] d’entre eux on a
og 2

Lemme 3.10. Pour tout p € P sauf pour au plus

L(P) = L(ap(P))-
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4 Lemme de Siegel

La preuve du théoréme 1.15 suit les étapes d’une preuve classique d’approximation diophantienne :
construction d’une fonction auxiliaire, extrapolation et lemme de zéros. On devra séparer deux cas : “peu
ramifié” et “trés ramifié”. Dans le premier on va construire une fonction auxiliaire grace & un lemme de Siegel
absolu, donc a coefficients dans K, qui s’annule en un point ) donné et en tous ses conjugués sur L & un ordre
élevé. L’extrapolation nous permettra de montrer que cette fonction s’annule en des transformés de ces points
par des endomorphismes de Frobenius a un certain ordre. Dans le deuxiéme cas on utilisera des déterminants
d’interpolation pour arriver a une conclusion similaire : existence d’une fonction a coefficients dans K nulle en
des translatés par des points de torsion des conjugués de @ sur I & un certain ordre.

Soient A/K une variété abélienne, £ un fibré ample et symétrique sur A et H/K une sous-variété abélienne
de A. Soit Q € H(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H et I C K. On se donne
des entiers positifs L, M et Tp. On veut construire un polynéme F bihomogeéne de bidegré (L, L) a coefficients
dans K, de hauteur bornée, nul en (Q,MQ) et ses conjugués sur L a l'ordre > T; le long de T,(m)(cy ot
t:Q— (Q,MQ). Fixons aussi Z une sous-variété propre de H définie sur L passant par ) telle que

deg(Z) 1/codimpy Z
deg H '

wL(Q, H) = (

On reprend ici briévement les notations et résultats de (DHO00), paragraphe 4.1 sur les opérateurs
différentiels. On rappelle qu’il existe un plongement ¢, projectivement normal associé au fibré L, ¢y : A — P".
Notons 4 Iidéal premier de définition de A dans K[Xq, ..., X,] et A ’anneau des coordonnées K[Xy, ..., X, ]/4l.
Soit u € A(K), m son idéal de définition dans A, A, 'anneau local au point u et A son complété pour la
topologie m-adique. On sait que Ay, est isomorphe & K ([Th,...,T,]]. En particulier pour u =0 on fixe un tel
isomorphisme qu’on notera ®q. Si on note s : A x A — A ’addition dans A et s* son image réciproque au niveau
des K-algébres, on peut définir pour tout u € A(K) des isomorphismes @, de Am avec K [[T1,...,Ty]] par

D, =Dgo(Id@7)os* : An = Amy @k (Am/mAp) =~ An,,

ou 7 désigne la projection canonique 7 : A — /lm/m/lm ~ K.
Maintenant, on peut définir une base de 'espace des opérateurs différentiels
Homg (Am, K) a aide des (95 )rens, en posant

A 1 0k
. T 1
kL OT* | )

ot on note pour k = (k1,...,kg), |k| =k +-- -+ kg et kl =kq!---Ekgl. Solent e1,..., €4 les vecteurs de la base
canonique de R, alors les Jg forment une base de I'espace tangent de A en u, Hom(m/m?, K).

On définit maintenant la notion de dérivation d’un polynéme homogéne de K[Xo, ..., X,] a ordre > T + 1
en un point u € A. Soit P un tel polynome de degré D, v un point de A et F' une forme homogene de K[X ..., X,]
de degré D non nulle en u. On note P, r I'image de % dans flm. On dit que P s’annule & 'ordre > T + 1 au
point u si pour toute carte de A de la forme {F # 0} contenant u on a (’“)éfu P, r =0 pour tout élément k € N9
tel que |k| < T.

On définit aussi pour V un sous-espace vectoriel de T)y(c) de dimension d, la notion d’annulation de P au
point u & 'ordre > T + 1 le long de V. Pour faire ceci on choisit une base de V qu’on compléte en une base de
Ta(c) & laide des 8;0 et on convient que ces vecteurs sont numérotés de d + 1 a4 g. On dit que P est nul en u
aun ordre > T + 1 le long de V si 3§,uPu7F = 0 pour tout k € N? tel que |k| < T et ot I'on identifie k € N¢ &
I’élément de N9 dont les derniéres g — d coordonnées sont nulles.

Soit « une isogénie admissible de degré ¢(«), on note a* le morphisme d’algébres déduit de « :

ot A— A,
P— P(Pyay---sPna),

ot (Po.a,---;Pn,a) est une famille de polynomes homogeénes de degré g(«) représentant I’action de o sur A. Soit
ue Aetst: A— A® Ay le morphisme d’algébres déduit de addition dans A au voisinage de (0, u).

Définition 4.1. Soient u € A, o une isogénie admissible et ke N9. Pour tout P € A, on note 9% ,(P) le
coefficient du monome T* de

(Id® ®,)oca*®Idos;(P) € A® K[[T4,...,T,]].
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La série de Taylor ), xn 85’Q(P)Tk est limage de P par Uapplication :

AS—Z>A®Am a*;@{dA(@Am I(@)UA(@K[[TIV"’TQ]]'

On vérifie facilement que 9% ,(P) € A et, au voisinage de Porigine, la nullité de 9% ,(P) ne dépend pas du
choix des formes représentant ’addition ou l'isogénie «.
Soit £ un entier positif, V un sous-espace vectoriel de T)y(c) de dimension d et J un idéal homogéne de A.
On note 9% X3 lidéal
(05 (Q),k € N, [k| < k,Q €7)
ott 'on considére k € N? comme un élément de N* dont les d premiéres directions de dérivation correspondent

a une base de V.
Le lemme suivant relie les notations qu’on a introduites plus haut :

Lemme 4.2. Soient u,h € A, a une isogénie admissible, k € N, J un idéal homogéne de A etV un sous-espace
vectoriel de dimension d de Tyc). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i). h € Z(@ﬁ:};ﬁ).

(ii). Tout polynoéme de J s’annule ¢ un ordre > k+ 1 en u+ a(h) le long de V.

Proof. C’est le lemme 4.6 de (DHO00).

4.1 Majoration du rang du systéme

On consideére le plongement

1:A— Ax A
P+ (P,MP)

et ¢, un plongement projectivement normal associé au fibré £ = [,894. On pose M =1L ® w3 L le fibré sur
A x A construit a ’aide des projections sur les premier et deuxiéme facteurs. On va construire un élément

F de T'(H x H,M%LX[{). Soit sg,...,s; une base du K-espace vectoriel I'(H x H, M|gxp) et fi,..., fm des
®L

monomes de degré L en les s;, formant une base de I'(H x H, /\/l| 11« ). Le polynome F sera donc de la forme

F= f:bz‘fi
i=1

ott les coefficients b; sont dans K. On fixe une base Opys -+ ,8;2;0 de l'espace tangent a l'origine de H x H.
Alors, 'espace tangent a l'origine de «(H) a pour base les opérateurs

citMegyti
51‘:8@0 0 21,...790

)

et on note 6&’;;\(/;8) I’opérateur

k k k k
e1+Megg+1\ "t €go+Mezg g0 % 1 % 90
(6@<Q,MQ>O ) o (%&,M@ O) = (51 ° t(QMQ)) ©::r0 (590 Ot(QMQ))

ot k = (ki,...,kg,) € N9. Le systéme qu’on cherche a résoudre s’écrit simplement
sElmOp 0 Y e N, |k| < T, (6)
(QMQ) - ) =0

En fait, puisque Q € Z et Z est défini sur L, il suffit que F soit nulle sur tous les points de la sous-variété ¢(Z).
Notons D l'idéal de définition de ¢(Z) et d = dim(Z). On a le résultat suivant pour la majoration du rang du
systéme :

Lemme 4.3. I existe une constante positive cg telle que le rang du systéme (6) soit magjoré par

T8 Ywr(Q, H)%~? deg H(LM?)?.
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Proof. (Esquisse) C’est le lemme 5.1 de (DHO00) o l'on tient compte du fait que I'on travaille sur la sous-
variété H x H et non A x A, du fait que la variété Z est définie sur L et qu’on s’intéresse & une solution dans
K. L’idée de la preuve est de se ramener & d’autres systémes pour lesquels on peut calculer plus facilement et
de fagon plus précise le rang.

En notant D 'idéal de définition de ¢(Z) et W I’espace tangent a lorigine de ¢(H ), on considére le systéme

R F et (D), YueuZ),VkeN™, [k| <Tp. (7)

On montre ensuite que toute solution F' de (7) est une solution de (6). En effet, si F' est solution de (7), on pose

u = 1(Q) et on trouve qu’en particulier F' est nulle en ¢(0), d’ou 6£€C)2WMQ)F =0.
Ensuite, quitte & renuméroter les indices, on peut supposer qu’il existe un ouvert ) de Z sur lequel les
e1+Megy+1 8Ego—d+M52go—d

opérateurs &bm) s Og

se projettent sur une base de I'espace normal & ¢(Z) en +(x), pour tout

x € Q. Quitte a restreindre {2, on peut supposer que si 8;5:)1\1/1550“ (F) est nulle sur ¢(0), alors aq)sﬁMe F=0
’ o(z)

pour tout x € Q, pour tout i =1...,gg et toute forme F de H' I’anneau des coordonnées de H x H plongé

dans un espace projectif via le fibré M|z, . On note W' le sous-espace linéaire de W engendré par les vecteurs
€1+ Megyt1, ..., €go—a+ Meag,—q et on fixe t(x) dans ¢(£2). On considére le systéme

go+i

O aF €15,y (D), Yk € N©~ [k < T, )

On montre ensuite que les systémes (7) et (8) sont équivalents (voir (DHO00), p. 39-40).
On peut donc majorer le rang du systéme (6) par le rang du systéme (8). Dire que 653?:) VNS tf(I)(D)
revient a dire que I'image de Bf(g; 4F dans H’ /t*_L(z)(D) est nulle. Le nombre de conditions a écrire est donc

< dimg (H'/t,,)(D))r. D’aprés le théoréme de (Chag9),

—u(z

. * L+d
dimg (1 (P < er(© 1) denlu(2) < ext? et 2),
d’ott le rang r du systéme (8) est majoré par
es T~ deg(1(2)) L2
Puisque deg(:(Z)) = (M? + 1)%deg(Z) (voir (Phi95) prop. 7) on a

r < T LM?) deg(Z)
< e HLM?) L (Q, H)%~ deg(H).

4.2 Hauteur des équations et nombre d’inconnues

Soit F'=3,b;X" un polynoéme & coefficients dans K. On définit sa hauteur h(F) comme la hauteur
logarithmique de Weil du point projectif défini par ses coefficients et 1.

Lemme 4.4. La hauteur de chaque coefficient du systéme (6) est magjorée par
e (LM2h(Q) + Ty log(Ty + L) + Tolog M + L).
Proof. On reprend les estimations de (DH00), p. 41-42. On rappelle que les opérateurs 6{"@7 M@) Sont définis

kq

% ks’[) . x . . A
comme ((51 o t(Q,MQ)) 0--+0 (690 o th’MQ)) . On montre dans une premiére partie, que si § est un mondéme

de poids k en les 5;0 pour 1 < j <2gpet G eT(H x H7M%L><H), alors 6(G) est un polynome de degré < L+ k
et

h(8(G)) < h(G) + c12(k + klog(k + L) + klog(M)),
voir (Dav91) théoréme 4.1. On applique ceci & opérateur §; o - - - 0 d4, et on obtient
h(01 0 004(Q)) < M(G) + c13(klog(k + L) + klog(M)).

Ensuite, on utilise le fait que les translations peuvent étre représentées par des formes de bidegré (2,2) (voir
(LR85), théoréme p. 603) pour déduire que t7, /o) (G) est de degré < 2L et de hauteur < h(G) + c14Lh(Q, MQ).
En mettant ces deux inégalités ensemble et en utilisant les propriétés de la hauteur canonique, on trouve que
pour k € N9 |k| <Tpona

h(8(5 110)(G)) < c15(h(G) + L+ LM?h(Q) + To log(Ty + L) + Ty log M).

Finalement, on évalue 6{“(2 m@)(G) & lorigine pour un monéme G et on obtient le résultat désiré.
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Calculons maintenant le nombre d’inconnues du systéme. On veut que F' soit non identiquement nulle sur

t(H) donc le systéme (6) a I =dimg I'(H X H,/\/l%ifX ) inconnues. En utilisant les estimations de (Chag9),

quitte & supposer que L > deg(H ), on sait que cette quantité vérifie la relation

cigdeg(H)(LM?)% < T < c¢ypdeg(H)(LM?)%. (9)

4.3 Lemme de Siegel

On rappelle que 'exposant de Dirichlet 1 associé & un systéme linéaire est

ou r est le rang du systéme et I le nombre d’inconnues.
Lemme 4.5. Si (LM?)%~4 > clgTé]U*dw]L(Q,H)gO_d et L > deg(H), il existe une fonction F solution du
systeme (6) de hauteur bornée par

c1o (n(LMQiz(Q) + Tolog(Ty + L) + Tolog M + L) + log(LM? deg(H))) (10)

ot n désigne Uexposant de Dirichlet du systéme (6).

Puisque l'on veut construire la fonction auxiliaire & coeflicients dans K on va utiliser un lemme de Siegel

absolu. On définit la hauteur hy sur P*(Q) par

1
. . |2
ho(xzg:...:ap) = K 0 E Ty logorgiagxn |xi|o + E ny, log E |22 |,
veMY vEM® 0<i<n

et la hauteur hy d’un sous-Q-espace vectoriel S de dimension s de Q"' par
hg(S) = hg(ﬂ?l VANPIAN .’Es)

ou r1,...,Ts est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur lequel S est défini.

Lemme 4.6. Soient n un entier et S un sous-f(-espace vectoriel de dimension s > 1 de K*. Il existe un vecteur
x #£0€n tel que

ha(S 1
2(5) | logs
s 2

ha(z) <
Proof. Voir (DP99), lemme 4.7.

On peut continuer la preuve du lemme 4.5. Soit B la matrice du systéme (6) et notons comme précédemment
I le nombre d’inconnues. On cherche une solution de {Bb = 0}, donc un élément du noyau N/ de B. On sait que

dim(N) = I — rang(B) > c16(LM?*)% deg(H) — C6T090_de(Q7H)gU_d(LMQ)ddeg(H).

Maintenant, pour appliquer le lemme 4.6, il faut calculer hy(N') ou ce qui est équivalent, ho(N*) (voir (Sch91)
lemme IV, p. 10).

Si B est une sous-matrice de rang maximal de B alors N’ est 'espace engendré par les colonnes de B. On
remarque que la hauteur de Pespace engendré par les colonnes de B est égale a la hauteur de 'espace engendré
par ses lignes. Si on note y; une base de cet espace et on utilise les bornes pour la hauteur des équations et le
rang du systéme on a :

ha(WH) < ha(y))
J
< rang (B)max ha(y;)
J
< enr(LMPh(Q)Tylog(Th + L) + Ty log M + L).

En appliquant le lemme 4.6 on trouve qu'il existe un polynéme F' & coefficients dans K tel que
enr(LM2h(Q) + Ty log(Ty + L) + Tolog M + L)
I—r
carn(LM?W(Q) + Ty log(Ty + L) + Ty log M + L) + 92 log(LM? deg(H))

ha(F) + c20 log((LM?)? deg H)

A

ot 1) est 'exposant de Dirichlet du systéme. D’aprés une remarque de Roy-Thunder (p. 7 de (RT96)) on peut
trouver F' a coefficients entiers algébriques dans K tel que h(F) soit bornée par la méme quantité & une constante
pres.
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5 Extrapolation

Commengons d’abord par quelques préliminaires. On rappelle que P est 'ensemble des premiers > 2 qui se
décomposent totalement dans K et que pour chaque p € P on a choisi une seule place v de Mg. On rappelle
aussi qu’on a noté e, l'indice de ramification de la place v au dessus de p dans le corps L.

Soient N; et FE; des entiers positifs pour i =1,...,g9. Pour chaque i, on définit un ensemble P;
d’endomorphismes de Frobenius de la facon suivante : on note o, un endomorphisme de Frobenius en v la
place de K fixée au-dessus de p et on pose

Pi={ap, peP, N7 <p< N;u{Id}.
On définit ensuite
AP = {ay € Py, e, < Bi}U{Id},
A = (o, € P, e, > Ej}.

Pour chaque ensemble P;, on va procéder de facon différente suivant que I'on a peu ou beaucoup de grande
ramification. On quantifie ceci de la fagon suivante :

Définition 5.1. Pour un entier i tel que 1 < i < go on dit que P; est peu ramifié si

0| 5 Pil
a9 P
Da facon équivalente, on dit que P; est trés ramifié si
(tr) ‘,P1|
)= 5
FEtant donné des ensembles P1, . .. , Py, on dira qu’on est dans le “cas peu ramifié” si tous les ensembles P;

sont peu ramifiés.
On sera dans le “cas trés ramifié” s’il existe i, 1 <1 < go tel que P; soit trées ramifié.

On fixe des parameétres qui satisfont des conditions différentes dans chaque cas. On fixe aussi une constante
Co qui ne dépend que de A, K et L assez grande (on veut dire par 14 que toutes les inégalités qu’on écrira seront
vraies et ceci est possible car il n’y a qu'un nombre fini d’inégalités qui interviendront).

Cas peu ramifié. On pose M, L, T; pour i = 0,..., gg des entiers satisfaisant les propriétés suivantes :
deg(H) < IL; (11)
(LMHP > CETE o (Q )™, (12)
T; IOg(Ng —i)

T; < . ; 13
i 10g(Co) Ego i 10g(Tj11 + L) (13)

Nk i 2
— > 2 log((LM*Ny - -+ Ni_1)9° deg H 14
Ny 2 O IoB((EMPNy -+ Ny ) deg H) (14
L < M?<4L (15)

T;log(Ny,—;
log(LM?deg(H)) < — 0g(Ngo i) (16)

log(Co)Egy—i-

Cas trés ramifié. On choisit une fois pour toutes le plus petit indice 7 tel que P; est trés ramifié ; on notera
cet indice 7(P). On pose M, L, Ty, Ty des entiers satisfaisant :

deg(H) < L; (17)
(LM2)o=d > CETE wy(Q, H)™~, (18)
Ty log N,
log(Ldeg H) < -2 (19)
Cs Ny(p)
Ty log N,
Tl S Oog 7"(7)) (20)
log(C’o)Nr(p) 10g(T1 + L)
Ty log N, 1
o 2 G (21)
LNy(p)
L < M?<A4L. (22)
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On verra au cours de la démonstration pourquoi on a besoin de ces conditions. Grosso modo, les conditions (11)
et (17) justifieront la minoration de la fonction de Hilbert. Ceci joint aux conditions (12) et (18) permettra de
construire les fonctions auxiliaires. Ensuite (13) (dans le cas peu ramifié) et (19), (20), (21) (dans le cas trés
ramifié) permettent d’extrapoler. Pour simplifier les calculs, on va aussi supposer dans les deux cas que M est
une puissance de 2

Lorsqu’on est dans le premier cas, on procéde a une extrapolation proche de celle de (DH00), dans autre
cas on suivra argument de (Amo).

Soit Q € H comme plus haut, F' la fonction construite a 'aide du lemme de Siegel pour les paramétres
To, L et M qu’on vient de fixer, et n 'exposant de Dirichlet associé. On fait de plus les hypothéses suivantes
pour tout ¢ =0,...,90 — 1:

A T;log N,
h < g0 ; 23
@ (log Co) LM?E,— quo i Ngq @)
T log Ngy—i
N o< — %8 Joo (24)
CZ Egy_;[Tolog(To + L)M + L]
dans le cas peu ramifié. Ceci entraine en particulier
- Tolog(To+ L)M + L
2
Q) < o (25)
Dans le cas trés ramifié on impose
A Tolog N,.(p
hQ) - (26)

(log Co) N,.(py LM?

On aura besoin de quelques résultats sur le degré des formes représentant les endomorphismes de Frobenius
et la multiplication par M. Il s’agit des lemmes 6.1 et 6.2 de (DHO00) et du lemme 2.1 de (DP98).

Lemme 5.2. (i). Il existe une constante c telle que, pour tout m >1, il existe des formes F2" =

(FO(QW), RN Fézm)) € Ok[Xo, ..., Xn], homogénes de degré 4™ représentant les formules de multiplication
par 2™ et telles que pour toute place finie v € My vérifiant N(v) > ¢ et pour tout x = (xg, ..., Tn) € A(C,)
on ait .
[P 0
]l

(i1). Soit v|p une place finie de K vérifiant N(v) > c, il existe une famille F,, de formes dans O,[Xo, ..., Xp]
homogeénes de degré N (v) représentant ’endomorphisme de Frobenius associé a v sur A(C,) et telles que

IF ()| = |23

Soit P € A(K), v une place finie de K et A et A, les anneaux des coordonnées de A sur O et O,
respectivement. On notera mp 'idéal de définition de P dans A et mp, son extension & A,. Si T est un entier
positif, alors on définit

m\) = {F e A,0F 4 F € mp,Vk, k| < T}
et mgg son extension & A,. Pour 8 = (o, ..., [3s) € P*(K), on notera de la méme facon m(p,g),» (respectivement
m(p3), M(P,G)0; mE}T,)ﬁ) ,) l'idéal de définition du point (P, 3) dans I'anneau des coordonnées de A x PP°.

Théoréme 5.3. Soient R un point de A(K), v' une place de L en laquelle A admet bonne réduction et w une
place de L(R) au dessus de v'. Soit également (B1,...,0s) € OF, et B =(1,01,...,0s) tel que :

R X R
o, [B) xR ]
Xo(R)" 7 Xo(R)
Alors, pour tout T > 1, on a
m'?) =m/,
(R,B),v" — "H(R,B)v
(quitte & renuméroter les variables, on peut supposer que | Xo(R)|w = || X(R)]|w)-

Proof. C’est le théoréme 6.4 de (DHO00).
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5.1 Cas peu ramifié

Supposons que les ensembles P1, . .., Py, sont tous peu ramifiés. On définit alors ¥ = {0(Q), o € Gal(K/L)}

et pour chaque r=1,...,gg
Y, ={ma, 001y a.(R), RED, a, € AP 1. € Gal(K/K), 7,7 L = ¢p}

(ot ¢, est I’élément fixé par le lemme 2.14 et la remarque qui suit lorsque «, est un endomorphisme de Frobenius
en v|p). Lorsque o, = Id, par convention ¢, = Id.

On va montrer que la fonction F qu’on a construite s’annule sur 'ensemble ¢(X4,—;) & Pordre T;;1 le long
de T, (my(c)- On notera Xy 11 1= .

On sait par construction que F est nulle sur «(X) a l'ordre Tp. On proceéde par récurrence, donc on suppose
F nulle en ¢(X4,—;41) & 'ordre T;.

Proposition 5.4. La fonction F est nulle & l'ordre > T;11 en tout point de Uensemble (T o ap(Bg,—it1)), pour
tout oy € AP et 7 e Gal(K/K) tel que Tlil = ¢p.

go—1
Soit a, dans A;‘;rji, T € Gal(K/K) tel que 7, = ¢, " et R € ¥g,_;11. On voudrait utiliser la congruence
du lemme 2.14, mais elle ne s’applique qu’a des éléments de O, pour v/ € M. Soient donc F une extension
galoisienne de L contenant les coefficients du polynéme F et les coordonnées du point R et 9% un opérateur
différentiel d’ordre |k|. Soient v’ une place de L. au-dessus de v|p et w une place de F au-dessus de v'. On va
donc considérer le polynéme
J=]] @*F)

og€D,,

ou D, est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. On sait que D,, ~ Gal(F,/L,/) et donc J est a
coefficients dans L, .

On choisit des coordonnées w-entiéres R = (Ry,...,R,) de R telles que |R|l, =1, on notera R, une
coordonnée de R telle que |Ry |, = 1. On fixe aussi un élément 5 = (1, 51,...,5s) & coordonnées dans O,, tel

Ro Ry
Rw’ "7 Ry

t(R) aYordre (T; — |k|)[Fy : L,/]. On applique le théoréme 5.3 au polynoéme J, qui nous dit qu’on peut écrire .J
comme un produit de polynomes définis sur L, nuls en ¢(R) quitte & rajouter des “fausses” variables. On peut
donc écrire

que O, [ ﬁ] = Oy. Vu que F est nul a l'ordre T; en t(R) et tous ses conjugués sur L, J est nul en

J(Xo, ..o, X, S (X), . FMD (X)) = 3 f[ hi (X, Y), (27)

I s=1
ou t=(T; — |k|)[F:L] et les h;, sont des polynomes a coefficients dans O,s, nuls en (R,3) (on a noté

(FéM (X),... ,EMD (X)) des formes homogénes a coefficients dans O représentant la multiplication par M).
On rappelle qu’on note F, ¢(X), ..., F}, »(X) des formes représentant ’endomorphisme de Frobenius a,.

Lemme 5.5. Soit v la place de My fizée au-dessus de p € P et o, I’endomorphisme de Frobenius associé a v.
Alors T Ik
log | (9%F)7 (B, (R). FO o B, (R))| <~ 1M 1og
w €p
pour toute valuation w de K prolongeant v, 7 € Gal(K/K) tel que TIL = ¢p et ey Uindice de ramification de v

dans L.

Proof. On note (Xo,...,X,) des coordonnées d’un point X € P"(K) quelconque. On obtient par définition
du Frobenius

xNOp

NOF,(X) - By (X)X € m,0x([X).

On rappelle que, d’apreés la remarque 2.1, N(v) = p. On peut donc écrire
X;’Fp,i(X) - F,;(X)X! € 7,0k [X].
Soit d le degré de h en X ol h est I'un des h;, dans la décomposition de J. Par homogénéité on peut écrire
XV (Fp(X), YP) = F j(X)*h7(XP,YP) € 1y Oy [X, Y.

En utilisant la congruence 2.14 sur les coefficients des polynomes h;, et le petit théoréme de Fermat pour les
polynomes on obtient
dy T
X7 (Fp(X), YP) = Fp i (X)*(h(X,Y))? € 1y Ou [X, Y.
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En évaluant cette derniére relation en (R, 3), on obtient 'inégalité
d T ’
Rg-’ LT (F,(R),87) . < |p1/ev /74y

Si pour un w donné on choisit des coordonnées w-entiéres de R et on utilise ’équation (27) on obtient

|J7(Fy(R), FM) 0 By (R))]y < [pt/or | Lol (BmlkD,

Finalement, vu la normalisation choisie et d’aprés la remarque 2.1, on a [p'/ erlw = p~1/e» D’autre part, par
définition du groupe de décomposition, tous les facteurs de la forme (9¥F)° apparaissant dans .J on la méme
valeur absolue par rapport & w. On en déduit immédiatement le résultat désiré.

Maintenant, on veut faire la somme sur toutes les places w au-dessus de v, mais vu que ’on a besoin de
coordonnées w-entiéres du point (F,(R),F*) o F,(R)) pour chaque w, on utilise I'astuce suivante de (DHO00) :
on note S, Sus, Sp, Sirp des coordonnées non nulles de R, FM(R), F,(R) et FIM) o F,(R) respectivement.
Pour une place w donnée on note Sy, Sw,m, Sw,ps Sw,m,p des coordonnées de ces points de valeur absolue
maximale pour la place w. On peut maintenant continuer la preuve de la proposition 5.4.

Supposons (9*F)™(F,(R),F(M o F,(R)) #0 et |k| minimal avec cette propriété. On peut supposer
|k| < Ti41 sinon il n’y a rien a démontrer. On note d’abord qu’on peut écrire

(O F) F,(R) FMoF,(R)) _ J7 (Fy(R),F" o Fy(R))
Sp ’ Smp SéSALLp
= (ak}F)T (F]o(R)7 F) o Fp(R)> % (Sw,p‘sw,M,zz)L
Sw,p Sw,M,p (SpSM,p)

)

et en utilisant le lemme 5.5 on a

‘(aw <FS<R> | F(M;L ip<R>)

— (T —1kD
€p

< |3w7p8w7M,p 5;
. L
w |SPSM7p|w

On est dans le cas e, < E,4 _; donc on peut remplacer dans cette inégalité e, par Fy _;. On fait la somme sur
toutes les places de F au dessus de v et on obtient
)

F,(R) FM oF,(R)

1 8kF T p P
an o8 <‘( ) ( Sp ’ Smp

ot Ny, = [Fyy : Q] = [Fy : K,]. En utilisant le lemme 5.2 (on remarque qu’on a choisi pour M une puissance de

2 pour faciliter les calculs et pouvoir utiliser ce lemme) cette quantité est majorée par

wlv

_(Ti_‘leng (lswpsw Mp| )
_ ne | +L Ny log | —————%
Ego—i Z Z ‘SPSM,p‘w

wlv wlv

—(T; — |k|)(log p)

< o [F: K]+ L[F : K]h(cp(R), M(ap(R)))
< _(Ti ;C‘kD‘(lng) [IF . K] + L[F : K] (E(QP(R),M(QIJ(R))) + 09)
< - fE\kI)A(logp) [F: K]+ L[F : K] ((M2 + 1N (ap)h(R) + 69) :

Puisque R € ¥g4,_;11, il est de la forme 74, _;11090—it1 © ... 0 Tgyg,(0(Q)), donc
R(R) < Nyy_it1---Nyh(Q).

On utilise le fait que [k| < T;41 < It (hypothése (13)), I'hypothese (16) et la borne pour h(Q) (hypothése (23))

et on trouve )
anlog <’(akF)-r (FP(R)vF OFP(R)>
Sp SM,p

< 7023@1‘1 : K]TZ log Ngofi
w B E .

wlv go—1
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), . .
Notons ¢ = (O*F)" (F"’S(’R), F S;”(R)) Puisqu’on a supposé ¢ # 0, par les propriétés des hauteurs on a
h(¢) = h(¢™), donc

1
[F: Q]

h(¢) =h(¢h) = > nylogmax{1, [¢[,'}

weE My

1
> — N logmax{1, ¢!
_[F:Q]wz;)w g { |C ‘w}

C24TZ‘ log Ngofi
Ego—i -

Maintenant, par un lemme classique de hauteurs de polynomes (voir 5.4, éq. (18) (DH00)) on a
h((@°F)"(Fy(R), FM) 0 Fy(R))) < ca5(Thsn log(Tigs + L) + LM Ny, i(R) + h(F)).

En mettant ensemble ces deux résultats et la borne (10) on obtient I’équation

cosTilog Ny j
%E& < eo5(Tis1 log(Tigr + L) + LMP Ny, - - Ny h(Q))
g

0—1

+erg (MEM2R(Q) + Ty log(To + L) + Tylog M + L) + log(LM? deg(H))) ,
et d’aprés (25)

023Ti log Ngofi

E < 025(Ti+1 IOg(Ti+1 +L) +LM2N90*Z'"'N90}AL(Q))

go—1

+ea (n(Tolog(To + L)M + L) + log(LM? deg(H))) .
D’autre part, (13) et (23) impliquent pour Cy assez grand

1 CQgTi 10g Ngofi
4 E '

go—1t

N

c25(Tiy1log(Ti1 + L) + LM?N, QOE(Q)) <

go—1i "

Finalement (24), (15) et (16) impliquent pour Cy assez grand

1 T;log N, _;
car (n(Tolog(To + L)M + L) + log(LM? deg(H))) < 202371708 Ngo—i

2 EQO*i
et en combinant ces inégalités on a bien une contradiction.
5.2 Cas trés ramifié
On appliquera le raisonnement suivant lorsque parmi les ensembles Py, ..., Py, il en existe au moins un

avec beaucoup de grande ramification (dans le sens de la définition 5.1).
On va suivre la preuve de la prop. 2.1 de (Amo) qui permet de simplifier, entre autres, 'application du
lemme de zéros.

On rappelle que H’ désigne ’anneau des coordonnées de H x H, plongé dans un espace projectif via le fibré
M|« g et on notera pour S C H x H un sous-ensemble quelconque et pour T" et L des entiers positifs,

H(S,T, L) := dimg (H' /D)y,

ol D est l'idéal de définition de % et D) = {F € M/, O |4F € D, Vk, |k| < T}. Voici le résultat dont on
aura besoin :

Proposition 5.6. Soit A une variété abélienne définie sur K, et ¢ : A — P, un plongement projectivement
normal associé au fibré en droites L = ESM. Soient h € Ry, p € P et T, L des entiers positifs. Soit ¥ C A tel
que pour tout Q € X, on ait h(Q) < h et oy, l’endomorphisme de Frobenius associé & la place v de K ramifiée
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dans L telle que v|p. On rappelle que v est Uapplication ¢ : A — A x A, définie par Q — (Q, M Q). On définit les
ensembles

S={(Q),Q X} et
= |J rluker(ey) +3)).

T€Gal(K/K)
TILEG,

Soit T un entier positif tel que T < T. Alors,

ho> ens (1_ H(S,T,L) ) (T—T’)logp_CQQIOgH(S’,T’,L)
= H(S', T, L) pLM2 2LM?
. T'H(S,T,L)log(T" + L) a1
OTTH(S', T, L)LM? M2

Proof. Soit D I'idéal de définition de 5% dans H’ et D’ I'idéal de définition de $/**". Posons | = H(S',T", L),
lp = dimg (D™) /(D)™ N D). Avec les notations données, lo = H(S',T', L) — H(S, T, L).

Considérons une base de mondmes sy, ...,s,, de degré L du K-espace vectoriel [H'/D'];, (elle existe car
le plongement projectif induit par M|y, ot M = m{L ® m5L est projectivement normal). On considére les
opérateurs ang définis auparavant que I'on notera 9%, avec |k| < T". Pour un point quelconque R € S’ on notera
R des coordonnées projectives. Considérons maintenant 1’application

¢: F i (0"F(R))kj<1v.Ress
ou F' € H' de degré L. Le noyau de cette application est justement 'idéal [D’ (T/)] 1, et donc

rang() = dimg D(H x H, M3}, ;) — dimg [D'7], = H(S',T', L).

On considére la matrice (Bksj(R)) <|k\§T’,ReS'> ; on a vu que son rang est [ donc, quitte & renuméroter les
j=1,...m
indices, on peut choisir k;, R; et s; avec 4,5 = 1,...,1 tels que la sous-matrice
B= (8ki3j(Ri))<1§i§l>
1<;<i
soit de déterminant non nul. D’aprés les définitions, il y a lo polynémes Gy, ..., G, linéairement indépendants,
non identiquement nuls sur S’ & Pordre 7", nuls sur S & 'ordre 7. On considére maintenant les polynomes 9% G,.,
pour r =1,...,ly. D’aprés les choix faits, %G, est non identiquement nul sur S’ & I'ordre 7" — |k;| et nul sur

S a Vordre T — |k;| pour tout r et on peut supposer qu’il s’écrit sous la forme

l
MG =) g0

J=1

pour g,; € K. De plus, on peut choisir une extension de K assez grande, une place w|v, renuméroter les indices
et faire des combinaisons linéaires de fagon qu’on puisse écrire

PGy = S gt o {'g”'"‘“ _pd Tl
lgrjlw <1,j=1...,1—r
D’aprés les remarques antérieures, on peut remplacer les derniéres [y colonnes de B par
o* G, (Ry) ... 9FGi(Ry)
MG (R) ... OMGL(RY)
pour obtenir une nouvelle matrice B(w). On vérifie facilement qu’on peut écrire
10 --- 0 Jig,1 g11
01 . .

Gio,1—1o

TR |
0 0 [Gui-ir]
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et donc
| det(B(w))|w = |g10,1-19+1 * * * 91,1|w| det(B) | = | det(B)]w-

Maintenant, on va calculer | det(B(w))|. et pour cela on va d’abord borner |9*¥G,.(R)|,. On rappelle que R; est
de la forme 7;((&; + Q;), M (& + Q;)) o & € ker(ay,), Q; € X et Gj est un polynome a coefficients dans K nul
en (Q;, MQ;) et ses conjugués sur L & l'ordre T'. On se place sur une carte affine et on note T¢,..., ¢, des
formes représentant la translation par &.

Comme dans le cas peu ramifié, pour utiliser les propriétés du groupe G, il faudra travailler avec des
polynoémes a coefficients entiers dans L. Plus précisement, on va travailler sur L., ot v’ est une place de L
au-dessus de v|p puisque la congruence du lemme 2.16 est encore vraie pour les entiers de L,,. On utilise la
méme astuce que précédemment : soit F une extension de K contenant les coefficients de 9¥G,., w une place de
F au-dessus de v’ € My, telle que w|v’. On définit le polyndome

J=]] 0*G.y
g€D,,

ou D, est le groupe de décomposition de Gal(F/L) en w. Puisque D,, ~ Gal(F,,/L,/), J est un polyndéme a
coefficients dans L,, nul sur S a 'ordre (T — |k|)[Fy, : L]

Lemme 5.7. Soit Q € S. Si on choisit des coordonnées w-entieres de (§ +Q, M(E+ Q)), alors

—(T=|ED[FuwiL,/]

[ (Te(Q), FM o Te(Q)lw <p~
pour tout T € Gal(K /K) tel que 71, € G,,.

Proof. D’aprés le théoréme 5.3, il existe § = (1, 51,...,8s) ou les §; sont des éléments de O,, tels que J
s’écrit sous la forme

(T—|k|)[Fop:L,]
J(Xor o X, FSM(X), L FMX) =S [ e (XY) (28)
l j=1

avec hy; des polynomes a coefficients dans O,/ I'anneau des entiers du complété L, nuls en (Q + &, 3). Notons
h = hy; un de ces polynomes. On va montrer dans un premier temps

P (Te(Q), FM) 0 Te(Q)| < p'/7.

w

Puisque h[X,Y] € O, [X,Y] on peut appliquer la congruence du lemme 2.16 et on obtient
WX, Y) = h"(X,Y)], <p /P

(on prolonge de fagon canonique w dans le corps K(X,Y) en posant |X;|, = |Y;|, = 1 pour tout i,5). On a
donc

BT (Te(Q), 8) — h(T(Q), B)lw < p~ /7. (29)

On note comme précédemment Fj, o(X), ..., Fp ,(X) des coordonnées de F,,(X). Par définition du Frobenius, on
sait que pour tout X on a

Xme(X) - F,;(X)X! e m,Ok[X], Vi,j 0<i,j<n
et puisque £ € ker(a,), on a F), 0 T¢(X) = F,(X). Donc au niveau des coordonnées on a
TE,i(X)pr — X%DTEJ (X)p S WvOK[X]
et en utilisant le petit théoréme de Fermat on a
(Tg)i(X)Xj — XiTg’j(X»p S FUOK[X].
On note d le degré de h := hy; par rapport au premier groupe de variables et par homogénéité on a
(XIR(Te(X),Y) — Te ;(X)'h(X,Y))" € 7y Ou[X,Y].
On évalue en (Q + &, 3) et on a |h(T¢(Q), B)],, < p~'/? puis en utilisant (29) on trouve
A7 (Te(Q), B)],, < p~ /7.

En reportant cette inégalité dans (28) et en évaluant en (Q +&,3) on a

(T |k [Fw:L,/]

J(Te(Q),FM o Te(Q))| <p v

w



28 M. CARRIZOSA

Corollaire 5.8. Avec les mémes notations que ci-dessus, pour tout point R € S" on a

— 1k

105G (R) ]y < p™

Proof. Puisque |J|,, = \HoeDw(akGr)ﬂw, par définition de D,, la norme de tous les conjugués dans ce
produit est la méme et il y en a [F,, : L,/]. En utilisant le lemme précédant on a le résultat désiré.

Continuons la preuve de 5.6. Comme on a ’a fait dans le cas peu ramifié, pour pouvoir mettre toutes les
places w ensemble, on va choisir des coordonnées w-entiéres : on note S; et S; ps des coordonnées non nulles de
Tgi(Qi) et F(M) o Tgi(Qi) respectivement. Pour une place w donnée on note S; ., S; w,p des coordonnées de
ces points de valeur absolue maximale pour la place w. Alors

(akG )‘r sz (Q’L) F(M) o T& (Qz) _ (akG )T T&(QZ) F(M) o T{(Qz) Si,wSiJ\/Lw L[F:L]
7 87, ? Si,M T Si,u; B Si_’M’w SZSLM

w w

L[F:L
—(T-TH[FL] |Si7wSi,M7w|w[ |
P

|S; Sinm \5[F:L]

Maintenant, on calcule le déterminant de B(w) en développant a partir de la derniére colonne. On obtient

|det(B(w))w < _max _[0"1G1(Ry,) -+ 9" Gy, (Ry,,)

T 1<, <

x e ‘8 Sl (Ru) T akil710 Sl(Rizflo)

1<, nti—1p <

w

< max |0%G;(Ry)|" max 9%, (R)[L "

1<l 1<i<i

1<5<lo 1<5<l,

Ll L1
< p=(T=T)lo/p |SiwSiMwly |5¢,u;Si,M,w\w( )
p 1H<1a<l Tl 1oy L(l~lo)

¢ |SiSi |y, sist |88l

< p,(T T)lo /p max ‘Sl w'Sz M, 1}11 .
1<i<l |S Sz M‘

Soit maintenant w une place finie qui ne divise pas v. En utilisant 'inégalité ultramétrique on a la majoration
|det(B)lw < max, 0% 55 (Ra)|1,
|Sz wSz M w|
< max —————%
<<l |88, M|Ll

Finalement, pour une place w archimédienne, I'inégalité de Hadamard nous dit que

| det(B |w<H Zlﬁk (Ra)[:,

j=1 \j=1
|Sz wSz M w|Ll <

m
12521 |5;S; M|Ll

S S, Ll
< max SewSiMul gk R
1<z<l |S Sz I\/I| 1<i,5<1

2

1

| max [0, ( mi,)

1<4,5<1

IN

Vu que det B # 0, on applique la formule du produit (ﬁ Y w Mw log | det(B)], = 0) et on a

(T —TNlplogp 1

0 < —cgpp————7+ 3 log !+ LIh(R) + c33l(T" log(T" + L) +T")
p
T—T)ily1 l
< —632(}300gp + 5 logl + C34lT/ log(T’ + L) + C35LM2lh + c36 Ll
d’ou
b e (T —T")lplogp . T log(T' + L) . logl  cao
=SB LM2Ip BT M BTM2 T MZ
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Lemme 5.9. Soit 7(P) l'indice firé auparavant tel que l’ensemble P.(p) est tres ramifié. Alors si on utilise
les parametres To, Ty, L, Ny(py et E.py fixés pour le cas tres ramifié et ¥ = {o(Q),0 € Gal(K/L)}, alors
H(S',Ty,L) < 2H(S, Ty, L).

Proof. On applique la proposition 5.6 & 'ensemble ¥ avec T' = Tp, T' =T, et L =L. Pour tout Q € X
Ihypothése (26) nous dit que h(Q) < h avec

_ T() IOg(NT('p))
log(Co) Ny(py LM?

On obtient 'inégalité

( H(S,Ty, L) ) (To — T1) log(N,(p)) log H(S',T1, L)
h > el Do \W o L)

T H(S.Th, L) Ny LM? T L
Tilog(Th+ L) cas
B S VR Ve

Si H(S',Ty,L) > 2H(S, Ty, L), en utilisant le fait que T3 < % (hypothése (20)) et une borne trés générale pour
H(S',Ty, L) (par exemple on prend H(S",Ty,L) < H(H x H,L) < L?% deg(H)?) on a

. Ty log (N, (p)) ., log(L deg H) . Tilog(Th + L)  cus
=T Ny L2 YT LM Ve M?
Finalement en utilisant les hypothéses (19), (20) et (21) pour Cj assez grand on a
h> C49T0 1Og(Nr(P))

~  NypLM?
On remplace h par sa valeur et on trouve

Ty log(Ny(p)) . Ty log(Ny(p))
10g(Co) Ny LM2 = ™ "N, (py LM?

ce qui est contradictoire pour Cj assez grand.
Voyons maintenant que H(S,Ty, L) < 3 dimg D(u(H), M®E). Soit Z la sous-variété fixée satisfaisant
1/codimpy Z
wL(Q,H) = (gggg) . Par définition, ¥ C Z et donc S C «(Z). Si on note comme avant D Iidéal de
définition de ¢(Z), on voit facilement que

H(S7 TOaL)

< dime(H'/t,)(D)"))
< esoTde TN (LM?)! deg(Z)
< esoTdHLM?) wi(Q, H)% " deg H.

D’autre part on sait que dimg ['(¢(H), M®L) > c51(LM?)% deg(H) quitte a ce que (17) soit vérifice. On a
finalement

H(S.Tp,L) < csoTd" “(LM?)%wy(Q, H)? % deg H
< 1 (LM?)% deg(H) grace a 'hypothése (18) pour Cy assez grand
1
< =dimg T(u(H), M®E),

2

Il existe donc un polynéme F' de degré L non identiquement nul sur ¢(H), nul sur S’ a 'ordre T§.
On recapitule dans la proposition qui suit le résultat démontré dont on aura besoin :

Proposition 5.10. Soit i un indice tel que 1 < i < go, N;, L, M, Ty, Ty des entiers vérifiant les conditions (17)
a (22) (début du paragraphe 5) et Q € H(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre de H
vérifiant (26). Soit v € My une place ramifiée dans L au-dessus de p € P;. Soit o, un endomorphisme de
Frobenius en v (on rappelle que ]\2[ < N(v) < N;) et 3 Uensemble de conjugués du point Q sur L. Alors il existe
un polynéme F bihomogéne a coefficients dans K de bidegré (L, L) nul sur I’ensemble

U rlker(ay) + %))
T€Gal(K /K)
TILEG,

a lordre Ty le long de T, (py(c)-
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6 Lemme de zéros

Dans cette partie on applique un lemme de zéros aux fonctions construites auparavant. Il s’agit d’une
variante du lemme de zéros de (DHO00) théo. 4.1. Comme dans la preuve du probléme de Lehmer classique “a
e-prés”, le lemme de zéros ne suffit pas pour conclure et il faut faire une descente. Celle-ci est encore proche
de celle de (DHO00) mais en plus de tenir compte des deux cas traités plus haut (peu et trés ramifi¢) elle fait
intervenir un nouvel ingrédient : une suite de corps emboités qui permettent de capturer plus d’information.
Contrairement au cas classique déja mentionné, ceci ne suffit pas pour démontrer le théoréme principal ; il faudra
en dernier lieu procéder a une récurrence sur la dimension de la variété H en question.

On commence par donner une définition.

Définition 6.1. Soit V' une sous-variété de A et V un sous-espace vectoriel de Ty(cy. Soient T' et L deux entiers
positifs. On dit que V est définie incomplétement dans A avec multiplicité > T le long de V par des formes de
degré au plus L, s’il existe des formes qq,...,qs de degré < L telles que V' soit une composante irréductible du
lieu des zéros de lidéal (q1,...,qs) et chaque forme q;, i =1,...,s, s’annule ¢ un ordre > T surV le long de V.

6.1 Cas peu ramifié

Supposons d’abord qu’on dispose de gy ensembles d’isogénies Py, ..., Py, avec peu de grande ramification.
On utilise le lemme de zéros de (DHO00), théoréme 4.1 en faisant quelques modifications pour tenir compte des
conjugués et avoir des résultats en fonction de wy, et deg(H). Pour un premier p € P, notons

Sp =A{7 € Gal(K/K), 7L = ¢p}.
On rappelle les notations suivantes :

Y = {0(Q),0 € Gal(K/L)} et
Y, ={ma;o0...0o1g04(R),REX} pouri =1,...,90

ou «; parcourt Agpr) et 7; parcourt S, si a; = a,, # Id ou 7; € Gal(K/K) tel que 7. = Id lorsque «; = Id.

Théoréme 6.2. Soient A une variété abélienne plongée dans un espace projectif P de fagon projectivement
normale, B une sous-variété abélienne de A de dimension gy, Q € B(K) et des ensembles ¥; pouri=1,...,qo
comme ci-dessus. Soit F € L[ Xy, ..., X,] une forme homogéne de degré v non identiquement nulle sur B, nulle
& un ordre supérieur a T] + ...+ Téo pour T; des entiers positifs, le long de Tg(c) en tous les points de X1. Alors
il existe un entier k, 1 < k < gg, une sous-variété propre V. de B, géométriquement irréductible incomplétement
définie dans B par des formes de degré < 2Ny --- Ny_1v avec multiplicité > Ty, le long de Tp(c), de dimension

d > go — k, contenant une composante irréductible de ¥y 1, telle que

T}~ deg U 7oa(V)| < csa(deg B)(wNy ... Nip_y)P~*

apeAlP) res,

Proof. C’est le théoréme 4.1 (avec supplément galoisien) et la scolie 4.8 de (DHO00) ou l'on a utilisé les
idéaux Jy = (F), Jis1 = (0, 7Ti 0 € AP 7 € ).

On applique le théoréme 6.2 & la trace sur L de la fonction F' construite dans le lemme 4.5 tirée en arriére
par la fonction ¢ : A — A x A. Par construction, F' n’est pas identiquement nulle sur ¢(H) de bidegré (L, L).
On sait de plus que F' est nulle en tous les points de ¢(X;1) & I'ordre Ty, le long de T, (g(c), donc la fonction
G =Trg, (Fou), de degré L(M? 4+ 1)[F : L] (ou F est le corps de défintion de F) vérifie les hypothéses du

gj(}jfl} [F:L] et v = L(M?+ 1)[F : L]. On obtient donc un entier k, 1 < k < go, une

sous-variété V de H, géométriquement irréductible, incomplétement définie avec multiplicité > T} le long de
Tr(c) par des formes de degré au plus 2[F : L] LM 2Ny --- Ny, de dimension d > g9 — k contenant un point Q;
de la forme 71011 0. .. 0 Ty, (0(Q)) telle que

lemme de zéros avec T = [

(T [F : L)%~ deg U 7oap(V) | < essdeg(H)([F: LILM?Ny ... Nj_q)%~*

apeaP) res,
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et donc

T2~ deg U 7oap(V)| < cssdeg(H)(LM?Ny ... Ni_q)®~* (30)

a,eAl res,
On veut estimer le mieux possible le degré de la partie gauche de cette inéquation et, pour cela, compter combien
de conjugués différents des c, (V') on a. Par le point (i) du lemme 2.18, on sait que si a4, a2 sont deux isogénies
distinctes de Py, alors on ne peut pas avoir a;(71(V)) = az(m2(V)) pour n’importe quels 71,7 € Gal(K/K)
a moins que V soit une sous-variété de torsion. Mais V' C H, elle contient (); et par définition la plus petite

sous-variété de torsion contenant ce point-1a est bien entendu H.
D’autre part, si on note Vi, = UreGal(f{/L) 7(V), on a

deg [ |J 7(V) | = deg(¢p(W1)) = deg(VL).
TESY

En utilisant 2.12.(41) et puisque o (dp; V1) # ai(¢p, V1) pour tout j # I, alors on peut écrire

N(O‘p)d
| ker(ay,) NG|’

deg U at() | =de(i) )

apeAP) reg, apeAPY)

et en utilisant 1'inégalité arithmético-géométrique on a

c5a deg (VL) NE AP

deg U  atv)| =
apeA® res, a0 [T ker(ap) N Gy |
< cs5 deg (VLN AP

(pr)
1271 ker I o] NGy
apeAl(ﬂpr)

puisque les oy, sont tous premiers entre eux. Voyons maintenant que

r cs6lV,
|Al(€p)| > 56k
log N,

D’aprés la proposition 2.9 A posséde un endomorphisme de Frobenius en presque toute place finie de K. On
rappelle qu’on a choisi une seule place v au-dessus de chaque premier p et donc tous les oy, sont premiers entre
eux. En utilisant le théoréme de Cebotarev on a que |Py| > 657102/7}“\% et donc pour C assez grand

| Pk N,

A(pr) > > .
| k |7 2 705810gNk

Notons s = dim(Gy; ) et rappelons que V est définie incomplétement par des équations de degré <
csoLM?Ny - - - Niy_1. En utilisant le lemme 2.3, le lemme 2.13 et une borne trés générale obtenue par le lemme de
zéros pour deg(V4,) (on prend ici deg(VL) < cgo deg(H)(LM?)9% =Ny - Ny_; en prenant a,, = Id), on obtient
pour une isogénie admissible quelconque 3 de poids ¢(f3)

Gv 1 Gy la(B)°

q(3)* deg(Gv)

q(B)* deg(VL)(4LM?Ny -+ Nj_1)™*
c61¢(B)*(LM?Ny - - - Ny_1)% % deg(H).

Card(ker(8) N Gy;)

(VAN VAN VAR VAN

En mettant ensemble ces inégalités et la borne pour |A,(€pr)|, on a

deg(VL)N]g_s—i_l
log(Ny) ©48" /(LM2 Ny - - Nj_1)% > deg H

deg U ap(T(V) | > cs2
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D’aprés (30), Phypothése (14), la minoration de |A,(€pr)| ci-dessus et puisque d > s on a

_ co3 Nk, deg (V)T 90—
deg(HY(LM?Ny...N;,_1)%~ % > go
eg(H)( 1 k—1) > log(Nr)

et alors
(LM?Ny ...Nj_q)90—4 deg(H) log(Ny)

deg(V]L) S Ce4 (T )907de
go

. (31)

Remarque 6.3. Dans l'application du lemme de zéros on aurait pu considérer des ensembles X3; plus petits en
remplacant dans leur définition [’ensemble Agpr) par un sous-ensemble de celui-ci. Pour obtenir le méme résultat
final (borne (31)) il suffit d’assurer qu’il s’agit d’un ensemble de cardinal > 06510{;71']%.

On peut résumer ces résultats dans le corollaire suivant :

Corollaire 6.4. Soit Q un point de H(K) satisfaisant Uhypotheése (23), d’ordre infini modulo toute sous-variété
de torsion de H. Alors il existe un entier k, 1 < k < go, un point Q1 = Tk41Qk+1 © - . . © TgyQgy (Q) pour certains
a; € Py, 7 € Sp ou p est tel que a; = «p et une sous-variété propre de H, V définie sur L. contenant le point
@1, de dimension d, ot d > go — k et dont le degré satisfait l’inégalité :

(LM2Ny ... Ny_1)%~4deg(H) log(Ny)

degV < cgy ngide

De plus, V est définie incomplétement par des formes de degré < cggLM?Ny --- Ni_1 le long de Ty ) avec

S LTy,
multiplicité au moins T

6.2 Cas trés ramifié
On se replace dans le cas ou il existe un ensemble P, ;) avec beaucoup de grande ramification et soit
o € Agt(rl)) On choisit des parametres Ty, Ty, L, M satisfaisant les conditions (17) & (22) et on suppose de plus

que la condition (26) est satisfaite. D’aprés la proposition 5.10 il existe un polynéme F € K[X] nul en t(7(R + U))
a Pordre Ty pour tout U € ker(ay,), 7 € Gal(K/K) tel que 7 € Gp, et pour tout R conjugué de @ sur L.
On rappelle qu'il existe m minimal tel que L C Q,((,,) (voir paragraphe 2.5). On définit le sous-corps L,
de . comme l'intersection
LN QP(Cm/p)'
Avec cette notation on remarque que G, = Gal(L/L4).

Lemme 6.5. Il existe une variété Vi,, de dimension dy définie sur L, définie incomplétement par des formes
de degré < cgzLM? avec multiplicité > T, passant par Q, telle que

LM?
T1 Ny

degfay () < con )d deg(H).

Proof. Posons T', = Gal(K /L) = {7 € Gal(K/K), 71, € Gp}. On suit le lemme de zéros de (Phi86). On
pose
J = (ﬁoTde(F ot)oty, U€ker(ay,), 771 €T,)

et W= Z(J). Alors il existe une composante V' de W, géométriquement irréductible, passant par Q. Puisque
W est stable par translation par des points de ayp-torsion et par 'action des 7 € I, alors 7(V) + U est aussi
une composante de W lorsque U € ker(a,,). On peut donc écrire

79" deg U (") +U | < ces(LM?)%~" deg(H),

Uéeker(ayp)
Tely,

d’aprés le lemme 5 de (Phi96). En notant Vi, = UTer 7(V') alors

LM?
deg(a;lapV]Ll) < cg8 ( T

)QOdl deg(H).

En utilisant la proposition 2.12 on a

deg(apVi,) < coo (TlN(v)



PETITS POINTS ET MULTIPLICATION COMPLEXE 33

7 Paramétres

Considérons P, L et H comme dans le théoréme 1.15 et supposons que l'on a

2 2g

. 1 log log wy, deg(H)? ) 29 (9010

h(P) < oglogwr, deg(H) .
wL(P, H) \ Cylogwy, deg(H)?

(32)

L’idée de la descente est de construire une suite de variétés “emboitées” de degré controlé et dont on controle aussi
les stabilisateurs, a I'aide d’une utilisation répétée des lemmes de zéros 6.5 et 6.2. Ces lemmes s’appliquent & des
ensembles Py,..., Py, et des parameétres L, M, Ty, ..., Ty, B, ..., Eg, N1,..., Ny, satisfaisant les conditions
(11) a (16) et (24) ou bien (17) a (22) et un point Q Satlsfalsant (23) ou bien (26) respectivement. Par la suite
on va définir des ensembles de paramétres et des points satisfaisant ces conditions.

On pose § = g3(go + 1)! + 2 et on définit pour tout 4,5 = 1,..., go,
pj = 82972 (go + 1), al?) = i.ilép;,
b =iilp;, et b0 =% plI)

On remarque que Zle i.t! = (k4 1)! — 1. Par la suite on notera wp, = wr(P, H) oi P est le point de départ
pour lequel on veut montrer le théoréme principal. On rappelle qu’on a supposé plus haut que P satisfait (32).
Pour simplifier les calculs, on notera aussi

A = log(wy, deg(H)?).
Du fait que £ = LJ* et la définition de wy, on a
A > logdeg(H) > log4 > 1.

On pose maintenant pour tout 1 < 4,5 < gg les paramétres suivants :

(J) p(d)
G _ | Lo G _ | oA\
N7 = t B =
¢ <logA> ¢ ! <logA

On définit ensuite des ensembles d’isogénies Pfj ), e Péé) pour 1 < j < gg par

(j)

PY) = {a,, pe P, <p<N(J>}u{Id}

Pour chaque groupe d’isogénies 7)2-(] ) 7)(] ) on disposera comme auparavant de deux cas : tous les ensembles
sont “peu ramifiés” ou bien il existe au moins un ensemble trés ramifié (par rapport aux indices de ramification

Eij ), ey EE(,?;)). Lorsque le deuxiéme cas se présente, on rappelle qu’on a choisi le plus petit indice 7 tel que P(j )

est trés ramifié et on 1’a noté r(PU)). Pour simplifier les notations on le notera dorénavant r(5). On définit aussi

comme auparavant pour tous 1 < i,j < go des ensembles A( IPT) ot A(] &),

Pour j donné on pose
B; = {8 =7 o 07al)}
pour a ) e P(J) et T( 9 un élément de Gal(K/K) qui prolonge ou bien ¢, si az(j) =aqp € Agj’pr) ou bien un
élément de G), si al(j) =, € Agj’tr) et Ti(]) =1Id si az(]) = Id. On définit
R = {F; =fio--001, Br € By}.
D’aprés le choix des paramétres on trouve
N < NN

C()A Y12, 8pji.il
<log A)

CoA 3p;[(go+1)!-1]
<10g A) '

(33)

Par la suite on va travailler avec une suite de sous-corps de . qu’on construira inductivement & 1’aide des
isogénies qu’on va obtenir grace aux lemmes de zéros. Ils sont définis de la fagon suivante :
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Définition 7.1. Soient Bi,...,08,, avec B; € B, tels que si pour j donné il existe 73:8) trées ramifié alors
Bj € Agj(-’jt)r). On associe une suite d’extensions abéliennes IL; pour j =0, ..., go de la fagon suivante :

- ]LO :‘L; ]

- St P{JH), e ,Pg(gﬂ) ont tous peu de grande ramification (au sens de la définition 5.1) on poseLj11 =1L, ;

— si on est dans le cas tres ramifié, B; est un endomorphisme de Frobenius associé a v|p pour un certain p.
11 existe un entier m = m(p,L;) minimal tel que L; € Q,(Gn) et on pose Ly = L; N Qu(&myp))-

Pour effectuer la descente on commencera par appliquer le lemme 6.5 ou le lemme 6.2 & un point P
satisfaisant I'inégalité (32) (on verra plus loin que cette derniére implique les conditions (23) et (26)), aux entiers
E%l), ceey Eéé% Nl(l), . ,Né;) et & des parameétres LW, M (1) Tél), . ,Tg(;) qu’on va fixer plus bas. L’application
des lemmes 6.5 ou 6.2 donne entre autres un élément 5; € B et on notera P; = §1(P). On recomencera le méme

)

procédé avec le point P; et de nouveaux paramétres L(2), M (2),Té2 ,...,Téf ) et ainsi de suite. De cette fagon

on construira au fur et & mesure une suite de points P = Py, P, ..., Py.
On peut maintenant préciser les paramétres. Dans le cas peu ramifié on pose pour j =1,...,gg
r pd) 12 b(j)+go
() _ 4 , G A
Iy = (deg H) WL,ﬂ_l(PJ—hH)(IOgA)W]
M . )
; 7™ log A boo—i
7 — é Vi=0,...,90— 1
i+1 (IOgCO)QA C()A ? ) » 90
. I C«b(j)+2Ab<j>+g0
() — 2 . 0
L = deg(H) W]Lj,l(Pj—laH) (log A)b(j)
MW =24+ oy g = log L) '
2log?2

On remarque facilement que pour C assez grand

C2AD=1 ([ G\ H
(log Cp)?*+1 \log A '

Avant de vérifier que ces paramétres satisfont les conditions imposées dans le paragraphe 5, on donne un corollaire
qui facilitera les calculs.

TY) > (deg H)*wr, ,(Pj_1, H) (34)

Corollaire 7.2. Si les ensembles Pl(j),...,PE%) ont tous peu de grande ramification et si les paramétres
Ti(j)7L(j),M(-j) satisfont les conditions (11) a (16), (24) et (23) avec Q = Pj_1 et L =L;_ alors il existe une
vari€té V définie surlL; = LL;_y, définie incomplétement par des formes de degré < cmL(j)(M(j))QNl(j) e N;g)_l
avec multiplicité > c1Ty, le long de Ty ¢y de dimension d et une isogénie 3; € B; telle que P; = Bi(Pi—1) eV
et

degV <

deg(H)wr, , (Pj—1, H)*~* (log A 2007 +g0+1)(g0—d)
(N0 ( Col ) |
On a aussiwy, (Pj, H) <wy, ,(Pj_1, H).

Proof. Pour la premiére inégalité on remplace dans la conclusion du corollaire 6.4 les paramétres par leur
valeur. On sait qu’il existe k > gy — d tel que

. . j J _d j
(LOM2ND ., NI )" deg()log N
(T3))o0 =N

deg(V) < ¢r2

et on vérifie facilement que

NV NP)R (Gl (9°‘d)<j§“5j>>_“§‘j)
v < 2(ia)
COA (go—d)(k!=1)6p; —k.k'6p;
2<10gA)
2
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D’autre part,

LD (P B A28 ) g
T!gg) 73 (lOg A)Qb(j) ’

et finalement
deg(V) < cra(log Cp)Po0t290  og(A) deg(H)wr, , (Pj—1, H)? ¢
(CS”(”“A?(HM%) ) o=
X

Nl(j) (log A)Qb(i)

IN

, . —d
deg(H)wp. (P;_1, H)9%o~d [ c207 42720 +g0) |
c75(log Cp) 290 +2)90+1 g(H)wr, , (Pj—1, H) < 0

(Nl(j))go_d (log A)Qb(])fl
deg(H)w]Ljfl(ijlyH)go_d CoA 2(69 +90+1)(go—d)
(Nl(j))grd log A )

On a utilisé le fait que % < ¢ puisque A > 4.

Ensuite, puisque V' est définie sur IL;, contenue dans H et contient Pj, wy, (P;, H) < (degv

1/codimpV
degH)

par
définition. En remplagant deg V' par la borne ci-dessus on a

log A > a{? —2p@) —2g,—2

ij(PjaH) é(")]LJ‘—1(‘PJ'*1aI—I) (COA

et, d’aprés le choix de 9, agj) > 2b0) 4 2g¢ + 2 ce qui permet de conclure.

Dans le cas trés ramifié, pour chaque j on rappelle qu’on a choisi un ensemble PT(Z;) trés ramifié et supposons

donnée une suite d’extensions Lo, ..., Lg, comme auparavant. On pose

- ChA 2(1('72.)
Téj) = |(deg H)4w]Lj71 (Pj-1, H)Cq (k)gA)

- A o)
s _ | T (logA\“

' | (log Co)2A \ CoA
- ChA U’(é)')
. 0 -
LU = deg(H)Qij—l(Pjil’H)Cg (logA>
MO — g0t oy o — [108LY
= oug= 2log?2 |’

On remarque que

a3 L& 4
(9 > deg(H)4w]Lj_1(Pj—17H)OO <2 A“rG) .

Tl o)
(log Co)?(log A)*r)
Dans ce cas on a le corollaire suivant du lemme de zéros :

(35)

Corollaire 7.3. Soit r(j) le plus petit indice tel que ’ensemble Pr({])‘) a “beaucoup” de grande ramification. Si les
parametres Téj), LU M) wérifient les conditions (17) & (22) et (26) avec Q = Pj_y et L =1;_1, alors il existe
une isogénie B; € B, et une variété V définie sur L; C L;_1 de dimension d passant par Pj_i incomplétement
définie par des formes de degré < crg LM? avec multiplicité > Ty le long de Trx(c)- De plus on a l'inégalité

deg(83;(V)) < errwr; -, (Pj—1, H)? ™ deg(H)(CFA)* .
On a aussi

UJ]LJ. (Pj7 H) S 078‘4)]113-,1 (Pj,h H)CSA

ot Pj = Bj(Pj-1).

Proof. 11 suffit de remplacer les paramétres par leur valeur et suivre le méme raisonnement que dans le cas
peu ramifié.
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Remarque 7.4. De facon triviale, on a l'inégalité suivante dans les deux cas
UJ]Lj (Pj, H) S C79ij71 (Pj_l, H)CgA

Voyons maintenant que les paramétres fixés vérifient les conditions désirées.
Cas j = 1. Dans un premier temps, vérifions les conditions pour L), M), Tél), . ,Tg(g) les paramétres
du cas peu ramifié, le point Py = P et l'extension Ly = L. On va oublier ’exposant (1) pour simplifier ’écriture.

La condition (11) est satisfaite puisque deg(H)wr (P, H) > 1. La vérification de (15) est aussi immédiate.
Pour (12) on calcule

LM? N
e 2 Csocoi > Co
Tow]L(P, H) (log A)b

ce qui conclut. La condition (13) est vérifiée en calculant

T; log(Ngy—i) . Ti(log A)bso—i log(CoA)
(log Co)Eg,—ilog(Tis1 + L)  — (log Co)(CoA)Pso— Alog(CoA)
T, log A Poo—
Alog(Cy)? ( Col ) pour Cy assez grand
> Tiq1.

Veérifions (14) :

N, o CoA\ ™ 1
log Ny, log(LM2N; - Nj_ )% deg H) = 2 \logA) log(CoA)2A

Cgk—lAakfl

~  (log A)axt2

> cs3C5F H(log A)
ou l'on a utilisé de nouveau ﬁ > 1. Puisque aj, > 4 d’aprés le choix de § la condition est vérifiée. Pour (16)
on calcule

T log Ngo—i 4 COAgO_i_1 .
> deg(H PH——— til t (34
log(Co)Eg,—ilog(LM?deg H) — css deg(H ) wr (P, H) log Cy (en utilisant (34))
deg(H)*wy(P,H) pour Cy assez grand

AVANIY)

1.

Voyons maintenant que la condition (24) sur ’exposant de Dirichlet 7 est aussi vérifiée. On rappelle que r est le
rang du systéme (6) au cran 1 pour le point Py = P et I est le nombre d’inconnues de ce systéme. En appliquant
le lemme 4.3 au point P on a

r < g T Py (P H)%~ deg(H)(LM?)*

et d’aprés Pencadrement (9) on a
I > cgg deg(H)(LM?)%.

En utilisant la condition (12) on a pour Cy assez grand I > 2r d’ou

2 T e (P H)O
=TS ST IMR)ee—d
< Css lOgA b
o CgAgo CoA '

D’autre part, on remarque que L < Ty et que Tplog(To + L)M + L < cggTpAlog(CpA). En utilisant (34) on a
donc

T;log Ng,—i 1 log A b
T > Cgo—3 C A
CZEg—i(Tolog(To + L)M + L) C Ao 0

1 log A b
O()Ago C()A

n.

v
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Voyons maintenant le cas trés ramifié. La vérification de (17) et (22) est triviale. Pour (18) on voit facilement
que
LM?

1
> 091Cy > CF.
Towr (P, H) = 170 =70
La condition (19) est vérifiée puisque

T, (0) log Ny(0) Cgr<1)+3Aar<1)—1

coz deg(H) wi(P, H)

Ny(oylog(Ldeg H) — (log A)erm
> cog deg(H) wy (P, H)Co ™ (log A)2r@)—2
> deg(H)*wp(P, H)Cor ™ (log A)rn —2

et a,(1) +2 > 1. Pour (20) on calcule

Tolog(Ny(1)) c 1o (10g A) o
10g(Co) Ny(1) log(Th + L) 9 A(log Co) \ CoA

Ty log A “r®
(IOg 00)2A C()A

).

v

I1 ne reste qu’a vérifier (21). On a

TologNr(l) . deg(H)?Cylog(CoA)
S E— 95

CEN, L cg

deg(H)? log(A)
1

ARV

9

ce qu’il fallait démontrer.

Cas général. On procéde par récurrence. On a montré que les différentes conditions sont vérifiées dans les
deux cas pour j = 1. Supposons qu’on a montré que les paramétres vérifient les conditions imposées a chaque
cran pour j = 1,...,4. Ceci implique en particulier d’aprés la remarque 7.4

wr, (P;, H) < cogwr(P, H)CH A",

11 suffit de reprendre les calculs effectués dans le cas j = 1. Les inégalités restent vraies dans le cas j =i+ 1 du
fait que seules les constantes changent puisque log(Cowy, (P, H)(deg H)?) < co7Alog(CoA).

Remarque 7.5. D’aprés la remarque 6.3 on peut appliquer les corollaires 7.2 et 7.3 a des sous-ensembles Pi*(j)
. . , 6

des ensembles Pim, pour 1 <1 < gg, pourvu que l’on sache que \Pi*(j) N Agj’pr)| est de cardinal > Cgs%
og(N;

(J,t1)

pour tout 1 < i < gg dans le cas peu ramifié, et |P*(j) N AT(J

| > 1 dans le cas trés ramifié.

8 Descente

Comme on 'a déja dit, 'idée est de construire une suite de variétés “emboitées”. Pour conclure il faut
ensuite montrer qu’on peut construire de telles variétés de facon qu’il y en ait deux de méme dimension et
ensuite appliquer le théoréme de Bézout pour obtenir une contradiction.

C’est 'argument de (DHO00) (7.3) qu’il faudra modifier puisque 'on dispose de deux lemmes de zéros
différents qu’il faut traiter en méme temps.

Dans cette partie on aura besoin d’un raffinement de 'inégalité de Bézout. C'est le lemme suivant (lemme
4.9 de (DHO00)) :

Lemme 8.1. [l existe une constante c vérifiant la propriété suivante. Soit V une sous-variété propre de A définie
sur I et L-irréductible, F une forme de degré v sur A, définie sur I et V' une sous-variété de A, L-irréductible
telle que F est nulle avec multiplicité > m sur V'. S’il existe une composante L-irréductible commune W de
V.V et V.Z(F) de codimension 1 dans V', alors

deg(V)u.

deg(W) < ¢
m
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Remarque 8.2. Par la suite, pour utiliser le lemme ci-dessus, on sera amené a calculer a plusieurs reprises
LOMO2ZND NG e () pr2()
— =L quec T < go dans le cas peu ramifié et %
Tgy T’
simplifier les calculs on vérifie facilement en remplacant les parameétres par leur valeur et les inégalités (34) et
(85) que ces deux quantités sont magjorées par

les quotients

dans le cas trés ramifié. Pour

Co A go'dp;
W]Lj—l(Pj—laH) <10;A)
dans le cas peu ramifié et
@)
CoA \ “r@
1 2w (Pj_1, H)CoA
cog(log Co) wr,_, (Pj—1, H)Cy (logA)

dans le cas trés ramifié.

Lemme 8.3. Soit j un entier compris entre 1 et go — 1, Fj = 3j0---0 01 € R; et L; une extension associée.
Si P wvérifie les conditions (23) et (25) pour les parameétres L™ MM To(l), ... ,Téol) peu ramifiés et (26) pour les
parameétres L, M(l),Tél),Tl(l) tres ramifiés alors P; = F;(P) vérifie les conditions (23) (avec les paramétres
LUH),M(jH),Té]H,)...,Tégﬂ) peu ramifiés) et (26) (avec les paramétres L(j‘H),MUH),TO(]H),Tl(JH) tres
ramifiés).

Proof. Posons £(go) = (293(g0 + 1)1)?%. On a Fj(P) = (Bjo---0p1)(P) avec [, € B;. Daprés (33),
Phypothése (32) et la remarque 7.4 on a

h(F;(P)) = N(B1) -+~ N(8;)h(P)
Co AN [0 D!=118 5 pw 1 log A\ *(90)
< (o
<1°gA> wi(P, H) ( Colr )
< c100(CZA) [log A 1(g0)—(g0+1)!56p1+85p1
B wH—fj(Pj7H) CphA

c1o1 log A %(90)—(go+1)'j0p1+385p1—27
- ij(Pj,H) CoA ’

D’autre part, dans le cas peu ramifié, pour tout ¢ =0,..., gy — 1 I'expression

Ti(j+1) IOg(N(j+l))

go—1t

(log Co) LGHD (M G+ R EUTINUTD . NI+

go—1

est minorée par

€102 (log A)Qb(j+l)+[(90+1)!—1](50j+1

(log 00)2i+1w]1,j (Pij) ng;(jﬂ)+2+[(go+1)!71]6pj+1A2b<,-+1)+290H(90+1)!71]5m+1

1 (log A)2V " +[(90+D!=1]0p;41

wy, (P;, H) Cgb(j‘H)+3+[(go+1)!*1]5pj+1AQb(-j‘H)+290+[(50+1)!—1]5Pj+1

1 (logA)zb(j+1)+290+2+[(90+1)!1]5Pj+1
WL (Pja H) CoA

On vérifie facilement d’aprés la définition de § que
36p1 — 25 > (g0 + 1)!0pj1 — Opje1 + 290 + 2001 42,
Pour conclure il faut simplement vérifier que
%(90) > (go + 1)!(go — 1)dp1.

La partie droite de cette inégalité est majorée par (go + 1)!g3(292(go + 1)!)29°~% et on conclut que (23) est
vérifiée quitte a choisir C assez grand.
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Pour montrer que (26) est satisfaite, on remplace les parameétres du cas trés ramifié par leur valeur et on
montre que I'expression
TO(.7+1) log(N(.7+1) )

r(G+1)
(G+1)
(10g CO)NT‘(]]'-‘,-l

JLGHD (M D)2

est minorée par

LU+
€103 (10gA> 7(i+1)

Co(log Co)wr, (P, H) \ CoA

1 log A 90-90'0pj+1
ng]LJ (Pj,H) <CQA>
1 logA 90-90!'6pj+1+2

()

UJ[L]. (Pj, H) C()A

Il faut donc montrer
90-90'0pj+1 +2 < k(go) — (go + 1)!jdp1 + djp1 — 25.

On vérifie facilement que 6jp1 > go.90!dpj+1 + 2+ 25 et, comme dans le cas peu ramifié plus haut, on a
k(go) > (go + 1)!j6p1 ce qui permet de conclure.

De plus, on remarque que F; est une isogénie et donc F;(P) n’appartient & aucune sous-variété de torsion
propre de H.

Définition 8.4. Pour 1 <i < gy un entier donné, on notera u la fonction définie par :

(4) 1 s 7)1(1‘)7 . ,Péé) ont tous peu de grande ramification;
1) =
H 0 sinon.

On pose p(0) = 0.

On rappelle que dans la définition 7.1 on a vu comment associer & une suite d’éléments f3i,..., 0 ou
Bi € B, une suite d’extensions L, ..., Lg.

Définition 8.5. Soit W ’ensemble des triplets (k, 3, W) ou k € [0, go] est un entier, 3 = (01,...,0k) est un
k-uplet d’isogénies admissibles appartenant a By X -+ X By, F; =F1o---0f8; pour i=1,...,k, (Lo,...,Lg)
une suite de sous-corps de IL associée a (B1,...,0k) et W = (Wo,...,Wy) un (k + 1)-uplet de variétés propres
de H, satisfaisant :

(i). W; définie sur L;, L;-irréductible et P; = F;(P) € W;;
(ii). B (W) D Wiy pour tout i =1,...,k;
(iii). pour touti=0,...,k on a
wi,_, (Pi—1, H)%~% deg(H)
(N{?)mti)
ChA [90(go+1)!0pi+1+2(go+1)!pip(i)](go—di)
x <logA)

(36)

deg(W;) < ci04

ot di = dim WZ 5
(iv). N(Bit1) est premier avec |Gw, : Gy, | pour tout i, 0 <i <k —1.
On pose les conventions suivantes : fo =1d, L_1 = Lo, P_1 = Py, pgo+1 = 1.

On veut maintenant trouver un élément (k, 3, W) tel que dim(W;,1) = dim(W;) pour au moins un indice
1. Motivés par cet objectif, on pose

Wo = {(k, 3, W) € W tels que dim(W) < --- < dim(Wy)}.

On cherche donc & démontrer :

Proposition 8.6. Soit P € H(K) vérifiant la condition (32), d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
propre de H. Alors Wo # W.
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On va d’abord munir ’ensemble des suites finies d’entiers d’un ordre total noté <.

Définition 8.7. Soit (v) = (v;)o<i<s €t (u) = (u;)o<i<s deux suites d’entiers. On dit que (v) < (u) si

(Ui)ogigmin{s,s'} < (Ui)ogigmin{s,s'}
pour lordre lexicographique ou si (Vi)o<i<min{s,s'} = (%i)o<i<min{s,s'} €t 5> 8"

On peut maintenant définir un ordre sur W : on dira que
(s,8, W) = (s',8, W) si et seulement si (dim W;)o<i<s = (dim W)o<i<s -

Le but des lemmes suivants est de montrer que pour un élément donné (k,3, W) € W avec k # go on peut
construire un nouvel élément (K, 3, W') € W tel que (', ', W) < (k, 3, W).

Lemme 8.8. Soit (k, 3%, W®) e W ou %) = (By,...,0:) et
Wk = (I/Vék)7 ey W,ik)). 1l existe des éléments Biy1,...,8gy € Br1 X -+ X By, et des j-uplets de sous-
variétés W) = (Wéj), cl Wj(])) pour j =k+1,..., g0, tels que

(i). Pour tout j =k+1,...,q0, (4,89, WW) satisfait les propriétés (i) et (ii) de la définition 8.5 ou BU)

désigne le j-uplet (51, ...,53;);
(i1). Pour tout j=k+1,...,90 e¢0<i<jona

WL;—q (Pi—17 H)go_dgj) deg(H>
(Vi)

deg(W?) < i (37)

ColA (90 (90+1)18pi14+2(go+1)ps ()] (go—d)
(logA>

ot dgj) = dim(Wi(j)) ;

(i11). N(B;+1) est premier avec |G G;V_(j)| pour tout j =k,...,g0 —1;
J

W;j)i
(iv). W > wlth E<j<go—10<i<j
W O W, pourk <j<go—1,0<1i<j.

Proof. C’est le lemme 7.5 de (DHO00) o il faudra faire quelques modifications pour tenir compte de tous les
cas. Il s’agit d’une construction par récurrence. Dans un premier temps, on voit bien que si (k, BH), W(k)) ew
alors les variétés Wi(k) satisfont la condition (37) puisqu’elles satisfont par définition la condition (36).

On montre par la suite comment construire a partir dun triplet (k, 3%, W®) un triplet (k+
1, 8+ (k).

Premier cas. S’il existe r(k+ 1) tel que l'ensemble phrD)

o (et1) ait beaucoup de grande ramification, on

applique le corollaire 7.3 au point Fi(P) = Py, et Pensemble
x(k+1 k+1 k+1) o
Pr((k-‘rl)) = k+1) \S ot S={oc P'r('(k-l,-l)’ (p, |GW]§1¢> : Gw,g’“‘)') # 1}
Cet ensemble respecte la condition de la remarque 7.5 : en effet le lemme 2.3 assure que la partie discréte du

stabilisateur de W,gk) est au plus polynomiale en le degré de W,gk), donc au plus polynomiale en wy,_, (Px—1) et

deg(H). D’autre part le nombre de premiers divisant un entier N donné est un O(log(NN)) donc le cardinal de
P |

S est inférieur & CyA. D’autre part ‘Aﬁlz:i’lt)r) > —+0- et donc [P, :Ll N Ag?,ﬁlt)r | > 1.
On obtient ainsi une isogénie «, qu’on note 5k+1 (il suffit de compléter par des identités pour avoir un

élément de By 1), une variété W]E :1_ ) propre de H définie sur L1, de dimension notée d,(C ++1 ) passant par Pj.

On pose
k k
ngJrJlrl) 5k+1(Wl£+J{1))

et donc d’aprés le corollaire 7.3

g+ D)

deg(W D) < ¢ygpn, (P, H)©O 51 deg(H)(CZA)0 451,

Dans ce cas u(k + 1) =0 et donc W,glflrl) vérifie la condition (37) de fagon triviale.
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D’apreés le corollaire 7.3 il existe des formes définies sur Ly 1 de degré < cro7 LY (M(””‘l))2 qui définissent
incomplétement W,gfﬁl) avec multiplicité > Tl(kH) ;soient Gy, ..., G, de telles formes. On construit Wékﬂ) dela
facon suivante : parmi les composantes irréductibles sur Lg de Wék) NE,; 1 2(G;,) on en choisit une Y; contenant

une composante irréductible de dimension maximale de Wék) NE,; 1(W,§T{1)) passant par Pg. D’aprés le lemme
8.1omn a .
c10s deg(WF ) LED (M B+D)2 N (F)

deg(Y1) é T]derl)

On recommence le méme procédé avec G;, et ainsi de suite jusqu’a trouver un entier u tel que
W NF1Z2(G)N .. N FY2(Gy)
0 k i)l k iy

ait méme dimension en P que Wék) NE,; I(Wéﬁjl)) On choisit pour Wékﬂ) une composante irréductible

de Wék) NF,;'Z(Gy)...F;'2(G,) contenant une composante irréductible sur Lo de dimension maximale de
Wik n Fk_l(VNV,gﬁl)) passant par P. On a donc

deg(Wék-i-l)) < 100 deg(Wék)) (L(k+1)(M(k+1))2N(ﬂ1)...N(ﬂk)>

Tl(k+1)
et en utilisant la remarque 8.2 on obtient

deg(WFY < 110 deg(WH ), (Pe, H)" (CoA)* (log Cp)>*

- CoA 90-90!6pk+1u
) <logA>

(N(Br) -+ N(B))"

Par définition dékﬂ) = d(()k) — u et d’aprés la remarque 7.4 et la borne (33) on a

(k) (k+1)
(k) _ (k+1) Cn A (2k+1)(d0 —dg )
deg(WEEHD) < e1yy deg(WED Yo, (P, ) (%~ )( 0 )

log A
CoA N\ (909000114 (g0t DI=118 5 py) (467"
<10gA>
On vérifie facilement que
k
90-90'0pk+1 + 2 + 2k — 52[% < 90-9010pp+1 +2+ 2k — kdpr <0
j=1

pour k > 0 et donc

CoA >(90+1)!5p1(g01)(d§)k)dgk+1))

(k) _ (k+1)
deg(WékH)) < ci12 deg(Wék))WLo(Po’ H)% ™% (logA

Si k=0, Fy, =id et la derniére inégalité est encore vraie.

En utilisant I’hypothése de récurrence on a
CoA 9o(g0+1)18p1 (g0 —dS)
log A )

Oy A\ 90~ D00+ D10p1 (df —di )
X
(logA)

deg(WékH)) < e113wr, (Po, H)g‘)_dékH) deg(H) (

CoA > 90(go+1)!8p1 (go—dS" ™)

_ g(k+1)
< crawr, (Po, H)% ™% deg(H) <logA

ce qu’il fallait démontrer.
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Supposons les variétés Wo(kﬂ)7 W7(n D construites pour m < k — 1 et construisons W(kH) On coupe

W( )1 par le nombre mlnlmal de formes Gy,...,G, définissant ng 41 Y avec multiplicité > Tl( 2

arriére par (0, 0+ 0 Bpi2) ! de sorte que

tirées en

WAL N (Bro- -0 Bnsa) FE(G) N (Bro- w0 Bnsa) M E(Gu)
ait méme dimension en P,,4; que
k —1 vk
W 0 (Br o0 Bmsa) 1(W1§+J{1))'

Comme plus haut, on fait ce choix de fagon inductive sur u et on trouve une composante L, 1-irréductible de
dimension maximale de

WL 0 (Bro 0 Bmpa) TZ(G1) N ... 0 (B0 0 Bnsa) T Z(G)

parmi les composantes contenant ﬂmHW,(,f +1) (elle existe puisque W(k) o +1(Wr(nJ)rl) par hypothése de

récurrence et Wr(fﬂ) - Wéf)) On a donc d’apreés le lemme 8.1 et la remarque 8.2

deg(WD) < cns deg(W) Dwry (P, H)(CoA)™ (N(Br) - - N(Byng2))"

CoA 90-90'0prr1u
X log Cp)?*. 38
(i23) (108 Co) (39)
Bien entendu, si K =m + 1 on n’a pas besoin de tirer en arriére les formes Gi,...,G, et le dernier terme &

droite dans cette inégalité disparait simplifiant le calcul.
Lorsque K >m +1 on a

deg(W) < enedeg(WH L, (P, H)®

ChA (2-%-2(’{—7””)-‘-90-go!5/ch+1+[(go+1)!—1]5j:é;:+2 Pj) u
<103A)

et en regardant I’exposant de plus prés on a

k

2(k —m) + 2+ go-90'0pki1 + (9o + D! =15 Y pj
j=m+2

< 2(k —m) +2+ 90-90'6pm+3 + (go + DIk —m = 1)0pms2 — 6(k —m — 1)pm 2
< (g0 + D!k —m — 1)0ppmia + 2(k — m+ 1) + 90g0'0pm+3 — 0° pmas
< (90 + D90 — 1)0pm2

et alors

CoA > (90—1)(90+1)!5Pm+2(d$_)¢_1—d:fii))

log A

eg(W3L7) < xre deg(WitL o, (P H)0 =451

wi (P, H)®~ 9t deg(H)
(N D yu(met1)

< c118

Oy A \ 9090+ D160 124 2(g0+Dpm 42 w(m+1)] (g0 =)
log A

Dans le cas k = m + 1 on vérifie facilement que cette borne est aussi valable.
De cette fagon on a construit un triplet (k + 1, B+, W(k“)) satisfaisant les conditions demandées.

Deuxiéme cas. Puisqu’on a utilisé des inégalités trés larges dans le premier cas, les calculs dans ce cas
sont, presque les mémes. Pour convaincre le lecteur, on expliquera en détail seulement la construction de Wo(k+1).
On applique le lemme 6.4 au point Py et aux ensembles P; (k+1) _ Pi(kﬂ) \ S; ou

Si = {Oép S ,Pi(k?+1)’ (p, |GW,§k) -G W(k) D 7é 1}
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pour tout i = 1,..., gg. Ces ensembles respectent la condition de la remarque 7.5, puisque le cardinal de S; est
(+1)
inférieur & CyA (comme on vient de le voir dans le cas trés ramifié) et donc |P:(k+1) N AE’““"”H > 0119%.
og(N;

Ce lemme nous donne un élément (i1 et une variété W définie sur Ly = Li41 passant par le point
Br+1(Px) = Pr41. On pose alors

k+1
W,EH = w.

Cette variété vérifie bien la condition (37) d’aprés le corollaire 7.2 puisque p(k +1) = 1 et 2(b*+1) 4 go + 1) <
2(g0 + 1)!pk+1-

On construit WO(kH) de la méme fagon que dans le premier cas, mais cette fois-ci en coupant Wo(k) par le
nombre minimal de formes G4,..., G, définissant W,g’f{l) avec multiplicité > clgng(f ) tirées en arriére par
F- _&1. Ensuite, on utilise de nouveau le lemme 8.1 et la remarque 8.2 et on obtient

CoA
log A

goldprri1u
deg(VV(EkH)) < ¢191 deg(Wék))ka(Pk, H)" ( ) (N(Brt1)---N(B1))"

D’aprés la remarque 7.4 et la borne (33) on a

deg(Wo"*)) < 12 deg(Wg" Y, (P, H)@e =™

o CoA
log A

(k) _ 4(k+1)
< c123 deg(Wék))wLo(PO»H)(do o <

k+1
2k+90'8pk41+[(g0+1)1-1]6 3 ,)1} (d$ )
i=1

CoA ) [90(go+1)15p1](d®) —alF 1))
log A

CoA [90(g90+1)18p1] (g0 —dS)
logA> .

< cioawr, (Po, H)go_d‘gkﬂ) deg(H) (

Pour continuer la construction, on recommence ce procédé cette fois-ci en partant de (k + 1, B+ W(kH)) et

(k+2) (k+2)
1

des ensembles P sy Pgo et ainsi de suite.

Avant de continuer la preuve de la proposition 8.6, on donne un lemme qui utilise la construction qu’on
vient de faire et donne en plus une information sur l'ordre <.

Lemme 8.9. Si k < gy et (k, %), W) € W, alors il existe un triplet (l;:,ﬁ, V)eW tel que
(k. 3. V) < (k, 5%, W),
Proof. On applique le lemme 8.8 a (k, 3%, W(*)). Soit k le plus grand entier < gy tel que

Vi < ];7 Wi(gO) _ Wi(max{k,i})'

On pose maintenant V; = Wi(go) pour 0 < i < k et B = (B1,.-.,0%)- On a vu que ce triplet vérifie les conditions
(2), (it) et (¢it) de la définition 8.5.

Sik <k, alors V; = Wi(k) pour i < k — 1 et puisque (k, "), W) € W, la condition (iv) de la définition
8.5 est encore vraie pour le uplet (k, B, V).

Si k > k, la condition (7i7) du lemme 8.8 nous dit que N(f5;4+1) est premier avec |G

. o
W GW@ et vu que

Vv, = Wi(i) pour tout k <i <k —1 on a donc N(Bi;1) premier avec |Gy, : GY,| pour tout 7 tel que k <i < k.

On a donc (k, 3, V) € W. )
Voyons maintenant la condition sur l'ordre : deux cas se présentent. Si k < k on a

k k k k
Wo( ). WE(,_)1 W}é ) ng )
Il [l UN
Wégﬂ) (g0) (go) .. L. L. Wégo)

k—1 k
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et on voit clairement que (%,B, V) < (k, %), W), D’autre part, si k> k on a le diagramme

W()(k) W}E’“)

Il Il

k-1 k-1 k-1

Wik W,g )L W1£71)

Il Il I U

WO(QO) Wégo) Wéfiol) Wégﬂ) Wégﬂ)

et encore une fois il est évident que (%,B, V) < (kR wk),
On peut maintenant démontrer la proposition 8.6.
Proof. (Proposition 8.6) Voyons d’abord que Wy # 0; en effet, soit Wy une variété de H définie sur L

1/codimpy Wy
%) ; alors (0,0, Wy) € Wo.

Puisque l’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et gg — 1 de longueur au plus go strictement
croissantes est fini, il existe alors un élément de Wy minimal pour <. Soit (s, 3, W) un tel triplet (on remarque
que s < go — 1 sinon, par le principe des tiroirs, il y aurait un indice ¢ pour lequel dim(W;_;) = dim(W;)). On
applique le lemme 8.9 & ce triplet et on obtient un nouveau triplet (é,ﬁ, V) qui appartient & W et tel que
(8,8, V) < (s,8, W), mais (s,5, W) est minimal pour < d’ou (3,5, V) ¢ Wp.

passant par P telle que wy, (P, H) = (

9 Preuve du théoréme principal

On donne une proposition qui regroupe les résultats obtenus jusqu’a présent et résout le théoréme dans la
plupart des cas.

Proposition 9.1. Soient A une wvariété abélienne définie sur un corps de nombres K admettant des
multiplications complexes, munie d’un fibré Ly ample et symétrique, L = [:?4 et P un point de A(K) \ A(K)tors-
Soit H une sous-variété abélienne de A telle que P € H et P est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
propre de H. Alors une des deux assertions suivantes est vraie :

(i). si L C Kiors 0N @

. 1 1 1 H2 x(g0)
(og ogwy deg(H) ) ’ (39)

he(P) >
e(P) = wL(P, H) \ Cylogwy deg,(H)?
ot K(g0) = (298 (go + 1)1)29 et go = dim H ;
(ii). he(P) contredit l’inégalité ci-dessus pour un certain L et il existe une sous-variété abélienne propre B/ K
de H, des éléments B3; € B; pour j = 1,...,go satisfaisant les hypothéses de la définition 7.1, une suite de

sous-corps LL; associée et un entier i, 0 <1i < go — 1, tel que Pﬁzj_ji)

est trés ramifié et
TBir1(P;) — Biy1(Pi) € B

pour un certain 7 € Gal(K /Lit1) tel que Ty, # {1d} et P; = (Bi0...031)(P). De plus on a linégalité

deg, U T(P;+ &)+ B < 0125N(ﬁi+1)g0*diwﬂ‘i (P;, H)90~%

§€ker(ﬁi+1)ﬁH
T€Gal(K /Liy1)

CoA [90(g90+1)1p;+2](go—d:)
) (40)

ot d; =dim B et i <d;.

Proof. Soit P € A(K) contredisant (39) (vérifiant (32)). On applique la proposition 8.6 qui nous donne un
élément (s, 8, W) € W\ Wp. Soit i le plus petit indice tel que

Par minimalité on a donc i < d;.
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Premier cas. Les ensembles Pl(iﬂ), 7?(”1

w(t + 1) = 1. Puisque W; Cﬁlﬂ( Wix1) N H, on a

ont tous peu de grande ramification d’ou L; = L;41 et

U Wi +& C B3 (Wipa) N H.
£€ker(ﬂi+1)ﬂH

Pour calculer le nombre de translatés différents dans cette union on remarque que deux tels translatés

E+ W, et & +W,; sont égaux si £ —& € ker(Bi41) NGw, N H. Vu que N(B;4+1) est premier avec |Gy, :

GYy,| on sait que le nombre de translatés est N(Biy1)9%~4m(Gw;) | D’autre part, deg(ﬁ[_ﬁ(WiH)ﬂH) =
N (Big1)c0dimu(Wit1) deg(W;41) par la proposition 2.12, d’oit

N (i)~ MmO deg(W;) < N (Bir)~ M Wi41) deg(Wi)

et alors
N (Bis1)" % deg(W;) < deg(Wit1)
ou s; = dim(Gw,). Vu que P; € W; C H, par définition on a

deg(Wl) > 1/COdimH(Wi)

wri( ) (degH

et donc
N(Bip1) % %iwy, (P, H)? % deg(H) < deg(Wit1).

En utilisant la borne pour le degré de W; 1 donnée dans la définition 8.5, cette quantité est majorée par

wL. (P, H 90—di Jeo( H ChA [90(go+1)18pit2+2(go+1)!pit1p(i+1)](go—di)
deg(Wiy1) < ci26 Li{ ) B )( . )

(N1(i+1))u(i+1) log A
wr, (P; H)QO*di deg(H) [ CoA [90(g0+1)!6pi+2+2(g0+1)pit1](g0—di)
< cio7 N1(¢+1) <logA)

et puisque d; > s; on a en particulier

) WA [90(g0+1)!6ps+2+2(g0+1)!pit1](go—di)
N1(1+1)<C28<C > :

log A

En remplacant les parameétres par leur valeur on trouve

( CyA >5Pi+1 ( CoA )[90(90+1)Iépi+2+2(90+1)!52pi+2](90di)
129

log A log A
CoA 3 pita CoA go(go+1)16pit2(go+28)+1
< .
<bgA) (bgA)

D’aprés le choix de § on vérifie facilement que
5 > go(go+1)!(go + 20)

ce qui est absurde.

Deuxiéme cas. Il existe r(i + 1) tel que 79( +1) a beaucoup de grande ramification. Comme dans le premier
cas on a

U Wi+€C AL (W) N H
£€ker(,6’i+1)ﬂH

et on obtient a nouveau
N(Biy1) " iwr, (P, H) ™% deg(H) < deg(Wit1).

Premier sous-cas. Si s; < d;, on remplace deg(W; 1) par sa valeur et on trouve

N(Big1)wr, (P, H)%~% < ¢139

WlL-(Pi H)go—di ChA [90(go+1)10pitr2+2(go+1)!pir1p(i+1)](go—di)
(N yutit1) (logA)

CHA ) 0(90+1)!19p;+2(g90—d;)

< cizywr, (Pr, H)9 4
,Cldlwﬂq( ) ) (logA
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i+1)

(i+1) et elle est difféerente de I'identité, d’ou

D’aprés le lemme de zéros 6.5, (3;41 est une isogénie de ’PT(
(i+1)

N(Bit1) > 12 . On a donc

i A
N1(L+1) < c132 (CO

95 (90+1)18pi 42
log A)

et en remplagant

ChA 0pit1 CoA 95 (go+1)16pis2+1
< .
(logA> - <logA>

Ceci implique
8pir2(0% — g5 (g0 + 1)) < L.

D’apres le choix de § et p; 42 on a
8pit2(82 = g3(go + 1)) > 6(8% =6 +2) > 1

ce qui est contradictoire.

Deuzxiéme sous-cas. Si en revanche s; = d;, puisque

zeW;

on peut écrire

Wi = U Gw, +y-
yeW;

De plus, Gy, C H et W; C H et donc par minimalité de H, P; ¢ Gy, La composante connexe de W; passant

=

par P; est Gy, + P;. Puisque W; est défini sur L; alors

U ., +o(P) C Wi
UEGal(f{/]Li)

De plus, B, (Wiy1) est stable par action de Gal(L;/L;11). On a donc

U Gy, +7(Pi +€) € B (Wipa) N H.

£€ker(ﬁit1)ﬂH
TeGal(K/K)
TIL,; eGal(LL; /L;y1)

Si toutes les composantes Gy, + 7(P; + &) sont différentes, on a I'inégalité
N(Big1)% % L; : Lijq) deg U w, Fo(P) | < N(Bit1)% % deg(Wii1).
oc€Gal(K /L;)

D’aprés le lemme 2.16,

(i+1)
) ) (i+1) Vr(i+1) | it
[L; : Lit1] > min B i1y > =L, 1)

; Pi
alors on a toujours [L; : L] > BV = [(%) H}- En remplagant deg(Wit1) et [L; : Lit1] on a

CoA > [90(go+1)!0pit2](go—di)

E(i""l) (P,,H go—di (P,,H go—d;
1 w]L,( ) ) =~ 6133LU]Ll( B ) IOgA

d’ou

CpA \ P+ CHA l95(90-+1)!16p; 2]+1
< .
(logA> - <10gA>

On a donc
pit1 < g5 (g0 + 1)0pisa + 1
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et alors

(Spi+2(6 -9 + 2) S 1
20pi42 < 1,

mais 26p;12 > 28 > 8 ce qui est contradictoire.

Si au contraire il y a des composantes identiques parmi cette union, on est dans le deuxiéme cas de la
proposition avec B = Gy, fi+1 et P; comme ci-dessus.

Avant de terminer la preuve du théoréme 2.5, on donne un énoncé qui nous aidera a conclure quand le
deuxiéme cas de la proposition 9.1 se présente.

Théoréme 9.2. Soient P et H comme dans l’'énoncé du théoréme 2.5 et . C Kiops. Alors il existe une constante
¢ ne dépendant que de A, K et L telle que

> deg H ) log log Dy (P) deg(H )2 #(go)
h(P)zc<DlL(P)) ( log D (P) deg(H)? ) ’

ot £(go) = (293 (g0 + 1)) et Dp(P) = [L(P) : L.

Proof. On procéde par récurrence sur la dimension de H. Plus précisément, on montre que si le théoréme
est vrai pour toute sous-variété abélienne C de H telle que 0 # C' C H et tout point y € C d’ordre infini modulo
toute sous-variété de torsion de C, alors il est vrai pour H et P comme dans 1’énoncé.

— Si H est simple, la condition ci-dessus est vide donc le théoréme est vrai.

— Supposons P et L qui contredisent le théoréme avec dim H = gg. Dans ce cas on reconnait la condition

(5) et on peut appliquer ce que Pon a fait dans le paragraphe 3 et choisir P et L. minimaux. D’aprés la
proposition 9.1, ou bien

. 2\ #(90)
Wp) > 1 loglog wy, deg(H)
wL(P, H) \ Cylogwy, deg(H)?

. deg H 7 log log Dy, deg(H )? w(g0)
13 Dy (P) log Dy, deg(H)?

et on a une contradiction (on rappelle que wy, (P, H) < d[:eZEZ)) par définition), ou bien il existe P;, B;+1 et

B satisfaisant (40). Dans ce qui suit par abus de notation on notera L le fibré donnant la polarisation sur
H (qui provient de la restriction & H du fibré £ sur A). Si dim B > 0, il existe une sous-variété abélienne
C de H de dimension gy — d; telle que 'application p soit une isogénie de variétés abéliennes polarisées

u:(B"ClB)X(C"C\C) - (H7£)
(z,y) — z+y,

voir (BL04), 5.3.13, p. 128. Soit (z,y) € B x C tel que u(z,y) = P;. Par fonctorialité de la hauteur canonique,
on sait que

he(P) = hyec(a,y) = he(x) + he(y).

Puisque C' est une sous-variété abélienne de A et y est d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne propre
de C, le théoréme est vrai pour y. D’autre part,

deg, BllLi11(y) : Liyi]

deg U T(P)+B| > ke 1]

r€Gal(K /Lit1)

donc en remplacant dans (40) on obtient

) go—d; [g0(go+1)!6pitr2+9g0!godpi+1](go—ds)
[]LiJrl (y) . Li+1] < 135 | ker”lwﬂ.‘i (PM H) degﬁ H ( C(OA ) )

deg, B log A
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On remarque que dans cette inégalité on a utilisé une borne plus précise pour N(5;11) que (33) puisqu’il s’agit du

cas trés ramifié et donc (3;41 est un endomorphisme de Frobenius dans un certain P;H ) et non une composition
de plusieurs isogénies. L’hypothése de récurrence appliquée a y et 'extension L;; donne

he(y) > ¢ < deg, © )Jold (loglog D, (y) degﬁ(c)2>ﬁ’(90—di)
i ) Diial) )
Dy () log Dy, (y) deg,(C)?

et donc

v

he(y) deg, Cdeg, B 1/go—d;
LAY €136 | ker p|wy, (P, H)9%—% deg, H

(log log D]Li+1 (y) degL(C)2 ) t(go—di) <log A) go(go+1)16pit2+go'godpiti
log Dy, ,, (y) deg,(C)? CoA
1 <10gA> k(go—di)+9go(go+1)1dpi12+90'g0dpit1

w]Li(PhH) C()A

\Y

D’aprés les propriétés du degré et la décomposition de p* L dans B x C, on sait que
deg, B x deg, C = ciz7deg,. (B x C) = ci37 deg(u(B x C))|ker p.

On rappelle que P contredit I'inégalité (39) et donc en reprenant les calculs du lemme 8.3 on a

h(P;) <

1 log A (go)—(go+1)!idp1+idp1 —2i
wLL.(Pi,H) (C()A> ’

De plus, h, (P) > ﬁg(y) En mettant ces inégalités ensemble on obtient l'inégalité

log A £(90)—(go+1)'idp1+idp1 —2i log A k(go—di)+9go(go+1)!0pi+2-+90'g00pi+1
(&5) (&s) S

CoA
On remarque d’aprés la construction des variétés W; que d; > 0. De plus la fonction x(x) est croissante, donc
k(g0 — di) < K(go — 1).

En remplacant x(x) par sa valeur on voit bien que ’equation (41) est absurde.

Sidim B =d; =0, puisque ¢ < d;, on a i = 0. D’aprés la remarque 6.3 on peut enlever des ensembles 73](_1)
les éléments «, qui ne vérifient pas L(a,(P)) = L(P) puisque d’aprés le lemme 3.10 ils sont en nombre inférieur
a c138A. De plus d’aprés le lemme 5.2 de (BS04) on peut supposer que A a bonne réduction ordinaire en toutes
les places v qui interviennent dans les ensembles Pj(l). On peut donc appliquer le lemme 3.9 qui nous dit que
T(ap(P)) # ap(P) pour tout oy € 77J(-1)7 j=1,...,90. D’apres la proposition 9.1, on a 7(51(P)) = f1(P) et de
plus B1 est un endomorphisme de Frobenius ce qui fournit la contradiction désirée.

On peut maintenant terminer la preuve du théoréme 2.5. Soit P, L et H comme auparavant avec dim H = gg.
D’apreés la proposition 9.1 deux cas se présentent. Si

2\ *(g0)
hP) > c loglog wy, deg(H)
wL(P, H) \ Cplogwy, deg(H)?

le théoréme est vrai puisque k(go) < k1(go)-

Sinon, il existe P;, 0,41 et B satisfaisant (40). Voyons d’abord que dans ce cas on a de nouveau B = {0}.
Si ce n’est pas le cas, on peut reprendre la fin de la preuve du théoréme 9.2 et on a encore une variété abélienne
C et un point y € C tels que u(z,y) = P;. D’aprés le théoréme 9.2

R R +d, log log Dy . d )2 K(go—d;)
h(P;) > h(y) > ci39 (degﬁ ¢ )90 < oglog Di., (y) dege( 2) ) .
DL7‘,+1 (y) IOg D]Li+1 (y) degﬁ (C)
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De plus, P contredit le théoréme 2.5 (sinon il n’y a rien a démontrer) et donc

N 1 log A #1(g0)
h(P .
P)< o <00A>

Reprenant les calculs du lemme 8.3 on a

1 <logA>Iil(go)—(go-‘rl)!itspl-ﬁ-itspl—2i

h(P;
( ) < ij(Pi,H) C()A

On en déduit comme auparavant

(log A) r1(90)—(go+1)1idp1+idp1—2i <10g A) k(go—1)+g0(g0+1)!6pitr2+g0'godpit1
> .

C()A C’OA

Comme on I’a vu plus haut, ceci est impossible.

On a donc B =0 et donc d; = 0. Puisque i < d;, on a i = 0. En remplagant dans 'inégalité (40) on a

CoA | % (@0t 1)10p
deg [ |  m(P+O) | <N (B wn(PH)” deg(H) <1A>
g€ker(B1)NH jey
T€Gal(K/K)
TiL€Gal(L/Ly)

et alors en particulier

log A

og
ChA (go+1)!6p1
lo

ChA 9e(go+1)!18p2+3p1[(go+1)!—1]
[]L(P):}L]§0141wL(P,H)9°deg(H)( 0 )

< craow (P, H)% deg H ( gOA .

D’aprés le théoréme 9.2 on a

5 deg(H) 7 (loglog Dy(P) deg(H)?\ ")
h(P) > cus 5
DL(P) log Dr.(P) deg(H)
1 (90+1)!6p1
. deg(H) 50 (loglogwy, (P, H)deg(H)? 90
MU\ L (P, H)9o deg H log wy (P, H) deg(H)?
" log log Dy, (P) deg(H)? r(go)
log Dy (P) dog(H)?
C145 loglogwy, (P, H) deg(H)? (go-+1)tdp1++(90)
wL(P,H) \ logwy(P,H)deg(H)?
C145 log log wy. (P) deg(H)? o)
(P, )\ logwr(P) dea(H)?

v

>

>

ce qu’il fallait démontrer.
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