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Résumé

Nous calculons une borne pour le nombre de classes de polarisations de
degré donné pour une variété abélienne A définie sur un corps quelconque.
Cette borne dépend de la dimension de la variété, du rang du Z-module
libre End(A) des endomorphismes de A et du discriminant de End(A).
Nous utilisons des idées classiques de la théorie des groupes algébriques
et plus précisément un résultat de Borel et Harish-Chandra dans l’étude
des sous-groupes artihmétiques des groupes réductifs.

Abstract

An abelian variety can be endowed with a polarization of fixed degree in
only a finite number of essentially different ways. We give a bound for this
number using classical ideas from the theory of algebraic groups, and more
precisely a theorem of Borel and Harish-Chandra concerning arithmetic
subgroups of reductive groups.

1 Introduction
Si l’on dispose d’une polarisation φL de degré d sur une variété abélienne A,

on peut produire de nouvelles polarisations de degré d en faisant agir le groupe
d’automorphismes de la variété sur la polarisation par

φL · g = φg∗L,

où g ∈ Aut(A). Il est donc naturel de regarder les classes de polarisations de
degré donné modulo cette action. Narasimhan et Nori ont montré dans [13]
qu’il n’y a qu’un nombre fini de classes. Leur preuve cependant ne permet pas
de calculer ou borner ce nombre puisqu’elle utilise entre autres un argument de
compacité qui n’est pas effectif.

Des bornes ont été calculées par plusieurs auteurs (Hayashida, Nishi, Lange,
Rotger,...) pour le nombre de classes de polarisations principales (de degré 1)
pour des variétés abéliennes particulières : pour un produit de 2 courbes el-
liptiques ([8], [9]), pour une variété abélienne simple de dimension un entier
impair sans facteur carré ([15], [10]), ou pour une puissance d’une courbe el-
liptique non CM ([11]). À titre d’exemple le résultat de [10] est le suivant : le
nombre de classes de polarisations principales d’une variété abélienne complexe
simple A telle que End(A) ⊗ Q = K soit un corps totalement réel et telle que
dim(A) = [K : Q] est inférieur ou égal à h+/h où h (resp. h+) est le nombre de
classes (resp. nombre de classes restreint) de K. Si End(A) est un ordre maximal
dans K et l’ensemble de polarisations principales n’est pas vide, on a égalité.
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On sait aussi qu’on ne peut pas espérer obtenir une borne qui ne dépend que
de la dimension de la variété abélienne et du degré des polarisations : on pourra
voir [15] où on construit pour g un entier pair quelconque une variété abélienne
simple de dimension g dont le nombre de classes de polarisations principales est
arbitrairement grand.

Nous calculons une borne pour le nombre de classes de polarisations de
degré donné pour une variété abélienne A définie sur un corps quelconque. Cette
borne dépend de la dimension de la variété, du rang et du discriminant du Z-
module libre End(A) des endomorphismes de A, et d’une polarisation fixée. Plus
précisément on montre

Théorème 1.1. Soient A une variété abélienne sur un corps K et d un entier
naturel non nul. Soient L0 une polarisation sur A et h0 = h0(A,L0) la racine
de son degré. On note P l’ensemble de classes de polarisations sur A de degré
d pour l’action naturelle de AutA. Alors

Card(P ) ≤ (n6Dhg0d)2n
6

où g = dimA, n = rg(End(A)) et D est le discriminant de End(A).

On remarque que l’on peut donner une borne qui ne dépend que des para-
mètres g,D et d. En effet, on sait que n ≤ 4g2 (on a même n ≤ 2g2 si K est
de caractéristique 0). Quant à h0, dès que l’ensemble P est non vide, on peut
considérer L0 ∈ P et dans ce cas h20 = d.

D’autre part, à partir de la borne du théorème ci-dessus et des résultats
établis par É. Gaudron et G. Rémond dans [7] on peut donner une variante de
ce résultat lorsque K est un corps de nombres. En effet, dans [7] (théo. 1.9) les
auteurs prouvent les résultats suivants :

Théorème 1.2. (G-R) Soit A une variété abélienne définie sur un corps de
nombres K. On pose g = dimA, hF (A) la hauteur de Faltings de A, D le dis-

criminant de End(A) et Ξ(A) =
(

(7g)8g
2

[K : Q] max(1, log[K : Q], hF (A)
)2g2

.
Alors

1. Il existe une polarisation L0 sur A telle que h0(A,L0) ≤ 1
g! Ξ(A)3/2.

2. On a la majoration D ≤ gn Ξ(A)g.

On en déduit :

Théorème 1.3. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un corps
de nombres K et d un entier naturel non nul. Soit P l’ensemble de classes de
polarisations sur A de degré d pour l’action naturelle de AutA. Alors

Card(P ) ≤
(
(7g)9[K : Q] max(1, log[K : Q], hF (A))

)640g17
d32g

8

.

La preuve du théorème 1.1 repose sur l’idée initiale de Narasimhan et Nori
et sur la théorie développée par Borel et Harish-Chandra dans l’étude des re-
présentations des sous-groupes arithmétiques des groupes réductifs ([1],[2]).

Le début de la preuve est assez classique. Pour étudier l’ensemble des po-
larisations (classes amples dans le groupe de Néron-Severi NS(A)) on le plonge
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dans l’algèbre semi-simple EndQ(A) := EndA ⊗ Q à l’aide d’une polarisation
préalablement choisie φL0

de degré d0 grâce à l’application

ι : NS(A) ↪−→ EndQ(A)

L 7−→ φ−1L0
◦ φL.

L’algèbre EndQ(A) est munie de l’involution de Rosati † associée à L0 par

f† = φ−1L0
◦ f̂ ◦ φL0

.

De plus l’action de Aut(A) sur NS(A) est compatible avec l’action naturelle (à
droite) de Aut(A) sur EndQ(A) donnée par

f · g = g†fg

pour g ∈ Aut(A) et f ∈ EndQ(A). L’ensemble P des classes de polarisations de
degré d s’injecte donc dans

{f ∈ EndQ(A) | f déf. positif, deg f =
d

d0
}/AutA.

En suivant Narasimhan et Nori, on fait agir sur EndQ(A) ⊗ R le groupe des
R-points d’un groupe réductif

G = {f ∈ EndQ(A)⊗ R | N(f) = ±1}

(où N(·) désigne la norme intrinsèque) dont Aut(A) est un sous-groupe arithmé-
tique. Dans un premier temps (paragraphe 3.2), nous montrons que notre en-
semble donne naissance à un nombre fini d’orbites pour cette action et nous
distinguons un élément particulier r dans chaque orbite, dont nous contrôlons
la taille. On obtient ainsi un sous-ensemble fini R de EndQ(A) ⊗ R dont les
éléments sont contrôlés et une injection

P ↪−→
⋃
r∈R

(ι(NS(A)) ∩ (r ·G)) /AutA.

Le plus gros de la preuve consiste à étudier (ι(NS(A))∩ (r ·G))/AutA, montrer
la finitude et donner une borne pour son cardinal.

Dans un premier temps, nous trouvons une représentation ρ de G dans
GLn(R) telle que ρ(Aut(A)) = ρ(G) ∩ GLn(Z) et un espace vectoriel appro-
prié W muni d’une action de GLn(R). Pour chaque r ∈ R ∪ {0} on définit un
élément wr ∈W et un réseau Ω de W tels que

(ι(NS(A)) ∩ (r ·G))/AutA ↪−→ (Ω ∩ wr · ρ(G))/ρ(Aut(A)).

L’intérêt de translater le problème dans ce cadre est de pouvoir travailler sur le
groupe GLn(R) et d’utiliser la théorie développée par Borel et Harish-Chandra.
On utilisera notamment les ensembles de Siegel qui sont des ensembles fonda-
mentaux pour l’action de GLn(Z) sur GLn(R) ; on choisira un tel ensemble S
vérifiant GLn(R) = SGLn(Z) et dont la décomposition d’Iwasawa est contrôlée
par certains paramètres. Ceci nous permettra de trouver une injection

(Ω ∩ wr · ρ(G))/ρ(Aut(A)) ↪−→ (Ω ∩ v0 ·S)× (Ω ∩ vr ·S)
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où v0 et vr sont à peu de choses près les éléments w0 et wr qu’on a légèrement
modifiés pour que leurs groupes d’isotropie soient stables par conjuguaison (hy-
pothèse technique nécéssaire dans certaines preuves).

Pour conclure il ne restera plus qu’à borner la norme des élements de Ω ∩
vr · S (pour r ∈ R ∪ {0}) et par la suite le cardinal de ces ensembles. Nous
faisons ceci en suivant l’exposé de Borel dans [1] mais en remplaçant l’argument
de compacité par le théorème 2.1. Ce dernier, étant indépendant du reste de
l’article, est démontré dans la première partie de ce travail. Ce théorème montre
que dans une R-algèbre semi-simple de dimension n munie d’une involution
positive (A, †), le plus gros ellipsoïde contenu dans {x ∈ A, |N(x)| ≤ 1} est
{x ∈ A, Tr(xx†) ≤ n} où N et Tr désignent la norme et la trace intrinsèques.

Remerciements Je remercie vivement Gaël Rémond pour les nombreuses
discussions que nous avons eu sur ce travail, pour ses encouragements et ses
conseils. Je remercie également le soutien du projet ANR Gardio 14-CE25-0015.

2 Un gros ellipsoïde
Soit (A, †) une R-algèbre semi-simple de dimension n munie d’une involu-

tion positive. Notons TrA/R(·) la trace intrinsèque (définie par la représentation
régulière à gauche). On montre facilement que l’application qui à x ∈ A associe
q†(x) = TrA/R(x†x) est une forme quadratique sur A ; dire que † est positive
signifie que q† est définie positive, ainsi

{x ∈ A, q†(x) ≤ n}

est un ellipsoïde. On remarque aussi que cet ellipsoïde est contenu dans {x ∈
A, |NA/R(x)| ≤ 1} où NA/R désigne la norme intrinsèque dans A. Le théorème
suivant montre que l’ellipsoïde ci-dessus est maximal (en volume) parmi les
ellipsoïdes contenus dans {x ∈ A, |NA/R(x)| ≤ 1}.

Théorème 2.1. Soit (A, †) une R-algèbre semi-simple de dimension n munie
d’une involution positive. Soit q une forme quadratique définie positive sur A et
supposons

vol{x ∈ A, q(x) ≤ 1} ≥ vol{x ∈ A, q†(x) ≤ n} (1)

où le volume est une mesure de Haar quelconque sur A. Alors il existe y ∈ A tel
que q(y) ≤ 1 et |NA/R(y)| ≥ 1.

La preuve de ce résultat s’attache principalement au cas de l’algèbre simple
A = Mm(H) des matrices à coefficients dans le corps des quaternions de Ha-
milton, dont on déduira le cas simple réel et complexe et ensuite le cas d’une
algèbre semi-simple quelconque. On commence par fixer quelques notations. Si
A est de la forme Mm(K) où K ∈ {R,C,H}, on pose nA = dimR A = [K : R]m2,
βA = (nA/m)1/2, %A = (nA/m)

nA , UK ⊂ K le sous-ensemble donné selon le
cas par UR = {1}, UC = {1, i} et UH = {1, i, j, k}. On choisit la base BA
de A donnée selon le cas par : B = {E11, E21, . . . , Emm} si K = R, BA =
{E11, iE11, E21, . . . , iEmm} siK = C et BA = {E11, iE11, jE11, kE11, . . . , kEmm}
si K = H. Lorsque aucune confusion n’est possible on la notera simplement B.

On munit A de l’involution naturelle M† = tM̄ .
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On donne ci-dessous un tableau récapitulatif des différents objets et quantités
intervenant dans la preuve qui suit.

A = Mm(K) K = R K = C K = H
dimA m2 2m2 4m2

involution † X† = tX X† = tX̄ X† = tX̄
(conjugaison
quaternionique)

Q = MatB(q†) où
q†(X) = TrA/R(XX†)

detQ = %A

Q = mIm2

mm2

Q = 2mI2m2

(2m)2m
2

Q = 4mI4m2

(4m)4m
2

NA/R(X) (detX)m |detX|2m (det ΨX)2m

TrA/R(X) mTrX 2mTrA

où X = A+ iB,
A,B ∈Mm(R)

4mTrA1

où X = A1 +A2i+A3j +A4k,
A1, A2, A3, A4 ∈Mm(R)

Dans ce tableau, pour X ∈ Mm(H) on a noté ΨX la matrice dans M2m(C)
définie par

ΨX =

(
A −B̄
B Ā

)
où X = A + Bj avec A,B ∈ Mm(C). Il est bien connu que la norme réduite
de la R-algèbre A = Mm(H) est N(X) = det(ΨX) et que pour tout X, det ΨX

est un réel positif ([16], prop. 4.2). En comparant NA/R(λIm) et N(λIm) pour
λ ∈ R on en déduit

NA/R(X) = (detΨX)2m.

Le plus gros de la preuve repose sur la proposition suivante :

Proposition 2.2. Soient R ∈ A = Mm(K) et T ∈ MnA
(R) une matrice trian-

gulaire supérieure dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs. Alors
il existe une permutation σ ∈ Sm, λ ∈ UK et ε1, . . . , εm ∈ {±1} tels que pour
M ∈ Mm(K) définie par (M)B = T (Y )B avec Y = λβA(εσ(1)E1,σ(1) + . . . +
εσ(m)Em,σ(m)) où les Eij sont les matrices élémentaires, on ait

|NA/R(M +R)|2 ≥ (detT )2%A.

Démonstration. Démontrons la proposition dans le cas A = Mm(H). Notons les
coefficients diagonaux de T(

d
(1)
1,1, . . . , d

(4)
1,1, d

(1)
2,1, . . . , d

(4)
m,1, d

(1)
1,2, . . . , d

(1)
1,m, . . . , d

(4)
m,m

)
.
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Avec cette notation, d(κ)ij = tl,l où l = 4m(j − 1) + 4(i− 1) + κ.
Soient σ ∈ Sm une permutation, λ ∈ UH et des variables ε1, . . . , εm. On pose

comme dans l’énoncé

Y = Y (λ, ε, σ) = βHλ(εσ(1)E1,σ(1) + εσ(2)E2,σ(2) + . . .+ εσ(m)Em,σ(m)),

et X = X(λ, ε, σ) ∈ A tel que (X)B = T (Y )B. Notons it = σ(t) pour t =
1, . . . ,m. Notre premier but est de comprendre le coefficient qui accompagne
le monôme ε21 · · · ε2m lorsque l’on développe det ΨX+R. On notera ce coefficient
C = Cλ,σ. En écrivant X + R et ΨX+R on remarque les faits suivants (qui
découlent facilement du choix de Y et de B et du fait que T soit triangulaire
supérieure) :

(a) Chaque coefficient de ΨX+R est un polynôme de degré au plus 1 en
ε1, . . . , εm.

(b) Pour tout t = 1, . . . ,m, εt n’apparaît pas dans les coefficients des colonnes
t+ 1, . . . ,m ni dans les colonnes m+ t+ 1, . . . , 2m de ΨX+R.

(c) dans la it-ième et m+it-ième colonne de ΨX+R, la variable εit n’apparaît
pas dans les lignes t+ 1, . . . ,m ni dans les lignes m+ t+ 1, . . . , 2m.

Puisque det ΨX+R est une somme dont chaque terme est un produit de coeffi-
cients (multiplié par ± 1) de la matrice ΨX+R où chaque coefficient appartient
à une colonne et une ligne différente de la matrice, on en déduit que pour avoir
un terme avec ε21 · · · ε2m en facteur il faut pour chaque t choisir dans les co-
lonnes it et m + it un élément des lignes 1, . . . , t ou m + 1, . . . ,m + t. Notons
(ΨX+R) = (pij)i,j . Si on commence par la colonne i1 il n’y a que 2 choix pos-
sibles : le coefficient p1,i1 ou pm+1,i1 . Mais du coup ce choix force le choix dans
la colonne i1 + m. On a donc pour l’instant les 2 produits suivants possibles :
p1,i1pm+1,m+i1 ou −pm+1,i1p1,m+i1 . On remarque de plus que ces éléments se
réécrivent |p1,i1 |2 et |pm+1,i1 |2. On choisit ensuite dans la colonne i2. Puisque
on ne peut plus choisir un élément dans les lignes 1 ni m+ 1 il n’y a que deux
choix possibles p2,i2 ou pm+2,i2 et, comme avant, ceci définit le choix dans la
colonne m + i2. Le produit de ces coefficients dans les deux cas donne comme
avant |p2,i2 |2 ou |pm+2,i2 |2 et on a donc 4 produits différents possibles. On conti-
nue ce procédé et on obtient 2m produits possibles où en développant on peut
obtenir le terme recherché. On déduit de ce qui précède que C est le coefficient
de ε21 · · · ε2m dans

m∏
t=1

|pt,σ(t)|2 + |pm+t,σ(t)|2.

Plus précisément,

C =

m∏
t=1

|ζt,σ(t)|2 + |ζm+t,σ(t)|2

où ζi,j ∈ C est le coefficient de εj dans pi,j . Voyons maintenant que pour chaque
t on a |ζt,σ(t)|2 + |ζm+t,σ(t)|2 ≥ (βAd

(κ)
t,σ(t))

2. On remarque d’abord que parmi
ζt,σ(t) et ζm+t,σ(t) un des deux est de la forme

a(εσ(t), . . . , εm) + iεσ(t)βAd
(κ)
t,σ(t) ou εσ(t)βAd

(κ)
t,σ(t)

où a est un polynôme de degré 1 à coefficients réels dans les variables indiquées
et d(κ)t,it

correspond à un coefficient diagonal de la matrice T avec κ = 1, 2, 3 ou
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4 selon si λ = 1, i, j ou k respectivement. Puisque pour tout nombre complexe
α+iβ on a |α+iβ|2 ≥ max{α2, β2} on peut donc minorer |ζt,σ(t)|2 ou |ζm+t,σ(t)|2

par (βAd
(κ)
t,σ(t))

2 (et l’autre terme par 0) et on a

C ≥ (βAd
(κ)
1,i1

)2 · · · (βAd(κ)m,im
)2 ≥ β2m

A (d
(κ)
1,i1

)2 · · · (d(κ)m,im
)2, (2)

d’où
βnA

A ((d
(κ)
1,i1

)2 · · · (d(κ)m,im
)2)2m ≤ C2m.

D’autre part, si τ ∈ Sm est un cycle d’ordre m on vérifie facilement que

detT =

m∏
l=1

4∏
κ=1

m∏
i=1

d
(κ)

i,τ l(i)
. (3)

On choisit maintenant σ parmi les τ l et λ ∈ UH (ou ce qui est équivalent on
choisit l et κ) de façon que(

m∏
i=1

d
(κ)
i,σ(i)

)4m

≥ detT. (4)

En combinant cette inégalité et la minoration (2) on a

C2m
λ,σ ≥ detT (4m)2m

2

. (5)

Il nous reste à voir que nous pouvons choisir ε = (ε1, . . . , εm) ∈ {±1}m tels
que si M = X(λ, ε, σ) alors det ΨM+R ≥ Cλ,σ. Il s’agit du résultat général
suivant :

Lemme 2.3. Soientm ≥ 0 et P ∈ R[X1, . . . , Xm]. On suppose deg(X1,...,Xi) P ≤
2i pour tout 1 ≤ i ≤ m et que P prend des valeurs positives sur Rm. Alors il
existe ε ∈ {−1, 1}m tel que P (ε) ≥ coefficient de X2

1 · · ·X2
m ≥ 0.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur m. Si m = 0, P est constant
et on a trivialement le résultat voulu. Soit m ≥ 1 et supposons le résultat vrai
pour tout polynôme en k variables k < m vérifiant les hypothèses du lemme.
Soit P ∈ R[X1, . . . , Xm] comme dans l’énoncé. On écrit P sous la forme

P = R+X1S +X2
1Q

où Q,R, S ∈ R[X2, . . . , Xm] et notons a le coefficient de X2
2 · · ·X2

m dans Q.
On déduit de la condition sur le degré de P que pour tout i, 2 ≤ i ≤ m on a
deg(X2,...,Xi)Q ≤ 2(i−1). D’un autre côté, si (y2, . . . , ym) ∈ Rm−1, le polynôme
de degré 2 :

X 7→ R(y2, . . . , ym) +XS(y2, . . . , ym) +X2Q(y2, . . . , ym)

est à valeurs positives. Cela implique que le coefficient constant R(y2, . . . , ym) et
le coefficient dominantQ(y2, . . . , ym) sont positifs. On en déduit que le polynôme
Q est à valeurs positives sur Rm−1 et par hypothèse de récurrence, il existe
ε2, . . . , εm ∈ {−1, 1} tels que Q(ε2, . . . , εm) ≥ a ≥ 0. Enfin il suffit de choisir
ε1 du signe de S(ε2, . . . , εm) et on a bien P (ε1, . . . , εm) ≥ a. Nous concluons en
remarquant que a est aussi le coefficient de X2

1 · · ·X2
m de P .
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On applique ce résultat à P : ε 7→ det ΨX(λ,ε,σ)+R. Comme expliqué plus
haut, pour chaque i = 1, . . . ,m, εi n’apparaît pas dans les coefficients des co-
lonnes i + 1, . . . ,m ni dans les colonnes m + i + 1, . . . , 2m de ΨX(λ,ε,σ)+R. En
calculant le déterminant on vérifie facilement que la condition sur le degré est
vérifiée. Une fois ε fixé avec la propriété voulue, λ et σ comme dans (5) on a
pour M = X(λ, ε, σ)

det Ψ2m
M+R ≥ C2m

λ,σ ≥ detT (4m)2m
2

et donc
|NA/R(M +R)|2 ≥ (detT )2(4m)4m

2

ce qu’on voulait démontrer.
Voyons maintenant que la proposition est vraie pour A = Mm(R). Nous

disposons de T = (tij)1≤i,j≤m2 ∈ Mm2(R) et R ∈ Mm(R). Soient σ ∈ Sm une
permutation, λ = 1 et des variables ε1, . . . , εm. On pose comme dans l’énoncé

Y = Y (λ, ε, σ) = βA(εσ(1)E1,σ(1) + εσ(2)E2,σ(2) + . . .+ εσ(m)Em,σ(m)).

On construit une matrice T̃ ∈ M4m2(R) de façon que si X est la matrice telle
que (X)BA

= T (Y )BA
on a (X)BMm(H)

= T̃ (Y )BMm(H)
. Les coefficients de la

matrice T̃ sont donnés par

uij =


0 si i 6= j et i, j ≡ 0, 2, 3 (mod 4)

1 si i = j et i, j ≡ 0, 2, 3 (mod 4)

tk+1,l+1 si i = 4k + 1 et j = 4l + 1

.

On applique le raisonnement fait dans le cas de l’algèbreMm(H) à la matrice
T̃ ainsi définie. On a donc, comme avant, l’équivalent de l’inégalité (2)

C ≥ β2m
A (d

(1)
1,i1

)2 · · · (d(1)m,im)2

pour tout σ ∈ Sm. De plus (3) se réécrit

det T̃ =

m∏
l=1

4∏
κ=1

m∏
i=1

d
(κ)

i,τ l(i)
=

m∏
l=1

m∏
i=1

d
(1)

i,τ l(i)
= detT,

et pour un choix approprié de σ = τ l l’inégalité (4) devient(
m∏
i=1

d
(1)
i,σ(i)

)m
≥ det T̃ = detT.

Ainsi, la minoration (5) est affinée en

Cm1,σ ≥ (detT )2mm2

.

Finalement, on choisit comme avant ε ∈ {−1, 1}m de façon que, pour M =
X(1, ε, σ), on ait detψM+R ≥ C1,σ. On a donc

|NA/R(M +R)|2 = (det(M +R))2m = (det ΨM+R)m ≥ Cm1,ε,σ ≥ (detT )2mm2

8



et donc
|NA/R(X +R)|2 ≥ (detT )2mm2

,

ce qu’il fallait démontrer.
Le cas A = Mm(C) est similaire. Nous avons T = (tij)1≤i,j≤2m2 ∈M2m2(R)

et R ∈ Mm(C). Soient σ ∈ Sm une permutation, λ ∈ UC et des variables
ε1, . . . , εm. On pose comme dans l’énoncé

Y = Y (λ, ε, σ) = βCλ(εσ(1)E1,σ(1) + εσ(2)E2,σ(2) + . . .+ εσ(m)Em,σ(m)).

On construit une matrice triangulaire supérieure T̃ ∈ M2m2(R) dont les coeffi-
cients sont donnés par :

uij =


0 si i ≡ 0, 3 (mod 4), j 6= i

1 si i ≡ 0, 3 (mod 4), j = i

0 si i ≡ 1, 2 (mod 4), j ≡ 0, 3 (mod 4)

t2k+b,2l+b si i = 4k + b, j = 4l + b et b ∈ {1, 2}

.

On en déduit l’équivalent de (3) :

det T̃ =

m∏
l=1

4∏
κ=1

m∏
i=1

d
(κ)

i,τ l(i)
=

m∏
l=1

2∏
κ=1

m∏
i=1

d
(κ)

i,τ l(i)
= detT,

et pour un choix approprié de σ = τ l et κ l’équivalent de (4) et (5)

Cmκ,σ ≥

(
m∏
i=1

d
(κ)
i,σ(i)

)2m

(2m)m
2

≥ det T̃ (2m)m
2

= detT (2m)m
2

.

Pour conclure, on choisit ε tel que pourM = X(λ, ε, σ) on ait detψM+R ≥ Cκ,σ
et on a

|NA/R(M+R)|2 = |det(M+R)|4m = (det ΨM+R)2m ≥ C2m
κ,σ ≥ (detT )2(2m)2m

2

,

ce qu’il fallait démontrer.

Démonstration. (du theorème 2.1)
On remarque dans un premier temps que si B est une base quelconque de A,

la condition (1) se réécrit

(detBq)
−1 ≥ nn det(Q)−1 (6)

où Q est la matrice dans la base B de la forme quadratique x 7→ TrA/R(x†x).
Nous allons montrer qu’il existe x ∈ A tel que

det(Q)(detBq)
−1 ≤ |NA/R(x)|2 et q(x) = n. (7)

Ceci répond au problème puisque y = n−1/2x vérifie q(y) = 1 et |NA/R(y)| =

n−n/2|NA/R(x)| ≥ 1.
On identifie (A, †) au produit

l∏
t=1

Mat(Kt)
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muni de l’involution produit des involutions usuelles, où at ≥ 1 etKt ∈ {R,C,H}.
On pose At = Mat(Kt), puis pour alléger les notations, nt = nAt , βt = βAt , ρt =
ρAt et Bt = BAt . Soit B la base de A obtenue à partir des bases Bt. On note
A = MatB(q). Puisque A est symétrique définie positive, il existe une matrice
U triangulaire supérieure (décomposition de Cholesky) telle que A = tUU . On
peut donc écrire pour tout x ∈ A,

q(x) = t(x)BA(x)B = ‖U(x)B‖22.

La matrice U−1 est aussi triangulaire supérieure et on notera T1, . . . , Tl ses blocs
diagonaux avec Tt ∈Mnt(R).

Dans ce contexte les conditions dans (7) se résument à trouver x tel que

(detU−1)2
l∏
t=1

ρt ≤ |NA/R(x)|2 (8)

et

‖U(x)B‖22 = n =

l∑
t=1

nt =

l∑
t=1

a2t [Kt : R].

On considère des permutations σ1, . . . , σl, des scalaires λ1, . . . , λl et pour
chaque t ∈ {1, . . . , l}, des réels ε(t)s ∈ {±1} où 1 ≤ s ≤ at. On définit des ma-
trices Y1, . . . , Yl en les variables ci-dessus par : Yt = λtβt(ε

(t)
σt(1)

E1,σt(1) + · · · +
ε
(t)
σt(t)

Et,σt(t)). On note aussi X1, . . . , Xl des matrices telles que pour chaque
t, Xt ∈ Mat(Kt) et (Xt)Bt = Tt(Yt)Bt . On peut ainsi définir des matrices
R1, . . . , Rl de façon que si Y = (Y1, . . . , Yl) et U−1(Y )B = (X)B alors on ait

X = (X1 +R1, . . . , Xl +Rl).

De plus, les matrices Xt ne contiennent que les variables ε(t)1 , . . . , ε
(t)
at et chaque

matrice Rt ne contient pas les variables ε(i)j pour i ≤ t.
Il reste à choisir pour chaque t une permutation σt, les réels ε(t)1 , . . . , ε

(t)
at ∈

{±1} et les scalaires λt pour que l’élément X satisfasse les conditions (8) ci-
dessus.

On applique d’abord la proposition 2.2 à la matrice R = Rl = 0 et à T = Tl
ce qui nous permet de choisir ε(l)1 , . . . , ε

(l)
al , λl et σ(l) tels que

|NAl/R(Xl)|2 ≥ (detTl)
2ρl.

Notons cette matrice Ml. Par récurrence, supposons qu’on a fixé les uplets de
variables ε(t), les permutations σt et les scalaires λt pour t = i+ 1, . . . , l et donc
on a construit les matrices Mt et Rt pour t = i+ 1, . . . , l de façon que Mt ∈ At,
et

|NAt/R(Mt +Rt)|2 ≥ (detTt)
2ρt.

On applique à nouveau la proposition 2.2 aux matrices R = Ri et T = Ti.
On trouve donc un uplet ε(i), une permutation σi et un scalaire λi tels que
Mi = Xi(λi, ε

(i), σi) vérifie

|NAi/R(Mi +Ri)|2 ≥ (detTi)
2ρi.
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On pose donc x = (M1+R1, . . . ,Ml) et (x)B = U−1(y)B. On a comme prévu

‖U(x)B‖22 = ‖(y)B‖22 =
∑

a2i [Ki : R]

et

|NA/R(x)|2 =

l∏
t=1

|N(Mt +Rt)|2 ≥
l∏
t=1

|(det(Tt))|2ρt

≥ det(U−1)2
l∏
t=1

ρt.

3 Intersection d’orbites et de réseaux

3.1 Données
Soient A une variété abélienne sur un corps quelconque, L0 un faisceau

inversible ample sur A et φL0
la polarisation associée. On note h0 = h0(A,L0)

et d0 = deg φL0 = h20 qu’on appelera le degré de la polarisation. On notera aussi
† l’involution de Rosati associée à L0, q† : EndA⊗R→ R la forme quadratique
définie positive définie par q†(ϕ) = |ϕ|2 = Tr(ϕϕ†) où Tr est la trace intrinsèque
(définie par la représentation régulière à gauche) dans EndA⊗R. On remarque
que dans la littérature une autre métrique de Rosati est souvent utilisée, définie
à l’aide d’une autre trace qui dépend de l’action des endomorphismes sur A (voir
[6], p. 2063–5).

On rappelle que End(A) est un réseau de End(A)⊗R, on notera n son rang
et λ1 ≤ · · · ≤ λn ses minima successifs. Il est bien connu (voir par exemple [4],
lemme 1, p. 204) qu’il existe une Q-base (ω1, . . . , ωn) de EndQ(A) d’éléments de
End(A) telle que |ωi| = λi pour tout i. Pour une telle base fixée on en déduit
([4], lemme 8, p. 135) l’existence d’une Z-base (α1, . . . , αn) de façon que pour
tout i = 1, . . . , n,

|αi| ≤ max{|ωi|,
1

2
(|ω1|+ . . .+ |ωi|)} ≤ max(1,

i

2
)λi. (9)

On notera Di (respectivement Gi) la matrice de Mn(Z) représentant dans
la base (α1, . . . , αn) la multiplication à droite (resp. à gauche) β 7→ βαi (resp.
β 7→ αiβ) pour tout i = 1, . . . , n.

On notera D := disc(End(A)) le discriminant du Z-module End(A) c’est-à-
dire la valeur absolue du déterminant de la matrice de terme général Tr(αiαj) ; il
s’agit aussi du carré du covolume de End(A) relatif à la mesure de Haar donnée
sur End(A) ⊗ R par une base orthonormée. Cette quantité est entière et ne
dépend pas du choix de la polarisation L0, mais on peut voir qu’il correspond
aussi à det(Tr(αiα

†
j)) (voir par exemple [6], prop. 4.9).

Soit Q la matrice dans la base (α1, . . . , αn) de la forme quadratique q†.
Puisque Q est symétrique définie positive, il existe une unique matrice U ∈
Mn(R) symétrique définie positive telle que U2 = Q. On remarque aussi que
det(Q) = D.

On utilisera à plusieurs reprises le résultat suivant :
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Lemme 3.1. L’image de End(A) dans EndQ(A) par l’involution de Rosati est
contenue dans 1

h0
End(A).

Démonstration. Il suffit de remarquer que h0(A,L0)φ−1L0
∈ Hom(Â, A) et de

rappeler que pour tout α ∈ End(A), α† = φ−1L0
◦ α̂ ◦ φL0

.

Remarque 3.2. On a de la même façon pour tout α 6= 0 ∈ End(A) h0αα
† ∈

End(A) et donc en particulier Q ∈ 1
h0
Mn(Z).

Dans toute la suite de ce travail on va supposer n ≥ 2. En effet si n = 1, il
y a une seule classe de polarisations de degré donné, donc les bornes annoncées
dans les théorèmes 1.1 et 1.3 sont trivialement vraies.

Lemme 3.3. Pour 1 ≤ i ≤ n, on a |αi|2 ≤ Σ2 où Σ2 = 1
4Dn

n+2hn−10 .

Démonstration. On a choisi les αi de façon que |α1| ≤ max(1, 12 )λ1 = λ1.
Puisque h0αiα

†
i ∈ End(A), alors h0|αi|2 ≥ 1. Pour i = 1 on obtient donc

λ1 ≥
1√
h0
.

On utilise le second théorème de Minkwoski sous la forme suivante (voir lemme
3.1 de [6]) :

λn−11 λn ≤
√
n
n√

D.

On a donc |αi|2 ≤ n2

4 λ
2
i ≤ n2

4 λ
2
n ≤ n2

4 n
nDhn−10 ≤ Σ2.

3.2 Représentations et action de groupes
Commençons par rappeler un résultat important sur les endomorphismes

des variétés abéliennes et le lien avec les composantes isotypiques de celles-ci.
Pour plus de détails et les preuves des résultats cités ci-dessous voir [14], 3.2.

Pour toute variété abélienne A, il existe des sous-variétés abéliennes Bi isoty-
piques (isogènes à la puissance d’une variété abélienne simple) maximales, telles
que la somme B1 × · · · × Bs → A soit une isogénie. De plus chaque endomor-
phisme de A laisse stables toutes les Bi et on obtient une application injective
de conoyau fini

EndA→
s∏
i=1

EndBi.

On notera ni = rg(EndBi) et gi = dimBi. En tensorisant avec R on a un
isomorphisme

End(A)⊗ R→
s∏
i=1

EndBi ⊗ R.

On notera dorénavant A = End(A)⊗ R et Ai = EndBi ⊗ R. On remarque que,
pour tout i, Ai est une algèbre simple.

On peut donc associer à f ∈ A un uplet (f1, . . . , fs) où fi ∈ Ai. On a de plus

deg f =

s∏
i=1

deg fi.

On peut aussi voir un s-uplet (r1, . . . , rs) ∈ Rs comme un élément de
∏s
i=1 Ai

et il lui correspond donc un unique élément r ∈ A par l’isomorphisme ci-dessus.

12



Définition 3.4. On note ρ la représentation régulière à gauche

ρ : A ↪→ End(A) 'Mn(R)

où la dernière identification se fait par le choix de la base (α1, . . . , αn).

On vérifie aussi que

det ρ(f) =

s∏
i=1

det ρi(fi)

où ρi est la représentation régulière à gauche ρi : Ai → Mni(R). De plus, on a
(voir par exemple [6] p. 2063) la relation

(deg fi)
ni = (det ρi(fi))

2gi (10)

pour tout i = 1, . . . , s.
Par la suite on notera

G = {f ∈ A | NA/R(f) = ±1}

où NA/R = det ◦ ρ est la norme intrinsèque sur A associée à la représentation
régulière à gauche ci-dessus. On notera aussi

Γ = Aut(A) et H = {f ∈ A | ff† = 1}.

Le résultat suivant sera utilisé à plusieurs reprises :

Lemme 3.5. Pour tout f ∈ A, l’adjoint pour le produit scalaire 〈x, y〉 = Tr(xy†)
sur A de la multiplication à gauche par f est la multiplication à gauche par f†.
On a donc pour tout f ∈ A,

Qρ(f†) = tρ(f)Q.

Démonstration. Soit f ∈ A. Pour tous x, y ∈ A on a

〈fx, y〉 = Tr(fxy†) = Tr(xy†f) = Tr(x(f†y)†) = 〈x, f†y〉.

En écrivant cette égalité matriciellement on obtient Qρ(f†) = tρ(f)Q.

Vérifions maintenant que Γ et H sont des sous-groupes de G.

Lemme 3.6. Les groupes Γ et H sont des sous-groupes de G. De plus, G et H
sont stables par l’involution de Rosati et ρ(Γ) = ρ(G) ∩GLn(Z).

Démonstration. La propriété essentielle sur laquelle reposent ces résultats est
que si on associe à f ∈ A l’élément (f1, . . . , fs) ∈

∏s
i=1 Ai alors f

† correspond
au s-uplet (f†1 , . . . , f

†
s ) pour les involutions de Rosati associées aux L0|Bi .

Voyons d’abord queG est stable par l’action de †. Soit f ∈ G, f = (f1, . . . , fs).
Puisque deg f†i = deg fi, en utilisant (10) on en déduit det ρ(f†i ) = ± det ρ(fi)
et en passant au produit NA/R(f†) = ±NA/R(f) = ±1. On a donc f† ∈ G.

D’autre part, si f ∈ H, deg(fif
†
i ) = 1 or deg(fif

†
i ) = (deg fi)

2 et on en
déduit deg fi = ±1. On a comme avant det ρi(fi) = ±1 et finalement NA/R(f) =∏s
i=1 det ρi(fi) = ±1 d’où f ∈ G. Si f, g ∈ H on a d’après les propriétés de
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l’involution de Rosati (fg−1)(fg−1)† = fg−1(g†)−1f† = id. Ceci montre que H
est un sous-groupe de G. D’autre part, les éléments de H sont inversibles, donc
si ff† = id alors f† = f−1 et donc f†f = id et H est stable par l’action de †.

Voyons maintenant que Γ est un sous-groupe de G. Soit f ∈ AutA et
(f1, . . . , fs) comme ci-dessus. Alors chaque fi appartient à AutBi. On a donc
deg fi = 1 et on procédant comme pour H on en déduit f ∈ G.

Pour la dernière assertion, on suppose M ∈ ρ(G)∩GLn(Z) et on pose M =
ρ(g) avec g ∈ A. Puisque 1 ∈ EndA, on peut écrire 1 = λ1α1 + . . .+ λnαn avec
λi ∈ Z, ∀i = 1, . . . , n. On pose aussi g = g · 1 = β1α1 + . . . + βnαn. Ceci se

traduit par

β1...
βn

 = M

λ1...
λn

 et puisque M est à coefficients entiers, alors les

βi sont entiers et g ∈ EndA. On fait de même pour g−1 et on déduit g ∈ AutA.
Ceci montre l’inclusion ρ(Γ) ⊃ ρ(G)∩GLn(Z). Puisque Γ ⊂ G l’autre inclusion
est évidente et on a l’égalité voulue.

Soit NS(A) le groupe de Néron-Severi de A. Le groupe Γ agit sur NS(A)
par L 7→ u∗L si u ∈ Γ. De plus si L est ample, u∗L est ample. On notera
(End(A)⊗R)† = {f ∈ End(A)⊗R | f† = f}. Il est bien connu (voir [12], Chap.
4, p. 208) que l’application de NS(A)⊗Q sur (End(A)⊗Q)† définie par

NS(A)⊗Q ι
↪→ (End(A)⊗Q)†

L 7→ φ−1L0
◦ φL

est un isomorphisme d’espaces vectoriels et donc il en est de même pour l’ap-
plication de NS(A) ⊗ R dans (End(A) ⊗ R)†. Si de plus L est ample, ι(L) est
symétrique et défini positif. Notons Amp(A) l’ensemble des classes amples de
NS(A). On remarque aussi, puisque h0φ−1L0

∈ Hom(Â, A) comme dans le lemme
3.1, que

ι(NS(A)) ⊂ 1

h0
End(A). (11)

D’autre part G agit à droite sur (End(A)⊗ R)† par

f · g = g†fg

où g ∈ G. Par restriction Γ agit sur (End(A)⊗R)† et cette action est compatible
avec l’action de Γ sur NS(A) puisque si u ∈ Γ alors ι(u∗L) = φ−1L0

◦ û ◦ φL ◦ u =

u† ◦ φ−1L0
◦ φL ◦ u = ι(L) · u.

Soit d un entier positif. Notre but est de majorer le nombre de classes de

{L ∈ Amp(A), deg(φL) = d}/Γ

et donc, d’après la remarque ci-dessus, ceci revient à majorer le cardinal de
l’ensemble

Pold(A) = {f ∈ ι(Amp(A)), deg(f) =
d

d0
}/Γ. (12)

Montrons d’abord que cet ensemble est recouvert par un nombre fini d’orbites
sous l’action de G.
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Proposition 3.7. Il existe un sous-ensemble fini R de (R∗)s et une injection

Pold(A) ↪−→
⋃
r∈R

(ι(NS(A)) ∩ (r ·G)) /Γ.

De plus, pour tout (r1, . . . , rs) ∈ R et pour tout i = 1, . . . , s, on a r2i ≤ dd
g−2
0

et ri ≥ 1
h0
.

Démonstration. Soit f ∈ ι(Amp(A)) de degré d
d0

et (f1, . . . , fs) le uplet associé
dans

∏s
i=1 Ai. On montre dans un premier temps qu’il existe g ∈ G et r ∈ A tel

que f = rg2. En effet, on sait qu’il existe des isomorphismes de R-algèbres (voir
[12] théo. 6 p. 209–210) comme dans le diagramme commutatif suivant

End(A)⊗ R ∼ // ∏Mai(R)×
∏
Mbi(C)×

∏
Mci(H)

NS(A)⊗ R

ι

OO

∼ // ∏Hai(R)×
∏
Hbi(C)×

∏
Hci(H)

?�

OO

où Ha(R) désigne les matrices réelles symétriques, Hb(C) les matrices hermi-
tiennes complexes et Hc(H) les matrices quaternioniques hermitiennes c’est-à-
dire à coefficients dans le corps des quaternions de Hamilton, telles que tX̄ = X
pour X 7→ X̄ l’involution usuelle de H.

Dans ces trois algèbres il est vrai qu’une matrice définie positive admet une
racine carrée définie positive (voir [5] pour le cas moins connu des matrices
quaternioniques). On conclut qu’il existe (h1, . . . , hs) ∈

∏s
i=1 Ai tels que pour

tout i = 1, . . . , s on ait h2i = fi et hi défini positif et invariant par l’involution
de Rosati.

On pose ri = (det ρ(hi))
2/ni et gi = r

−1/2
i hi. On définit ensuite g, r ∈ A

tels que leurs images respectives dans
∏s
i=1 Ai soient (g1, . . . , gs) et (r1, . . . , rs).

Vérifions d’abord que g ∈ G. On calcule

det ρ(g) =

s∏
i=1

det ρi(gi)

=

s∏
i=1

det ρi(r
−1/2
i hi)

=

s∏
i=1

r
−ni/2
i det ρi(hi)

= 1.

Puisque f est de la forme φ−1L0
◦ φL alors h0f ∈ EndA et h0fi ∈ EndBi. On a

donc dgi0 deg fi ∈ Z (3.1). Par ailleurs, on sait que
∏s
i=1 deg fi = d

d0
, on a donc

ddg−10 =

s∏
i=1

dgi0 deg fi.

Puisque dgi0 deg fi = dgi0 (deg hi)
2 = dgi0 r

2gi
i est un entier qui divise ddg−10 , il est

compris entre 1 et ddg−10 . On en déduit les inégalités ri ≥ 1
h0

et r2i ≤ ddg−20 .
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De plus, l’ensemble des r ainsi construits est fini car ddg−10 a un nombre fini de
diviseurs.

Revenons maintenant à l’ensemble Pold(A). Le fait que f s’écrit f = rg2 =
g†rg montre que dans chaque orbite de {ι(Amp(A)) | deg f = d

d0
} sous l’action

de G il y a un élément r comme ci-dessus et que le nombre d’orbites est fini.
Pour chaque orbite, on choisit un élément r et on note R l’ensemble de ces
représentants. On identifiera R au sous-ensemble fini de (R∗)s correspondant.
On en déduit une injection

Pold(A) −→
⋃
r∈R

(ι(Amp(A)) ∩ (r ·G)) /Γ,

et en particulier, on peut remplacer ι(Amp(A)) par ι(NS(A)).

3.3 Orbites et groupes d’isotropie
Définition 3.8. Soient E un ensemble et G un groupe qui agit à droite sur E.
Pour tout x ∈ E le stabilisateur de x (ou sous-groupe d’isotropie) est

Iso(x) := {g ∈ G | x · g = x}.

On reprend les notations de la partie 3.1. On construit un espace W et une
représentation σ de façon que H et G correspondent aux groupes d’isotropie
dans GLn(R) de deux éléments bien choisis de W .

On pose W = Mn(R)n+1 × R2 et on considère l’action à droite de GLn(R)
sur W donnée par

(A1, . . . , An, B, a, b) ·M = (M−1A1M, . . . ,M−1AnM, tMBM, (detM)2a,
b

(detM)2
).

En utilisant cette action on considérera aussi une action de G sur W par

g · w = w · ρ(g).

Lemme 3.9. On pose pour r ∈ R ∪ {0},

wr = (D1, . . . , Dn, d0Qρ(r), 1, 1).

Alors
(i) Pour r ∈ R, Iso(r) = H (pour l’action de G sur End(A)⊗ R)
(ii) Iso(w0) = ρ(G) (pour l’action de GLn(R) sur W ).
(iii) Pour r ∈ R, Iso(wr) = ρ(H) (pour l’action de GLn(R) sur W ).

Démonstration. Pour (i) il suffit de remarquer que r est dans le centre de
End(A)⊗ R et qu’il est inversible, d’où

Iso(r) = {f ∈ End(A)⊗ R | f†rf = r} = {f ∈ End(A)⊗ R | f†f = id} = H.

Démontrons (ii). On rappelle que ρ : A→Mn(R) est donnée par la représenta-
tion régulière à gauche et le choix de la base (α1, . . . , αn). Il est donc clair que
ρ(A) = Vect(G1, . . . , Gn). Voyons maintenant que Vect(G1, . . . , Gn) = {M ∈
Mn(R), MDi = DiM, ∀i = 1, . . . , n}. Pour simplifier la rédaction on va se
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placer dans l’espace L(End(A)⊗R) des endomorphismes linéaires de A. Notons
di, gi les endomorphismes correspondant aux Di et Gi respectivement. D’une
part, grâce à l’associativité de la multiplication on a pour tout x ∈ A

gjdi(x) = gj(xαi) = αjxαi = di(αjx) = di(gj(x))

et donc
∀i, j ∈ {1, . . . , n}, GjDi = DiGj .

On a ainsi Vect(G1, . . . , Gn) ⊂ {M ∈ GLn(R) | MDi = DiM,∀i = 1, . . . , n}.
D’autre part, notons m ∈ L(A) tel que mdi = dim, ∀i = 1, . . . , n. Alors pour
tout x ∈ A on a mdi(x) = dim(x). On applique ceci à x = idA et on obtient

mdi(idA) = m(idAαi) = m(αi) et
dim(idA) = m(idA)αi.

Puisque m est déterminé par l’image des éléments de la base α1, . . . , αn on en
déduit que m est la multiplication à gauche par m(idA). Pour conclure on vérifie
facilement que

Iso(w0) = {M ∈ GLn(R) | det(M) = ±1 et MDi = DiM, ∀i = 1, . . . , n}

et d’après la définition de G ceci correspond justement à ρ(G).
Démontrons (iii). D’après le lemme 3.5 on a tρ(a)Q = Qρ(a†). On en déduit

Iso(wr) = ρ(G) ∩ {M ∈ GLn(R) | tMQρ(r)M = Qρ(r)}
= {ρ(a) | tρ(a)Qρ(r)ρ(a) = Qρ(r), a ∈ G}
= {ρ(a) | Qρ(a†)ρ(r)ρ(a) = Qρ(r), a ∈ G}
= {ρ(a) | a†ra = r, a ∈ G}
= ρ(H).

Plus tard on va devoir modifier légèrement les wr pour que leurs groupes
d’isotropie soient autoadjoints (préservés par conjugaison). On fera ceci en fai-
sant agir sur wr l’élément U (on rappelle que U est la matrice symétrique définie
positive telle que U2 = Q). Le lemme suivant regroupe ces informations.

Lemme 3.10. Pour tout r ∈ R ∪ {0} on a Iso(wr · U−1) = U Iso(wr)U
−1. De

plus, ce groupe est stable par transposition.

Démonstration. On a

M ∈ Iso(wr · U−1)⇔ wrU
−1M = wrU

−1

⇔ wrU
−1MU = wr

⇔M ∈ U Iso(wr)U
−1.

On considère maintenant X ∈ U Iso(wr)U
−1. Alors X = Uρ(a)U−1 où a ∈ G si

r = 0 ou a ∈ H si r 6= 0. On a donc tX = tU−1Qρ(a†)Q−1tU (par le lemme 3.5),
et alors

tX = U−1U2ρ(a†)U−2U = Uρ(a†)U−1.

PuisqueG etH sont stables par † (lemme 3.6), on a finalement tX ∈ U Iso(wr)U
−1.
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3.4 Réseaux
On dispose de plusieurs réseaux dans les différents espaces vectoriels réels

considérés. On liste ici quelques propriétés et on montre un résultat essentiel
qui permet de se ramener à un calcul dans l’espace vectoriel W afin de contrôler
Pold(A).

Notons L = 1
h0

EndA et Ω = Mn(Z)n+1 × Z2. On remarque que Ω est un
réseau de W , ι(NS(A)) est un réseau de (End(A) ⊗ R)† et on rappelle que
ι(NS(A)) ⊂ L (voir 3.2, (11)).

D’après la proposition 3.7, pour borner le cardinal de Pold(A) il suffit donc
de montrer que pour tout r ∈ R, (L ∩ r ·G)/Γ est fini et de trouver une borne.
On montre qu’on peut se ramener à calculer des orbites dans W pour l’action
définie plus haut :

Proposition 3.11. Soit r ∈ R. Alors on a une injection

(L ∩ r ·G)/Γ −→ (Ω ∩ wr ·G)/Γ.

Démonstration. On considère µ : A −→W définie par

µ(x) = (D1, . . . , Dn, d0Qρ(x), 1, 1).

On remarque d’abord que µ(L) ⊂ Ω. En effet, on a vu que Q ∈ 1
h0
Mn(Z)

(remarque 3.2), et si x = 1
h0
α avec α ∈ EndA, alors ρ(x) ∈ 1

h0
Mn(Z) également.

Voyons maintenant que pour tout g ∈ G, µ(x · g) = µ(x) · g.

µ(x · g) = µ(g†xg)

= (D1, . . . , Dn, d0Qρ(g†xg), 1, 1)

= (D1, . . . , Dn, d0
tρ(g)Qρ(x)ρ(g), 1, 1)

= (D1, . . . , Dn, d0Qρ(x), 1, 1) · ρ(g)

= µ(x) · g.

Puisque µ est injective (car Q inversible et ρ est fidèle) et µ(r) = wr, alors µ
induit une bijection entre les orbites

r ·G −→ wr ·G.

De plus, de façon évidente, l’action de Γ sur L∩ r ·G est compatible avec µ.

Les propositions 3.11 et 3.7 montrent qu’il suffit de contrôler les orbites de
wr ·G∩Ω sous l’action de Γ. Le reste de l’article sera dédié à cette tâche. Dans la
partie 5 on introduira les ensembles de Siegel, mais nous pouvons dès à présent
donner un aperçu du chemin à suivre.

Proposition 3.12. Soit S un sous-ensemble de GLn(R) tel que GLn(R) =
SGLn(Z), alors

Pold(A) ↪−→ (Ω ∩ w0 · U−1S)×
⋃
r∈R

(Ω ∩ wr · U−1S).

Démonstration. Les propositions 3.7 et 3.11 nous donnent une injection

Pold(A) ↪−→
⋃
r∈R

(ι(NS(A)) ∩ (r ·G)) /Γ ↪−→
⋃
r∈R

(Ω ∩ wr ·G) /Γ.
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Voyons maintenant qu’il existe un sous-ensemble C de GLn(Z) et une injection
C ↪−→ Ω ∩ w0 · U−1S tels que ρ(G) ⊂ U−1SCρ(Γ). On regarde l’ensemble

C ′ = w0 · U−1S ∩ w0 ·GLn(Z),

et on choisit C ⊂ GLn(Z) tel que ∀y ∈ C ′∃!x ∈ C tel que y = w0 · x−1. Puisque
w0 ·GLn(Z) ⊂ Ω on a clairement une injection de C vers w0 · U−1S ∩ Ω.

Si g ∈ ρ(G) il existe donc s ∈ S et b ∈ GLn(Z) tels que Ug = sb. On a

w0 = w0 · g
= w0 · U−1sb

et
w0 · b−1 = w0 · U−1s

d’où il existe un unique x ∈ C tel que

w0 · b−1 = w0 · x−1 et

w0 = w0 · x−1b.

De plus, x−1b ∈ GLn(Z) ∩ ρ(G) = ρ(Γ) et alors g = U−1sb ∈ U−1SCρ(Γ). On
en déduit des injections successives

Pold(A) ↪−→
⋃
r∈R

(
Ω ∩ wr · U−1SCρ(Γ)

)
/Γ

↪−→ C ×
⋃
r∈R

Ω ∩ wr · U−1S

↪−→ (Ω ∩ w0 · U−1S)×
⋃
r∈R

Ω ∩ wr · U−1S.

Pour conclure on doit maintenant montrer que Ω ∩ w0 ·U−1S et
⋃

Ω ∩ wr ·
U−1S sont finis et borner leur cardinal.

3.5 Normes
On notera ‖ · ‖W la norme produit sur W = Mn(R)n+1 × R2 donnée par

‖(A1, . . . , An+1, a, b)‖W = sup{‖A1‖F , . . . , ‖An+1‖F , |a|, |b|}

où ‖A‖F =
√

tr(AtA) est la norme de Frobenius (ou norme de Hilbert-Schmidt).
Rappelons quelques propriétés usuelles de cette norme.

Lemme 3.13. 1. Pour tousM,N ∈ GLn(R), alors ‖MN‖F ≤ ‖M‖F ‖N‖F .
2. Pour tout M ∈ GLn(R) et x ∈ Rn, on a ‖Mx‖2 ≤ ‖M‖F ‖x‖2.
3. Pour tout M ∈ GLn(R), ‖M−1‖F ≤ ‖M‖n−1F

1
| detM |n(n−2)/2
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Démonstration. Pour (1) et (2) voir par exemple [?], Chap.5.6. Pour l’inégalité
(3) on remarque d’abord que ‖M−1‖2F = tr((M tM)−1) = tr(tMM)−1. Puisque
tMM est symétrique définie positive, ses valeurs propres sont toutes strictement
positives. On les note λ1, . . . , λn et la trace de (tMM)−1 est 1

λ1
+ . . . + 1

λn
. Il

suffit donc d’établir l’inégalité

1

λ1
+ . . .+

1

λn
≤ (λ1 + . . .+ λn)n−1

λ1 · · ·λn
· 1

nn−2
(13)

pour tout (λ1, . . . , λn) ∈ (R∗+)n qui s’obtient élémentairement (par exemple par
extréma liés). Pour conclure il suffit de remarquer que λ1 · · ·λn = (detM)2.

On aura aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 3.14. Soient α, β ∈ A et | · | la norme induite par l’involution de Rosati
sur A. Alors

1. |α| = ‖Uρ(α)U−1‖F .
2. |αβ| ≤ |α||β|.

Démonstration. Par définition de | · | on a |α|2 = TrA/R(αα†) = tr(ρ(α)ρ(α†)) =
tr(ρ(α)Q−1tρ(α)Q) d’après le lemme 3.5. On pose Xα = Uρ(α)U−1. On a

tr(ρ(α)Q−1tρ(α)Q) = tr(ρ(α)U−1U−1tρ(α)UU)

= tr(Uρ(α)U−1tU−1tρ(α)tU)

= tr(Xα
tXα) = ‖Uρ(α)U−1‖2F .

Ceci montre la première assertion. On en déduit la deuxième en utilisant (1) et
le lemme 3.13 :

|αβ| = ‖Uρ(αβ)U−1‖F
≤ ‖Uρ(α)U−1Uρ(β)U−1‖F
≤ ‖Uρ(α)U−1‖F ‖Uρ(β)U−1‖F
≤ |α||β|.

On peut à présent calculer des bornes pour les normes des différentes ma-
trices introduites. On rappelle que Σ = 1

2D
1/2n

n+2
2 h

n−1
2

0 . Alors

Lemme 3.15. 1. ‖Q‖F ≤ nΣ2 et ‖U‖F ≤ n1/2Σ.
2. ‖U−1‖F ≤ Σn−1n1/2D−1/2.
3. Pour tout r ∈ R, ‖Uρ(r)U−1‖2F = |r|2 ≤ nddg−20 .

4. ‖w0 · U−1‖W ≤ sup
{
n1/2Σ, D

}
.

5. Pour tout r ∈ R,

‖wr · U−1‖W ≤ sup
{
n1/2Σ, (nddg0)1/2, D

}
.
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Démonstration. Pour (1) il suffit de rappeler que le terme général de Q est
Tr(αiα

†
j) et que |αi| ≤ Σ (lemme 3.3). On écrit alors

‖Q‖F ≤ ‖U‖2F = tr(tUU) = tr(Q) =

n∑
i=1

|αi|2 ≤ nΣ2.

Pour (2) on utilise l’estimation du lemme 3.13,

‖U−1‖F ≤
‖U‖n−1F

|detU |
√
nn−2

≤ n(n−1)/2Σn−1√
Dnn−2

≤ Σn−1D−1/2n1/2.

Pour (3), la première égalité a été prouvée dans le lemme 3.14. Pour la
deuxième, on remarque que |r|2 = tr(ρ(r2)) car r est stable par l’involution
de Rosati. De plus tr(ρ(r2)) =

∑s
i=1 tr(ρi(r

2
i )) =

∑s
i=1 nir

2
i . En utilisant la

proposition 3.7, on en déduit l’estimation

‖Uρ(r)U−1‖2F ≤
s∑
i=1

nidd
g−2
0

≤ nddg−20 .

Calculons maintenant ‖w0 · U−1‖F . Par définition

‖w0 · U−1‖W = ‖(UD1U
−1, . . . , UDnU

−1, 0,detU−2,detU2)‖W
≤ sup

i
{‖UDiU

−1‖F ,detU2,detU−2}

Pour calculer ‖UDiU
−1‖F on remarque que cette matrice représente la mul-

tiplication à droite par αi dans la base D de A dont les vecteurs ont pour
coordonnées dans la base (α1, . . . , αn) les colonnes de la matrice U (i.e. U est la
matrice de passage de la base D à la base (α1, . . . , αn)). Puisque tU−1QU−1 = I
on en déduit que la base D est orthonormée pour la norme | · |. Les coefficients
de la k-ième colonne de UDiU

−1 sont les scalaires yjk tels que si βk désigne le
k-ième vecteur de la base D alors βkαi = y1kβ1 + . . .+ ynkβn on en déduit

y21k + . . .+ y2nk = |βkαi|2 ≤ |αi|2

et en sommant sur tous les k on obtient

‖UDiU
−1‖2F =

n∑
k=1

y21k + . . .+ y2nk ≤ n|αi|2 ≤ nΣ2

et donc
‖w0 · U−1‖W ≤ sup

{
n1/2Σ, D

}
.

Similairement,

‖wr · U−1‖W = ‖(UD1U
−1, . . . , UDnU

−1, d0
tU−1Qρ(r)U−1,detU−2,detU2)‖W

≤ sup{‖UDiU
−1‖F , d0‖Uρ(r)U−1‖F , D}

et en utilisant les bornes déjà calculées on a

‖wr · U−1‖W ≤ sup
{
n1/2Σ, (nddg0)1/2, D

}
.
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4 Argument de compacité
Dans cette partie on montre une version particulière à notre contexte et

explicite du résultat suivant (voir [3], Chap VII, App 1, lemme 2) :

Proposition 4.1. Soient G = GLn(R), une représentation dans un espace
vectoriel réel V et un vecteur v ∈ V dont l’orbite v ·G est fermée dans V . Soient
C ∈ R et E = {z ∈ G, ‖v · z‖ ≤ C}. Alors il existe un compact M de G tel que
l’on ait E ⊂ Gv ·M où Gv est le groupe d’isotropie de v.

On utilisera notamment le résultat sur les ellipsoïdes (théo. 2.1) et les diffé-
rentes estimations pour les normes calculées dans la partie précédente.

Proposition 4.2. Soient Z ∈ GLn(R), r ∈ R et c > 0 un réel.
1. Si ‖(w0 ·U−1) ·Z‖W ≤ c alors il existe M0 ∈ GLn(R) avec les propriétés

suivantes
i) (w0 · U−1) ·M0 = (w0 · U−1) · Z,
ii) ‖M−10 ‖F ≤ cn‖U−1‖F |detZ|−1/n.

2. Si ‖(wr · U−1) · Z‖W ≤ c alors ‖Z‖2F ≤ cn
2

h0
.

Démonstration. Notons B = Z−1U . On remarque d’abord que la condition
(w0 · U−1) ·M = w0 ·B est équivalente aux conditions (I) et (II) suivantes :

M−1UDiU
−1M = BDiB

−1, ∀i = 1 . . . , n (I)

(detM)2 = (detZ)2 (II)

En regardant (I) de plus près on obtient

(I)⇔ B−1M−1UDi = DiB
−1M−1U, ∀i = 1, . . . , n

⇔ B−1M−1U ∈ Vect{G1 . . . , Gn}
⇔M−1 ∈ BVect{G1, . . . , Gn}U−1.

On remarque immédiatement que pour tout x ∈ Rn tel que |det
∑
xiGi| 6= 0

les matrices de la forme

M = |det(
∑

xiGi)|1/n
(
B(
∑

xiGi)U
−1
)−1

satisfont les conditions (I) et (II). Supposons pour l’instant que x ait cette
propriété. On commence par trouver une majoration de la norme de la matrice
B(
∑
xiGi)U

−1. Soient j ∈ {1, . . . , n} et ej le j-ème vecteur de la base canonique
de Rn. La j-ème colonne de la matrice B(

∑
xiGi) est :

B(
∑

xiGi)ej = B(
∑

xi(Giej))

= B(
∑

xi(Djei))

= BDj

∑
xiei

= BDjx

= BDjB
−1(Bx)
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et donc (car ‖w0 ·B−1‖W ≤ c)

‖B(
∑

xiGi)ej‖2 ≤ ‖BDjB
−1‖F ‖Bx‖2 ≤ c‖Bx‖2.

On en déduit

‖B(
∑

xiGi)U
−1‖2F ≤ ‖B(

∑
xiGi)‖2F ‖U−1‖2F

≤ nmax
j
‖B(

∑
xiGi)ej‖22‖U−1‖2F

≤ c2n‖U−1‖2F ‖Bx‖22.

Donc si |det
∑
xiGi| 6= 0, la norme de la matrice M−1 est bornée par

‖M−1‖2F ≤ c2n‖U−1‖2F
‖Bx‖22

|det
∑
xiGi|2/n

.

On rappelle que (α1, . . . , αn) est la Z-base de End(A) choisie dans (9). On
considère l’application

α : Rn → A

x 7→
∑

xiαi.

Avec cette notation, trouver x ∈ Rn tel que |det
∑
xiGi| 6= 0 revient à trouver

y ∈ A tel que |NA/R(y)| 6= 0 et poser ensuite x = α−1(y). On aura donc

‖Bx‖22
|det

∑
xiGi|2/n

=
‖Bα−1(y)‖22
|NA/R(y)|2/n

.

Pour trouver un tel y on utilise le theorème 2.1.
On pose

γ =
√
n
|detB|1/n√

D1/n

et on considère la forme quadratique réelle sur A définie par q(y) = 1
γ2 ‖Bα−1(y)‖22.

Calculons le volume de l’ellipsoïde défini par q où on considère le volume associé
à la mesure de Haar pour la norme ‖y‖α = ‖α−1(y)‖2 :

vol{y ∈ A, q(y) ≤ 1} =
γn

|detB|
vol{y ∈ A, ‖α−1(y)‖2 ≤ 1}

=
γn

|detB|
vol(B1,‖ ‖α).

De même on calcule vol{y ∈ A,Tr(yy†) ≤ n} =

√
n
n
vol(B1,‖ ‖α)
√
D

. On voit

donc que les deux ellipsoïdes ont le même volume et par le théorème 2.1 il
existe y1 ∈ A tel que q(y1) ≤ 1 et |NA/R(y1)| ≥ 1. On pose x = α−1(y1) et
M0 = |det(

∑
xiGi)|

1
n (Z−1U(

∑
xiGi)U

−1)−1 il s’en suit que

‖M−10 ‖F ≤ cn1/2‖U−1‖F γ
≤ cn‖U−1‖F |detB|1/nD−1/2n

≤ cn‖U−1‖F |detZ|−1/n
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donc M0 vérifie bien les conditions de la proposition.
Pour la deuxième partie de l’énoncé, voyons qu’à partir de ‖wr ·U−1 ·Z‖ ≤ c

on déduit la borne attendue pour ‖Z‖F . Soit h ∈ Rs tel que h2 = r et notons
H = Uρ(h)U−1. En utilisant le lemme 3.5 on remarque que

H = U−1Qρ(h)U−1

= U−1tρ(h)QU−1

= U−1tρ(h)U

= tH.

Ainsi H est symétrique et H2 = Uρ(r)U−1. L’hypothèse ‖wr · U−1 · Z‖ ≤ c
implique ‖d0 tZU−1Qρ(r)U−1Z‖ ≤ c et donc ‖d0 t(HZ)(HZ)‖F ≤ c.

Chaque coefficient de t(HZ)(HZ) est donc borné en valeur absolue par c
d0

et alors ‖HZ‖2F = tr(t(HZ)(HZ)) ≤ nc
d0
.

On écrit Z = H−1.HZ et d’après le lemme 3.13 on a

‖Z‖2F ≤ ‖H−1‖2F ‖HZ‖2F ≤
nc

d0
‖H−1‖2F .

En modifiant légèrement le calcul de ‖Uρ(r)U−1‖F effectué dans le lemme
3.15 et avec les bornes de la proposition 3.7 on trouve

‖H−1‖2F =

s∑
i=1

tr(ρ(r−1i )) ≤
s∑
i=1

nir
−1
i ≤ nh0.

On en déduit finalement ‖Z‖2F ≤ cn
2

h0
.

5 Ensembles de Siegel
Dans cette partie on démontre le deuxième résultat clé de la preuve. Il s’agit

d’une version effective d’un lemme de finitude de Borel ([1], lemme 6.2 p. 39)
adapté à notre problème. On rappelle d’abord quelques notions et résultats
classiques de réduction dans GLn(R).

On notera D le groupe des matrices diagonales à coefficients strictement
positifs, K le groupe orthogonal et T le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures de valeurs propres égales à un.

Définition 5.1. On appelle ensemble de Siegel de GLn(R) tout ensemble de la
forme St,u = KDtTu pour t, u des réels positifs où

Dt = {a ∈ D | aii ≤ tai+1,i+1 (i = 1, . . . , n− 1)}
Tu = {b ∈ T | |bij | ≤ u (1 ≤ i < j ≤ n)}.

Ces ensembles ont la propriété fondamentale suivante (voir [1], théo. 1.4 p.
14) :

Théorème 5.2. Pour tous t ≥ 2/
√

3 et u ≥ 1/2 on a

GLn(R) = St,uGLn(Z).
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En utilisant la propriété 3.12 on sait donc que l’ensemble qu’on cherche à
borner s’injecte dans

(Ω ∩ w0 · U−1S)×
⋃
r∈R

(Ω ∩ wr · U−1S)

avec S = S 2√
3
, 12
. Dans cette partie on calcule des bornes pour les normes des

éléments de wr · U−1S avec r ∈ R ∪ {0}. On fera ceci en se servant de la
proposition 4.2.

Dans toute la suite on notera S l’ensemble de Siegel S 2√
3
, 12

et pour x ∈ S,
on notera x = kxaxbx sa décomposition d’Iwasawa et yx = xa−1x .

Lemme 5.3. Soient v ∈W et x ∈ S. Alors

‖v · yx‖W ≤ n
n
2 +1

(
2√
3

)n(n−1)
‖v‖W

Démonstration. On vérifie facilement que les coefficients de la matrice axbxa−1x
sont de la forme (axbxa

−1
x )ij = aii

ajj
bij pour i ≤ j, et nuls autrement. Ils sont

donc bornés en valeur absolue par ( 2√
3
)n−1. On en déduit

‖yx‖F = ‖kxaxbxa−1x ‖F = ‖axbxa−1x ‖F ≤ n
(

2√
3

)n−1
.

Puisque y−1x = axb
−1
x a−1x

tkx, on en déduit (avec le lemme 3.13)

‖y−1x ‖F = ‖(axbxa−1x )−1k−1x ‖F = ‖(axbxa−1x )−1‖F ≤ n
n
2

(
2√
3

)(n−1)2

.

Maintenant lorsqu’on fait agir yx sur v on a

‖v · yx‖W ≤ sup{‖yx‖F ‖y−1x ‖F , ‖yx‖2F ,det(yx)2,det(yx)−2}‖v‖W

≤ nn2 +1

(
2√
3

)n(n−1)
‖v‖W .

Pour démontrer le lemme suivant, on décompose l’espace W en une somme
directe de sous-espaces et on travaille dans les projections. Rappelons que D
désigne l’ensemble des matrices diagonales à coefficients strictement positifs.
On remarque dans un premier temps :

Fait 1 : Soit (e1, . . . , eN ) la base canonique deW (N = n2(n+1)+2). Alors
∀a ∈ D, ∀l ∈ N, 1 ≤ l ≤ N , il existe µ(a) ∈ R tel que

el · a = µ(a)el.

En effet si Eij est la matrice dont le coefficient i, j est 1 et les autres sont nuls
l’action de a est donnée par

a−1Eija = ajja
−1
ii Eij pour les n3 premiers vecteurs de la base,

taEija = aiiajjEij pour les n2 vecteurs suivants,
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ou encore pour les deux derniers vecteurs de la base

(det a)2.1 = (
∏
i

a2ii).1 et

(det a)−2.1 = (
∏
i

a−2ii ).1.

On note
Wµ = {w ∈W | ∀a ∈ D, w · a = µ(a)w}.

Fait 2 : On dispose de n(3n−1)
2 + 3 fonctions µ : D → R différentes. En

effet, d’après la description faite plus haut on vérifie facilement que µ parcourt
l’ensemble des fonctions suivantes :

µ(a) = aiia
−1
jj où 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j

µ(a) = 1

µ(a) = aiiajj où 1 ≤ i ≤ j ≤ n

µ(a) =
∏
i

a2ii

µ(a) =
∏
i

a−2ii .

On a une somme directe
W =

⊕
µ

Wµ

et on notera Eµ : W → Wµ la projection de W sur Wµ. On remarque que
chaque vecteur ei de la base précédemment choisie pour W appartient à un des
sous-espaces Wµ.

Fait 3 : Si v ∈ Ω et Eµ(v) 6= 0 alors ‖Eµ(v)‖W ≥ 1.
En effet on vérifie facilement que si v ∈ Ω alors Eµ(v) ∈ Ω et de façon

évidente, si Eµ(v) 6= 0, ‖Eµ(v)‖W ≥ 1.

Lemme 5.4. Soient v ∈W , x ∈ S et zx = xa−2x . Si v · x ∈ Ω alors

‖v · zx‖W ≤
√

2n‖v · yx‖2W .

Démonstration. Posons c = ‖v · yx‖W . En utilisant la projection décrite ci-
dessus, on a que ‖Eµ(v · yx)‖W est aussi majoré par exemple par c. Puisque
∀w ∈W, ∀t ∈ GLn(R),∀a ∈ D, on a Eµ((w · t) ·a) = µ(a)Eµ(w · t), on en déduit

Eµ(v · zx) = Eµ(v · yxa−1x ) = µ(a−1x )Eµ(v · yx).

D’autre part
Eµ(v · yx) = µ(a−1x )Eµ(v · x).

En utilisant le fait 3, si Eµ(v · yx) 6= 0 on a

c ≥ ‖Eµ(v · yx)‖W ≥ |µ(ax)−1|

et alors |µ(ax)−1| ≤ c. On a finalement

‖Eµ(v · zx)‖W ≤ c2
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et en sommant pour tous les µ on obtient

‖v · zx‖2W ≤
∑
µ

‖Eµ(v · zx)‖2W

≤
∑
µ

c4

≤
(
n(3n− 1)

2
+ 3

)
c4

≤ 2n2‖v · yx‖4W .

Proposition 5.5. Soient r ∈ R∪{0}, vr = wr ·U−1 et x ∈ S tels que vr ·x ∈ Ω.

On pose cr =
√

2nn+3
(

2√
3

)2n(n−1)
‖vr‖2W . Alors

1. Si r = 0 il existe une matrice M0 telle que v0 · zx = v0 ·M0,

‖v0 · x‖W ≤ ‖v0‖W sup

{
D−1/2n

n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
‖M−10 ‖nF , D

}

et ‖M−10 ‖ ≤ c0n‖U−1‖FD
1
2n .

2. Si r 6= 0,

‖vr · x‖W ≤ ‖vr‖w

× sup

{
n
n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
‖zx‖nFD1/2, n6−n

(
4

3

)2(n−1)

‖zx‖2(n−1)F D,D

}

et ‖zx‖2F ≤ crn2h
−1
0 .

Démonstration. On applique les lemmes 5.4 et 5.3 à v = vr et x. On obtient

‖vr · zx‖W ≤ n
√

2‖vr · yx‖2W ≤
√

2nn+3

(
2√
3

)2n(n−1)

‖vr‖2W .

On remarque que si vr ·x ∈ Ω alors (en regardant les deux dernières coordonnées
de cet uplet) (det x)2

D et D
(det x)2 sont des entiers positifs ; on en déduit detx =

±D1/2 et donc det zx = ±D−1/2. On applique maintenant la proposition 4.2. Si
r = 0, on en déduit l’existence d’une matrice M0 telle que v0 · zx = v0 ·M0 et

‖M−10 ‖F ≤ c0n‖U−1‖F |det zx|−1/n = c0n‖U−1‖FD1/2n.

Soit S0 ∈ Iso(v0) tel que zx = S0M0. On rappelle que d’après le lemme 3.10,
Iso(v0) est stable par transposition. On écrit

zx = xa−2x

= (kxa
−1
x )(a2xbxa

−2
x ) et donc

kxa
−1
x = S0M0(a2xb

−1
x a−2x ).
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D’autre part t(kxa−1x )−1 = xb−1x donc

xb−1x = tS−10
tM−10 (a−2x

tbxa
2
x)

et donc
x = tS−10

tM−10 (a−2x
tbxa

2
x)bx.

On fait agir x sur v0 ; on a v0 · x = v0 · (tM−10 a−2x
tbxa

2
xbx). Notons

C0 = tM−10 a−2x
tbxa

2
xbx.

On en déduit

‖v0 · x‖W ≤ ‖v0‖W sup{‖C0‖F ‖C−10 ‖F ,det(C0)2,det(C0)−2}

et, comme on l’a remarqué ci-dessus, puisque v0 · C0 ∈ Ω, detC0 = ±D1/2. De
la même façon que dans la démonstration du lemme 5.3, les coefficients de la
matrice a−2x tbxa

2
x sont de la forme (a−2x

tbxa
2
x)ij =

a2jj
a2ii
bji (pour i ≥ j et nuls

autrement). Ils sont donc bornés en valeur absolue par ( 4
3 )n−1. En majorant

‖bx‖2F par n2 on trouve alors

‖C0‖2F ≤ ‖M−10 ‖2F ‖a−2x tbxa
2
x‖2F ‖bx‖2F

≤ ‖M−10 ‖2Fn4
(

4

3

)2(n−1)

et de façon similaire (en utilisant le lemme 3.13)

‖C−10 ‖2F ≤ ‖b−1x ‖2F ‖(a−2x tbxa
2
x)−1‖2F ‖M0‖2F

≤ n2n
(

4

3

)2(n−1)2

‖M0‖2F

≤ D−1nn+2

(
4

3

)2(n−1)2

‖M−10 ‖
2(n−1)
F .

En combinant les deux dernières bornes on a

‖C−10 ‖2F ‖C0‖2F ≤ D−1nn+6

(
4

3

)2n(n−1)

‖M−10 ‖2nF

et finalement

‖v0 · x‖W ≤ ‖v0‖W sup

{
D−1/2n

n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
‖M−10 ‖nF , D

}
.

Si r 6= 0 et x ∈ S sont tels que vr ·x ∈ Ω, alors le lemme 5.4 et la proposition
4.2 nous permettent de déduire une borne pour zx. On écrit comme au début
de la preuve

x = tz−1x (a−2x
tbxa

2
x)bx,

et on calcule comme ci-dessus des bornes pour ‖x‖F et ‖x−1‖F . On obtient

‖x‖F ≤ n2
(

4

3

)n−1
‖z−1x ‖F ≤ n3−

n
2

(
4

3

)n−1
‖zx‖n−1F D1/2
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et

‖x−1‖F ≤ ‖b−1x ‖F ‖(a−2x tbxa
2
x)−1‖F ‖zx‖F ≤ nn

(
4

3

)(n−1)2

‖zx‖F .

On en déduit

‖vr · x‖W ≤ sup{‖x‖F ‖x−1‖F , ‖x‖2F ,det(x)2,det(x)−2}‖vr‖W

≤ ‖vr‖W sup

{
n
n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
‖zx‖nFD1/2, n6−n

(
4

3

)2(n−1)

‖zx‖2(n−1)F D,D

}

6 Conclusion
Pour conclure, on n’a plus qu’à réunir les résultats démontrés précédemment.

Nous donnons un énoncé légèrement plus précis.

Théorème 6.1. Soient A une variété abélienne sur un corps K et d un entier
naturel non nul. Soient L0 une polarisation sur A et h0 = h0(A,L0) la racine
de son degré. On note P l’ensemble de classes de polarisations sur A de degré
d pour l’action naturelle de AutA. Alors

Card(P ) ≤ n12n
6

D4n5

h2n
6g

0 d(2n−1)n
3

où g = dimA, n = rg(End(A)) et D est le discriminant de End(A).

Démonstration. On commence par reprendre les bornes trouvées dans la pro-
position 5.5 et en donner des nouvelles en fonction uniquement de n,D, h0, g et
d. Soient r ∈ R ∪ {0}, vr = wr · U−1 et x ∈ S tels que vr · x ∈ Ω. D’après le
lemme 3.15,

‖v0‖W ≤ sup

{
1

2
n
n+3
2 D1/2h

n−1
2

0 , D

}
≤ 1

2
n
n+3
2 Dh

n−1
2

0 .

Dans un premier temps, on remplace ‖v0‖W par la borne ci-dessus dans la borne
pour c0. On a

c0 ≤ 2−3/2
(

4

3

)n(n−1)
n2(n+3)D2hn−10 ,

et on déduit

‖M−10 ‖F ≤ c0n‖U−1‖FD1/2n

≤ 2−n−
1
2

(
4

3

)n(n−1)
n
n2+5n+13

2 D
n
2 +1+ 1

2nh
(n2−1)

2
0 .

On reprend la borne de la proposition 5.5 :

‖v0 · x‖W ≤ ‖v0‖W sup

{
D−1/2n

n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
‖M−10 ‖nF , D

}
,
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puisque n ≥ 2, on a 2−n−
1
2n

n2+5n+13
2 ≥ 1. On a donc

‖v0 · x‖W ≤ ‖v0‖WD−1/2n
n
2 +3

(
4

3

)n(n−1)
×

(
2−n−

1
2

(
4

3

)n(n−1)
n
n2+5n+13

2 D
n
2 + 1

2n+1h
(n2−1)

2
0

)n

≤2−n
2−n2−1

(
4

3

)n(n2−1)

n
n3+5n2+15n+9

2 D
n2

2 +n+1h
n3−1

2
0 .

Notons b0 la borne qu’on vient de trouver et B0 la boule de W de centre 0 et
de rayon b0. Regardons maintenant le cas où r 6= 0. D’après la proposition 5.5
on a

‖zx‖2F ≤ 21/2nn+5

(
4

3

)n(n−1)
h−10 ‖vr‖2W

et donc

‖vr · x‖F ≤ ‖vr‖Wnn
2+3n+1

(
4

3

)(n−1)(n2−n+2)

2
n−1
2 D sup{A,B,C}

où

A = h
−n2
0 ‖vr‖nW ,

B = h1−n0 ‖vr‖2(n−1)W

C = 1.

Si on choisit une borne pour ‖vr‖W supérieure à h1/20 qu’on remplace dans les
termes ci-dessus, alors B l’emportera. D’après le lemme 3.15,

‖vr‖W ≤ sup{1

2
n
n+3
2 D1/2h

n−1
2

0 , n1/2hg0d
1/2, D} ≤ 1

2
n
n+3
2 Dh

ng
2

0 d1/2,

et cette borne est supérieure à h1/20 donc finalement

‖vr · x‖F ≤ n2n
2+ 11

2 n−
1
2

(
4

3

)n3−2n2+3n−2

2
1−3n

2 D2nh
1−n+(2n−1)ng2
0 dn−

1
2 .

Notons br la borne qu’on vient de trouver et BR la boule de W de centre 0 et
de rayon br (qui ne dépend pas du choix de r ∈ R \ {0}). Dans ce qui précède
nous avons donc démontré

Ω ∩ v0 ·S ⊂ Ω ∩B0 et
⋃
r∈R

(Ω ∩ vr ·S) ⊂ Ω ∩BR.

Puisque dans 3.12 on a trouvé une injection

Pold(A) ↪−→ (Ω ∩ w0 · U−1S)×
⋃
r∈R

(Ω ∩ wr · U−1S)

on n’a plus qu’à majorer le cardinal des ensembles Ω∩B0 et Ω∩BR. On utilisera
l’estimation suivante : si B est une boule de W de centre 0 et de rayon b alors

|Ω ∩B| ≤ (2b+ 1)n
2(n+1)+2 ≤ (3b)n

2+n+2
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et ainsi Card(P ) ≤ (9b0bR)n
2+n+2. En utilisant 4

3 ≤
√

2 et n ≥ 2, on a

9b0bR ≤ 27/2b0bR

≤ 2(n
2−1)(n−2)n

n3+9n2+26n+8
2 D

n2

2 +3n+1h
n3

2 −n+
1
2+

n(2n−1)
2 g

0 dn−
1
2

≤ n
3n3+5n2+24n+12

2 D
n2

2 +3n+1h
n3

2 −n+
1
2+

n(2n−1)
2 g

0 dn−
1
2

≤ n 13
2 n

3

D
9
4n

2

hn
3g

0 dn−
1
2 .

On utilise ensuite n3 + n2 + 2 ≤ 7
4n

3 et on a

Card(P ) ≤ n12n
6

D4n5

h2n
6g

0 d(2n−1)n
3

.

On en déduit immédiatement la borne donnée dans l’introduction

Card(P ) ≤ (n6Dhg0d)2n
6

.

Le théorème 1.3 se déduit facilement de ce résultat et des résultats de É. Gau-
dron et G. Rémond. Nous donnons un énoncé plus précis que celui donné dans
l’introduction.

Théorème 6.2. Soient A une variété abélienne de dimension g sur un corps
de nombres K et d un entier naturel non nul. Soit P l’ensemble de classes de
polarisations sur A de degré d pour l’action naturelle de AutA. Alors

Card(P ) ≤ 75394g
17

g5168g
17

([K : Q] max(1, log[K : Q], hF (A)))
640g15

d(2n−1)n
3

.

Démonstration. Dans [7] les auteurs donnent une majoration plutôt pour vol(End(A))

en fonction de Ξ(A) =
(

(7g)8g
2

[K : Q] max(1, log[K : Q], hF (A)
)2g2

. Pour ob-
tenir une majoration de D on peut par exemple utiliser le lemme 2.10 de [14]
où l’auteur montre que g−nD ≤ vol(EndA)2 ≤ (2g)nD. Notons ξ(A) = [K :
Q] max(1, log[K : Q], hF (A)). On remplace D et h0 dans le théorème ci-dessus,
on utilise la borne n ≤ 2g2 et on obtient

Card(P ) ≤ n12n
6

(gnΞ(A)g)4n
5

(
1

g!
Ξ(A)3/2)2n

6gd(2n−1)n
3

≤ 212n
6

780n
6g5g80n

6g5+24n6

ξ10n
6g3d(2n−1)n

3

≤ 7274g
12+5120g17g5120g

17+48g17ξ640g
15

d(2n−1)n
3

≤ 75394g
17

g5168g
17

ξ(A)640g
15

d(2n−1)n
3

.

On en déduit facilement la borne anoncée dans l’introduction

Card(P ) ≤
(
(7g)9ξ(A)

)640g17
d32g

8

.
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