Chapitre 7

Calcul fonctionnel holomorphe
dans les algebres de Banach

L’objet de ce chapitre est de définir un calcul fonctionnel holomorphe qui
prolonge le calcul fonctionnel polynomial et qui respecte les principales propriétés

algébriques et spectrales.

7.1 Aspect algébrique : calcul fonctionnel ra-
tionnel

Soit A une algebre unitaire complexe (non nécessairement normée) et z € A.
On suppose que o(x), le spectre de z, est non vide (c’est automatique si I'algebre
A est une algebre de Banach unitaire, comme on I’a vu au théoreme 6.2.1; en
général, c’est un sous-ensemble assez quelconque de C). Pour un polynéme p €

C[X]7
p(X) = Z aiXia

il est naturel de définir

Il est facile de vérifier (exercice!) que l'application

p: CX] — A
p  — px)
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est un morphisme d’algebres unitaires. De plus, le lemme 6.2.2 affirme que ¢
préserve les propriétés spectrales, dans le sens ou o(p(z)) = p(o(x)). D'un point
de vue purement algebrique, nous allons tout d’abord étendre ce calcul fonctionnel
aux fractions rationnelles.

Pour un sous-ensemble K de C, contenant le spectre de x, on note Rg 1'en-
semble des fractions rationnelles a coefficients complexes et a poles hors de K.
Il est facile de voir que Ry est une sous-algebre du corps C(X) des fractions
rationnelles a une indéterminée sur C et des que K est infini, Ry s’identifie a
une algebre de fonctions sur K (contenue dans I'algebre des fonctions continues

sur K et holomorphe a l'intérieur de K).

Proposition 7.1.1 Le calcul fonctionnel polynomial ¢, : C[X] — A, p.(p) =
p(z), s’étend de fagon unique en un morphisme d’algébres unitaires @, : R —

A. On notera encore

f(x) =@u(f),  pour f € Ry.

De plus, pour toute fraction rationnelle f € Ry, on a

Preuve : e Unicité : soit ¢, : Ry — A un morphisme d’algebres unitaires

qui étend le calcul fonctionnel polynomial. Soit f € Rg. Alors f s’écrit f = ]—?,

avec p,q € C[X], ¢ ne s’annulant pas sur K. En utilisant 1’égalité ¢.— = 1 dans
q

Rk et le fait que ¢, est un morphisme d’algebres unitaires, on a

0a(f) = 02(p)a G) = a(p)palq) " = pla)g(x) .

Pour I'unicité, il reste a remarquer que si f = b_ ﬂ, avec p, p1,q,q1 € C[X] et
q q
¢, q1 ne s’annulant pas sur K, on a

p(x)q(x)™ = pi()q ()" (7.1)
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Pour cela, notons que p(z)q(z) = (pg)(z) = (gp)(z) = g(z)p(z) implique que

Ip(x) = p(x)q(x)~t. Par conséquent, on en déduit que

q(z)”
(7.1) <=q(x) " 'p(x) = pr(x)q(x)
=p(r)q(z) = q(z)p1(2)

< (pq1)(x) = (gp1)(v),

et cette derniere égalité découle du fait que dans C[X], on a pg; = qp;.

e Existence : soit f € Ry. Alors f sécrit f = ]—9, avec p,q € C[X], ¢ ne
q
s’annulant pas sur K. Comme o(q(x)) = g(o(z)), on obtient que 0 ¢ o(q(x)).

Autrement dit, ¢(x) est inversible. On pose alors

eo(f) = p(x)g(z)".

D’apres le raisonnement précédent, cette définition a bien un sens car le membre
a gauche p(x)q(x)~! ne dépend pas du choix de p et ¢ dans la représentation de
la fraction rationnelle f. De plus, il est clair que cette définition prolonge bien
le calcul fonctionnel polynomial. Nous allons vérifier que ¢, est un morphisme
P1 D2

g=—€RgetA€C,ona
5l a2

d’algebre unitaires. Pour f =

Apr P
0o Af +9) =, (—1 + —2)
q1 qo

— <>\p1q2 + PQCh)
’ 4192

=(Ap1ga + pagn) () (@1g2) () !

=(Ap1(2)ga (@) + pa(2) 1 (7)) g2 () " ()
=Ap1(2)q1 () 7" + pa()ga(z) !

=Apa(f) + ¢a(9)-

1
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eutro = (52)
=(p1p2)(2)(q1g2) ()~
=p1(2)pa(2) g2 () ()"
=p1(2)q1 () "' pa()ga () !
=pz(f)px(9)-

Enfin, on a ¢,(1) = e! En conclusion, ¢, est bien un morphisme d’algebres

De méme, on a

1

unitaires qui prolonge le calcul fonctionnel polynomial.

e Montrons la propriété spectrale : soit A € o(x) et f € Rg. Ecrivons f = E,
q

avec p,q € C[X], ¢ ne s’annulant pas sur K. Comme A € o(z) C K, on peut

considérer la fraction rationnelle g(X) définie par

FX) = fOV)
9X) = ——F——
et on a - 2
5 ey (0 = p(V)g(X)
1K) = T T X =N
Comme

on en déduit que g € Ri. D'ou f(z) — f(N)e = (z — Xe)g(x) = g(x)(z — Ne) et
si f(x) — f(A)e est inversible, 1'égalité précédente implique que x — Ae est aussi
inversible, ce qui est absurde. Par conséquent, f(x)— f(A)e n’est pas inversible,
autrement dit, on a f(\) € o(f(x)). Finalement, on a prouvé que f(o(x)) C
o(f(x)).

Réciproquement, montrons que o(f(x)) C f(o(x)). Soit A € o(f(x)). Ecrivons

X)L p0) — M(X)
S =A=03) 1)
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ou a € C et (a;)1<i<ny est la suite des zéros (comptés avec multiplicité) du
polynéme p(X) — Ag(X). On peut bien stur supposer que a # 0 (sinon le résultat

est trivial!). En utilisant le fait que ¢, est un morphisme d’algebres, on a

f(x) — e =« <H(x — A,e)) q(z)t = agq(z) ™ <H($ — )\ie)> :

i=1 =1

Comme f(z) — Ae n’est pas inversible, on en déduit qu'il existe 7, 1 < i < N, tel

que aze — x n'est pas inversible. Donc «; € o(z) et f(a;) = lambda € f(o(x)).
Dot o(f(x)) C f(o(x)).

O

Dans le cas ou A est une algebre de Banach, le calcul fonctionnel, dit de

”Dunford-Schwarz” | étend ¢, a l'algebre des fonctions holomorphes dans un voi-

sinage du spectre de x. Pour le développer, nous allons exploiter la théorie des

algebres de Banach du chapitre précédent et la théorie des fonctions holomorphes

a valeurs dans un espace de Banach (dont on a fait un bref résumé dans I’Annexe

B).

7.2 Définitions et propriétés du calcul fonction-
nel holomorphe

7.2.1 Formules de Cauchy pour le cas polynémial et ra-
tionnel

Nous allons commencer par une formule qui va justifier notre définition du

calcul fonctionnel holomorphe.

Lemme 7.2.1 Soit A une algebre de Banach unitaire et x € A. Alors, pour tout

neN, ona

1
"= — [ XN'(de—z)td), (7.2)

2 Jp,

ou I', est le cercle de centre O et de rayon r positivement orienté, avec r > r(x).
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Preuve : Remarquons tout d’abord que pour A € I’ on a |\ =r > r(z) et
donc A € p(z). Par conséquent, la fonction A — A\*(Ae — x)~! est continue sur
un voisinage de I'’ et I'intégrale dans la formule (7.2) a bien un sens. En utilisant

la paramétrisation T'g(t) = re', t € [0,27], on a, par définition de l'intégrale

curviligne,
1 n -1 | i(n+1)t(,. it -1
— [ AN"(Ae—2x)d\= — e (re"e — )" dt. (7.3)
2im Jr, 2m Jo

Notons maintenant que le lemme 6.2.1 implique que pour |z| > [|z||, on a

k

R(z,7) = (ze =)' = ! <e - E)l = i zfﬂ' (7.4)

Comme z +—— R(z,x) est holomorphe pour |z| > r(x), la série entiere dans
I'égalité (7.4) converge en fait normalement dans tout domaine |z| > p > r(x).

Ainsi, on en déduit que

0 k
(re''e —x)t = E T
ar R gi(kt 1)t

avec convergence uniforme de la série par rapport a la variable d’intégration
t € [0, 27]. En utilisant (7.3), on peut donc permuter le signe ”somme et intégrale”

et écrire que

1 00 1 o
A (e — -1 A\ = k. n—k / i(n—k)t dt.
P (Ae —x) ,}0 zh "o i e

2im Jp,
i /271’ eipt g — 0 si P # 0
21 Jo 1 sip=0,

1
— [ X'(de—2)td\ = 2",

20T T,

Comme

on en déduit que

ce qui acheve la preuve du lemme.

Par linéarité, on obtient immédiatement le corollaire suivant :
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Corollaire 7.2.1 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A. Alors, pour
tout polynome p, on a

() = — /F p(V) (e — 7)1 dA, (7.5)

T m
ou T, est le cercle de centre O et de rayon r positivement orienté, avec r > r(x).

En utilisant une premiere fois la formule de Cauchy, nous allons montrer que la

formule (7.5) s’etend aux fractions rationnelles.

Proposition 7.2.1 Soient A une algeébre de Banach unitaire, x € A, f une
fraction rationnelle a poles hors de o(x) et I' un systeme de courbes fermées de
classe C* par morceauz et qui entoure o(x) dans 'ouvert C\ {péles de f}. Alors,

on a

f(z) = % /F fN) (e —z) ta. (7.6)

Preuve : En vertu de la décomposition en éléments simples d’'une fraction
rationnelle et de la linéarité (par rapport a f) des deux membres de la formule

(7.6), il suffit d’établir sa validité pour les polynomes et les fonctions
Gom A — (A —2)7", neN, z¢o(x).

Pour les polynomes, la formule (7.6) découle immédiatement du corollaire 7.2.1
et du théoreme de Cauchy version vectorielle (voir théoreme B.3.3). Il reste donc
a montrer que, pour z & o(x), pour n > 0, on a

1

20T T

I,(z): A—2)""Ae—z) td\ = (v — ze) " (7.7)

Nous allons montrer la formule (7.7) par récurrence sur n. Pour n = 0, la formule
(7.7) correspond a la formule pour les polynémes avec p(X) = 1. Supposons la
formule vraie au rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n 4+ 1. Rappelons

(voir (6.5)) que pour A, z € o(x), on a

Ae—a)t=(e—2) ' +(z-NDe—2) " (ze —2)"".
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En utilisant cette équation et la proposition B.2.1, on obtient que

2im 2im

Loii(2) = ( ! /F (A — 2)~(nD) d)\) (ze—x)l—( ! /F (A= 2)"(Ae — 2)! d)\) (ze—2)".

Par hypothese de récurrence, on a

1
— [ (A=2)"Ne—2)td\ = (z — ze)™".
2w T

De plus, comme I' entoure o(x) dans 'ouvert C\ {z}, on a n(I', z) = 0, ce qui
implique que
1

— [(A=2) "D ax=o.
2 ). A7)

Avec ces deux équations, on obtient alors

L1 (2) = —(2 = ze) "(ze —2) ™ = (1 — 2¢)” "V = g (2).

Par récurrence, la formule (7.7) est donc démontrée pour les fonctions g, ,, n > 0,
ce qui acheve la preuve de la proposition.

0

7.2.2 Définition du calcul fonctionnel de Dunford-Schwarz

En vertu de la proposition 7.2.1, il est naturel de poser la définition suivante.

Définition 7.2.1 Soit A une algebre de Banach unitaire, x € A et Q0 un ouvert
de C contenant le spectre de x. Pour f € Hol(Q2) et I' un systéme de courbes

fermées, de classe C' par morceauzx qui entoure o(x) dans ), on pose

fla) = % /F F(2)(ze — 2)~'d. (7.8)

Remarque 7.2.1 La formule (7.8) définit bien un élément de A qui ne dépend

pas du choiz de T d’aprés le théoreme de Cauchy version vectorielle (voir théoréme

B.3.3).
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7.2.3 Propriétés du calcul fonctionnel de Dunford-Schwarz

Le théoreme suivant résume ’essentiel des propriétés du calcul fonctionnel

holomorphe.

Théoréme 7.2.1 Soient A une algebre de Banach unitaire, v € A et Q0 un

ouvert de C contenant le spectre de x. Considérons

v Hol() — A
[ — fla).

Alors
a) ¥ est un morphisme d’algebres unitaires.

b) 1 est continue, si on munit Hol(2) de la topologie de la convergence uni-
forme tout compact. Autrement dit, si f,,f € Hol(Q) et (f,) converge
vers [ uniformément sur tout compact de €2, alors f,(x) tend vers f(x), si

n — 4+0o0.

c) Pour toute fonction f € Hol(S2), on a

d) Soit f € Hol(Q), U un ouvert contenant f(o(x)) et g € Hol(U). Alors
(g0 [)(x) = g(f(x)).

Preuve :

a) e la linéarité de 1) ne pose pas de probleme et est laissé en exercice.

e Montrons que, pour f,g € Hol(2), on a (fg)(z) = f(x)g(z). Pour ¢ > 0,
notons

Q. ={ e C:dist(\,o(z)) <e}.

Comme o(x) est un compact contenu dans l'ouvert €2, il existe € > 0 (suffisam-
ment petit) pour que €. soit contenu dans Q. D’apres la proposition B.1.2, on

peut alors choisir deux systemes de courbes fermées I' et I';, de classe C! par
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morceaux telles que I" entoure le compact o(x) dans Q. et I'; entoure le compact

Q. dans Q. Pour f, g € Hol(R), on peut alors écrire, par définition, que

- %/Ff()\)g()\)()\e—x)ld)\.

Mais la formule de Cauchy version scalaire (voir proposition B.1.4) implique que,

pour A € I'*) on a
1
flw) .

2 r,w—A

(f9)(z) = Gin)? /(/ f_A ) (A (e — z) " dA.

En utilisant I’équation de la résolvante (voir (6.5))

fA) =

D’ou

(Ae —2) ™t = (we —2) ' + (w—N)(Ne — ) Hwe —2)*

on obtient que (fg)(z) = I + I, avec

flw)gN)

rJr, w—A

(we — )"t dw d,

et
1 ~1 ~1
I, = Qin)? /F . flwgN) (e —z) (we — )" dwdA,

On a facilement que

- (1 fw ><we—x>ldw)g<A><Ae—x>ldA:f<x>g<x>.

2 2im

D’autre part, en utilisant le théoreme de Fubini, on a

L= (2;)2 /F (/F jg d)\) Flw)(we — 2) " du.

Or pour tout w € I'}, on a n(I",w) = 0, donc

/L)\))\d)\:o, Yw € T
rw-—

On en déduit donc que I; = 0. Ainsi (fg)(z) = I, = f(z)g(x).
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e Montrons que 9 (1) = e. D’apres le lemme 7.2.1,0n a

1 -
w(l):%[ﬁ()\e—x) Ydx=e.

Ceci acheve de prouver que ¥ est un morphisme d’algebres unitaires.
b) soit I' un systéme de courbes fermées, de classe C' par morceaux qui

entoure o(x) dans ). Alors, par définition, on a

1 -1
0() = 1le) = 5 [ SN ee =) d
Comme I'* est un compact contenu dans p(z), on a

M(T) = sup ||(ze — )7} < +oo.
zel™

Si on note alors par [ := /\dz\ la longueur de I', on obtient que, pour f €
r
Hol(R2), on a

[
@ < 5 [ 15GNIGe =0 dsl < 230 sup 7).

Ainsi, on en déduit que

MOl o142 — )L

2m zel*

1fn(z) = @) = 1 (fa = NI <

Comme I'* est un compact de §2, on a

lim sup [fu(2) = f(2)] =0,

n—-+o00 z€l*
d’ou

lim [ fo(2) = f(2)[| = 0.

n—-+o0o

c) e montrons que f(o(z)) C o(f(x)).

Soit A € o(x). Alors, la théorie des fonctions holomorphes implique qu'’il existe

g € Hol(Q) telle que
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D’ou, en appliquant le morphisme v, on a

f(@) = f(Ne = (z = Ae)g(x) = g(z)(z — Ae).

Comme A € o(x), on a x — e non inversible et donc f(z) — f(\)e non inversible
aussi. Autrement dit, on a f(\) € o(f(z)).

e réciproquement, montrons que o(f(z)) C f(o(x)).

Soit A & f(o(z)). Cela signifie que la fonction f — A ne s’annule pas sur o(x).
Puisque f est continue, il existe un ouvert U contenant o(z) et contenu dans 2
telle que la fonction f — A ne s’annule pas sur . Notons

1

g(Z) = m, zelU.
Alors g € Hol(U). D’apres les propriétés du calcul fonctionnel holomorphe (rela-

tivement a l'ouvert ), comme (f — A\)g =1 sur U, on a

e = ((f = Ng)(x) = (f(x) = Ae)g(x) = g(x)(f(x) — Ae).

Ceci entraine que f(z) — Ae € Znv(A), soit A & o(f(z)). Par contraposée, on
obtient donc le résultat.

d) considérons Qy = f~HU). 1l est clair que €y est un ouvert qui contient
o(z) et onago f e Hol(). Par conséquent, (g o f)(x) a bien un sens. D’autre
part, comme par hypothese o(f(x)) = f(o(z)) CU, g(f(z)) a aussi un sens.

Comme f(o(z)) est un compact contenu dans I'ouvert U, il existe un ouvert
V relativement compact tel que f(o(x)) C V C V C U. On choisit alors un
systeme de courbes fermées I'; de classe C' par morceaux et qui entoure V' dans
U. Autrement dit, on a I C U\ V et

1 sizeV
alyz) =4 07 C
0 sizeC\U.

Ainsi, on a o(z) C f~HY(V) C f~HU) = Qo. Donc W := f~1(V) est un ouvert qui
contient o(z) et on a

L fO) =1,  AeW.
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Fixons alors un contour I'y qui entoure o(x) dans W. Soit ¢ € I'j et posons

1
oe(2) = ———, zeW.
SRRy (O
Alors ¢ € Hol(W) et par définition du calcul fonctionnel holomorphe, on a
1
= — N(e —x)"tdA. 7.
ecw) = 5o [ peNre ) (79)

Comme I'y entoure o(f(z)) dans U, on a (encore par définition du calcul fonc-

tionnel holomorphe)

mmwﬂiﬁmmwﬁ@w@.

2w

En utilisant a), on voit que (Ce — f(x)) ™' = ¢¢(z) et avec (7.9), on obtient que

(@) = 5= [ 000 (= [ e = ar) ac

En utilisant le théoréeme de Fubini, on en déduit alors que

_ 1 9(¢) R
00 = g [, ([, 2y ) e o7 o
Or comme n(I'y, f(A)) =1, VA €Ty, on a

1 g(¢)

i . m d¢ = g(f(N),
d’ou
o(F2) = 5= [ 9O =) dA = (g0 1))

7.3 Exercices

Exercice 7.3.1 Soit A une algébre unitaire et x € A. On suppose qu’il existe
un polynome p € C[X] tel que p(x) = 04. Montrer que o(z) est contenu dans
I’ensemble des zéros de p.

Application : que peut-on dire du spectre d’un élément idempotent (i.e. % =
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Exercice 7.3.2 Soit A une algebre de Banach unitaire. On suppose qu’il existe
a € A tel que o(a) est non connexe. Montrer qu’il existe un élément idempotent

dans A non-trivial (i.e. un élément p € A tel que p> =p, p#0, p # e).

Exercice 7.3.3 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A. On suppose

que le spectre de x ne sépare pas 0 de oo. Montrer que
a) x admet des racines de tous les ordres dans A.

b) = admet un logarithme dans A.

Exercice 7.3.4 Soient X un espace de Banach et A, B, T € L(X). On suppose
que

BT =TA.

Montrer que, pour toute fonction f € Hol(c(A)Ua(B)), alors

f(B)T =Tf(A).
Supposons en plus que o(A) No(B) = 0. En déduire alors que T = 0.

Exercice 7.3.5 Soient H un espace de Hilbert, T € L(H), Q un ouvert de C
contenant o(T') et f € Hol(Q2). Montrer que

F(T)" = (1),

oit f(z) = T

Exercice 7.3.6 Soient A une algébre de Banach unitaire et commutative, I un
idéal de A, a € I, U un ouvert de C qui contient o(a) et f € Hol(UU). On suppose
que f(0) = 0. Montrer que f(a) € 1.



