CHAPTER 3. LES ESPACES L*

Chapter 3

Les espaces LF

3.1 Définition, inégalités de Holder et de Minkowski

Les résultats sont formulés pour un espace mesuré (2,7, u) quelconque, mais nous
sommes principalement intéressés par le cas ou (2 est une partie borélienne de R"
(munie de la tribu des boréliens) et la mesure est la mesure de Lebesgue, ou, dans le
cas ou ) est discret, avec la mesure discréete.

Pour éviter des cas exceptionnels, nous étendons quelques opérations arithmétiques
habituelles de [0, c0[ a [0, oc] de la facon naturelle. Donc a + co = oo pour tout a €
[0, 00], 0oP = oo pour 0 < p < oo, et ainsi de suite.

Définition 3.1.1. On pose, pour p > 1

LP(Qu) ={f: 92— Cmesurable t.q. || f||, < oo},
= Pd %
161 = ( [ 17

L2, n) ={f: Q2 — Cmesurable t.q. || f||o < o0},

On pose également

| flloc = inf{M > 0: |f(z)] < M p-presque partout}.

Il est facile a vérifier que pour tout o € C et f mesurable : |af]|, = |a|| f], ol
nous convenons que 0 - oo = 0. En particulier :

Lemme 3.1.2. Les espaces LP(S2, i) sont des C-e.v.
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Méme si 2 est un espace topologique compact, £>(€2, ) est différent de C(£2, C)
car les fonctions du premier ne sont pas forcément continues. La définition a un sens
méme pour p > 0, mais ce qui suit seulement si p > 1. On va donc toujours supposer
p =1

Sip € [1,00] on pose g € [1, ] t.q. %—F%: 1:sip=1alors ¢ = o0, si p = oo alors
g=1,etsinon: ¢ = 1_1; = ﬁ. On dit que p, ¢ sont des exposants conjugués. Quelques
identités pratiques pou; les exposants conjugués quand p,q > 1 :

p
p+aq=npq p—lza

Lemme 3.1.3 (Inégalité de Young). Soient a,b > 0 et 1 < p,q < oo deux exposants
conjugués. Alors

ab < a_:n + b—q.

p q

Proof. Sia = 0oub =0 cest facile, donc on peut supposer que a, b > 0.
Méthode I (rapide) : la fonction exp est convexe, ce qui veut dire que pour tous z, y
et pour tout A € [0, 1] nous avons exp(Az + (1 — A)y) < Aexp(x) + (1 — A) exp(y). En
particulier :

Ina? Ind? 1 1
ab = exp(In(ab)) = exp ( ne ) < —exp(Ina?) + — exp(In b?)
p q p q
a? bl
g

Méthode II (plus €élémentaire) : Nous observons que ¢ — 1 = 1. Posons f(t) =
% + % —at. Alors f'(t) =t —a =tr —aet f'(t) = %t%_l. L’unique point critique de
fpour 0 < t estty = at. Un calcul montre que f(t,) = < arti =aP —aP = 0
et f"(tp) > 0, donc f(tg) = 0 est le minimum de f pour 0 < ¢. On en déduit que
ab < % + % pour tous a, b, et qu'on a égalité si et seulement si b = a’, ou encore, si et
seulement si a? = b. b

Lemme 3.1.4 (Inégalité de Holder). Pour f, g mesurables :

Ifglly < 1 1sllgllq-
Proof. Sip =1 et ¢ = oo nous avons
9l = [ 1flslda < [ 1f1lgle i = gl [ 151 d
= [ fllillglloc-
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Le cas p = oo, ¢ = 1 est similaire. Autrement, nous avons 1 < p, ¢ < oo et nous pouvons
appliquer I'inégalité de Young. On suppose d’abord que || f||, = [|g]l, =1:

\fall, = /\fllg\du</(|f| %)du

1 1
:—/\f|pdu+—/|g\qdﬂz—Hf||§+—||9HZ
p q p q

1 1
= —+ - =1=7lslgls
P q p q

Traitons maintenant le cas général. Si || f|, = 0 c’est que f = 0 presque partout, d’ou
[ |fgldu = 0 et on peut conclure. Méme argument si ||g||, = 0, donc on peut supposer
que [ f{lp, [lgllq > 0. Dans ce cas, si || f||, = oo ou ||9Hq oo alors || f[|lgllg = oo, et Cest

bon aussi. Reste le cas 0 < || f||,, ||g]lq < co. Alors H Fi H = Hﬂt =1, H |l = 1let:
gl = 71119l <N lbllglle - L =11 1llgl
b ! ||f||p ||9||q | ! .
L_ERW
Corollaire 3.1.5. Si f € LP(Q, ), g € LI, u) alors fg € LY, p).
Lemme 3.1.6 (Inégalité de Holder iterée). Soit py, - ,p, € [1, 00| tel que >, pi =1

Alors pour f; mesurable

IT# <TTnsl
i=1 1 i=1

Proof. La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est que p; = 1, et
pour n = 2 c’est I'inégalité de Holder. Supposons pour n, donc, et démontrons pour
n + 1. Nécessairement il existe i tel que p; > 1, sinon ) ,_, n+ 1pii =n+1>1. On
peut supposer donc que p,,; > 1. Nous posons

n 1 -1 1 —1
r= — =11-— ,
(; pi) ( pn+1)

ce qui donne

1 1 1 1 1
1 <r<oo, -+ =1, et Z =r —:T—:l.




20 CHAPTER 3. LES ESPACES L”

Par hypothese de récurrence :

1115
i=1

Nous observons maintenant que pour toute fonction g et tout p € [1, 0o :

1 i=1

lgl"[|, = llgll;-

d’ou

n T

11

1=1

n

< H ||fiH;> ou encore
S '

n

11

1=1

n

< H |f’sz
T 1=

|
1

Maintenant nous appliquons l'inégalité de Holder a [T, fi, fn41 eta 2 + ﬁ = 1 pour

obtenir :
n+1 n
Hfi = (Hﬁ) * s
=1 1 i=1 1
n
< H fz ||fn+1||pn+1
=1 ||,
n n+1
< H ||lepL> ' ||fn+1||pn+1 = H ||fZHpL7
i=1 i=1
et la preuve est complete. RIS

Corollaire 3.1.7 (Inégalité de Schwarz).

‘/Qfgdﬂ\ < || ll2llgla-

Lemme 3.1.8 (Inégalité de Minkowski). Pour f, g mesurables

1+ glle < [ fllo + llglp- (3.1

Proof. Lescasp = 1oup = oo sont faciles. On peux donc supposer que 1 < p < oo. Soit
1 < g < oo l'exposant conjugué de p. Si || f||, = oo ou ||g|, = oo alors || f||, + l|lgll, = oo
Egalement, si ||f + ¢|, = 0, il n’y a rien a démontrer. On peut supposer donc que
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0<|If+gllpet]flyllgllec <oo. Démontrons d’abord que 0 < || f + g||, < co. En effet,
pour tous a,b > 0 nous avons (a + b)? < (2a)? + (2b)*, si bien que

£+ 9l = [1£+gPdu< [(51+ 197 dn
< /[(2|f\)p +(2lg)"] dp = 27| f1I5 + 2°[|g|Ip, < o
Multipliant (3.1) par || f + ¢||>~", il suffirait donc de démontrer que
L+ allp < ULfll + gl f + gl
Or, par Holder :

Hf+g||£=/|f+g\pdu§/(|f\+|g\)\f+g|p‘1du

= L7115+ gl L, + gl f + g
< WFI\1F + gl |, + gl |15+ g,
= (Ifllp |+ gll) | 1F + glP~]].-

Pour conclure, nous nous rappelons que p — 1 = §, d’ou :

P
q

Al

1+ glz™ = 1+ gllf = (/|f+g|pdu)

1
= ([1afran) = ol =i o, e

Théoreme 3.1.9. Soit p € [1,00]. LP(S2, i) est un espace vectoriel et || - ||, une seminorme
sur LP(2, ). Le quotient
LP(Q,p) = LP(Q, ) /N

(N est le sous-espace des fonctions qui s’annulent sur le complément d’un ensemble de
mesure nulle) est un espace normé pour la norme || - ||,.

LP(Q, ) est appelé I'espace des fonctions LP sur €), bien que ses éléments soient
des classes d’équivalence des fonctions. On a l'habitude de dire qu'un élément de
LP(Q, ) est une fonction, bien que strictement il s’agisse d’une classe de fonctions. En
particulier, dire pour f € LP(Q, 1) que f(x) € Y pour une partie Y C C n’a pas de sens
pour une mesure qui donne mesure 0 aux points. Par contre, f(z) € Y pu-p.t.x € Qaun
sens (u-p.t.x € Q veut dire : pour tout z € () a 'exception d'un ensemble de mesure 0).

Nous concluons avec un résultat qui est, en quelque sorte, la réciproque de
I'inégalité de Holder.
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Lemme 3.1.10. Soit 2 C R™ un ouvert et soit f: 2 — C mesurable. Supposons en outre
qu’il existe une constante C € R telle que

[1sslan<clal,  voeLi@)

olt p désigne la mesure de Lebesgue. Alors f € LP(Q2) (oit p et q sont conjugués) et
£l < C.

Proof. Quitte a remplacer f par |f| nous pouvons supposer que f est positive. Con-
sidérons d’abord les cas spéciaux ou p = 1 oup = oo. Sip = 1let g = oo,
le résultat est immédiat en prenant ¢ = 1 (la fonction constante). Si p = oo et
g = 1, nous raisonnons par 'absurde. Supposons, en effet, que ||f|l. > C, et po-
sons X = {z € Q: f(z) > ”m%w}. Alors u(X) > 0, et il existe un sous-ensemble
Y C X mesurable tel que 0 < u(Y) < oo. Prenons g = 1y. Nous obtenons

Ifle+C )y < /fg dp < Cllglli = Cu(Y),

une contradiction. Nous pouvons donc supposer que 1 < p, g < oc.

Pour N € N, posons fy(z) = 1—ynp» - min(f(x), N). Alors chaque fy est positive
mesurable, fy 7 f, et || fnl||, < co quelque soit p € [1,00]. Se rappelant que p — 1 = g,
nous obtenons :

TN= / fhdu < / 15 < Ol = Cll iz

Si f = 0 il n’y rien a démontrer, nous supposons donc que f # 0. Donc, pour tout
N assez grand nous avons fy # 0. Nous pouvons donc diviser par || fy|2~", d’'ot
| fwll, < C. Comme fy  f, nous obtenons || f||, < C. W11

3.2 Complétude des espaces L’

Théoréme 3.2.1 (Fischer Riesz — complétude de LP). LP(), u) est un espace normé
complet pour la norme || - ||,- De plus si (f,), est une suite de L”(2, 1) qui converge vers f
pour la norme || - ||,,, alors il existe une suite extraite ( f,, ), qui converge u-presque partout
vers f, c.-a.-d. p-p.t. x € Q : limy, f,,, () = f(2).

Proof. Soit {f,} une suite de Cauchy dans L?({2, x). Nous pouvons toujours passer a
une sous-suite {f,, } telle que || f, — fn, ., |l < 27%'. Posons :

) g:Z|fm+1_fm
1=0

k
9k = Z ‘fni+1 - fm
=0
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Alors ||gx||, < 1 pour tout k, {|gx|"} est une suite croissante de fonctions positives qui
tend vers |¢|?, d’ou par convergence monotone : ||g||, < 1. En particulier on a g(z) < oo
p.p- Cela veux dire que la série suivante converge absolument pour presque tout z, et
I'on peut définir :

f(l’) = fno(x> + Z(fnk+1 - fnk)(x>

La ou la série ne converge pas absolument (ensemble de mesure nulle) nous pouvons
poser f(x) = 0. Donc f,, — f p.p. En particulier, f est mesurable en tant que limite
p.p. de fonctions mesurables.

Il reste a montrer que f € LP(Q, u) et que f = limy, f,, = lim, f, en ||-||,. En effet,
71°< Lol + lgl @0t 171, < [[l ol + gl < 1 follo + llgll, < o0 Nous pouvons aussi
poser :

l+k

gi = Z |fm+1 - fm
=4

) QZIZ‘me_fm
=L

Alors ||gi|l, < 27 d’ol par convergence monotone | g*||, <27 Or, |f — f,| < ¢°, dou

Hf - fmg”p < HgéHp < 27 00 0.

Nous avons démontré que f,, — f en ||-|,. Comme {f,} est une suite de Cauchy en
|-||, elle doit converger a la méme limite. | PO

Corollaire 3.2.2. Si (f,), est une suite de L”({), 1) qui converge vers f € LP(), i) pour
la norme || - ||, et p-p.t. x € Q : limy, f,, () = g(z) pour une fonction g, alors p-p.t. x € 2

f(@) = g(x).
Corollaire 3.2.3. Soit (f,), une suite de LP(2, ;) t.q. la série >~ f, converge nor-
malement dans la norme || - |, c.-a.-d. > || full, < oo. Alors la série converge dans

LP(Q, ), c.-a.-d. il existe f € LP(Q, p) t.q. limy || f — S5 _ full, = 0.

3.3 Densité des fonctions continues a support compact
Ici nous supposons que 2 C R™ est un ouvert, que 'on munit de la topologie usuelle,
ainsi que de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue induites de R".

Définition 3.3.1. Une fonction f: {2 — C est a support compact s’il existe un compact
K C Q tel que f vaut zéro sur 2 \ K. Nous définissons 'ensemble des fonctions
continues a support compact sur ) :

C.(2) ={f: Q— C: f est continue et a support compact}.
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Nous appelons le support de f dans €2 'ensemble

suppq(f) = {z € Q: f(z) # 0} C Q,

ou 'adhérence est relative a la topologie de ). Alors f est a support compact précisé-
ment quand suppg,(f) est compact (pourquoi ?)

Lemme 3.3.2. L’espace C.(f2) est un C-espace vectoriel.

Proof. Soient f,g € C.(2) et A € C. Alors f + g et Af sont des fonctions continues.
Pour voir qu’elles sont a support compact nous vérifions aisément que :

_ Jsuppo(f) A#0
suppq(Af) = {g A0,
suppq(f + g) € suppq(f) U suppg(g).

Pour f + g nous utilisons aussi le fait que la réunion de deux compacts est un compact.
LKD)

Lemme 3.3.3. Pour tout 2 C R" ouvert et tout p € [1, ],

(i) Toute fonction continue a support compact appartient a LP({2), et pour p = oo nous
avons | f|leo = sup,eq [f(2)]-

(ii) Si deux fonctions f, g € C.(€2) sont égales p.p. alors elles sont égales.

En conséquence, nous pouvons identifier Uespace C.(§2) avec un sous espace vectoriel de
LP(Q).

Proof. Soit f € C.(Q). 1l existe donc un compact K C ) tel que f est nulle hors de K.
Comme f est continue et & compact, f est bornée sur K, et nous pouvons poser

M = sup [f(x)] = sup |f(z)].
zeK €

Il est clair que M est une borne presque partout pour f, d’ou || f|l. < M. Soit M’ une
autre borne presque partout pour f, donc pu(U) = 0ou U = {x € Q: |f|(z) > M'}.
Comme f est continue, U est ouvert de ) et donc de R”. Or, un ouvert non vide de R”
a mesure de Lebesgue non nulle, dot U = @. En d’autres mots M’ > |f(x)| pour tout
x, ou encore, M’ > M. On a démontré que M est la plus petit borne presque partout
pour f, c.a.d.:

[flloe = M = sup [f(x)]
€
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En particulier, f € L>().
Pour 1 < p < oo, on rappelle également que comme K est compact, il est borné,
donc p(K) est fini et

£l = ( / If\pdu); _ ( / |f\pdu)’1’ < (I (K))P = | fllett( ) < o,

d’ou f € LP(Q2). On a donc démontré la premiere affirmation.

Pour la deuxiéme, il suffit de montrer que si f(z) = 0 presque partout alors f = 0.
En effet, 'ensemble U = {z € Q: f(z) # 0} est un ouvert de 2 et donc de R". Comme
avant, si u(U) =0 cestque U = @, i.e., f = 0. [ P

Avant de démontrer le théoréme de Lusin on a besoin de 4 résultats, dont 3 rappels.

Fait 3.3.4 (Régularité de la mesure de Lebesgue — cours d’intégration). Soit B C R”
mesurable de mesure finie alors pour tout € > 0 il existe un compact K C R™ et un ouvert
U C R” tels que

KCBCU et p(UNB),u(BNK) <e.

Si B C Qot 2 C R"™ est un ouvert alors on peut remplacer U par €2 N U, et obtenir en
plus U C (.

Fait 3.3.5 (Le lemme d’Urysohn — cours de topologie). Soit U C R" ouvert et K C U
compact. Alors il existe une fonction continue f: R™ — [0,1] qui vaut 1 sur K et 0 en
dehors de U.

Fait 3.3.6 (Topologie - tout compact admet un voisinage compact). Soit K C U C R",
ou K est compact et U ouvert. Alors il existe un ouvert V telque K CV CV C U, etV
est compact.

Lemme 3.3.7. Soit f: Q0 — [0, 1] mesurable. Alors il existe une suite d’ensembles mesur-
ables A, tels que f = """ ,27"1,,.

Proof. Nous définissons pour chaquen > 1:

e =0, galr) = Y2714 @),
Ay ={z: f(2) > gnoa(x) +27"}.

Autrement dit, g,(x) = g,—1(z) + 27"14,(x). Nous prétendons que g,(z) < f(z) <
gn(x) + 27" pour tout = et n. En effet, pour n = 0 clest vrai car 0 < f(z) < 1. Sion
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suppose pour n — 1, alors g, (x) < f(z) < go1(x) +27" =g, _1(z) +2-27". Dans le
cas ol g,—1(z) < f(z) < gn—1(xz)+27" (donc x ¢ A, et g,(x) = g,—1(x)) comme dans le
casou g,,_1(2)+27" < f(z) < gp1(x)+27"+27" (iciz € A, et g,(x) = gp_1(z)+277)
nous avons g,(z) < f(z) < g.(z) +27".

Par conséquent f = lim,, g, = > -, 27"14,. | P

n=1
Théoreme 3.3.8 (Lusin). Soient f: Q2 — C une fonction mesurable telle que p{z: f(x) #
0} < oo. Alors pour tout ¢ > 0 il existe g € C.(£2, C) tel que

plfe: f(z) #g(x)}) <e.
En outre nous pouvons choisir g tel que ||g||o < ||f]]co-

Proof. Posons A = {z: f(z) # 0}. Nous considérons d’abord un cas trés particulier, et
pas la suite nous enleverons les hypotheses une par une.

Premier cas : f: 2 — [0,1] et A est compact. D’apres Fait[3.3.6]il existe un ouvert
Vitelque ACV CV CQetV est compact.

D’apres le Lemme, f s’exprime de la forme f = » >° 271, , ou les boréliens
A,, C Q) sont mesurables. Siz € A, alors f(x) > 0, donc A, C A C V pour tout n.

Puisque p(A) < oo, nous avons aussi (A,,) < co. D’apres la régularité de la mesure,
pour chaque n il existe un ouvert U, et un compact K, tels que K, C A, C U, et
w(U, ~ K,) < 27". Posons V,, = V N U,. Alors V,, est ouvert, et puisqu’on a vu que
A, CV,cestque A, CV,. Enoutre, u(V, ~ K,,) < pu(U, \ K,) <27 "e.

D’apres le Lemme d’Urysohn, pour chaque n il existe une fonction continue g, : 2 —
0, 1] qui vaut 1 sur K,, et 0 hors V,,. Nous posons g = >, 27 "g,, et prétendons que
c’est la fonction recherchée.
Continue : puisque Z';Zl 27"g, —r-s ¢ Uniformément, et une limite uniforme de
fonctions continues est continue.
A support compact : Si g(z) # 0 c’est que g,(z) # 0 pour au moins un n, donc z € V,, C
V C V. Or, V est compact.
Mesure de Uerreur < ¢ : Considérons x € Qetn > 1. Siz € K,, Cestque z € A,
et go(zr) =1 = 14,(z). Etsiz ¢ V,, cestque z ¢ A, et g,(x) = 0 = 14, (). En
d’autres mots, si g,(z) # 14,(x) cest que z € V,, \ K,,. Maintenant, rappelons-nous
queg=> 2 "g,etf=>",2""1, . Donc,sig(z) # f(x), Cestque g,(x) # 14, (z)
(et donc x € V,, \. K,,) pour au moins un n. Alors

o0

{zeQ: fx) #g()} € [ JVaN Kn),

n=1

d’ou

pf{r € Q: f(x) # g(x)} < Zu(Vn N Ky < 22_"5 =e.
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Ceci conclut le premier cas.

Second cas : f: Q) — [0,1]. (Mais A n’est pas nécessairement compact.) Puisque
u(A) < oo, d’apres la régularité de la mesure, nous trouvons K C A C U ou U est
ouvert, K compact et (U \ K) < ¢/2. Posons h = f - 1k. Alors h: Q — [0,1], et
{z: h(z) # 0} = K, et cest un compact. Donc h vérifie les hypotheéses du premier
cas, et il existe g € C.(Q2, C) tel que u{z: h(z) # g(z)} < /2. Nous observons que si
f(z) # h(z) alors f(z) # 0. Comme 1x(z) =0,z € A~ K. Alors :

{z: fz) # g(x)} Azt h(z) # g(x)} U{z: f(z) # h(z)}
={z: h(z) # g(x)} U (AN K),
d’ou
p{z: f(z) # g(x)}) < p({z: h(z) # g(2)}) + (AN K) <e.

Troisieme cas : f: QO — R=°. On consideére la suite B,, = {z: f(z) < n}. Cest une
suite croissante et | J B, = A, donc u(B,) — u(A). Puisque u(A) < oo, cela veut dire
que pour N suffisamment grand, u(By) > u(A) —¢/2, i.e., que u(A N By) < £/2. Nous

fixons un tel NV, et posons h = fl% Alors h: Q — [0, 1], et d’aprés le cas précédent
on trouve g € C.(2,C) tel que pu({z: h(z) # g(x)}) < €/2. Alors Ng € C.(02,C), et si
f(z) # h(z), cest que x € A\ By. Comme dans le cas précédent :

{z: f(z) # Ng(z)} S{x: Nh(z) # Ng(z)} U{z: f(x) # Nh(z)}
={z: h(z) # g(x)} U (A \ By),
d’ou
p({z: f(z) # g(2)}) < p{z: h(z) # g(2)}) + (AN B,) <e.

Quatriéme cas : f: Q0 — R. Posons f* = max(f,0), /= = max(—f,0). Donc
f=ft—fetf*: Q— R*. Dapres le cas précédent : il existe g, go € C.(9, C) tels
que

ple: fH() Zg(@)} <e/2,  plz: [7(2) # ga(2)} <e/2,
d’ou
pl: f(x) # (g1 — g2) (@)} < pfas fH(2) # gi(@)} <e/2+ pla: [~ (2) # ga(2)} <e/2 <e.

Cinquieme cas : f: 0 — C (le cas général). Posons f = f, +if;, ou f, et f; sont
les parties réelle et imaginaire de f, respectivement. D’apres le cas précédent : il existe
g1, g2 € C.(£2, C) tels que

p{: frle) #g(0)}) <e/2,  p({z: filz) # gi(2)}) <e/2,
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d’ou
p({z: f(x) # (91 +ige)(2)}) < p({z: fr(z) # gi(2)}) + p{z: fi(z) # g2(2)}) <e/2+¢/2=¢.

Il reste la partie « en outre. » Soit donc f: 2 — C comme dans les hypothese,
et ¢ comme dans la conclusion. Si ||f|l.c = oo alors ||g|l« < ||f|l« et c’est bon. Si
| fllo = 0 on remplace ¢ par la fonction 0, et c’est encore bon. Supposons donc que
0 < [[f]leo < 0. Nous définissions (: C — C par

El ™
((2) = {leflloo :

il o) > ]|

Nous remarquons que les deux définitions coincident quand |z| = || f||~-. La fonction ¢
est continue, donc h = ( o g est continue également. Aussi, h(z) # 0 si est seulement si
g(x) # 0, donc supp h = supp g est compact, et h € C.(2, C). En outre, |((z)| < || f]l«
pour tout z, d'ot ||kl < |/f]l«- Pour conclure, nous observons que si f(x) = g(z),
alors |g(z)| < ||f|l~ (en dehors d’'un ensemble de mesure nulle, dont on peut faire
abstraction) et donc h(z) = g(x) = f(x). Ainsi :

{w: f(x) # h(x)} € {a: f(x) # g(2)},
p{a: fx) # h(z)}) < p({z: f(z) # g(2)}) <e.

Ceci termine la preuve. C_EEX:

Lemme 3.3.9. Soit E((2) Uensemble des fonctions étagées s: {2 — C tel que pu({z: s(z) #
0}) < oo, a égalité presque partout prés. Alors E(S2) est dense dans LP(S2) pour tout
1 < p < oo (mais non pour p = c0).

Proof. D’abord il est facile a vérifier que E(Q2) C L?({2), et que c’est en outre un sous-
C-e.v,, quelque soit p (laissé en exercice). Il nous faut démontrer que tout f € LP(Q)
appartient a 'adhérence de F({2) dans L”(1).

Nous considérons d’abord le cas ol f est réelle positive : f: 2 — R™. Dans ce case,
on a déja vu dans le cours d’'intégration qu’il existe une suite croissante de fonctions
positives s,, € E() telles que s, (z) — f(z) a chaque point x. Autrement dit, |f(z) —
$n(2)| = 0. O, | f(z) — sn(2)] = f(2) = sn(z) < f(2), donc [f(z) — sn(2)[” < f(x)". O,
par hypotheése [ f?du < co. D’apres le théoréme de convergence dominée,

1 = sall? =/|f—sn|pdw /Oduz 0,

. Il-1
ie., s, — f.
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Maintenant soit f € L?(Q2) quelconque. On peut donc 'exprimer comme
f=9"—g +i(h" —h7),

ou g* et h* dont réelles, positives. Nous trouvons dans E((2) des suites s;,, — g7,
Som —> G 5 S3m — hT, San — h™. Posons t,, = s1, — Son + 1(S3.0 — San). Alors t,, € E(§2)
ett, — f. W5

Théoreme 3.3.10. Pour tout ouvert 2 C R" et tout 1 < p < oo (mais non pour p = o
1), Uensemble C.(52) est dense dans LP(f2).

En d’autres mots, pour toute fonction f € LP(2) et pour tout € > 0 il existe g € C.(Q2)
telle que ||g — f|l, < &, ou encore, il existe une suite {f,}, C C.(N2) telle que f,, — f en

-1l

Proof. Puisque E(f)) est dense dans L?, il suffit de montrer que pour toute fonction
s e E(Q)ete > 0il existe g € C.(Q2,C) t.q. ||g — s|l, < e. Puisque s est étagée elle
est bornée, et (par définition de F(2)) u({z: s(z) # 0}) < oco. Nous pouvons donc
appliquer le théoréme de Lusin : il existe g € C.(€2, C) telle que ||g||oo < ||s]/c €t

s 9(a) #s0h < (75 )

2||sloo
Alors,
/Ig—SIPd/L:/ g — s|”du
{z: g()#s(z)}
< p({z: g(z) # s(@)}) - lg — sll%
p
3
< (lglleo + [[slloc)” = €.
<2HSHOO)

Donc en effet, ||g — s||, < ¢ et le théoreme est démontré. [ P

Pour voir les limites de ce résultat, considérons un ouvert non vide quelconque
Q C R, et fixons = € Q. Soit r > 0 assez petit pour que B(z,2r) C 2, et posons
f = 1p(,. L est facile a voir que f € LP(Q2) pour tout p € [1, co]. Nous prétendons que
pour toute fonction continue g: @ — C nous avons || f — g[|s > 3.

En effet, soit y € ) tel que d(z,y) = r (par exemple y = z+(r,0,...,0)). Supposons
d’abord que |g(y)| < 3, et posons U = {z € Q: [g(z)| < 3}. Par continuité de g,
UNB(z,r) est un ouvert non vide dans lequel f = 1 etdonc |f—g| > 3, dott || f — g/ >
5. L'autre possibilité est que |g(y)| > 3. Pour chaque n posons V,, = {z € Q: [g(z)| >
5 — = }. Alors encore par continuité de g, V,, \ B(x,r) est un ouvert non vide sur lequel
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f=0et donc |f —g| > 3 — 1. Nous obtenons que || f — g/ > 3 — £ pour tout n, donc

— 2
1f =gl > 5
En particulier, C.(Q2) n’est jamais dense dans L>°(2) (sauf si 2 = &, que I'on exclut

de toute fagon).

Corollaire 3.3.11. Pour tout ouvert non vide 2 C R™ et tout 1 < p < oo, lespace
(Ce(€2), |Il,) est un espace normé incomplet.

Proof. Le fait que ||-||; soit une norme (et non une semi-norme) sur C.({2) est une con-
séquence du fait que C.(Q2) C LP(Q)) (cf. Lemme [3.3.3)). Si cette norme était compléte
on aurait par densité C.(2) = LP(Q2), ce qui n’est pas le cas : on vient juste de don-
ner un exemple d'une fonction f € L?(f2) qui n’est égale, ni méme presque partout, a
aucune fonction continue. | FRE

3.4 Convolution et inégalité de Young

Définition 3.4.1. Soit f, g : R” — C mesurables. On pose, formellement,

(f*g)(z) = . flx —y)g(y) dy,

la ou l'intégrale est définie, et nous appelons f * g le produit de convolution de f et g.

Lemme 3.4.2 (Distributivité du produit de convolution). Si (f x g)(x) et (f * h)(z) sont
définis alors (f * (g + h))(x) = ( * 9)(x) + (f * h)(a).

Proof. Immédiat. .,

Lemme 3.4.3 (Commutativité du produit de convolution). Pour tout x € R", si (f

g)(x) est bien défini, alors (g * f)(z) est aussi bien défini et nous avons (f * g)(x) =
(g f)(x)-
Proof. Immédiat d’apres le Théoréme de changement de variable. [ P

Quand est-ce que la fonction = — (f * g)(z) est bien définie? Réponse simple : si
f € LP(R™) et g € L1(R™) alors par I'inégalité de Holder :

. f@=y)g()dy| < [ fllpllgllq
donc f * g(z) existe, et

1f * glloc < [ £[lpll9lq-
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Si, par contre, f,g € L'(R") alors par le théoréeme de Fubini on a que f * g(x) est défini
pour presque tout z, et

1+ glle < [[fll2llglls-

Ceux-ci sont des cas particuliers de I'inégalité de Young.

Lemme 3.4.4. Soient 1 < p,q,r < oo tel que % + % + 1 = 2. Soient f € LP(R"),
g € LY(R"™) et h € L"(R"). Alors

Rn\(f*g)(l“)h(x)}dl“ < [[£llpllgllq Al

En particulier, (f * g)(x) est défini presque partout.

Proof. 1l est facile a vérifier que si |f| x |g|(z) existe (et est fini) alors f * g(z) existe et
|f*g(z)| <|f]*|g|(x). Il suffirait donc de démontrer pour |f|, |g| et |h|. Autrement dit,
nous pouvons supposer que f, g et h sont des fonctions positives.

Tout d’abord, si » = 1 alors p et ¢ sont des exposants conjugués. Il en découle que

1F* gllee < I Fllnllgllq> A0

/Rn<f*9)<x>h<$)dfﬂ < £ llpllgllallAll1-

Supposons maintenant que p = 1, donc ¢ et r sont des exposants conjugués. Posons
g(x) = g(—=). Alors ||g||, = ||7ll4, et par le méme raisonnement que tout a ’heure nous
avons :

[ Ga@n@de= [ fale— b deds= [ f)aty—ohie) dedy

nxR"

= | fWg k) dy < [Iflxlglalill-

Comme f x g = g x f, cela recouvre aussi le cas ou ¢ = 1. Nous pouvons donc supposer
dans la suite que 1 < p, ¢, r < oo.
Soient p/, ¢’ et 1’ les exposants conjugués respectifs de p, ¢ et r i.e.,

1 1 _ 1 1 _
E+?—1et;+;—1.Posons

1 _
+5 =1,

D=
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Alors

[ atwwy ey = [ se—yratorasis= [ ps [ g

d’ou
P 4
el = (£l gllg™"
Ou ||a||,- est la norme de L (R?"). D’'une maniére similaire on obtient
a L A r
1Bl = llgllg” [1Pll7", ivllg = LAl Al

On vérifie en outre que ;; + ; + ., = 1, d'olt

On obtient :

el 1Bl 1Yl = [ 1Ipllgllgll2llr, — (aBy)(2,y) = flz —y)g(y)h(z).

En conclusion,

[ a@h@rde= [ ate)steunte) dady = lagsl < ol I8l = 17 blall -

Ou <* découle de l'inégalité de Holder itérée. W,

Théoréme 3.4.5 (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q,r < oo tel que % + % =141,
et soient f € LP(R"), g € LY(R™). Alors f x g est défini presque partout, et appartient a
L"(R"), avec

1f = glle < [1fllpllgllg-

Proof. Sir =1 alors p = ¢ = 1 et le résultat est déja connu. Si r = oo alors p et ¢ sont
conjugués et le résultat est déja connu. Ceci est en particulier le cas si p = oo (ce qui
entralne ¢ = 1, r = oo) ou ¢ = oo (entraine p = 1 et r = o). Nous pouvons supposer
doncquel <p,g<ooetl <r < oo.

Soit 1 < 1 < oo I'exposant conjugué de r. Nous avons & + L + . = 2, et d’apres le
lemme précédent nous avons, pour tout h € L' (R") :

/I(f *g)(@)h(@)| de <[ fllpllgll 1l

D’apres le Lemme([3.1.10/il en découle que fxg € L"(R") et || fxgll» < |/ fllpllg9ll;: Msas
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Le produit de convolution peut aussi étre défini sur Z¢ avec la mesure discréte de
poids 1 : pour f,g: 2" — C,

(fxg)(x) == flz—y)gy),

yeL”

s’il existe.

3.5 Densité des fonctions lisses

On se rappelle (cours de topologie) que si X C R" et f: X — C une fonction, alors

e f est dite uniformément continue pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que, pour tout
xz,y € R, si|x —y| < §alors |f(z) — f(y)| < e. La distance sur R™ est la distance
euclidienne : |x| = /> 27

e Si X est compact et f est continue alors f est uniformément continue.
Lemme 3.5.1. Soit f € C.(R"). Alors f est uniformément continue.

Proof. Puisque supp f est compact, il existe M tel que supp f C [-M, M]". Alors f est
continue, et donc uniformément continue, sur [—-M — 1, M + 1]*, qui est compact.
Soit maintenant ¢ > 0 donné. Il existe donc 6 > 0 t.q., si z,y € [-M — 1, M + 1]"
et [vt —y| < ¢ alors |f(x) — f(y)] < e. Sié > 1, cela reste vrai aussi pour 6 = 1.
Nous pouvons donc supposer que 0 < § < 1. Il suffirait de montrer que pour tous
z,y € R", si |z —y| < § alors |f(z) — f(y)] < e. Nous considérons des cas. Si
x € [-M,M]" alors y € [-M — 1,M + 1]" (car § < 1), d'ou |f(z) — f(y)| < e. Si
y € [-M, M]", le méme raisonnement marche. Reste le cas ol z,y ¢ [—M, M]", mais
alors |f(z) — f(y)]=0—-0|=0<e. W,

Proposition 3.5.2. Soit f,j € C.(R") t.q. [;.jdu = 1et j > 0. Pose pour ¢ > 0
. 1  /x
Je(r) = 2 (g) :

Alors f x j. — f simplement et en || - ||, pour tout p € [1,00[. En outre, f * j. a support
compact.

Proof. Puisque suppj et supp f sont compacts, supposons que suppj,suppf C
[—M, M]". Nous remarquons que :

(D [j. =1 pour toute > 0.
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G | f * Jelloo < N f]oo-
(iii) suppj. C [-eM,eM]",

(iv) supp f * j. C [—(1 +¢)M, (1 + ¢)M]. En particulier, si ¢ < 1 alors supp f * j. C
[—2M,2M]", et de toute facon f x j. est de support borné, donc compact.

Montrons d’abord la convergence simple. On se donne r > 0 tres petit. Alors il existe
un § > 0 tel que, si |z — y| < ¢ alors | f(z) — f(y)| < r. Pour tout ¢ < r € R" et
y € [-eM,eM]" nous avons alors

ly| < vVneM < § = |f(x—y)— f@)] <,

s
NV

d’ou
F2i0) = 1@l = | [ 1= i)y~ [ i)
= | [Urte =) - sl
< [ 15 =) - F@)li.to) dy
= [ a9 = F@l) dy

IN

i (y) dy
[—eM,eM]™

T.

Nous avons donc bien |f * j.(z) — f(z)| =0 0 quand ¢ — 0, d’ou la convergence
simple. Pour p € [1,00| cela donne |f * j.(x) — f(x)|P —.-0 0. Posons maintenant
h = 1an2m (2] fllo)?. Alors [ h < oo, et dés que e < 1, nous avons |f * j. — f[? < h.
D’apres le Théoreme de la Convergence Dominée :

Wﬁk—HKZ/VHfﬁV%HN,

d’ot la convergence en norme || - ||, [ P
Définition 3.5.3. Soit o = (o, - -+, ;) € N et pose
o™ 0% f(x)
D- — . _
/() ox]" Oxan

Une fonction f : U — C, U C R™ ouvert, est lisse si D®f est continue pour tout
a = (ag, - ,a,) € N*. On note C*(U) les fonctions lisses de U — C, C.(U) les
fonctions continue a support compact et C2°(U) = C.(U) N C>(U).
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Fait 3.5.4. La fonction

0 <0
J(@) = {e_% x> 0.
de R — R est lisse.
Lemme 3.5.5. Il existe une fonction j € C°(R") positive telle que [ jdp = 1.

Proof. Nous observons que x — |z|?> = _ z? est lisse sur R". Il en découle que

0 x| > 1

glz) = f(1—|z*) = { !

e -l x| <1

est lisse sur R". Elle est positive et non nulle d’'ott [ ¢ > 0. Aussi, supp g C [—1,1]" d’ot
g € C2(R") et ||g|[y < oc. Finalement j = % est comme voulu. W;ss

Rappel (théoréme de la valeur moyenne) : soit g : [a,b] — R continue sur [a, b] et
dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b| t.q.

Lemme 3.5.6. Soit f € L'(R"), j € C°(R"), j positive. Alors f x j € C°(R") et
D(f % j) = f=Dj.
Side plus f € C.(R") alors f xj € C°(R").

Proof. Pour voir que D*(f x j) = f = D*j il suffit de montrer que %i(f xj) = f* a%ij’
le cas général en découle par récurrence. Aussi, il suffit de considérer le cas de x;.
Puisque a% Jj € C*(R"), cest en particulier une fonction uniformément continue : pour
tout ¢ > 0 il existe § > 0 t.q.... On se donne un ¢ > 0 tres petit, et le § > 0 qui
correspond.

Soit maintenant v = (1,0,...0) € R™. Posons g,(y) = w Alors on calcule
que :
fxjlx+hv)— fxj(x
CEIDETLY G N

D’apres le théoreme de la valeur moyenne, pour tout y il existe A’ tq |h/| < |h| et

o . ,
gn(y) = 8—1’1j(y + h'v).
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Si en outre || < J, on obtient

gnly) - a—mﬂw\ <e

Donc, pour |h| < J,ona:

[t ) = fxj(x)
h

0 .
8—x1($)

— fx

- 'f )~ f x i)

_ '/f(a:—y) (gh(y) - aixlj(y)) dy'
< [ 111w =)l dy

<ell £l

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, ceci montre exactement que

xj(x+hv)— x4 o .
USHIC Z) f+i@) —hoo f ¥ —8:)31‘7@)’
i.e.,
0 , 0 .
6—:171f *j=fx 8—:):1]' W6

Théoréme 3.5.7 (Densité des fonctions lisses). Pour tout p € [1,00], le sous-espace
C*(R™) C LP(R") est dense (pour la norme || - ||,,).

Proof. Puisque C.(R") est dense dans L”(R"), il suffit de montrer que C>°(R") est dense
dans C.(R") en || - ||,.

En effet, soit f € C.(R") (donc en particulier, f € L*(R)). Soit aussi j € C°(R"),
positive, [j = 1. Alors f % j. —..0 f en | - ||,, et chaque f x j. est C* de support
compact. s,



