CHAPTER 5. LA TRANSFORMATION DE FOURIER

Chapter 5

L.a transformation de Fourier

5.1 La transformation de Fourier sur L!(R")

Définition 5.1.1. Soit f € L'(R"). On appelle transformée de Fourier de f la fonction
f : R™ — C définie par

fle)= | st
oux-{=> . x¢ dans une base orthonormale pour R".
Lemme 5.1.2. f(¢) est défini pour tout ¢ et | f(€)| < ||f|. En particulier; || f||s < ||f]]1-
Proof. Immédiat. LR

Théoreme 5.1.3 (Riemann-Lebesgue). Pour toute f € L'(R") on a f e CoRM).
L’application F : L*(R™) — Co(R™), F(f) = f, dite la transformation de Fourier, est
linéaire et continue.

Proof. La linéarité est immédiate. La continuité est une conséquence du théoréme de
continuité sous le signe de 'intégrale (Théoreme appliqué a la fonction g(z, &) =
e~2mi=€ f(1). Nous avons donc f € C(R™), et il reste a vérifier que f(¢) — 0 quand
& — 0.

Supposons d’abord que f € C°(R™). Alors f est intégrable, ainsi que ses dérivée
partielles 8%. Soit M assez grand pour que supp(f) C [-M, M]™. Autrement dit, f est
nulle en dehors de [-/, M]", et par continuité, en dehors de |-/, M[". Fixons une
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direction j. Utilisant I'intégration par parties, nous calculons :
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— e (s - [ et
J

-M Oxj

1 o .0

— : / €—2mm-§_f d.ﬁ(}j,
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2mi&; Jrn Oz, 2m&;

G

of
Ainsi, pour tout > 0, si [|¢]l. > max; 22" alors [f(¢)] < e.

Maintenant, traitons le cas général. Soit ¢ > 0. Par la densité des fonctions lisses
a support compact il existe une fonction g € C°(R") tell que ||f — g]i < ¢/2. Il en
découle que | f(€) — §(£)| < /2 pour tout £. Par le paragraphe précédent, si ||€]|. est

assez grand alors |§(€)| < £/2 et |f(€)] < e. W

Il

Exemple 5.1.4 (Transformée de Fourier de la Gaussienne). On a
Flem)() = amte 5T,
ot [z| = ||zl

Proof. Nous admettons que

/ e dt = 1.

La théorie des fonctions a une variable complexe nous permet d’en déduire que

/ e T g = 1

—0o0

pour ¢ € R, d’ou

—am(t+ic)? _
e dt = —
/—oo \/a
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pour ¢ € R eta > 0. Alors

— 2 _omiz-
e ar|z| e 27r2:v§dx

FleeP) ) =

it
e—am > (:v§+2mj ) dr

i€ &2
eI > ((:(:j+73)2+a%) dr

g T T

n

= 6_%52/ (H e—aw(rj'i-i%Tj)Q) dz
S

= ¢l H (/ €_M(xj+i%j)2 dfj)
R

J

=q %6_5‘5‘2.

L_EEW

5.1.1 Transformation de Fourier et dérivation

Théoréme 5.1.5. Soit f € L'(R"). On suppose que = — x; f(x) est intégrable. Alors f
est de classe C* et

o
a—gj = —2miF (z;f(z)).
Proof. Posons g(x,&) = e~ 2@ f(z), et calculons :
0 .
8—5]- = —2mix;e” T f ().
Cette dérivée partielle est continue pour tout z et g—g = 2m|x; f(x)| est par hypothese

une fonction intégrable.
Les hypotheses du théoreme de la dérivation sous le signe de Iintégrale
(Théoreme [2.5.2) sont donc vérifiées, et nous avons

0f _ 9 —2miz: — - —2mia- _ :
5= o [ @ dr = 2mi [0S (@) de = 2T (@), B

Pour o« € N" nous écrivons

of =) oy 2" =[]y,
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et si f est de classe C1*l :
olal olel
Oxe” — Oxt- .- Qxon

Corollaire 5.1.6. Soit f : R* — C une fonction t.q. = — (1 + |z|)* f(x) est intégrable.
Alors f est de classe C* et pour o € N, |a| <k :

D f (&) = (—2mi) | F(z®f) = F((—2miz)*f).

Théoréme 5.1.7. Soit f : R® — C une fonction de classe C'. On suppose que f et la
dérivée partielle g—g sont intégrables. Alors

Df =

7 (g_gi) (€) = 2mig; £(€).

Proof. Pour simplicité de notation nous considérons le cas n = 1. Fixons M; < M, réels
positifs. Intégrant par parties :

My df . , Mz
/ e—27rwc£_(x) dr = 6—27rzM2£f(M2) _ e—27rZM1§f(Ml) + 271_25 6—2mx§f(x) dzr.
M dx My

Comme f et % sont intégrables, on obtient (e.g., par convergence dominée)

Mo ] d Mo ] d
lim e_zmxg—f(x) dr = / e_zmxg—f(x) dz,

Mi——oo Jpp dz . dx
Mo ‘ Mo ‘
lim eI f (1) dw = / e f (1) du.
Mp——o0 M, —00

Il en découle que limyy, o, e 2" £( M) existe, et comme f est intégrable I'unique
limite possible est zéro. Par le méme raisonnement limyy, o, e~ 2728 f(M,) = 0, d’'ou

df o . M —2mix§ df
F <%) (&) = M1—>—1;OITIM2—>OO /Ml e %(x) dx

Mo 4
= lim 21 eI f (1) d

M1—>—OO,M2—>OO M1

= 2m’§f(§). N,

Corollaire 5.1.8. Soit f : R® — C une fonction de classe C*. On suppose que [ et toutes
ses dérivées partielles jusqu’a Uordre k sont intégrables. Alors on a |£[*f(£) € Co(RM), i.e.,

lim_¢|*f(¢) =0,
€] =00
etpour a« € N", |a| < k:

F(Df) = (2mi)llee f = (2mig)*f.
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5.1.2 Convolution sur L!

51

D’apres 'inégalité de Young (Théoréme le produit de convolution est bien défini

sur L'(R") et on a
1f *glly < [ fl1llglls-

C’est un produit associatif et commutatif.
Théoréme 5.1.9. Soient f,g € L'(R"). Alors

fxg=fq
Proof. Par Fubini,

Frae) = [ emiegadn= [ [ e sy)gta—y)dody

n

= [ ememsa - pad sy ay
= [ aee ) dy
R

5.1.3 Synthese spectrale

La synthese spectrale concerne I'inversion de la transformation de Fourier.

Théoreéme 5.1.10. Soit f € L'(R") et aussi F(f) € L'(R"). Alors p.p.

oll

Fo)a) = F@) = [ s

Corollaire 5.1.11. La transformation de Fourier est injective.

L ERRS

Mais I'image de la transformation de Fourier sur L'(R™) n’est pas tout Cp(R").
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5.2 La transformation de Fourier sur l’espace de
Schwartz S(R")
Le but est de restreindre la transformation de Fourier sur un domaine qu’elle préserve.

Définition 5.2.1. On appelle une fonction f : R® — C a décroissance rapide, si elle est
de classe O et si pour tout o € N¥ et 3 € N™ :

D f(z) € CoR™),  ie,  2’Df(z) 50,

S(R™) est 'espace des fonctions R" — C a décroissance rapide, elle est appelée la classe
de Schwartz.

Lemme 5.2.2. Pour tout p € [1, ],

/;dt@o
r (1+t2)P ’

Lemme 5.2.3. On a les inclusions
C>*(R") c S(R™) ¢ LY(R™) N L*(R™) N Cy(R™).
C2°(R™) est dense dans L'(R™) N L*(R™) pour les normes || - || et || - || (Théoréme 3.5.7).

Lemme 5.2.4. La classe de Schwartz est close par :

9

Bzvi’

(i) Dérivation ou plus généralement, par D%, o € NF.
(i) Multiplication par z;, ou plus généralement, par x*.
(iii) Par conjugaison complexe.

(iv) Par la transformée de Fourier.

Théoreme 5.2.5. La restriction de la transformation de Fourier a S(R") est un auto-
morphisme d’espaces vectoriels F: S(R") = S(R™).

5.3 La transformation de Fourier-Plancherel sur L?(R")

Le but est de prolonger la transformation de Fourier (ou plutét sa restriction a L!(R™) N
L?(R™)) a L*(R™).



5.3. LA TRANSFORMATION DE FOURIER-PLANCHEREL SUR L*(RY) 53
Lemme 5.3.1. Soit f € L'(R") N L*(R"). Alors il existe une suite (f,), dans C>(R"),

t.q.
LI B

Théoreme 5.3.2. Soit f € L'(R™) N L?(R"). Alors F(f) € L*(R") et on a
[1s@Pds = [17(©P

A compléter. On démontre d’abord pour f € C°(R™).

[1itera = [ i a
-/ { Flayemited dx} e de

Puisque f et f sont toute les deux dans L', [ [ |f(z)||f(€)| dzdé < co. Par le théoréme
de Fubini, nous avons donc droit aux manipulations suivantes :

o= [ [ H@F©e e dudg
- / { / f(g)e2mites) dg] () da
-/ [ [ Fgyemias dg} f(w) do

— [FH@ @) dx
- / F@) /() de = / (@) de

Puis on utilise le fait que || f||.c < || |1 N3,

Théoréme 5.3.3 (Plancherel). La restriction de la transformation du Fourier a L'(R™) N
L?(R™) posséde un unique prolongement continu

P [2(R") — LA(R").

En outre, P est une isomorphisme isométrique, c’est-a-dire ||P(f)||2 = || f||2, dont Uinverse
est donné par P~1(f) = P(f).
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P est appelé la transformation de Fourier-Plancherel.

Proposition 5.3.4. Soit f € L*(R™). Supposons que pour presque tout &
—ix- R—oo
[ st 5 (e
lz|[<R

(ceci définit o presque partout). Alors P(f) = .
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Chapter 6

Exercices

6.1 Autour du théoreme de Stone-Weierstrafl

Exercice 6.1.1. Soit X un espace métrique. Montrer que Cy(X,R) est fermé dans
Cy(X,R).

Exercice 6.1.2. Soit X un espace métrique tel que Cy(X,R) = Cy(X,R).
Que dire de X ?

Exercice 6.1.3. Soit £ un espace vectoriel normé de dimension infinie. Déterminer
Co(E,R).

Exercice 6.1.4. Soit a < b deux réels, et soit D I'ensemble des fonctions dérivables de
[a, b] vers R. Montrer que D est une sous-algebre de C ([a, b], R) dense dans cette algebre
munie de la norme ||.||... En déduire qu'’il existe une suite de fonctions dérivables
convergeant uniformément sur [a, b] et dont la limite uniforme n’est pas une fonction
dérivable. Sauriez-vous en donner des exemples explicites ?

Exercice 6.1.5. (i) Soit X un compact de R". Montrer que toute fonction continue
de X vers R est limite uniforme dans X d’une suite de fonctions polynomiales a
n variables.

(i) En déduire que toute fonction continue de X dans R peut s’écrire comme somme
d’une série uniformément convergente de fonctions polynomiales a coefficients
réels.

(iii) Ici on considere le cas particulier ot n = 1 et ou X = [—1, 1|. Peut-on déduire de
ce qui précede que toute f continue sur [—1, 1] est développable en série entiere
au voisinage de 0 ?

Exercice 6.1.6. On appelle polynomes trigonométriques les fonctions de R vers C qui
peuvent étre écrites sous la forme :
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m
T Z aie™®, pour un m € N et des oy, € C.
k=—m
On note T le cercle |z| = 1 dans C et P I'ensemble des fonctions continues 27-

périodiques de R vers C.

(i) Montrer que I'ensemble £ des fonctions de T vers C qui peuvent s’écrire sous la

m
forme E a,2" est dense dans 'espace des fonctions continues de T vers C.

k=—m

(ii) Pour f continue de T vers C, on note f la fonction de R vers C définie par f(z) =
f(e™). Montrer que f — f est une isométrie linéaire bijective de C(T, C) sur P.

(iii) Montrer que toute fonction de P est limite uniforme sur R d’une suite de polyn-
Omes trigonométriques.

(iv) En déduire que I'ensemble des polyndmes trigonométriques a coefficients réels
est dense dans I'ensemble des fonctions continues 27-périodiques de R vers R.

(v) Montrer que I'ensemble £ des fonctions de T vers C qui peuvent s’écrire sous la
m

forme E o,z mest pas dense dans I'espace des fonctions continues de T vers C.
k=0

Exercice 6.1.7. Soient a < b deux réels. Pour m > 0, on définit C™ ([a, b], R) comme
I'espace des fonctions de classe C™ de [a, b] vers R, muni de la norme : || f||cm = || f||oo +
1 loo+- - -+ f™||o. Montrer que I'ensemble des polynémes est dense dans cet espace,
par récurrence sur 'entier m.

Exercice 6.1.8. (i) Montrer que la fonction exponentielle ¢ — e’ de R vers R n’est
pas limite uniforme sur R d’une suite de polynomes.
(ii) Montrer que toute fonction continue de R vers R est limite simple d’une suite de
polynomes.
Exercice 6.1.9. Soient ¢ < b deux réels, et soit f une fonction continue de [a, b] vers R

qui vérifie la propriété :

b
Vn e N / FO)tdt = 0.

b
Montrer que / [f(t))*dt = 0, puis que f est la fonction nulle.
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Exercice 6.1.10. Soient a < b deux réels. On note A I'ensemble des fonctions polyno-
miales réelles dont I'intégrale est nulle sur [a, b]. Décrire ’'adhérence de A dans 'espace
des fonctions continues de [a, b] vers R.

Exercice 6.1.11. Soit K un espace métrique compact et soit a € K. Soit A une sous-
algebre séparante de C(K, R) telle que pour tout g € A, g(a) = 0. Décrire 'adhérence
de A dans I'espace des fonctions continues de K vers R.



