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Chapitre 1

Fonctions harmoniques

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C. L’ensemble

des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(D).

1.1 Rappels : théoreme de Poincaré et théoreme de
Fejér
1.1.1 Le théoréeme de Poincaré

Soit w = fdx + gdy une 1-forme différentielle de classe C! (i.e. f et g sont de classe
C') sur un ouvert ©Q de C. Rappelons que dw est la 2-forme différentielle définie par
dw = df A dx + dg A dy et rappelons que si f est de classe Ct, df est appelée la 1-forme

vz . < ‘o _of of
différentielle associée a f et est définie par df = 5 dx + 8—ydy.
On dit que w est fermée si dw = 0 et on dit que w est exacte s’il existe une fonction ¢

de classe C? sur (2 telle que w = dy (i.e. w est la 1-forme différentielle associée a ¢).

Lemme 1.1.1 Toute forme exacte sur un ouvert ) de C est fermée.

dp
dy

_ (2 (9% 9 (9¢ 9 (9 9 (99
dw_<8x(6:p)dx+8y(8x)dy)/\dx+(8x<8y)dx+6y(8y)dy)/\dy'

Rappelons que le produit extérieur A est anticommutatif, ce qui implique dz A dy =

Preuve : Siw=dp= g—idx + Z=dy, alors

—dy Ndx,dx AN dr = 0 = dy A dy. D’autre part, comme ¢ est de classe C?, nous avons

7
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a (0 _ 92 9 (0 : .
9 (—“’) = 5087 = 3y (—;‘;) On obtient donc :

B
P P
dw = <_8x8y + 0xdy

)dx/\dyzO.

OJ
Il existe une réciproque du Lemme 1.1.1 que nous admettrons (la preuve utilise la

formule de Stokes, [7], Chap. 1, Section 2.8).

Théoréme 1.1.1 (de Poincaré) Soit 2 un ouvert stimplement connexe. Alors toute

1-forme différentielle fermée sur €2 est exacte.

Remarque 1.1.1 Tout convezxe est simplement connexe.

1.1.2 Le théoreme de Fejér

Pour f continue sur T et pour tout n € Z, on définit le n-ieme coefficient de Fourier

de f par ,
fin) = o / Fletye it

La série de Fourier de f est la série Z f (n)e™. La somme partielle de la série de
nez
Fourier de f est S,,(f)(e") = Z f(n)e™. Le théoréme suivant, que nous admettrons,
In]<m
dit que les sommes partielles ne convergent pas en général mais, si f est continue, on peut

les “régulariser” et les rendre convergentes en prenant leurs moyennes.

Théoréme 1.1.2 (de Fejér) Si f est continue sur T, alors la moyenne de Cesaro

n
% Z S (f) converge uniformément vers f sur T.
m=1

Corollaire 1.1.1 Les polynomes trigonométriques sont denses dans [’ensemble des fonc-

tions continues sur T, C(T), pour la convergence uniforme sur T.

Preuve : Pour f € C(T), la somme partielle S,,(f) est un polynome trigonométrique
P

(un polynome trigonométrique est une fonction de la forme e — Z cne™ avec ¢, € C).

n=-—p

OJ
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1.2 Définition et premieres propriétés des fonctions
harmoniques

Définition 1.2.1 Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction f : Q — C. On dit que
f est harmonique sur ) si f est de classe C? sur Q et si Af =0 sur Q, o Af est le
Laplacien de f défini par Af = 35+ 51

Remarque 1.2.1 Pour toute fonction f de classe C? sur un ouvert Q de C, on a :

0? 0?
Af=4 / =4 / ,
020Z 0z0z
o _1({o _ ;0 o _1(o 4 ;0
avec 9. — 3 <%—28—y> etg =3 <_$+28_y)
En effet,
?f _ o (1(of  ;of
9207 92 (5 (% “a@))
_ 1(1(o (of | ;of o (af | :of
(R -k ()
_ 1 (9 4 ;O%f - 0 f *f
= 1\ &2 T 'osdy —Zera—yz)
- iAfa
car ;;—8]; = % puisque f est par hypothese de classe C2%. Via un calcul analogue, on

%f 1
montre que gz=- = ;Af.

Proposition 1.2.1 Toute fonction holomorphe ou anti-holomorphe sur un ouvert € est

harmonique sur §2

Preuve : Si f € Hol(Q), f est de classe C? et de plus % = 0 sur (). Par conséquent,
Af = 4% (%) = 0. Si f est anti-holomorphe, f est de la forme g ou g est holomorphe.
Ainsi f est elle-aussi de classe C? et % = 0 sur 2. Par conséquent, Af = 4% (%) = 0.

O

Remarque 1.2.2 Soit 2 un ouvert de C. Une fonction f : Q — C est harmonique si et

seulement si Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur §).

La remarque ci-dessus est une conséquence immédiate du fait que Re(Af) = A(Re(f)) et

Im(Af) = A(Im(f))-
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Corollaire 1.2.1 Soit 2 un ouvert de C. Si une fonction f : Q — C est holomorphe, alors

Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur S).

Le corollaire ci-dessus admet une réciproque a condition d’imposer une condition supplé-

mentaire sur 'ouvert (2.

Théoreme 1.2.1 Soit 2 un ouvert stmplement connexe de C et soit f : Q) — R de

classe C?. Si f est une fonction harmonique sur Q0 alors il existe une fonction @ holomorphe

sur ) telle que Re(p) = f.

Preuve : On cherche une fonction g : © — R, de classe C? telle que f + ig soit

holomorphe sur ). D’apres les équations de Cauchy-Riemann, f + ig est holomorphe

si et seulement si gf = gg et af —% sur €.
z Y z
Considérons la 1-forme dlfferentielle w de classe C! définie par w = dx + dy

Alors w est une forme fermée. En effet,

dw = (=ZLdv—Zhdy) nde+ (Shdw+ ZLdy) ndy
— f + amg> dzx N\ dy
= Afdx/\dy
— 0.

L’ouvert €2 étant simplement connexe, d’apres le théoreme de Poincaré, il existe une fonc-

tion g de classe C? sur  telle que

of of dg dg
—dr + ——dy = w = dg = —=dxr + ——dy.
Dy + D7 y=w g = E T+ By
On a donc % = _a_y et 89 = %. La fonction ¢ : €2 — C définie par ¢ = f + ig est donc

holomorphe sur €2 et par construction f = Re(p).

Remarque 1.2.3 L’hypothese ) simplement connexe” est nécessaire.

En effet, posons f(z) = log|z| pour z # 0. Si @ € C\ {0}, il existe une détermination

holomorphe ¢ du logarithme sur D(a, |a|), le disque ouvert centré en a et de rayon |a| (en
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fait, plus généralement, il existe une détermination holomorphe du logarithme sur C privé
d’une demi-droite d’extrémité 'origine). On a donc e#*) = 2 pour |z — a| < |a|, ce qui
implique |z| = ef¥) et log |2| = Re(p(2)). Ainsi log |z| est une fonction harmonique sur
D(a,|a|) pour tout a # 0 et donc log |z| est une fonction harmonique a valeurs réelles sur
C\ {0}. S’il existait une fonction ¢; holomorphe sur C\ {0} telle que Re(p1(2)) = log|z|,
on obtiendrait une détermination holomorphe ¥ du logarithme sur C \ {0}, ce qui est
absurde. En effet, rappelons qu’une fonction ¥ holomorphe sur un ouvert non vide {2 est
une détermination holomorphe du logarithme sur Q2 si e¥(*) = z sur 2. D’apres les équations

de Cauchy-Riemann, on a I’équivalence suivante :

Re(¥(z)) = log |z| sur
<= ¢ VU holomorphe sur {2

{ @) =2 2€Q
Jzp € Q tel que e¥0) = 2.

U holomorphe sur €2

S’il existait une fonction ¢; holomorphe sur C\ {0} telle que Re(¢1(z)) = log|z|, on ob-
tiendrait une détermination holomorphe ¢; du logarithme sur C \ {0} en posant ¥(z) =
©1(z) — p1(1). Ceci est absurde car toute détermination holomorphe du logarithme sur
est une primitive de 1/z, ce qui implique f,y 1/zdz = 0 pour tout lacet tracé dans 2. Or

l'ouvert C \ {0} ne vérifie pas cette derniere condition.

On obtient ainsi la caractérisation suivante des fonctions harmoniques a valeurs réelles.
Corollaire 1.2.2 Soit Q un ouvert de C et soit f : Q2 — R de classe C*. Les trois condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. f est harmonique sur 2.

2. Pour tout zy € Q, il existe v > 0 et ¢ holomorphe sur D(zy, 1) tels que f = Re(p)

sur D(zo,7).

3. Pour tout ouvert simplement connexe U de €2, il existe 1) holomorphe sur U tel que

f = Re(v) surl.

Les fonctions harmoniques sur un disque ouvert D(a,r) (a € C et r > 0), continues sur le

disque fermé D(a,r) et a valeurs complexes ont la propriété suivante.
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Corollaire 1.2.3 Soit f une fonction continue sur D(a,r) (a € C et r > 0), harmonique

sur D(a,r) et a valeurs complexes. Alors on a la formule de la moyenne :

2T
fla) = %/0 fla+ret)dt

1
= —2// f(z +iy)dzdy.
mr D(a,r)

Preuve :  Supposons que f soit harmonique sur D(a, p) avec p > r. Soit f; = Re(f).

Alors f; est harmonique sur D(a, p). Comme D(a, p) est simplement connexe, d’apres le
Théoreme 1.2.1, il existe ¢ holomorphe sur D(a,p) telle que f; = Re(yp) sur D(a,p).

D’apres la formule de Cauchy, nous avons :

1 e(§)
()0<a> B % T'(a,r) g_ a

dg,

avec 0 < 7 < p et ou ['(a,r) est le cercle centré en a et de rayon r. Posons & = a + re'

pour 0 <t < 2m. On obtient :

1 27 S0(a<k7,,6i25)

it
= — —_ dt
ela) 2im J, ret e
1 2 )
= 5 i o(a+ re)dt.

Ainsi,

hle) = Relpla) = 5= [ Rella+reit =5 [ e retyar

:27T

avec fi = Re(f). De méme, en remplagant f; par fo = I'm(f) on montre que I'm(f(a)) =

1 2m ]
Dy Im(f(a+ re™))dt. On obtient donc
T Jo

2m
fl@) =5 [ slatreha

sous 'hypothese f harmonique sur D(a, p) avec p > r.

Dans le cas général, on a, pour tout s < r,

fla) = % /0 " flat setydt.
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En faisant tendre s vers r et par continuité de f sur D(a, ), on obtient :

S—T

f(a hm—/ fla+ se) :—/ fla+ret)

Calculons a present — / / f(x + iy)drdy. En posant x + iy = se’ (ce qui donne

dxdy = sdsdf) et grace a la contmulte de f sur le compact D(a,r) (ce qui implique que f

est uniformément bornée) on peut alors calculer I'intégrale double de la fagon suivante :

//D(M)f(swriy)d:cdy = /Or/:ﬂf(ajLse”’)stde
= /0 s </02ﬂ fla+ sew)dﬁ) ds

= /Or s(2m f(a))ds
= 27Tf(a)§ =7 f(a).

OJ

Nous allons a présent démontrer le Principe du maximum pour les fonctions har-

moniques a valeurs réelles et définies sur un ouvert connexe.

Corollaire 1.2.4 ( Principe du Maximum) Soit () un ouvert connexe et soit f : ) —

R une fonction harmonique. St f admet un mazximum relatif sur (), alors f est constante.

Preuve : Soit S I'ensemble des maxima relatifs de f sur €. Supposons que S est non
vide. Soit @ € S et soit D(b,r) un disque ouvert centré en b, de rayon r, contenant a et
contenu dans 2 (cf. Figure 1.1).

Puisque a € S, il existe p > 0 tel que D(a, p) C D(b,7) et tel que f(a) > f(z) pour

tout z € D(a, p). D’apres le Corollaire 1.2.3, nous avons :

1 / / .
a) = — flx +iy)dxdy.
)= oy - ( )
Comme 7p° = / / dzdy, on a donc f(a) = - / / a)dzxdy, et ainsi
D(a,p) D(a,p)

// - f(x+iy))dzdy = 0,
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Q

Fic. 1.1 - Principe du maximum

avec (x,y) — f(a) — f(z 4 iy) continue et positive sur D(a, p). Ainsi f(z) = f(a) pour
tout z € D(a, p). De ce fait D(a, p) C S et donc S est ouvert dans €.

Nous allons montrer qu’en fait f(z) = f(a) pour tout z € D(b,r), autrement dit que
f est constante sur tout disque ouvert contenu dans 2 et contenant un maximum relatif.
D’apres 'assertion 2. du Corollaire 1.2.2, il existe une fonction ¢ holomorphe sur D(b, r)
telle que f = Re(y) sur D(b,r). Nous venons de montrer que nécessairement Re(p) était
constante sur D(a, p). D’apres les équations de Cauchy-Riemann, I'm(y) est également
constante sur D(a, p). Il résulte du principe des zéros isolés que ¢ est constante sur
D(b,r). Ainsi f est elle aussi constante sur D(b, ).

Nous allons montrer & présent que S est aussi fermé dans Q. Soit v € QN S. Soit s > 0
tel que D(u,s) C Q. Comme u € S, D(u,s) NS # (). D’apreés ce qui précede, on a donc
D(u,s) C S et donc en particulier, u € S, ce qui prouve que S est fermé dans (.

Comme S # () est un sous-ensemble & la fois ouvert et fermé de € qui est connexe, on

obtient § = (). La fonction f est donc localement constante sur 2. Comme par hypothese

f (de classe C?) est continue, f est donc constante sur 2.

Nous terminerons cette section avec un dernier corollaire.
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Corollaire 1.2.5 Soit K un compact non vide de C et soit f une fonction (a valeurs

[¢]
complexes) continue sur K et harmonique sur l'intérieur de K, K. Alors

sup [f(2)] = sup [f(2)],

zeK zeFr(K)

ot Fr(K) désigne la frontiére de K.

Preuve : Comme une fonction continue sur un compact atteint son supremum, il existe
2o € K tel que |f(z0)| > |f(2)| pour tout z € K. Si zy € Fr(K), la preuve du corollaire
est terminé.

Supposons que zy € [O( . Soit U la composante connexe de z; dans ]O( . Rappelons que les
composantes connexes de tout ouvert V de C sont a la fois ouvertes et fermées dans V
(cf. Chap. 11, § 9, Remarque 9 de [23]). Ceci résulte en fait d'un résultat beaucoup plus
général qui dit que les composantes connexes de tout espace localement connexe sont a la
fois ouvertes et fermées (cf. Chap. II, § 9, Théoreme 2.9.19 de [23]).

|.f (20)]

Supposons que |f(zo)| > 0 et posons g(z) = f(2). Par construction, g est harmonique

f(20)
sur lo(, lg(2)] = | f(2)] pour tout z € K et g(z9) = |f(20)]. Pour z € K, on a :

Re(g(2)) < |g9(2)] = [f(2)] < [f(20)] = 9(20) = Re(g(20))-

D’apres le Corollaire 1.2.4, Re(g) est constante sur I'ouvert connexe U. Comme Re(g) est
continue sur U, Re(g) est constante sur U. Il existe donc z; € Fr(U) tel que Re(g(z)) =
Re(g(z0)) = g(20). On a donc

[f(z0)] = Re(g(z1)) = g(20) = |f(20)] = | f(z1)].

Par conséquent, |f(z1)] = |f(z0)| et |f| atteint son maximum en z; avec z; € Fr(U).
Comme U est une composante connexe de K, U est fermé dans K. On en déduit que
nécessairement z, € Fr(K) car z; €K implique z; € U puisque UN K= UN K. Ceci

termine la preuve du corollaire.
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1.3 Formule de Poisson

Définition 1.3.1 Pour 0 <r < 1,t € R, on pose

—+00

P.(t) = Z rinfeint.

n=—oo

Pour r firté, 0 < r <1, P, est appelé un noyau de Poisson et (P,)o< <1 est appelée la

famille des noyaux de Poisson.

Remarque 1.3.1

1. Pour r fixé, 0 < r < 1, la série Z:::OOT‘"'@W converge normalement, donc uni-

formément en t. La fonction P, est continue sur [0, 27|

2. Pourr firé, 0 <r <1, ona
1 o
27 Jo
Pour wvoir ceci, on peut inverser lintégrale et la série qui définit P.(t) ou encore
2

remarquer que 5- Ozﬂ P.(t)dt = P.(0), le 0-ieme coefficient de Fourier de la fonction

continue P,.

Proposition 1.3.1 Pour z =1¢" avec 0 <r <1l et €R, ona:

P.(O—-1t) = 1+2i7’”cos(n(9—t)) (1.1)
_ pe et + 2
() »
- L=r (1.3)

1—2rcos(f —t)+r?

Preuve : La premiere égalité est immédiate. Elle provient du fait que

PO—-t) =1+ Z et Z e — 1 42 Z r"cos(n(0 —t)).
n=1 n=1 n=1
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Pour démontrer la deuxieme égalité on remarque que :

eit — o et — el 1 — pei(0-t)
1 — ret@=t) 4 2pei0—1) 2reif—t)
B 1- rei(eft) - 1 — rei@-1)

_ 1+2T€l(€ t) Zrn in(0—t)

_ 1+22 nznG t)

On obtient donc

La troisieme égalité s’obtient en remarquant que :

et +z (4 z)(e—Z) 11—z + (ze7" —ze™)

eit — 5 ‘eit _ z|2 o |€it _ zP
Comme ze~ — Ze' est imaginaire pur,
R et + 2 1—|2|? 1—1r2 1—17r2 1—172
e - = - = - = - — - .
eit — » ‘elt _ 2‘2 |€zt _ 2‘2 |1 _ 2672t|2 |1 _ ,,,ez(eft)|2
Enfin on calcule
11— re'® D2 = |1 —rcos(d —t) —irsin(d — t)|?

= (1 —rcos(d —1))? +r*sin?(0 —t)
= 1+4+7*—2rcos(f —t),

et la preuve de la proposition est achevée.

0

Remarque 1.3.2 [l résulte de la proposition précédente qu’un noyau de Poisson est une

fonction uniformément continue sur [0, 27|, 2w-périodique, positive et paire.

La proposition suivante nous montre comment construire des fonctions harmoniques dans

D a partir de mesures complexes sur T.
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Proposition 1.3.2 Soit y une mesure complexe (finie) sur [—m, 7. Pour z = re® avec

0<r<1etfeR, onpose:

P(u)(z) = — / " P60 — t)dult).

:% o

Alors P, est une fonction harmonique sur ID.

Preuve : La mesure complexe p est de la forme p = uq+ius avec pq et o mesures réelles
définies par 11 (A) = Re(u(A)) et pa(A) = Im(u(A)) pour tout borélien A de [—7, w]. Ainsi
P(p)(2) = P(p1)(2) +iP(p2)(2) et pour montrer que P, (avec p mesure complexe sur T)
est une fonction harmonique sur I il suffit de montrer que si v est une mesure réelle sur

T alors P(v) est une fonction harmonique sur . Pour cela on remarque que :

P)(2) = = /W Re (eit i Z) dv(t) = Re ( ! /W e+ zdu(t)) — Re(p(2)),

- it 9. it
2 J_. et —z 2 J_ et — 2

avec p(z) = o= [T EZJZ dv(e™). La fonction ¢ étant holomorphe sur D (comme intégrale de

e”+z
et —z

la fonction holomorphe z —— sur D), d’apres le Corollaire 1.2.1, P(v) est harmonique

sur D. Ceci termine la preuve de la proposition.
OJ
Le théoreme suivant est la solution du probleme de Dirichlet que I'on peut formuler
ainsi :
Etant donnée une fonction f continue sur T, trouver une fonction g continue sur le disque

fermé unité D, harmonique dans I et telle que gr=f.

Théoreme 1.3.1 Soit f une fonction continue sur T. Alors il existe une unique fonction

g continue sur DD, harmonique dans D et vérifiant gr = f. De plus, pour z = re avec

1 [7 A
0<r<letfeR, onag(z)= 2—/ P.(0 — t)f(e")dt. On notera P(f) la fonction
T

—Tr

définie par re? — i f:r Po(0 —t)f(e™)dt.

Preuve : Montrons tout d’abord 'unicité de la solution du probleme de Dirichlet.
Soient g; et gy deux solutions du probleme de Dirichlet. D’apres le Corollaire 1.2.5, comme

g1 — g2 est continue sur le compact D et harmonique sur I, on a :

Su%ﬂgl(?«') —g2(2)|} = SzlelTpﬂgl(Z) —g(2)|} =0,
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puisque g1(z) = f(2) = ¢g2(z) sur T. Ceci termine la preuve de I'unicité de la solution du
probleme de Dirichlet.
Montrons a présent I'existence d’une solution au probleme de Dirichlet. D’apres la Pro-

position 1.3.2, P(f) est harmonique sur . Posons P(f)(z) = { f((zj;)(z) 21 Ij i 1

Il nous reste & démontrer la continuité de P(f) sur D. Pour cela nous allons montrer que
P(f) est la limite uniforme de fonctions continues sur D.

La premiere étape consiste a vérifier que pour toute fonction f continue sur T on a :

[P < [l pour |2] < 1. (1.4)

Pour |z| <1, z =re?, on a:

[P(f)(z)] = |P(f)(2)|='i R0 - (et

< —/ 0 — )| f(e")]dt

flgs | R0 o
- Ml

IN

En effet, comme s —— P,(s) est 27 périodique et paire, via le changement de variable

s =1t — 0, on obtient :

2m 2m
/ P60 —t)dt — / P.(t — 0)dt
’ 079+27r
= / P,.(s)ds
)

- /O 7 Py (e)ds

= 2,

d’apres la Remarque 1.3.1. Comme pour |z| = 1, par définition, on a |P(f)(2)| = |f(2)],
I'inégalité (1.4) est vérifiée.
Pour p € Z, on considere la fonction e, fonction continue de T dans lui-méme définie

par e,(e) = €. (est aussi la fonction z — 2P sip > 0et 2 — Z P si p < 0. La
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solution au probleme de Dirichlet est triviale pour les fonctions e, : il s’agit de la fonction
g(z) = 2P sur Dsip > 0et g(z) =2 Psip < 0 (fonctions harmoniques sur D d’apres
la Proposition 1.2.1). La deuxiéme étape consiste & montrer que P(e,) est z — 27 si
p > 0 et est égale a z — Z7P si p < 0. Ceci nous montrera que I5(ep) est continue sur

0

D pour tout p € Z. Pour z = re avec 0 < r < 1 et § € R, par définition, nous avons :

B 1 27 ] 1 27 ] ]
P(e,)(z) = 5/ P.(0 —t)e'dt = 5/ <Z T"'@Z"(G_t)> ePtdt.
0 0 nez

Comme, pour 7 fixé, 0 < r < 1, la série rlnlem@=1) converge normalement, donc
9 ) ? nez )
uniformément sur [0, 27|, on peut inverser 'intégrale et la somme dans 1'égalité ci-dessus.

On obtient ainsi :

5 7,,|n\eino9t 2m o)
Ple)s) = 3 /0 0 gy
nez

— T|p|€2p97

car fo% eP=tdt = 0 sip # n et fozﬂ e P=mtdt = 27 si p = n. On obtient ainsi, pour tout
zeD, Ple,)(z) =2 si p>0et Ple,)(z) =Z P sip<O0.

Nous allons a présent conclure la preuve du théoreme en utilisant le théoreme de Fejér.
Rappelons quun polynéme trigonométrique est une application p définie sur T de la forme

e —s E c,e™ avec ¢, € C. Autrement dit p = Eln\ <k Cn€y. Par définition, de facon
[n|<k
évidente, nous avons :

P(p) = cuPl(en).

Inl<k
Ainsi, d’apres la deuxieme étape, IS(p) est continue sur I pour tout polynéme trigo-
nométrique p. D’apres le Théoreme de Fejér, il existe une suite de polynomes trigo-
nométriques (pm,)m>1 telle que Wlbgr(lx) | f = Pl = 0. Tl nous reste a vérifier que P(f) est la
limite uniforme de P(p,,). Pour cela, on remarque que, par définition, P(f)(z)—P(pm)(z) =
P(f — pm)(2). De plus, d’apres (1.4), |P(f — pm)(2)| < If — pml|,, et donc

lim_sup |P(f)(2) ~ Po) (2)] < T || = puul, = 0.

m—00 ZEE
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Ainsi P(f) est bien continue sur T comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues

sur T. Ceci termine la preuve du théoreme.

OJ
Remarque 1.3.3 Si f est une fonction harmonique réelle sur D(0,7) avec r > 1, on a :

f(2) = Re < ! /027T elit i zf(eit)dt> pour |z| <1

2T ezt —

1 (et 4z,
et la fonction z — 2_/ m f(e™)dt est holomorphe sur D. On a ainsi redémontré
T )y €e*r—z

le résultat annoncé par le Théoreme 1.2.1 de fagon constructive.

Si I'on souhaite trouver une solution au probleme de Dirichlet en remplacant le disque
unité D par un disque quelconque de C, il suffit de faire un changement de variable. C’est

ce que nous dit le corollaire suivant.

\

Corollaire 1.3.1 Soient a € C et R > 0. Pour toute fonction f continue sur I'(a, R) ot
I'(a,R) = {2z € C: |z — a| = R}, il existe une unique fonction g continue sur D(a, R) :=
{z € C: |z —a| < R}, harmonique sur D(a,R) := {z € C : |z —a| < R} et telle que
gir(a,r) = f. De plus, si z = a+re? avec0<r<RetcRona:

g(2) ! /ﬂ Pr(0 —t)f(a+ Re™)dt.

:% B

Preuve : Comme dans la preuve du Théoreme 1.3.1, l'unicité de la solution résulte
du principe du maximum. Pour démontrer 'existence d’une solution ¢ posons fi(z) =
f(a+ Rz) pour |z| = 1. Comme f; est continue sur T, d’apres le Théoreme 1.3.1, il existe

une fonction ¢; harmonique sur D, continue sur D et telle que la restriction de ¢; & T

z—a
R

coincide avec fi. On pose g(2) = g1 (352) pour z € D(a,r). Par construction on vérifie

aisément que g vérifie les hypotheses du corollaire. Notons aussi que

2

1—% R2—T2

1—2%cos(f —t) + ;—22 TR —2rRcos( —t) +1r?

P.r(0—t) =
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D’apres le Corollaire 1.2.3, si une fonction f est harmonique sur un ouvert €2 de C alors

f vérifie la “propriété de la moyenne” sur €2, i.e., pour a € €2 et pour tout disque fermé

2

1 .
D(a,r) tel que D(a,r) C Qon a f(a) = — a + re')dt. Le théoréme suivant est en
2
™ Jo

quelque sorte la réciproque de ce résultat : on montre que si f vérifie la propriété de la

moyenne faible (condition un peu moins forte que la propriété de la moyenne) sur €2,

nous pourrons conclure a I’harmonicité de la fonction f sur €.

Théoreme 1.3.2 Soit f une fonction continue sur Q0 vérifiant la propriété suivante dite

“propriété de la moyenne faible” sur ) : pour tout a € ), il existe une suite (1,)n,>1
27 -

- 1 ,
de réels positifs tels que D(a,r,) C 2, lim, o1, =0 et f(a) = o fla+mr,e™)dt pour
T Jo
tout n > 1. Alors f est harmonique sur €.
Preuve : En considérant séparément Re(f) et Im(f) on peut se limiter au cas ou f

est a valeurs réelles. Soit R > 0 tel que D(a, R) C €. D’apres le Corollaire 1.3.1, puisque
f est continue sur le cercle I'(a, R) = {z € C : |z —a|] = R}, il existe une fonction g
réelle, continue sur m, harmonique sur D(a, R) et telle que g et f soient égales sur
['(a, R). La fonction g, étant harmonique sur D(a, R), vérifie la propriété de la moyenne
sur D(a, R) et donc elle vérifie aussi la propriété de la moyenne faible sur D(a, R). Ainsi
la fonction h := g — f réelle vérifie la propriété de la moyenne faible sur D(a, R) et h est

identiquement nulle sur I'(a, R). Soit m = sup h(z) et soit
z€D(a,R)

K = {€ € D(a, R) : h(§) = m}.
Comme h est continue sur le compact D(a, R), K est un compact non vide de D(a, R).
Supposons que m > 0. Alors K C D(a, R). Soit zy un point de la frontiere de K en lequel
la fonction continue sur le compact K définie par z — |z — a| atteint son maximum.
Comme h vérifie la propriété de la moyenne faible sur D(a, R), il existe une suite (7,)n>0
de réels positifs tels que lim, . 7, = 0, D(20,7n) C D(a, R) avec

1 2m )
m = h(z) = 5 / h(zg + e dt.
0

On a donc :
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@

F1G. 1.2 — Propriété de la moyenne faible et harmonicité

- 02ﬂ<h<z0) — D+ ™))t = 0,
avec t —— h(z9) — h(zp + rpe™) continue, réelle et positive sur [0,27]. Par conséquent
h(z) = h(z + rme™) et donc T'(z0,7,) C K, ce qui est absurde d’apres le choix de 2.
On obtient ainsi m = 0 (puisque h(z) = 0 pour z € I'(a,R)) et donc h(z) < 0 pour
z € m. En appliquant un raisonnement analogue & —h on montre que h(z) > 0 pour
z € D(a, R). Finalement h(z) = 0 pour z € D(a, R). La fonction f est donc harmonique
car elle coincide avec une fonction harmonique au voisinage de tout point de .

0

Remarque 1.3.4 Soit f est une fonction continue sur un ouvert 2 de C. Les trois asser-

tions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction f est harmonique sur Q.
2. La fonction f vérifie la “propriété de la moyenne faible” sur €.

3. La fonction f vérifie la “propriété de la moyenne” sur Q.
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1.4 Exercices

Exercice 1.4.1

1. Soient u et v deux fonctions harmoniques a valeurs réelles dans un ouvert connexe
Q de C. A quelles conditions la fonction uv est-elle harmonique ?
(remarquer que la réponse dépend fortement du fait que les fonctions considérées sont
a valeurs réelles).

2

2. Montrer que u” ne peut étre harmonique dans ) que si u est constante.

3. Pour quelles fonctions f € Hol(SY) la fonction | f|? est-elle harmonique ?

Exercice 1.4.2

Soit Q un ouvert connexe de C et soit f : @ — C harmonique et telle que f? est harmonique.

1. Démontrer que f ou f est holomorphe.

«“r2

2. Si l’on remplace [’hypothese est harmonique” par |f|? est harmonique, que dire

de f 7

Exercice 1.4.3
Soit Q un ouvert de C et soit f € Hol(S2) ne s’annulant pas sur €.

Démontrer que log |f| est harmonique en calculant son laplacien.

Exercice 1.4.4
Soit 0 un ouvert simplement conneze de C et soit f € Hol(Q2) ne s’annulant pas sur €.

Démontrer que log | f| est harmonique (sans calculer son laplacien!).

Exercice 1.4.5
Soit 0 un ouvert de C et soit f : Q — C wune fonction harmonique. Montrer que si

g :Q — C défini par g(z) = zf(z) est harmonique alors f est analytique sur €.

Exercice 1.4.6

Soit f une fonction de classe C3 sur un ouvert Q0 de C.
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1. Démontrer que si f est harmonique sur €2, les dérivées partielles de [ sont elles aussi

harmoniques.

2. Vérifier par un calcul direct que pour t firé, re? —— P.(0 —t) est une fonction

harmonique sur ID.

3. En déduire (sans introduire de fonction holomorphe) que l'intégrale de Poisson P (i)
de toute mesure de Borel finie sur T est harmonique dans D en montrant que toute

dérivée partielle de P(p) est égale a l'intégrale de la dérivée correspondante du noyau.

Exercice 1.4.7

1. Soit u une fonction harmonique positive sur D et telle que w(0) = 1. Majorer et
minorer du mieur possible u(1/2).

2. Soit f =u+ 1w, fe Hol(D), f(0) =0 et |u] <1 surD. Pour 0 <r <1, majorer
|f(re)].

Exercice 1.4.8
Soit u une fonction Lebesgue-mesurable dans un ouvert connexe ) et appartenant loca-
lement a L' (cela signifie que lintégrale de |u| sur tout sous-ensemble compact de Q2 est

finie). Démontrer que u est harmonique si elle satisfait la forme suivante de la propriété

1
u(a) = W//D(ar)u(x’y)dxdy’

de la moyenne :

des que D(a,r) C S
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Chapitre 2

Théorie avancée des fonctions
harmoniques

2.1 Rappels : théoreme d’Hahn-Banach et mesures
complexes

2.1.1 Conséquence de la théorie d’Hahn-Banach

Théoreme 2.1.1 Soit X un espace vectoriel normé et soit X* son dual topologique. Pour
M C X, on pose M+ :={{ € X*: M C ker (}. Soit E un sous-espace vectoriel de X . Les

assertions suivantes sont équivalentes :
1. FE est dense dans X .

2. B ={0}.

2.1.2 Mesures complexes

Soit (X, M) un espace mesurable. Autrement dit X est un ensemble et M est une tribu
sur X (i.e. M C P(X), 'ensemble des parties de X, avec X € M, X \ A € M dés que
A € M et de plus pour toute famille (A,), finie ou dénombrable de M, U, A,, € M).

Une mesure complexe est une application p: M — C vérifiant la propriété suivante :

pour tout F € M et toute partition dénombrable (E;);>1 de E, on a : u(E) = Z,u(EZ-).

i>1

27
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A toute mesure complexe p on associe sa variation totale |u| définie par la formule :
|p|(E) = sup {Z |(E;)| : (E;)i>1 partition dénombrable de E} :
i>1
pour tout £ € M.
On vérifie que p est bien défini, |u|(X) < 0o et |u| est une mesure positive au sens usuel.
En fait || = p si p est une mesure positive finie (i.e. pu(X) < 00). On démontre aussi (cf.
[22], p.120) qu’il existe h : X —— C mesurable (i.e. I'image réciproque par h de tout ouvert

de C est un élément de M) telle que |h(x)| = 1, |u|-presque partout vérifiant :

w(E) = / h d|p| pour tout £ € M.
E

Si f est mesurable et si f € L'(X, M, |u|), on pose alors :

[ sdn= [ gl

Si de plus X est un espace topologique séparé compact, on note C(X) 'ensemble
des fonctions continues sur X et a valeurs dans C et C*(X) le dual topologique de C(X).
L’ensemble C} (X') désigne le sous-ensemble des applications A de C*(X) telles que A(f) > 0
si f € C(X) est positive. On note M(X) I’ensemble des mesures complexes sur (X, B) ou
B est la tribu des boréliens, c’est a dire la tribu engendrée par les ouverts de X. On note
MT(X) 'ensemble des mesures positives finies sur (X, B). On vérifie que M(X) est un
espace de Banach pour la norme ||| := |p|(X).

Pour p € M(X), f € C(X), on pose

L(u)(f) = /X fdu (= /X £h dlul).

[ [ dp est bien défini car comme f € C(X), f est mesurable et bornée (X étant compact).
Ainsi la fonction fh mesurable et bornée sur X est intégrable pour la mesure positive finie
|11]. Nous rappelons a présent le lien entre M(X) et C*(X) et entre M*(X) et C}(X),

toujours dans le cas ou X est compact :

Théoréme 2.1.2 (de représentation de Riesz) Soit X un espace topologique séparé
compact. Alors Uapplication L, : M(X) — C*(X) (resp. Ly : MFT(X) — Ci(X)) définie
par Lo(p)(f) = [ [ du (resp. Lo (n)(f) = [y [ du) est une isométrie bijective.
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Il existe une version plus générale de ce théoreme pour les espaces topologiques séparés

localement compacts (cf. [22], p. 126).

2.2 Bijection entre les mesures complexes sur T et
certaines fonctions harmoniques

Théoreme 2.2.1 Soit S l'ensemble des fonctions harmoniques f sur DD telles que
2 )
p7) = sup [ 170 < o
0<s<1.Jo

Alors Uapplication pu — P(u) est une bijection de M(T) sur S. De plus,
2

p(P()) = 1ul(T) = ] et / gdu=lm [ P(u)(se)g(e")dt

s—1— 0

pour toute fonction g € C(T) et toute mesure p € M(T).

Preuve :

Montrons que P(u) € S.

D’apres la Proposition 1.3.2, si p est une mesure complexe sur T alors P(u) est une fonction
harmonique dans D. 11 reste a vérifier que p(P(u)) < co. On a :

1 2

/02W|P(M)('r’ei9)\d9 - 3% /O%PT(G—t)d’u(t)’dg

< L (/ TR - Bl (1)) .

Le noyau de Poisson positif P, étant continu par rapport aux variables t et 0, P, est

mesurable. D’apres le théoreme de Fubini, on a :
1 27 27 2m 1 2m
o [ ([ ne-nduw)a = [T (5 [ re-na) duo
27T 0 0 0 27T 0
2m
= [ ) = dcm) = .

On a donc

p(P(p) < p(T) = [|pl} < o0, (2.1)
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et ainsi P(u) € S.
Vérifions que ng dp = limg - fo% P(p)(se™)g(e™)dt.

D’apres le Théoreme 1.3.1, il existe une unique fonction G continue sur D, harmonique
dans D avec G|p = ¢. On a donc lim,_, - [|G5 — g[| . = 0 out G4(e") = G(se). En effet, G
continue sur le compact D est uniformément continue sur D. Ainsi, pour € > 0, il existe
n > 0 tel que pour tout couple (21, zp) de D vérifiant |2; — 2| < 1 on ait |G(21) —G(20)| < e.
En particulier, pour tout € R et pour 1 > s > 1 —n on a |G,(e?) — g(e?)| = |G (se?) —

G(ew)\ < e. Ainsi pour s > 1 —non a
IGs = gllw < £ et donc lim |G — g, = 0.

Rappelons que
1

2w

G(re') = —/ P.(0 —t)g(e™)dt.
2 Jo

En utilisant de nouveau le théoreme de Fubini, on obtient :

/Ozﬂg(e*’)dﬂ(e) = lim % /0% g(e") (/:W P,(0 - t)du(t)) di = lim :ﬂg(eit)pu(sezt)dt
(2.2)

Montrons que p(P,) = ||x]].

D’apres le Théoreme 2.1.2, ||u|| = || Lc(p)|| avec Le(p)(f) = [ f dp pour toute fonction
f € C(T). Ainsi

= sun {| [ %g(e”)w(e)\ gD ol <1}

D’apres (2.2), on a donc
27 ]
lell < ﬁm?up/ |P(p)(se")|dt < p(P(p)).
s—1— 0
Finalement, en utilisant (2.1) on a montré que p(P(u)) = ||pl|-
Montrons que T': M(T) — S défini par T'(u) = P(u) est bijective.

Par définition, 'application T est linéaire. D’autre part I'égalité p(P(u)) = ||u|| nous
garantit 'injectivité de T'. Il nous reste donc a vérifier que toute fonction f € S est de la

forme f = P(u) pour une certaine mesure p € M(T). Pour 0 < r < 1 et § € R, posons
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orp(e™) = P.(0 —t). On a donc ¢, 9 € C(T) pour 0 < r < 1 et € R. Soit F le sous-espace
vectoriel de C(T) engendré par {¢,p: 0 < r < 1,6 € R}. Nous allons montrer que E est
dense dans C(T). D’apres le Théoreme 2.1.1, il suffit de montrer que si £ € E+ alors £ = 0.
D’apres le Théoreme 2.1.2, ¢ est définie par une mesure p € M(T) et £ = 0 si et seulement

si p = 0. Comme

[ enateute = [ R0 = taute) = P

on a donc fo% ro(e®)du(t) =0 pour 0 < r < 1eth € Rsiet seulement si P(u) = 0, ce
qui implique 0 = p(P(n)) = ||p]|. Finalement ¢ = 0 et de ce fait E est dense dans C(T).
Fixons f € S non identiquement nulle. Pour 0 < s < 1, on définit 'application linéaire
Ly :C(T) — C par .

Lio) = [ ates(setyar

2

o P60 —t)f(se")dt. Comme la fonction u —— f(su) est

On remarque que Lg(p9) =
continue sur D, harmonique dans D, d’apres le Théoreme 1.3.1, fo% P.(0 — t)f(se)dt =

2m f(sre®). On a donc Ly(p,9) = 27 f(sre®) et par continuité de f sur D(0,7) on obtient :

lim Ly(@r9) = 27rf('r’ew).

s—1—

La linéarité de L, nous garantit que pour tout g € F, lim, ;- Ls(g) existe.
L’étape suivante de la preuve consiste a montrer que lim,_,;- L(h) existe pour toute fonc-

tion h € C(T). On a

iz =suw{| [ %f(se”)g(e“)dt‘ o<t} < T fse)dt < p(f) < o0 (2.9

Soit € > 0 et soit h € C(T). Comme E est dense dans C(T), il existe g € E telle que

lg —hll, < 5,77 De plus, comme L(g) = lim, ;- Ls(g) existe, il existe v > 0 tel que
pour 1 —v < s < 1, on ait |Ls(g) — L(g)| < - pour s, s' €]1 — v, 1], d’apres (2.3), on
obtient :
[Ls(h) = Ly (R)] < |Ls(h) = Ls(9)| + [Ls(g) = L(g)| + [L(g) — Lo (9)] + [La(g) = Le (h)]
€ €
< Lsllih =gl + + + Lol = gl

dp(f)  4p(f)
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9 € 9

= A5 3 V)

= E(HTG)).

Comme C est complet, 'ensemble des applications linéaires de C(T) dans C est complet.

Ainsi, la suite (Ls)o<s<1, vérifiant le critere de Cauchy, est convergente. Appelons L sa limite
qui, d’apres (2.3), vérifie ||L|| < p(f). Puisque L € (C(T))*, d’apres le Théoreme 2.1.2, il

existe une mesure complexe p € M(T) telle que :

L(R) = Lo()(h) / "Bt dp(t), he C(T).

I1 ne reste plus qu’a vérifier que P(u) = f.

D’apres les calculs précédents, nous avons :

) 1 21
P(u)(re?) = o /. P.(0 — t)dp(t)

1

= —L

27T (SOT’,G)

1

- — lim L
7Ts—1>ql* S<SOT’€)
1

= %2ﬂf<7“€i€) = f(re).

Ainsi P(u) = f et la preuve du théoréme est achevée.

OJ

Corollaire 2.2.1 L’application p —— P(u) est une isométrie bijective de M™(T) =

{mesure positive finie sur T} sur l’ensemble des fonctions harmoniques positives sur .

Preuve :  Soit u € M™(T). Pour toute fonction f € C(T) positive on a donc [, fdu > 0.

Comme P(p)(re®) = L [*7

5= Jo Pr(0 —t)du(t) avec t —— P.(6 —t) continue et positive pour

tout 6 € R, on a donc P(u) fonction harmonique positive sur D.

Réciproquement, si I'on suppose que f est une fonction harmonique positive sur D, on a

’ se|dt = " se')d
/0 F(se)|dt / F(se)dt

donc :
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d’apres le Corollaire 1.2.3. On a donc p(f) := supg<, fOZW |f(se?)]|df = 2w f(0) < oo, ce
qui prouve que f € S. D’apres le Théoreme 2.2.1, il existe u € M(T) telle que f = P(u).
Dans la preuve du Théoreme 2.2.1, on a vu que pour toute fonction h continue sur T on
" E EL _
/0 h(e™) du(t) = sl—i{?— i h(e™) f(se™) dt.

Ainsi, si h est une fonction continue positive sur T on a fo% h(e™) du(t) > 0. Ceci montre
aussi que l'application linéaire ¢ : C(T) — C définie par £(h) = 5= 027T h(e®) du(t) est
continue avec [[¢|| = f(0) et positive. Ainsi ¢ € C}(T). D’apres le Théoreme 2.1.2, 11 est

une mesure positive finie.

O

2.3 Limites radiales des fonctions harmoniques sur D

Nous allons montrer a présent que si f est une fonction harmonique positive dans I
alors lim,_,;- f(re') existe pour presque tout ¢ et de plus cette limite radiale coincide avec

la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure positive p vérifiant f = P(pu).

2.3.1 Rappels de théorie de la mesure sur R

Soit m la mesure de Lebesgue sur R, m(F) = fE dx pour tout borélien F de R.

Soit ;1 une mesure complexe sur R.

Mesure étrangere a la mesure de Lebesgue

On dit que p est étrangere a m et on note u L m s’il existe un borélien A de R tel
que m(A) = 0 et tel que pu(E) = p(E N A) pour tout borélien E. Autrement dit, u est
portée par un borélien de mesure de Lebesgue nulle. Voici deux exemples de mesures sur

R étrangeres a m :

1. Soit ty un point de R et soit d;, la mesure de Dirac en ty. Posons A = {to}. On a

donc m(A) = 0 tandis que pour tout borélien £ de R on a d;, (E) = &, (E N A) car
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0 (E) =0sity & Eet 6y (FE)=1sity € E.

2. On énumere (r,),>1 la suite dénombrable des rationnels de R et on considere la

1
mesure [ = Z —0r,,, série convergente dans I'espace de Banach M(R). Posons
n

n>1
A = Q. Nous avons m(A) = 0 et par construction, pour tout borélien E de R, nous

avons p(F) = u(E N A) méme si A est dense dans R.

De plus, si p est portée par un borélien A, il en est de méme pour |u|. En effet, pour tout

borélien £ de R, on a :
lu|(ENA) = sup {Z |(F;)| : (F;); partition de £ N A}
J

= sup {Z |n(E; N A)| - (E;), partition de E} :
J

Comme par hypothese u(FNA) = u(F) pour tout borélien F' de R, on a donc |u|(ENA) =
sup{>_; [u(E;)| : (Ej); partition de B} = [u|(E). Ainsi

pwLm=|ul Lm. (2.4)

Mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue

Soit 1 une mesure complexe sur R. On dit que p est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue et on note p < m si m(E) = 0 implique u(E) = 0. Si p est

absolument continue par rapport & m, il existe une unique fonction f € L'(R) telle que

w(E) = /Ef(x)dx On écrit aussi du(z) = f(z)dz.

Théoreme de Radon-Nikodym et dérivée d’une mesure au sens de Radon-
Nikodym

Théoréme 2.3.1 (de Radon-Nikodym) Soit m la mesure de Lebesque sur R et soit
une mesure compleze définie sur R, i.e. 1 € M(R). Alors il existe un unique couple (v, p)

de mesures de M(R) tel que

w=v+pavecrv L metp<<m.
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L’objet de la section suivante (cf. [22], Chap. 8, p. 148) est de montrer que si f est la
dérivée de Radon-Nikodym de p, i.e. la fonction f € L*(R) telle que p(E) = / f(x)dx
E

pour tout borélien E de R, alors

lir% plle = ;’ v+ ) = f(x) m-presque partout.
5— S

2.3.2 Dérivées supérieures et inférieures d’une mesure a valeurs
réelles et définie sur R

Définition 2.3.1 Pour x € R et s > 0, on pose I, s =|x — s,z + s[. Soit u une mesure a
valeurs réelles et définie sur R.

On appelle dérivée supérieure de p en x la quantité

— I
D(p)(x) := limsup M
s—0 2s

On appelle dérivée inférieure de | en x la quantité

(L)
D =1 f =
D(p)(z) := lim inf ==

Nous allons tout d’abord donner deux lemmes précisant certaines propriétés des dérivées

supérieures et inférieures d’une mesure positive.

Lemme 2.3.1 Siu € M(R) est positive alors D(u) et D(u) sont des fonctions boréliennes

(i.e. image réciproque de tout ouvert de Rt est un borélien de R).

Preuve : Pour x € Ret n > 1, on pose :

Soit s €]0, 1] et soit n > 1 tel que #1 <s< % Comme g est une mesure positive on a :

[ (Ix ;) < p(les) < p (Ix,%)

‘n+1

et done




36 CHAPITRE 2. THEORIE AVANCEE DES FONCTIONS HARMONIQUES

Ainsi on obtient :

n p(lys) n+1
—A, < — < A, (z).
n+1 (@) < 2s T n (z)
Comme limsup,,_.. A,(z) = limsup,_,, 1A, (z) = limsup,,_., S5 Ana ()

et liminf, .o Ap(2) = liminf, o 2L A, () = liminf, 5 Au11(7), on en déduit que
Iy o . I,
limsup A, (z) = lim sup Hzs) et liminf A, (z) = lim %ﬂf 7'“( ) )
n—oo s—0 S n—oo s5—> S

Fixons n > 1 et choisissons a € R tel que a < z — % On obtient alors :

R e R

La positivité de p implique que x — p Ga, x+ % D et v +—p (]a, xr — %]) sont des fonc-
tions croissantes donc boréliennes. Par conséquent, x —— A, () est une fonction borélienne
et D(u) et D(u) sont des fonctions boréliennes comme limite supérieure ou inférieure de

fonctions boréliennes.

OJ

Lemme 2.3.2 Soit p une mesure de Borel positive sur R non nécessairement finie
mais telle que u(K) < oo pour tout compact K de R et soit A un borélien tel que u(A) = 0.
Alors il existe un borélien B C A tel que m(B) = 0 avec D(u)(x) = 0 pour tout v € A\ B.

Preuve : Soit P = {x € R: D(u)(x) > 0}. P est un borélien comme image réciproque
de l'ouvert ]0, +oc[ par la fonction borélienne D(u). Posons B = AN P. Par définition
BCAetsixe A\ B alors x € P et donc D(p)(z) = 0.

Il nous reste donc a vérifier que m(B) = 0.

On pose P, = {z € R: D(p)(x) > 1}, de sorte que P = U,>1 P, et donc B = PNA =
Up>1(P, N A). Si m(PNA) > 0, il existe ng > 1 tel que m(FP,, N A) > 0. On pose

alors D = P,, N A. Nous savons que m(D) = sup{m(K) : K C D, K compact} (=
inf{m(V) : VO D,V ouvert}). Donc si m(B) > 0 il existe K compact, K C D avec
m(K) > 0.

Fixons § > 0. Comme K C P,, = {x € R : limsup,_,, wlles) 1

2s no

}, pour tout x € K, il
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existe s(z) > 0 avec s(z) < d vérifiant

,u(jm,s(m)) i
2s(x) T ng

La famille d’ouverts (I, s(z))sex forme un recouvrement ouvert de K. K étant compact, on

peut en extraire un recouvrement fini I, sz, - - oy s(zy) @vec (modulo un réarrangement)
s(z1) > -+ > s(xx). On pose ensuite u; = 1 et on définit la suite croissante d’entiers
Ug, -+, U, avec p < k par la relation :

Ui41 = ll’lf{] > U [J:j,s(arj) N (UtSi[J:ut,s(xut)) = @}
On s’arréete a p < k tel que
(Uteplan, s(auy)) N La; s(25) 7 ) pour tout j > u,.

Par construction les intervalles L; = I, sz, sont disjoints deux a deux pour 1 < i < p.
Pour 1 < i < p, on note ensuite par L; Vintervalle ouvert |2, — 38(2y,), Tu; + 35(24,)|-
Autrement dit EZ est, comme L;, centré en z,, mais a une longueur triple de celle de L,.
Nous allons vérifier que (Ei)lgigp est un recouvrement ouvert de K.

Si © = u; pour un certain ¢ avec 1 <t < p alors I, 5,) = Li C Et.

Si i # wu; pour tout ¢t avec 1 < t < p, soit ¢y le plus grand entier tel que uy, < i. Alors
I, s(z;) rencontre [muj s(zu,) POUT UN certain j < tg. Comme u; < uy, < %, la longueur de
Iy, s(z,) qui vaut 2s(x;) est donc par construction inférieure ou égale a 2s(x,,) qui est la
longueur de L;. Ainsi on a donc I, ,) C Z;

En résumé on a montré que les intervalles (L;);<;<, étaient disjoints deux a deux et que
(L:)1<i<p forment un recouvrement ouvert de K.

Soit K le compact défini par K5 = {x € R : dist(z, K) < 6} (c’est la continuité de
la distance qui nous garantit que K; est compact). Par construction les intervalles L;,
1 <1 < p, sont centrés en des points de K et de demi-longueur strictement inférieures a
0, on a donc Uj<i<,L; C K;. Les intervalles L;, 1 < i < p, étant deux a deux disjoints on

a donc :

p(Ks) > D p(L)

1<i<p
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Comme L; est de la forme |x — s,z + s[ avec W > nio, on a donc :

m(Li) — m(L;)

wu(L;) > = pour 1 <i <p.
o 3710
On en déduit :
m(L;) _ 1 ~ 1
Ks) > > —m(Ui<i<pLi) > m—m(K),
p(Ks) > 1<Zz<p T 3n0m( 1<i<pLi) 3n0m( )

avec m(K) > 0. Comme K = N,,>1 K1, on a donc :

w(K) = lim ,u(K%> > Lm(K) > 0.

m—00 3”0

D’autre part, comme K C A avec pu(A) = 0, nécessairement pu(K) = 0. On a donc une

contradiction et on en déduit que m(B) =0 avec B = AN P.

0
Corollaire 2.3.1 Si p € M(R) est telle que L m alors
D)) =ty )
existe et est nul m-presque partout.
Preuve : D’apres (2.4) nous avons |u| L m. Ainsi il existe un borélien A de R tel que

m(A) =0et |u|(E) = |u|(EN A) pour tout borélien FE de R. Soit D =R\ A. On a donc
4l(D) = (DN A) = 0.

D’apres le Lemme 2.3.2, il existe un borélien FF C D tel que m(F) = 0 et D(|u|)(z) = 0

pour tout z € D\ F'. Comme |“(£§’S)| < ‘“‘(QI:’S), D(|u])(z) = 0 implique D(p)(z) = 0 pour
tout © € D\ F. Le complémentaire dans R de D\ F est R\ (R\A)N(R\ F))=AUF.
Comme m(A) = 0 = m(F), on a donc m(AU F') = 0 et donc D(u)(x) est nul m-presque

partout.
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Corollaire 2.3.2 Si u € M(R) est telle que u < m alors

D(p)(z) := 11_1)%%28)

existe et coincide avec f(x) m-presque partout o f est la fonction de L'(R) telle que

p(E) = [, f(x)dx pour tout borélien E de R.

Preuve :  Soit f la fonction de L'(R) telle que u(E) = [, f(x)dx pour tout borélien E

de R. Si f est continue, on a :

xr+s
u(lz — s, + s[) = / Jwar

et done
o 1 r+s

i M — s e+ s)
s—0 2s s—0 28

Tr—s

Dans un premier temps nous allons nous restreindre au cas ou u est une mesure réelle.
Dans ce cas f est elle-aussi a valeurs réelles.
Pour r € Qon pose A, = {r € R: f(z) <r}et B, ={x € R: f(z) > r}. On définit la

mesure A, sur tout borélien £ de R par la formule :

M(E) = /E (f@) =)

A- a bien un sens car x —— f(x) — r est mesurable. Comme f(z) — r est positive sur
E N B,, la mesure \, est positive. D’autre part, comme f € L'(R) et comme la mesure
de Lebesgue est finie sur les compacts, la mesure A, est finie sur les compacts. De plus
M(Ar) = [y(f(x) = r)dz = 0. D’apres le Lemme 2.3.2, il existe un borélien A] C A, tel
que m(A, \ A’) =0 et D()\,)(x) = 0 pour tout x € A’. Par construction, la mesure \, est
positive et donc D(\,.)(z) > 0. Ainsi D()\,)(z) = 0 pour tout z € A’ implique D(A,.)(x) = 0
pour tout € AL. On pose Y := U,eg(A, \ A). Q étant dénombrable, Y est la réunion
dénombrable d’ensembles de mesures de Lebesgue nulle. On a donc m(Y') = 0. Soit z ¢ Y
et soit r un rationnel tel que r > f(z). On a donc z € A, et comme = ¢ Y, on a donc

Nz —
x € Al. On a donc lir% ol 23, z+3))
5— S

Mz —s,x+s]) = / (f(t)—r)dt > / (f(t)—r)dt = p(Jx —s,x+s[) —2rs,

Jx—s,x+s[NB, Je—s,x+s|

= 0. On remarque que :
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car pour t € A, on a (f(t) —r) < 0. On en déduit ainsi que :

A(Jx — s, + s) p(lz — s,z + s|)
25 2 2s '

Ainsi, si x € Y et si r est un rationnel tel que r > f(z), on a :

s—0 2s

<r.

La densité de Q dans R nous permet d’affirmer que pour tout x € Y on a :

lim sup plz =52+ 5) < f(z).

50 2s
Par un raisonnement analogue appliqué cette fois-ci a la mesure (—pu) qui reste absolument
continue par rapport a m (et dont la dérivée de Radon-Nikodym est —f) on montre qu’il
existe un borélien Z de mesure de Lebesgue nulle tel que si z € Z on a :

—il]z — s, 2+ s[)

li < -
im sup o < —f(z),
ce qui implique :
lim inf p(lz — s,z + s[) — Jimsup —u(lx — s,z + s[) > _(—f(2)) = f(2).
s—0 28 s—0 28

On a donc montré que si p est une mesure réelle absolument continue par rapport a m,
pour tout x ¢ (Y U Z) avec m(Y UZ) =0 (car m(Y) = m(Z) = 0), D(u)(z) existe et
coincide avec f(x).

On obtient la preuve du corollaire dans le cas ou p est une mesure complexe en
considérant séparément la partie réelle yu; = Re(u) et la partie imaginaire ps = Im(p)
de p qui sont absolument continues par rapport a m si p << m.

OJ

La combinaison du Théoreme de Radon-Nikodym (Théoreme 2.3.1) avec les Corol-

laire 2.3.1 et Corollaire 2.3.2 nous donne le théoréme suivant.

Théoréeme 2.3.2 Soit € M(R). Alors il existe un unique couple de mesures (v, p) avec

v Lm et p<<m etil eriste une unique fonction f € L'(R) vérifiant :

p(E) = / f(z)dz pour tout borélien E de R
B

D) () = lim 2E =57+ 5]

= f(x) m-presque partout.
lim 5s f(x) m-presque p
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Autrement dit, si p € M(R), alors D(u)(z) € LY (R) et si on pose v(E) = u(E) —
[ D(p)(z)dxz pour tout borélien E de R alors v L m.

Il existe un analogue du théoréme ci-dessus pour des mesures complexes sur R¥, k > 1 (cf.

[22]).

2.3.3 Limite radiale de l’intégrale de Poisson par rapport a i €

M(T)

Proposition 2.3.1 Soit p € M(T) a valeurs réelles. L’intégrale de Poisson par rapport

a p est la fonction harmonique sur D définie par :

A 1 [
P(p)(re”) = 5 / P.(6 — t)dpu(t),
T J -7
pour 0 <r <1etfecR. On a alors :
lim sup P(p)(re®) < D(u)(0) := limsup p(]6 _=25’7 0+ s[)
r—1- 5—0 s

Preuve :  Soit 0 €]0,7[. On a alors :

T o

P(u)(re) ! />|0—t>6 P.(0 —t)du(t) + L /|0—t<6 P.(6 —t)du(t).

m
D’aprés la Proposition 1.3.1 P60 —1) Lo Sir> 0t >0
apres la Proposition 1.3.1, on a P,.(0 —t) = .Sim>10—t| > on
P P ’ 1 —2rcos(f —t) + r?
1 — 2
obtient P.(0 —t) < ! = P,(0) et donc

~— 1—2rcosd +1r2

— P.(60 —t)du(t)| < dlpl(t) < .
o= hiute)| < 75 [l <

1—r?

On remarque que comme § €0, 7|, rlir{l, P.(0) = Tl—iﬁlé T 2rcoss 112 = 0. Nous allons
1 1 -

estimer a présent — P.(0 —t)du(t) = — / P.(0 —t)du(t).
27 Jig—t)<s 21 Joys

On considere le domaine A de C défini par A = {(s,t) e R?: 0 —s <t <0+s,0<s<d}
(cf. Figure 2.1). Calculons [ = // P!(s)dsdu(t). Comme la fonction P! est continue et
A
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i

)

F1G. 2.1 — Domaine d’intégration A

bornée et comme on l'integre sur un intervalle borné, d’apres le Théoreme de Fubini, on

I = /0(S (/99+ du(t)) Pl(s)ds = /Oéu(]H—S,QJrS[)P;(s)dS et
r= | Ps )ty = [ (R0) -~ R0 )ty

-5 0—t| -5

obtient :

- [ " P8) = PO — £)dult),

-5
car P, est une fonction paire. On en déduit que :

/9 B0 = t)dp(t) = /9 Pr<5)d:u<t)+/0 p(J0 — 5,0+ s[)(=Pi(s))ds

— PG00+ 5] + / u(16 — 5,0+ s[) (— P(s))ds,

avec —P!(s) > 0 pour tout s € [0,0] car P, est décroissante sur [0,0] car & €]0,x[. Soit

r

A > D(p)(0). Sid est assez petit, on a :
Vs €]0, 6], u(]0 — 5,6 + s[) < 2sA.

Ainsi on obtient :

-4 0
J
— 24(6P(0)+ | —sP/
0

/Hé P.(0 —t)du(t) < 2A6P.(0) + 52As(—P;(s))ds
0
s)ds).

En intégrant par parties, on a :

dP.(6) + /05 —sP!(s)ds = OP.(8) + [—sP.(s)] + /05 P.(s)ds
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- /O " b (s)ds

< / P.(s)ds = m.
0

Finalement, pour d assez petit, comme / P.(0 —t)du(t) < 2mA, on obtient :
|0—t|<o

VA > D)(6). Pln(re”) < A+ B ()1
Comme lim P,(8) = 0, limsup,_ ;- P(u)(re?) < D(u).

r—1-

Nous déduisons aisément de la proposition précédente le théoreme suivant :

Théoréme 2.3.3 Soit u € M(T). Pour presque tout t € R (par rapport a la mesure
de Lebesque), lim,_,1- P(u)(re®) eziste et si on pose p(e') = lim,_,- P(u)(re™), alors
o € LY(T) et ¢ est la dérivée de Radon-Nikodym de ju par rapport a la mesure de Lebesque.
Autrement dit, si l'on pose v(E) = p(E) — [, p(e")dt pour tout borélien E de T, alors

v_1Lm.

Preuve : Supposons tout d’abord que p est a valeurs réelles. En appliquant la Proposi-
tion 2.3.1 & —p, comme P_, = —P(p), limsup,_,,- —P(u)(re") = —liminf, - P(u)(re™)
et D(—u) = —D(p), on obtient :

D(u)(0) < liminf P(p)(re™) < limsup P(u)(re™) < D(u)(8).

r—17 r—1-

Or, d’aprés le Théoreme 2.3.2, D(u)(0) = D(u)(0) = D(p)(0) m-presque partout et de
plus D(pu) coincide avec la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport & la mesure de
Lebesgue.. On en déduit immédiatement ’assertion du théoreme. Si p est une mesure
complexe, on écrit = uy + ipg avec py et ps mesures a valeurs réelles. Comme D(p) et
D(p2) existent m-presque partout et comme D(u) = D(u1) + 1D (pe), D(p) est bien défini
m-presque partout. Comme P(u) = P(u1) + iP(u2), l'assertion du théoreme reste vraie si

[ est une mesure complexe.
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2.3.4 Applications : description de certaines fonctions harmo-
niques

En utilisant le Corollaire 2.2.1 et le Théoreme 2.3.3, on obtient une description des

fonctions harmoniques positive sur D.

Corollaire 2.3.3 Soit ' une fonction harmonique positive sur . Alors

F*(e™) := lim F(re")

r—1-

existe m-presque partout et F* € LY(T). De plus il existe une mesure positive finie v sur T
telle que v L. m et F = P(F*)+ P(v) avec lim,_,,- P(v)(re®) = 0 pour presque tout t € R

(par rapport a la mesure de Lebesque).

Plus généralement, d’apres le Théoreme 2.2.1 et le Théoreme 2.3.3, on obtient la description

27
des fonctions harmoniques sur D telles que sup / | f(se)|df < oo.
0<s<1.J0

2m
Corollaire 2.3.4 Soit F' une fonction harmonique sur D telle que sup / | f(se™)|do <
0

0<s<1
o0o. Alors

F*(e™) := lim F(re")

r—1-
existe m-presque partout et F* € LY(T). De plus il existe une mesure finie v sur T telle
quev L m et F' = P(F*)+ P(v) avec lim,_,;- P(v)(re™) = 0 pour presque tout t € R (par

rapport a la mesure de Lebesgue).
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2.4 Exercices

Exercice 2.4.1

Soit u la fonction définie sur D par u(z) = Im <(%)2>

1. Démontrer que u est une fonction harmonique qui n’est pas identiquement nulle mazis

dont toutes les limites radiales sont nulles.

2. Démontrer que la fonction u n’est ['intégrale de Poisson d’aucune mesure p sur T et

qu’elle n’est pas la différence de deux fonctions harmoniques positives dans D.

Exercice 2.4.2
Soit 1 une mesure de Borel positive réelle sur R (une mesure de Borel est une mesure
définie sur la tribu des boréliens d’un espace séparé localement compact) telle que L m.

Alors D(p)(x) = +oo presque partout par rapport a la mesure .

Exercice 2.4.3 [utiliser ’exercice 2.4.2]
Soit i une mesure de Borel positive réelle sur T non identiquement nulle et telle que pp L m.

Siu = P(u), démontrer que lim, ;- u(re?’) = oo pour au moins un 6 € R.

Exercice 2.4.4 [utiliser l'exercice 2.4.2]
Soit u une fonction harmonique positive dans D telle que lim,_;- u(re®®) = 0 pour tout

e #£ 1. Démontrer qu’il existe une constante c telle que u(re®) = cP,(0).

Exercice 2.4.5 Soit ® [’ensemble des fonctions harmoniques positives dans D telles que
u(0) = 1. Montrer que ® est un ensemble convexe et trouver les points extrémauz de
(un point x d’un ensemble convere ® est appelé un point extrémal de ® si l'on ne peut pas
trouver de segment contenant x dont les extrémités sont dans ® et sont différentes de x).
Indication : St C est 'ensemble convexe des mesures de Borel positives sur T, de variation
totale 1, montrer que les points extrémauzr de C' sont exactement les mesures de Dirac

concentrées en un point de T.



46 CHAPITRE 2. THEORIE AVANCEE DES FONCTIONS HARMONIQUES



Chapitre 3

La classe de Nevanlinna N

3.1 Rappels : primitive de fonction holomorphe, fonc-
tions log" et log~, décomposition de Jordan d’une
mesure complexe

3.1.1 Primitive de fonction holomorphe
Les équivalences que donnent le théoreme suivant se trouvent en particulier dans [15].
Théoreme 3.1.1 Pour tout ouvert non vide ) de C, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Q est homéomorphe a D.

2. Q) est simplement connexe.

Qo

. Pour toute fonction holomorphe sur (2 et pour tout lacet v dans € : /f(z)dz = 0.
gl

4. Toute fonction holomorphe sur € posséde une primitive (holomorphe) dans €.

R

Toute fonction holomorphe f sur €2 ne s’annulant pas sur () posséde une détermination
holomorphe de log f, i.e. , il existe g holomorphe sur ) vérifiant f = e9.
3.1.2 Fonctions log" et log™

La fonction log™ est la fonction continue définie sur |0, +oo[ par

logs si s>1
+ o -
log (S)_{O st 0<s<1.

47
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Autrement dit, log™ (s) = sup(log s, 0).

La fonction log™ est la fonction continue définie sur |0, +o0o| par

log™ (s) = 0 si s>1
06 \8) = —logs si 0<s<l1.

Autrement dit, log™ (s) = sup(—log s, 0).
On a donc log(s) = log*(s) —log™(s) et | log(s)| = log*(s) + log™ (s).

3.1.3 Décomposition de Jordan d’une mesure réelle

Soit p une mesure réelle sur une tribu M d’un ensemble X. On définit les mesures p*
et u= par
+_ 1 -1
po=Slel ) et pm = Sl = p),

ou |u| est la mesure positive définie pour tout £ € M par :

|| (E) = sup {Z |(E;)| : (E;)i>1 partition dénombrable de E} .

i>1
Alors pt et p~ sont des mesures positives telles que p = put — pu= et |pu| = p™ + p.
La mesure " est appelée la variation positive de p et la mesure = est appelée la
variation négative de p. La décomposition de p sous la forme p = pu+ — p~ est appelée

la décomposition de Jordan de pu.

Théoréme 3.1.2 (de décomposition de Hahn) Soit p une mesure réelle (finie) sur
une tribu M d’un ensemble X . Il existe deux ensembles A et B de M tels que AUB = X,

AN B =0 et tels que les variations positives et négatives de p satisfassent :
p(E)=pu(ENA) et u (E)=—p(EN B) pour tout E € M,

ce qui implique en particulier que p* L p~. Le couple (A, B) est appelé la décomposition

de Hahn de X induite par p.

Preuve : Nous avons vu dans le paragraphe 2.1.2 qu’il existait une fonction h mesurable

avec |h| = 1 |u|-presque partout et dp = hd|p|. Comme p est réelle, h est aussi & valeurs
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réelles. Ainsi, quitte a redéfinir h sur un ensemble négligeable par rapport a la mesure |u/,
on peut supposer que les deux seules valeurs que prend A sont 1 et —1. On définit ensuite les
deux éléments A et Bde M par A:={z € X :h(z) =1} et B:={zx € X : h(z) = —1}.
Comme p™ = (|| + p) et 2(1+h) = { o sur A

0 sur B DOus en déduisons que pour tout
EeM,
1
pH(E) = B /E(l + h)d|p] :/E Ahd\u| =u(ENA).
n

Comme u(E)=pu(ENA)+pu(ENB) et p=pt —p~, on obtient = (E) = —p(E N B).
U

3.2 Définition de la classe de Nevanlinna N et des-

cription des fonctions de N ne s’annulant pas sur
D

Définition 3.2.1 La classe de Nevanlinna N est définie par :

N = {f € Hol(D) : sup /7r log™ | f(re™)|dt < oo} :

0<r<1J—nx

Les fonctions de A étant holomorphes, ce sont des fonctions harmoniques sur D a valeurs
complexes. Nous allons tout d’abord considérer les fonctions de N/ qui ne s’annulent pas

sur D.

Théoréme 3.2.1 Soit f € N ne s’annulant pas sur D. Alors il existe A € R et une mesure

(finie) réelle p sur T dont les variations positives et négatives ut et u= satisfont :

—1 [T et 42

— 4 dp~(t

‘/\62% ,We”—zu()

== 2 )
o 2T ,Weit—zu

En particulier f est le quotient de deux fonctions holomorphes bornées sur 1D.

Preuve : Comme D est simplement connexe, d’aprés le Théoreme 3.1.1, si f € N

ne s’annule pas sur D, il existe g € Hol(D) vérifiant f = €9 et ainsi log|f| = Re(g).
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Par conséquent log | f| est harmonique (comme partie réelle d'une fonction holomorphe).
D’apres le Corollaire 1.2.3, pour 0 < r < 1,

/ log | f(re™)|dt = 2 log | f(0)].

—Tr

Comme, par définition de N, sup / log™ | f(re™)|dt < oo et comme

0<r<1J -7
/ log™ | (re™)dt = / log* |f(re®)|dt — / log | (ret")dt,

on obtient :

sup / log™ | f(re™)|dt < oo.

0<r<1J -7
De plus, comme | log(s)| = log™(s) +log™(s), on a :
sup / |log | f(re™)||dt < oco.
0<r<1J -7
D’apres le Théoreme 2.2.1, il existe une mesure p € M(T) telle que log | f| = P(u) sur D.

Comme log | f| est réelle, il est clair que p est réelle. On a donc

Relg(2) = tog 12) = Re (5 [~ S 2auin).

_eit — 2

D’apres les équations de Cauchy-Riemann, il existe A € R tel que :

1 T it
o2 = o= [ S Sautn) +ix

= — 7
2 ) et —z

ce qui implique

ou p est une mesure réelle et A € R. D’apres la décomposition de Jordan d'une mesure p
réelle et d’apres le Théoréme 3.1.2, p = p™ — = avec ut et p~ mesures positives telles que

ut L p~ (car concentrées sur deux ensembles disjoints). Finalement on obtient :

—1 [T et + 2

— 4 dp~(t

‘)\6271' ,We“*—z”()

M= At
o 2T _We”—zu
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On remarque que si v est une mesure positive, on a :

-1 T it
Re< / - +Zdz/(t)>
—p \2m ) gt =2z — e P@) <

car si v > 0, —P,(z) < 0. La fonction f € N est donc le quotient de deux fonctions

—1 prm e”+z
6277 -7 E'Lt,Zd ( )

holomorphes bornées sur D.
OJ
Nous allons tout d’abord énoncer un résultat concernant les fonctions analytiques
bornées qui nous permettra de caractériser les fonctions f de N qui ne s’annulent pas

et de conclure a l'existence de limite radiale pour f m-presque partout.

Lemme 3.2.1 Soit f € H*(D) l’ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D muni
de la norme du supremum || - || . Alors , f*(e™) := lim,_,- f(re") existe pour presque tout

t € R (par rapport a la mesure de Lebesgue) et appartient a L>°(T).

Preuve : Soit f une fonction analytique et bornée sur ID. Nous avons

sup / [Fret)dt < 27 £ ot | fll. = sup |£(2)].

0<r<1 |z|<1

De plus, comme f est holomorphe sur D elle est harmonique sur . D’apres le Corol-
laire 2.3.4, f*(e") := lim,_;- f(re) existe m-presque partout et f* € L(T). De plus
|f*(e™)] < || fl, m-presque partout. Ainsi on obtient f* € L>(T).

Nous pouvons décrire & présent les fonctions de N sans zéro.

Théoréme 3.2.2 Soit f € N ne s’annulant pas sur D. Alors, f*(e') := lim,_;- f(re")
existe pour presque tout t € R (par rapport a la mesure de Lebesque) et de plus log |f*| €
LY(T). De plus il existe une mesure réelle p L m et X € R vérifiant :

1 [Tet+z ; e“—l—z
£(2) ix 2m et — 10 (el _/ et —
z) =e"es Jor
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Preuve : D’apres le Théoreme 3.2.1, il existe g,h € H*(D) avec g(z) # 0 et h(z) # 0
pour tout z € D, ||gllsc < 1, [|h]|ec < 1et f = 7. Ainsi

sup / lg(re™)|dt < 27 et sup / \h(re™)|dt < 2m.

0<r<1 0<r<1J _x
D’apres le Lemme 3.2.1, g*(e') = lim,_,;- g(re®) et h*(e®) = lim,_;- h(re®) existe pour
presque tout ¢ € [0, 27] (par rapport & la mesure de Lebesgue). Comme I est simplement
connexe et h ne s’annule pas sur I, il existe une fonction ¢ € Hol(D) telle que h = e’
Comme ||h]|s < 1, la fonction Re(¢)(= log |h|) est une fonction harmonique négative sur .
D’apres le Corollaire 2.3.3, (') := lim,_,;- log |h(re')| existe pour presque tout ¢ € [0, 27]
(par rapport a la mesure de Lebesgue). Il existe donc un borélien A de [0, 27] de mesure

de Lebesgue nulle tel que pour tout t € [0,27] \ A, on est simultanément :

lim,_ ;- log|h(re®)] = () existe
lim, ;- h(re®) = h*(e') existe.

Par conséquent, pour ¢t € [0,27] \ A, on a |h*(e")| # 0. Si B est un borélien de mesure

de Lebesgue nulle telle que g*(e) = lim,_.;- g(re®) existe pour tout ¢ € [0,27] \ B, on a

donc :
%0 1 ity s (it _ g*(e")
(") = lim f(re") existe pour tout t € [0,27] \ (AU B) et f*(e") = L
r—l— *( ol
Nous avons vu dans la preuve du Théoreme 3.2.1 que f était de la forme
1 [Tet+z
du(t)

f(z) = e 2m ) et =2

avec 1 mesure réelle de M(T) telle que log|f| = P(u) sur D. D’apres le Théoreme 2.3.3,
du(t) = @(e)dt + dv(t) avec v L m et p(e®) = lim,_,- log | f(re")| pour presque tout ¢
(par rapport a la mesure de Lebesgue) avec ¢ € L'(T). Nous venons de voir que, pour

presque tout ¢, p(e) = log|f*(e")|. On obtient donc log |f*| € L}(T) et

1 T it it
= eZt—irz o|f* Zt Jldt _/ elt+z
f(Z) _ 61)\6271- _q€ € ,

avec v mesure réelle, v 1 m.
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3.3 La formule de Jensen et ses conséquences

Dans cette section, nous allons montrer que les zéros de fonctions de N, s’ils forment
une suite infinie, tendent en module vers 1 assez rapidement.

Afin de démontrer la formule de Jensen, nous allons établir le lemme suivant.
Lemme 3.3.1

27
/ log |1 — €”|df = 0.
0

Preuve : On remarque tout d’abord que :
11— e = |(1 —cos0)? +sin? 0]/ = |2(1 — cos 0)|"/? = |25sin(0/2)].

Si l'on pose I = fo% log |1 — €?|df, on obtient :

[:/0ﬂlog\Qsin(9/2)|d9:/OWlog(2sin(«9/2))d9.

En effectuant le changement de variable s = 0/2 et en utilisant le fait que sin(r—z) = sin z,

on obtient :
T w/2
I :/ 2log(2sin s)ds :4/ log(2sin s)ds. (3.1)
0 0
D’autre part, comme sin(7w/2—s) = cos s, on a aussi [ = 4 fOW/Q log(2 cos s)ds, ce qui donne :
I =1 (4 fow/z log(2sin s)ds +4f07r/2 log(2 cos s)ds) = 2fo7r/2 log(4 cos s sin s)ds
= 2 foﬂ/Q log(2sin 2s)ds = [ log(2sinu)du avec 2s = u.
Comme sin(m — x) = sinz, on obtient ainsi [ = 2fo7r/2 log(2sinu)du. D’apres (3.1) on a
donc 21 = I, ce qui implique I = 0.
0J

Théoréme 3.3.1 (Formule de Jensen) Soient 0 < r < R et soit f holomorphe sur le
disque ouvert D(0, R) avec f(0) # 0. Si ay, - - - an désigne la suite des zéros (éventuellement

vide) de f dans le disque fermé D(0,r) comptés selon leur multiplicité, alors on a :

r 27 )
/ log | (re®)|d6

B 1
[ 2 0

N
log | £(0) + > _log

avec la convention 25:1 log ﬁ =0 st f n'a pas de zéro dans D(0,7).
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Preuve : Si f n’a pas de zéros dans m, elle n’en a pas dans le disque ouvert
D(0,7+¢) pour ¢ suffisamment petit. Comme D(0, 7+ ¢) est simplement connexe, d’apres
le Théoreme 3.1.1, il existe g holomorphe dans D(0, 7+ ¢) telle que f = e, ce qui implique
log|f| = Re(g). D’apres le Corollaire 1.2.3 appliquée a la fonction harmonique log |f|
continue sur D(0,7) (puisque harmonique sur D(0,7 + €)) et harmonique sur D(0,7), on
a:

g /(0)] = 5= [ toglf(re)las.

Si f a des zéros dans D(0,r), on peut les énumérer de sorte que :

{|a1|§---|am| < r
it = - law] = .
On pose alors

2 — a2 il o

- Un n
= X
o2) = 1)< T2 T 2
n=1 n=m+1

Par construction la fonction g est holomorphe dans D(0, R) et elle ne s’annule pas dans

D(0,7). D’apres ce qui précede on a donc :

1 2 )
o | toglatrelas = toglg(0),
T™Jo

c’est a dire :

r r

|an| |an|

1 27 ) m N
%/ log |g(re?)|df = log | £(0)] + Z log = log|f(0)| + Zlog
0 n=1 n=1

T

puisque = = 1 pour m +1 < n < N. Il nous reste a vérifier que fOZW log |g(re®)|d =

fozﬂ log | f(re?)|df. Tout d’abord on remarque que si |z| = r et si |, | < 7 alors :(20{—71@;) = 1.
En effet, si |z| =7, on a:
7(a — 2)| = rlay, — 2| = [Z]|an — 2| = |2y, — 72| = |r? — @2).
On a donc :
2m 2m N 21 o
1 NDdo= | 1 “|do log | ———| d6.
| oelatrenian = [ roslstenian+ 30 [ rop| g

n=m+1
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Or si a,, = e on obtient :

2w
/ log
0

en posant u = 6 — 0,,. La périodicité de I'exponentielle nous donne finalement :

2
/ log
0

d’apres le Lemme 3.3.1. Par conséquent, on a bien fo% log |g(re®)|df = fo% log | f(rei?)|dd

o 21 ' 2m—0, )
—= —/ log |1 — €' ®%)|dp = —/ log |1 — e|du,
0

—0,

o, — re?

Qp

21
df = —/ log |1 — e™|du = 0,
0

o, — rei

et donc

N 2
T 1 .
log | f(0)] + Zlogm = ﬁ/o log | f(re®)|do.
n=1 n

Une premiere conséquence de la formule de Jensen est le résultat suivant.

Corollaire 3.3.1 Si f est une fonction holomorphe sur le disque ouvert D(0, R) avec
f(0) # 0 alors r — [T log|f(re)|dt est fonction croissante de r avec 0 < r < R et en

particulier log | f(0)] < 5= Ozﬂ log | f(re)|dt pour 0 <r < R.

Preuve : En effet, d’apres la formule de Jensen, pour 0 <r < R on a :

1 27 )
e [ sl
n 0

|ov 27

N
log|f(0)| + ) _log

avec log =/ > 0. Lorsque r augmente, Zivzl log ﬁ augmente aussi.

|an |

0

La deuxieme application de la formule de Jensen nous donne un renseignement sur la

suite des zéros de toute fonction de N.

Corollaire 3.3.2 Si f € N a une suite infinie de zéros (o, )n>1 T€pétés selon leur multi-

plicité, alors nécessairement Y - 1 — |a,| < oco.

La condition ) ;1 —|a,| < oo implique que |o,| — 1 assez rapidement.

Preuve : FEn remplacant f par g : z — % si 0 est un zéro de f de multiplicité k, on
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peut supposer que f(0) # 0. Pour cela il faut vérifier que g € N. Par construction, nous

avons g € Hol(D). Il reste a vérifier que

(re')

J = sup/ log™ |g(re™)|dt = sup/ log™

0<r<1 0<r<1

Pour0<e<1lona:

szax(sup/ log™ dt, sup/ log™ dt).
0<r<e J—n e<r<1lJ_—nx

Comme log™ (ab) < log™ a + log™ b et comme i,c < i,c pour r > ¢, on obtient :

f(re")

rketkt

f ('f’e“)

TS (reit) " 1 A it
sup log ke dt < sup log —-dt + log™ | f(re™)|dt | < oo
e<r<lJ—x r e<r<1 —r € -
car f € N. La fonction z —— % continue sur le compact D(0,¢) est uniformément

firet)

etkt

dt < o0. On a ainsi

majorée par une constante M et de ce fait supg<, <. f log™
vérifié que g € N et Pon peut donc supposer que f(0) # 0. Soit (ay,),>1 la suite (infinie)
des zéros de f répétés selon leur multiplicité. Fixons p € N* et considérons r €]0, 1] tel que

r > maxX,<, |y, |. D’apres la formule de Jensen (Théoreme 3.3.1), on a :

log [ f(0)

1 27 ]
- / log | f (re™) dt

1 2m )
< —/ logt | f(re™)|dt < My < oo,
2m J,

car f € N. L’entier p étant fixé, on fait tendre r vers 1~ et on obtient :

log | £(0)

et donc > P _ log ﬁ < My —log|f(0)| pour tout entier p > 1. La série ) ., log ﬁ étant
a termes positifs, elle est donc convergente. Comme |oy,| — 1, on a aussi ﬁ — 1 et donc
logﬁ ~ ﬁ —1~1—|a,| quand n — co. On en déduit que ) o, 1 — |a,| < co.

U

Le résultat suivant est en quelque sorte une réciproque du corollaire précédent.
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Théoréme 3.3.2 Soit (av,)n>1 une suite de complezes non nuls tels que |oy,| < 1, n >1
avec de plus ), - 1 — |ay| < 0. Alors le produit infini

|| @, — 2

o, 1—0a,z2

n>1

converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction B € H>®(D) dont les
zéros sont exactement les mombres a, répétés selon leur multiplicité. Enfin B*(e) :=
lim,_ ;- B(re®) existe m-presque partout et est de module 1 m-presque partout avec

lim [ log|B(re")|dt = 0.

r—1-
Preuve : Rappelons que si 2 est un ouvert de C et si (f,),>1 est une suite de fonctions
holomorphes dans € telle que > -, [1 — f,(2)| converge uniformément sur tout compact
de €2, alors le produit Hn21 fn(2) converge uniformément sur tout compact de ) vers f

fonction holomorphe sur € et 'ensemble des zéros de f est I'union des zéros de f,, n > 1.

Posons f,(z) = lon] an—z o remarquons que

an 1—onz

(1 — lan|)(om + |om|2)
an (1 —ay2)

(1 — Jow)(1 + 2212)

1 - fn<z) =

-2
On en déduit alors que
21— la,]) 201 —la,])  2(1 — o,
) < 20D 20— el 20— fau))
|1 — a2 1— |7 1—r

si|z| <7 <1 Ainsi 30 o, |1 — fu(z)| converge uniformément sur D(0,7) pour r < 1 si
> ns1 1 —|an| < oo et donc B(z) = [],,5, fa(2) définit bien une fonction holomorphe sur
D dont la suite des zéros est la suite (a,),>1. De plus, pour |z| =1, on a

oy — 2 _|an—z| B

| fa(2)] = 1.

l-—az| [z-@]
D’apres le principe du maximum appliqué a la fonction z — f,,(z) holomorphe sur D et
continue sur D, on a |f,(2)| < 1 pour z € D. Par conséquent |B(z)| < 1 pour z € D et

B € H*(D). D’apres le Lemme 3.2.1, B*(e¢') := lim,_,,- B(re®) existe m-presque partout.
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Montrons & présent que lim,_,;- ffﬂ log | B(re')|dt = 0. D’apres le Corollaire 3.3.1, r —
J7 log|B(re™)|dt est une fonction croissante de r avec 0 < r < 1. Comme les intégrales

J7 log|B(re')|dt sont négatives, ¢ := lim,_;- [" log|B(re')|dt existe et £ < 0. Posons

Ry = [ 2220 o gy 28 L2l 2o

1 o, 1—0o,2 Rp(Z)

La fonction B, est holomorphe sur D(0, %) avec 1, = maX,<p |a,|. On remarque que

|B,(2)| = 1si |z| = 1. On en déduit que

lim log | B, (re™)|dt = 0,

r—1 —r

car la fonction z — log |B,(z)| est continue pour r, < |z| < = et nulle sur T. On obtient
p

alors :

hI{{ log |B(re™)|dt = hr?(/ log|Bp(Te“)|dt+/ log | R,(re™)|dt)

—Tr
™

= lim log | R,(re™)|dt,

r—1-

pour tout p > 1. D’apres le Corollaire 3.3.1,

/ log | R,(re)|dt > 27 log | R,(0)].

Par conséquent pour tout p > 1, £ :=lim, ;- ["_log|B(re")|dt vérifie

¢ > 2rmlog|R,(0)| = 27rlog< H \Ozn|>

n>p+1
Comme > (1 — |a,|) < oo, le produit infini [] -, || converge. D’apres le critere de
Cauchy pour la convergence d’un produit infini de termes strictement positifs (cf. exercice),

on a lim, . [[,5, low| = 1. Finalement ¢ > 0 et donc ¢ = 0.

IL nous reste & vérifier que |B*(e™)| = 1 m-presque partout. D’apres le lemme de
Fatou (qui dit que si ¢, est une suite de fonctions positives mesurables sur [—m, 7],
alors f:r liminf @, (t)dt < liminf f ©n(t)dt ou encore que si ¢, est une suite de fonctions
négatives mesurables sur [—m, 7], alors limsup [* ¢, (t)dt < [T limsup ¢, (t)dt), si

r, — 17, ona:

™

limsup/ log|B(rne”)|dt§/ lim sup log | B(r,e™)|dt

—Tr
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et donc 0 = ¢ < [" log|B*(e')|dt. D’autre part, comme |B*(e)| < 1 m-presque partout,
on a log|B*(e")| < 0 m-presque partout. Finalement on en déduit que log|B*(e™)| = 0
m-presque partout et donc |B*(e)| = 1 m-presque partout.

Nous allons a présent définir les produits de Blaschke généraux.

Définition 3.3.1 Un produit de Blaschke est un produit de la forme

1—a,2

B(z) = 2" H M Gn — =
n an

ou A € R, k entier naturel et («v,), suite vide, finie ou infinie de points de D\ {0} tels que

lo] an—z
n o l—anpz

Youl— oy < oo lorsque (o), est infinie. Par convention [ ] =1 si (ay), est

une suite vide. Si (), est vide ou finie (resp. infinie) on dit que le produit de Blaschke

est fini (resp. infini).

Remarque 3.3.1 D’aprées le Théoreme 3.5.2, les produits de Blaschke sont des fonctions
de H®(D) tels que B*(e) := lim, .o, B(re") existe m-presque partout et est de module 1.
De plus on a ausst

lim log | B(re™)|dt = 0.

r—1 -

Les produits de Blaschke finis sont par construction continus sur D, ce sont donc des

fonctions de A(D), l’algébre du disque, [’algébre des fonctions de H* (D) continues sur

D.

3.4 Description des fonctions de N/

Nous avons a présent tous les éléments pour donner une description complete des fonc-

tions de la classe de Nevanlinna.

Théoréme 3.4.1 Soit f € N non identiquement nulle. Soit B le produit de Blaschke

associé a la suite des zéros de f, i.e. B(z) = 2] -, %% si 0 est un zéro d’ordre k
p n n

de f et avec (au)n>1 suite des zéros non nuls de f répétés selon leur multiplicité. Alors
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L e N, fr(e) := lim,,- f(re') existe m-presque partout et log|f*| € L*(T). Enfin il

existe une mesure vy réelle (finie) sur T, vy L m et un réel X tels que pour tout z € D on

ait :
1 T it ) 1 T it
- B T =0
f(z)zez)\B(Z)ezﬂ' et —z W 2T ) et —z .
Preuve : Vérifions que g := % € N. Par construction, g est une fonction holomorphe
™ it
dans D (qui ne s’annule pas). Il reste & montrer que sup / log™ M dt < oo.
0<r<1J_x B(re')
Comme log™ (ab) < log™*(a) + log™ (b) et comme |B(re*)] < 1sir <1ona:
T | e I ~ " 1
log™ L ldt < log™ “|dt log™ | dt
R O R R L
_ + it
= /_Wlog |f(re )\dt+/_nlog Blen) dt
= / log*\f(’r’e“)\dt—/ log | B(re™)|dt.

Comme lim, ;- [ log |B(re™)|dt = 0 et supy<, ., [~ _log™ |f(re™)|dt < oo puisque f € N,

T et [ L0
on a donc su logt 22—~
OSTI<)1 /n s B(Telt)

Comme ¢ est une fonction de N qui ne s’annule pas, d’aprés le Théoreme 3.2.2, g*(e%) :=

dt < oo, ce qui prouve que % eN.

lim, ;- g(re™) existe m-presque partout avec log|g*| € L'(T). D’autre part, d’apres le
Remarque 3.3.1, B*(e') := lim, ;- B(re™) existe m-presque partout et est de module 1.
Comme f = Bg, on obtient f*(e") := lim,_;- f(re") = B*(e")g*(e") définie m-presque
partout avec |f*| = |g*| € L'(T). La derniere assertion du Théoreme 3.2.2 nous permet de

conclure la preuve du théoreme.
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3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 Soit (uy,)n,>1 une suite de nombres complexes.
1. Montrer que si Hn>1 u, converge strictement vers p € C*, alors lim,, o, u, = 1.

2. Montrer que [],~, un converge (au sens large) si et seulement si pour tout € > 0, il

existe n. € N tel que si g > p > e, alors |upyq---u, — 1| < e.

Exercice 3.5.2

1. Soit B un produit de Blaschke, soit ¢ € L'(T) une fonction & valeurs réelles et soit
w € M(T) une mesure réelle (donc finie) telle que p L m. Vérifier que f définie sur
D par

1 s elt_'_z . 1 ™ elt+z
/ du(t)

o i w(elt)dt o i
f(z):B(z)e%r ,Wet—z 6271’ ,Wet—z

est une fonction de N .

2. Montrer que pour tout fonction f € N il existe un unique produit de Blaschke B, une
unique fonction ¢ € LY(T) a valeurs réelles et une unique mesure réelle p € M(T)

telle que ;1 L. m avec

1 [Tet+z 1 [Te'+z
o | Setende oo [ S au
£(2) :B(z)e%r et —z p2m ) et —z .

Exercice 3.5.3 Soit f € N et soit V}L la variation positive de la mesure vy réelle associée

a f (vp e M(T), vy L m). Montrer que la fonction g définie sur D par

1 [T et —|—z : ett +z
g | el - [ S
g(z) = f(z)e 2T J-n€ ¢

est une fonction de H* (D).
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Chapitre 4

Les espaces de Hardy H?(DD),
0<p<o0

4.1 Rappels
4.1.1 Inégalité de Jensen

Théoréme 4.1.1 (Inégalité de Jensen, p. 59 de [22]) Soit i une mesure positive sur
une tribu M dans un ensemble Q telle que p(Q) €]0,00[. Soit f € L'(u) une fonction a
valeurs réelles telle que a < f(x) < b pour tout x € Q avec a € RU{—o0} et b € RU{+0o0}.

Soit ¢ une fonction convezre sur |a,bl. On a l'inégalité

¢ (g [7an) < = [ Dyam

En particulier si u(2) =1 on obtient :

@(/Qfdu) S/Q(wf)du-

4.1.2 Inégalité de Holder et Minkowski

Théoréme 4.1.2 (p. 60 de [22]) Soit X un espace mesuré, de mesure p positive. Soient

f et g deux fonctions mesurables sur X a valeurs dans [0, 00].

1. Soient p et q deux exposants conjugués (i.e. % +% =1) avec 1 < p < 00. Alors

1/p 1/q
/ fodu < (/ fpdu) (/ quu) inégalité de Holder.
X X X

63
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2. Soit p € [1,00[. Alors

1/p 1/p 1/p
( / (f +g)pdu> < ( / fpdu) + < / gpdﬂ> inégalité de Minkowsks.
X X X

L’inégalité de Holder dans le cas ou p = ¢ = 2 s’appelle I’inégalité de (Herman)

Schwarz.

4.1.3 L’espace L*(T)

Théoréme 4.1.3 (de Plancherel-Parseval) Si f € L*(T) et si (¢,)nez est la suite de

ses coefficients de Fourier (c, = 5 0% f(et)e ™dt) alors
1 2m 1/2
. ity |2 _ 2
= (5 [ rRar) e =3 ol

nez
De plus f est la somme de sa série de Fourier (S,,(f))n>0 (ot S,(f)(e™) = > lk<n cpe™)

avec limy, o || f — Sull2 = 0.

Remarque 4.1.1 Lorsque f ¢ L*(T) f n’est pas en général égal a la somme de série de

Fourier ), ., cpe™.

Théoréme 4.1.4 (de Riesz-Fischer) Toute suite (a,)nez de C telle que Y-, ., |an]® <

oo est la suite des coefficients de Fourier d’une fonction g € L*(T).

4.2 Fonctions sous-harmoniques
4.2.1 Définition et caractérisation

Définition 4.2.1 Une fonction f : D — R continue sur D est dite sous-harmonique si
elle a la propriété suivante : pour tout domaine (ouvert conneze) Q de D dont la fermeture
Q est inclus dans D et pour toute fonction U harmonique dans 0 et continue dans §)

vérifiant f(z) < U(z) sur la frontiere Fr(Q) de Q, on a f(z) < U(z) pour tout z € €.

En pratique, les fonctions continues a valeurs réelles sous-harmoniques sur D sont ca-
ractérisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle

il est souvent plus facile de travailler ([9], p. 7).
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Théoreme 4.2.1 Soit f : D — R continue sur D. Alors f est sous-harmonique si et

seulement si pour tout zy € D il existe py > 0 tel que D(zo, po) C D avec de plus

_2/’f%+m> (4.1)
T
pour tout p < pg.

Preuve : Soit zy € D et soit p > 0 tel que p < pg = 1—|z|. Comme f est continue sur D,
d’apres le Corollaire 1.3.1, il existe une unique fonction U harmonique sur D(zg, p), continue
sur D(z, p) tel que U et f coincident sur le cercle T'(z, p). Si f est sous-harmonique on
a f(z0) < U(z). D’apres le Corollaire 1.2.3, on a aussi U(z) = 5 OZW Ul(zo + pe')dt.

Finalement on obtient :

Fe) S UG =5 [ Ulea+ ey =—/'f%+m>

ce qui prouve que (4.1) est une condition nécessaire pour que f soit sous-harmonique. Pour
montrer que (4.1) est une condition suffisante pour que f soit sous-harmonique, supposons
qu’il existe un domaine 2 avec 2 C D, une fonction U harmonique dans €2, continue sur
Q telle que f(z2) < U(z) sur 99 avec f(z1) > U(z;) pour un point z; € . On définit la
fonction h sur le compact Q par h(z) = f(z) —U(z). Comme h est continue sur le compact
Q, h atteint son maximum avec m > 0 car h(z;) > 0. Soit E # () "ensemble ol h atteint
son maximum. Comme h(z) < 0 sur 092, E C Q. Comme FE est fermé (par continuité de
h), il existe un point zy pour lequel aucune boule ouverte centrée en z; ne soit entierement
contenue dans F (sinon E # () serait a la fois ouvert et fermé dans €2 connexe, et donc
on aurait F = (), ce qui est absurde puisque 2 est un ouvert non vide de C tandis que F
est un fermé borné non vide de C). Considérons a présent p > 0 tel que D(zg,p) C Q2 et
tels que le cercle I',, , ne soit pas entierement contenu dans E. Par conséquent h(z) < m
sur I',, , avec une inégalité stricte sur un ouvert de I',  , donc sur un arc (de longueur
strictement positive). La fonction U harmonique vérifiant la propriété de la moyenne, on

obtient ainsi :

1 2

i/ ) f(z0+ pe)dt — U(z) = 5 (f (20 + pe™) — U(zy + pe'))dt
T Jo T Jo
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1 2

= — h N dt
or J, (20 + pe”)

< m=h(z) = f(z20) — U(x),
et donc 5- fo% [ (zo+pe)dt < f(zp), ce qui contredit (4.1) et termine la preuve du théoréme.
UJ

Remarque 4.2.1 D’apres le Corollaire 1.2.3, il est clair que toute fonction harmonique

a valeurs dans R est une fonction sous-harmonique.

4.2.2 Exemples

1. Soit f analytique dans D et soit p > 0. Alors la fonction g continue sur D a valeurs
réelles définie par g(z) = |f(z)[? est sous-harmonique.
En effet, d’apres le Théoreme 4.2.1, il suffit de vérifier (4.1). Soit zp € D. Si f(zp) =0,
(4.1) est automatique. Supposons que f(zg) # 0. D’apres le principe des zéros isolés et
le Théoreme 3.1.1, il existe alors pg > 0 tel qu’il existe une détermination holomorphe
du logarithme sur D(zq, po) avec D(zg, po) C I et ainsi on peut définir z — f(z)P
comme une fonction holomorphe dans D(z, po). En particulier, pour tout p < pg, on
a:

1

ey = 5= [ Gt oty

ce qui implique naturellement

£GP < 5= [ 1o+ pepar

2. Soit u une fonction harmonique dans D et soit p > 1. Alors la fonction g continue
sur D a valeurs réelles définie par g(z) = |u(2)|P est sous-harmonique.
En effet, comme u est harmonique dans D, d’apres le Corollaire 1.2.3, pour tout

2o € D et pour tout p < py = 1 — |z|, on a I'égalité :

2T
u(eo) = 5= [ utea+ oyt
0

T
ce qui implique

1 2T )
u(z0)| < 5 / luzo + pet|dt.
0
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Sip =1, (4.1) est bien vérifiée et donc |u| est sous-harmonique. Si p > 1, d’apres

I'inégalité de Holder, on a :

2 ‘ 2 ‘ 1/p 2 1/q
/ [u(zo + pe™)|dt < (/ lu(zo + pe”)\pdt) </ 1th)
0 0 0

27 ' 1/p
= (/ |u(zo + pe”)\”dt) (2m)Y/
0

avec % + % = 1. Par conséquent on a :

1

2m 2m

) 1 .

el < ry 1 [ G+ petrat = 5o [ futzo -+ o),
2m J, 2m Jo

ce qui prouve d’apres le Théoreme 4.2.1 que |ul? est sous-harmonique.

3. Soit f € Hol(D). Alors log™ |f| est une fonction continue & valeurs réelles sous-

harmonique sur D.

En effet, si zp € D est tel que |f(z0)] < 1, Uinégalité (4.1) est trivialement vérifiée. Si
2o € D est tel que |f(zp)| > 1, par continuité de | f|, il existe py > 0 tel que | f(2)| > 1
sur D(z, po) C D. Par conséquent pour tout p < po, log* |f(2)| = log|f(z)| pour
tout z € D(zp,p). Comme log|f| est une fonction harmonique sur D(zg, pg) (cf.

Exercices 1.4.3 et 1.4.4), (4.1) est vérifiée (c’est méme une égalité) pour p < po.

Proposition 4.2.1 Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur D

et soit

1 2 )
m(r) = %/ flret)dt pour 0 <r < 1.
0

Alors r —— m(r) est une fonction croissante sur [0, 1].

Preuve : Soient 0 < r; < 1y < 1. Comme f continue sur D, d’apres le Corollaire 1.3.1,

il existe une unique fonction U harmonique sur D(0,73), continue sur D(0, ) tel que U et

f coincident sur le cercle T'(0,7;). Comme f est sous-harmonique, on a f(z) < U(z) pour

tout z € D(0,73). On a donc :

1 2m )

m(r;) < — U(rie™)dt = U(0)
2 Jo
1 2

= 5 i U(roe™)dt = m(ry).
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4.3 Définitions des espaces de Hardy et premieres
propriétés

Définition 4.3.1 Pour f € Hol(D) on définit les quantités suivantes :

Mo(f.r) = o Jy"log" | f(re®)ldt,

e o 1/p .

M,(f,r) = {g I 1f(re )|pdt} , s10<p<oo et

M00<f7 T) = Supte[O,Qﬂ[ |f<r€it>|'
L’espace de Hardy HP(D), 0 < p < oo, est défini par

HP(D) ={f € Hol(D) : sup M,(f,r) < co}.
0<r<1

Proposition 4.3.1 Soit f € Hol(D). Les fonctions r —— M,(f,r) (pour 0 < p < o0)

sont des fonctions croissantes sur [0, 1[.

Preuve : Nous avons vu précédemment que si f € Hol(D) alors |f|P et log™ | f| sont

des fonctions sous-harmoniques sur D pour 0 < p < oo. D’apres la Proposition 4.2.1,

r — M,(f,r) (pour 0 < p < o0) est une fonction croissante sur [0,1[. Le fait que

r—— My (f,r) est croissante sur [0, 1] est une conséquence du principe du maximum pour
les fonctions de Hol(D).

O

On peut alors redéfinir les espaces de Hardy HP(D) (pour 0 < p < o0o) ainsi que la

classe de Nevanlinna N de la fagon suivante :
Corollaire 4.3.1 Pour 0 < p < oo nous avons :
HP(D) = {f € Hol(D) : hr{l— M,(f,r) < oo}

et
N ={f € Hol(D) : lif{l, My(f,r) < oo}

Notation :si f € HP(D) pour 0 < p < oo nous noterons par || f||, la limite lim, ;- M, (f,r).
Le théoreme suivant précise le lien entre les différents espaces de Hardy et la classe de Ne-

vanlinna.
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Théoréme 4.3.1 Nous avons les inclusions suivantes :
H>*(D) c H?(D) c H*(D) c N
pour 0 < s < p < 0.

Preuve : Si f € H*(D), pour tout p €]0,00[ on a |f(re™)[? < ||f||2, pour r € [0, 1] et
t € [0,27[. On en déduit alors M,(f,r) < ||f|le pour r € [0,1], ce qui implique || f||, <
| flloo et donec H*°(D) C H?(D) pour tout p > 0.

Pour p > s > 0, d’apres l'inégalité de Holder, pour f mesurable sur le cercle centré en 0
de rayon r €0, 1], on a

[ ireenar< ([ iswenpar)” ry-on

et donc M(f,r) < My(f,r). Ainsi HP(D) C H*(D) pour p > s > 0. Enfin, pour tout s > 0,

comme lim,_, lomgf =0, il existe A > 0 tel que lom% < A pour tout x > 1. Par conséquent,

si f mesurable sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0, 1[, on a :

/ logt | f(re™)|dt = / log | f(re')|dt < A/ |f(re™)|*dt.
te[—mml:|f(rett)| 21

-7 te|—m,m:| f(reit)|>1
On a donc My(f,r) < AM(f,r)*, ce qui prouve que H*(D) C N pour s > 0.
[

Théoréme 4.3.2 Si 1 < p < oo, l'espace de Hardy H?(D) muni de la norme || - ||, est un

espace de Banach.

Preuve : La seule chose délicate a vérifier pour faire de || - ||, une norme est de vérifier
que l'inégalité triangulaire est satisfaite. D’apres I'inégalité de Minkowski (si 1 < p < 00)
ou d’apres I'inégalité triangulaire que vérifie le module sur C (si p = o0), pour toutes les

fonctions f et g mesurables sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0,1[, on a :
My(f +g,7) < My(f,r) + My(g,r) pour tout r € [0,1].

Pour toutes les fonctions f, g € HP(D) (avec 1 < p < 00), on adonc || f+gll, < || fll,+lgll,-
Ainsi || - ||, est bien une norme sur H?(D). Pour p < 1, H?(D) est encore un espace vectoriel

mais le probleme est que || - ||, ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.
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Fixons & présent p € [1,00] et montrons que les espaces vectoriels normés H?(ID) sont
complets. Soit (f,),>1 une suite de Cauchy dans H?(ID). Soient 7, R tels que r < R < 1 et
supposons que |z| < r. On applique la formule de Cauchy a f,, — f,, sur le cercle I'r centré

en 0 et de rayon R. On obtient alors :

|[fn(2) = [ (2)]

2 Jr,, &
L L T RIRE) — fo(RE)|d
2rR—r ) " ‘ e '

Ainsi, pour |z| <rona:

12(2) = f(2) S My = o ).

Comme D'application ¢ : x — 2P est convexe pour p > 1, d’apres l'inégalité de Jensen

appliquée a la mesure p définie par du(t) = %dt sur [—m, 7|, on obtient :
™ o it p 1 ™ )
([ M=) < [ i - gy,
. 2T 2 J_ .

et donc My(fy, = fm, R) < My(fn — fm, R). D’apres la Proposition 4.3.1, M,(f, — fm, R) <
limp 1~ My(fo — fin, R) = || fa — full, et donc pour |z| <7 ona:
1a(2) = )] < =l = ol
R—r P
La suite (f,), converge donc uniformément sur tout compact de I vers une fonction f
holomorphe sur D. Comme on a supposé que (f,), était de Cauchy dans H?(D), étant
donné ¢ > 0, il existe m = m(e) > 1 tel que pour tout n > m on ait || f,, — fi.|l, < €. Pour

r < 1 on obtient :

MP(f - fmvr> = nh_)nc}OMp<fn - fmur> S nh—{glo ”fn - mep S <,

ce qui implique lim, . ||/ — full, = 0. D’autre part, sachant que [|f|l, < [|f — full, +
| finllps il est clair que || f]|, < oco. La suite (f,), converge donc dans H?(D) qui est donc
un espace de Banach.

O
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Théoréme 4.3.3 Soit p €]0,00] et soit f une fonction de H?(D) non identiquement nulle.
Si B est le produit de Blaschke associé a f (f € N') alors 4 % € HP(D) avec H H = |Ifll,-

Preuve : Soit (a;,),>1 la suite des zéros de f comptés avec multiplicité et soit B, le
produit de Blaschke fini associé aux n premiers zéros de f. Nous avons vu que B, est
une fonction de H>®(D) continue sur D avec |B,(e?)] = 1 pour t € R. Comme B, est
continue sur le compact D, B,, est uniformément continue sur D. Par conséquent, si I'on
choisit ¢ €]0,1[, il existe v < 1 tel que pour tous 21,2, € D vérifiant |21 — 2| < v
on ait |B,(2z1) — Bu(z2)| < e. En particulier, pour tous t € Ret 1 —v < r < 1 on a
| B, (re™) — B,(e")] < e. Comme |B,(e")] = 1, on obtient 1 — & < |B,(re"| < 1+ ¢ pour

toust€ERet 1l —v <r <1 Onen déduit :

LI (re®)

1

pour tous t € Ret 1 —v <r < 1. Sip€l0,00] et f € H?(D) on obtient ainsi

T/l

=t

pour tout € €]0, 1]. Finalement on a ||g,|, = || f|, avec p €]0, o[ et avec g, = n. Posons
g = E' Par construction g € Hol(D). De plus, pour z € D, lim, .. g.(2) = g(2) et
(|gn(2)])n>1 est une suite croissante. D’apres le théoreme de convergence monotone, pour
p €0, 00[ et pour r € [0, 1] fixé, on a :

lim |gn(reit)\pdt:/ lim |gn(reit)‘pdt:/ lg(re™)|Pdt,

—
n—oo —r - -

s

ce qui implique M,(g,r) = lim, oo My(g,,r). Comme r —— M,(gy,,r) est une fonction
croissante avec lim, 1- M,(gn,7) = || f]|p, on obtient lim,_ .. M,(g,,r) < | f|, pour tout
r € [0,1] et donc ||g||, = lim,_1- M,(g,7) < || f|l,- Par conséquent g € H?(D) avec ||g||, <
| fll,- D’autre part, comme |B(z)| < 1 pour tout z € D, on en déduit |g(2)| > |f(2)| pour
tout z € D. Ainsi on a [|g|[, > || f]|,- Finalement, pour p €]0, o[, nous avons ||g||, = || f]l-

Si f € H*(D), comme sup.ep [9n(2)] = lIgnlloc = [[flloo; on a [gn(2)] < [[fllec pour tout

z € D et pour tout entier n > 1. Comme pour z € D nous avons ¢g(z) = lim, .. gn(2),
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on a [|gllec = sup,cp [9(2)] < || fllo- De plus, comme |g(z)| > |f(2)] pour tout z € D, on
obtient ||g|loc > [[f|loo; €t donc [|glec = ||.f [|co-
L]

4.4 Théorémes de factorisation

Nous venons de voir que, d’apres le Théoreme 4.3.3, toute fonction f non identiquement
nulle de H?(D) (p €]0, 00]) peut se factoriser sous la forme f = Bg ou B est un produit
de Blaschke et g € H?(D) sans zéro dans ID. Il existe une factorisation plus subtile qui fait

I'objet de la section suivante.

4.4.1 Les fonctions intérieures

Définition 4.4.1 Une fonction intérieure est une fonction U € H*(D) telle que |U*(e")|
1 m-presque partout (avec U*(e') = lim,_,,- U(re')).

Le résultat suivant donne une description complete de toute fonction intérieure.

Théoréme 4.4.1 Soit c € C,|c| =1, soit B un produit de Blaschke et soit v une mesure
de Borel positive finie sur T telle que v 1. m. Pour z € D on pose
1Tt
U(z) = cB(z)e 27 )= el =z : (4.2)

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir de cette

facon.

Preuve :  Supposons que U soit définie sur D par (4.2). Par construction U € Hol(D).
Posons g = %. On note que log |g| est I'intégrale de Poisson de la mesure finie négative
—v. Ainsi log |g| est une fonction harmonique négative sur D, ce qui implique |g(z)] < 1
pour z € . Par conséquent, g et par suite U sont des fonctions de H>°(D). De plus,
comme v L m et log|g| = —P(v), d’apres le Corollaire 2.3.3, on a lim, ;- log|g(re®)| =

log |g*(e™)] = 0 m-presque partout. On a donc |g*(e')| = 1 m-presque partout. Comme
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d’apres la Remarque 3.3.1, |B*(e®)| = 1 m-presque partout, on a donc |U*(e®)| = 1 m-
presque partout et ainsi la fonction U est bien une fonction intérieure.

Réciproquement, soit U une fonction intérieure et soit B le produit de Blaschke associé

a la suite de ses zéros comptés avec multiplicité. D’apres le Théoreme 4.3.3, g := % €
H>*D), |l9llcc = [|U]|so = 1 et par construction g ne s’annule pas sur D. Il existe donc

¢ € Hol(D) vérifiant log |g| = Re({), ce qui implique que log |g| est une fonction harmonique
sur . D’autre part log|g| est négative puisque ||g|l.c = 1. D’apreés la Remarque 3.3.1,
| B*(e)| = 1 m-presque partout. Comme |U*(e®)| = 1 m-presque partout, nécessairement
lg*(e")| = 1 m-presque partout et donc log|g*(e®)| = 0 m-presque partout. D’apres le
Corollaire 2.3.3, il existe v > 0, v finie sur T, v L m telle que log|g| soit 'intégrale

de Poisson de —v. Finalement log |g| est la partie réelle de la fonction holomorphe h(z) =

1 T elt 1 T it
—5- /_7r Z“ j zdz/(t). Comme g = e’ avec Re(l) = Re <—% /_ﬂ :it J_r zdl/(t)), on obtient
1 e+ 2
_2_ it dl/(t) 1 s eit+z
g(z) = ce TSmO TF avec |c| = 1 puisque —2—/ — —du(t) — ¢ € iR. Ceci
™) _» e — »

termine la démonstration.

O

Un exemple tres simple d'une fonction intérieure qui ne soit pas un produit de Blaschke
est le suivant : prenons ¢ = 1, B(z) = 1 et v = §;, la mesure de Dirac en 1. On obtient

alors que la fonction définie sur I par U(z) = e>1 est une fonction intérieure sans zéro

dans D.

Définition 4.4.2 Les fonctions intérieures singuliéres sont les fonctions intérieures

qui ne s’annulent pas sur D, i.e. les fonctions de la forme

1 Welt+z

S,(z) = ce 2 ) et =2

dv(t)

ot |c| =1 et ot v est une mesure de Borel positive finie sur T telle que v L m.
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4.4.2 Les fonctions extérieures

Définition 4.4.3 Une fonction extérieure est une fonction QQ € Hol(D) de la forme
1 [ e” +z
Qz) = ce 2T Jr " =

~log (! *)dt

ol |c| =1 et ou ¢ est une fonction positive mesurable telle que logp € L'(T).

Proposition 4.4.1 Soit Q) une fonction extérieure reliée a ¢ comme dans la Définition 4.4.35.

Alors

1. log |Q)| est l'intégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesque dont la dérivée de Radon-Nikodym est log .
2. lim, ;- |Q(re")| = ¢(e") m-presque partout.

3. Pour p €]0,00], Q € HP(D) si et seulement si p € LP(T). Dans ce cas ||Q]l, = ||¢||,-

Preuve : Comme

T it
Re i/ < +Zlogcp( "dt —/ Re
Q@I =e \FTSa

avec Re <&> = P.(0 —t)si z=re? onalog|Q(re?)| = &= [T P.(0 — t)logp(e)dt,

) log p(e™)

eit—z 27 J—m

ce qui prouve 1. De plus, d’apres 1. et en appliquant le Théoreme 2.3.3, on obtient
lim, ;- log |Q(re)| = log ¢(e) m-presque partout, ce qui implique 2.

Si p = 0o, compte tenu de 2. 'assertion 3. est évidente. Supposons p €]0, co[ et Q € HP(D).
Soit (r,),>1 une suite croissante de réels de ]0,1[ tendant vers 1. D’apres le lemme de

Fatou appliqué a la suite de fonctions mesurables positives (sur T) (Q,)n>1 définie par

Qu(e") = 1Q(rae™)[?, on a :
/ liminf Q,,(e")dt < hmmf/ Qn(e™)dt,

T n—00 n—00

ce qui implique (a l'aide de la Proposition 4.3.1) ||Q*||, < ||Q]|,.- D’apres 2., on a donc
lell, < N1Q||p- Par conséquent, si @@ € HP(D) alors ¢ € LP(T). Réciproquement, supposons

que ¢ € LP(T). On a alors :

1 [" .
— P.(0 — t)log o’ (e™)dt

Q)P = 27 )
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D’apres I'inégalité de Jensen, Théoreme 4.1.1 appliqué a la fonction convexe x —— e” et a

la mesure positive p définie par du(t) = 5= P,(0 — t)dt, on obtient :

2
1 ™
2™ Jx < — / P (e™)dL.
On a donc
) 1 g .
QP < 5 [ P (et
™ —T
En intégrant cette inégalité par rapport a la variable 6, sachant que - f " 0—t)dd =1,

on obtient M,(Q,7) < ||¢|lp, et donc lim, - M,(Q,r) = ||Q|, < ||g0||p. Lequlvalence
Q € H?(D) <= ¢ € LP(T) est démontrée. Il résulte des calculs ci-dessus que si ) € H?(D)

alors [|Qll, = [lsll,-

4.4.3 Facteurs extérieures des fonctions de H?(D), 0 < p < c©

Proposition 4.4.2 Soit p €]0, 00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.
Alors la limite radiale de f, notée f*, est telle que log |f*| € L'(T) et f* € LP(T).

Preuve : Si f € HP(D) alors log|f*| € L'(T). En effet, d’apres le Théoreme 4.3.1,
HP(D) C N et d’apres le Théoreme 3.4.1, si f € A alors f*(e) est définie m-presque
partout avec log|f*| € L*(T). De plus, pour p €]0, o[, d’apres le lemme de Fatou,

2m

21
/ lim%nf |f(re™)|Pdt < lim%nf/ |f(re™)|Pdt,
o rlT e

0

ce qui donne :

1 2 oy )
5 |f*(e")|Pdt < lim M,(f, ) = | f?
v 0 r—1

Par conséquent, pour p €]0,00[, si f € HP(D) alors f* € LP(T). Pour p = oo, comme
1f(2)] < ||fllec pour z € D, on a donc |f*(e")| < || f|leoc m-presque partout. De ce fait, si
f € H*(D) on a donc f* € L>(T).
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Corollaire 4.4.1 Soit p €]0,00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.
Dans ce cas, la fonction extérieure Qs définie par

1 [Tet+2

— —— log | f*(e™)|dt
Qp(z) = 2T Jn € =2 el (4.3)

appartient a HP(D).

Remarque 4.4.1 La fonction Qs est appelée le facteur extérieur de f. Notons que Q)¢

ne dépend que de f*, c’est a dire des limites radiales de f sur T.

Preuve :  Soit p €]0, oc]. Supposons que f € H?(D), f non identiquement nulle. D’apres
le Théoreme 4.4.2, log|f*| € L'(T). Par suite 'intégrale (4.3) est bien définie comme une
fonction extérieure. De plus, comme d’apres le Théoreme 4.4.2, f € HP(D) implique f* €
LP(T), la 3ieme assertion de la Proposition 4.4.1 nous permet de conclure que Qf € H?(D).

O

4.4.4 L’espace de Hardy H?*(D)

Les propriétés fondamentales de H?(ID) sont résumées par le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.2 1. Une fonction f € Hol(D) de la forme f(z) = >_,-,an2" appar-

tient & H?(D) si et seulement siy_, o lan]* < 00. Dans ce cas || f]l2 = (3,0 \an\Z)l/Q.

2. Si f € HX D), f* € L*(T) et le nleme coefficient de Fourier de f* est a, sin >0 et
0 stn < 0. De plus

1 27 ) )
li - PR it th =0
tim o [ = p(se)

et f est l'intégrale de Poisson ainsi que lintégrale de Cauchy de f*.

3. L’application f —— f* est un isomorphisme isométrique de H*(D) dans H*(T) :=
{g € L*(T) : g(n) = 0,n < 0}.
4. H*(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

1

2
< [,9>mm=< 9" >r2m)= %/ fr(e")g*(e)dt.
0
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Preuve :  Soit f(z) = ), .a,2" pour z € D. On a done, pour r € [0,1[ et t € R,
f(re) =37 spanr"e™. D’apres le théoreme de Plancherel-Parseval, on a
1 2

— [f(re®)Pdt = |an[*r®.

21 J, s

Par convergence monotone discrete, on a :

lim Z |an|?r®" = Z |an|?.

r—1-
n>0 n>0

Comme || f]|2 = lim,_1- & [ |f(re')|2dt, on obtient f appartient & H2(ID) si et seulement

27 Jo
si Ym0 lan|® < oo et [[flla = (2,0 \an\Q)l/Q, ce qui termine la preuve de 1.
D’apres la Proposition 4.4.2, f* € L*(T) si f € H?*(D). Supposons f € H*(D) et pour
0 < s < 1 on définit les fonctions f, sur T par fi(e) = f(se”) = 3, 5o ans"e™. Comme
> nso lan]> < 00, le théoréme de Riesz-Fischer nous garantit I'existence d'une fonction
g € L*(T) telle que g(n) = a, sin > 0 et 0 si n < 0. Les coefficients de Fourier de
g — fs valent (1 — s")a, sin > 0 et 0sin < 0. Une nouvelle application de I’égalité de
Plancherel-Parseval donne :

lg = folls =D (1 = s™)lanl.

n>0

Par convergence monotone décroissante discrete,

lim > (1 - s")?|a,|* = 0.

s—1—
n>0

On a donc lim,_,1- [|g — fs||2 = 0. Pour 0 < s < 1, la fonction f, définie par f(z) = f(s2)
est holomorphe dans D(0, %) On a donc, pour z € D,
L[ ()
s(2) = — [ —/—==d¢.
Fe) = 5= [ 25
La fonction f, étant en particulier harmonique sur D(0, %), d’apres le Théoreme 1.3.1, on

a aussi, pour z = re’? € D,

1

fs(2) = %/0 WPT(H —t) fo(e™)dt.
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L’inégalité de Schwarz et le fait que P, (0 —¢) < 1%, nous donne

e = - [T ro—tgena] = |- [T Ro— e - g
< 05— gl
et
folre™) = 5 g rew ‘: %A%df‘ﬁl—ir!m-g!b

Comme lim, ;- ||g — fs||2 = 0, on a donc

) : 7 1 o zt
f(re®) = Tim fs<ree):2—/0 PO — )g(e")dt = 2m/€_mw

s—1— ™
En particulier, f est la fonction harmonique définie comme l'intégrale de Poisson de la
mesure p < m définie par du(t) = g(e™)dt avec g € L'(T) puisque g € L*(T). D’apres
le Théoreme 2.3.3, f*(e") = g(e™) m-presque partout. On en déduit que f* € L*(T),

f*(n) =a, sin >0 et que f*(n) = 0sin < 0. Enfin on a aussi :

fre) = o [ Rio = o= o [ S5

T 2 Jp € — rei®

ce qui termine la preuve de 2.

Puisque lim, ;- [|f* — fylls = 0, on a |[flls == lim, ;- [|fsll2 = f*[lo. Comme F*(n) = 0
pour tout m < 0, lapplication ® : f —— f* est bien une isométrie de H?*(D) dans
H?(T). Par définition lapplication ® est linéaire. Etant isométrique, elle est automati-
quement injective. Enfin, si g € H?*(T), g est de la forme g(e) = Y ., ane™ avec
19113 = > 50 lan]® < co. Alors la fonction f définie sur D par f(z) = Y7, . a,2" appartient
a H?(D) d’apres 1. Lapplication ® est donc surjective. Ainsi @ est bien un isomorphisme
isométrique.

Par définition, < f,f >pem= ||f*||5. Comme [|f*|]s = || f|l2, la norme sur H?*(D) se
déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé. De plus H*(ID) est complet d’apres le

Théoreme 4.3.2. Ainsi H*(D) est bien un espace de Hilbert.

Corollaire 4.4.2 Si f € H'(D) alors lim, ;- 5- 027T |f*(e) — f(re™)|dt = 0.
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Preuve : Soit B le produit de Blaschke associé a la suite des zéros de f dans ID. D’apres
le Théoreme 4.3.3, g = % € H'(D) avec ||g|li = ||f|l- Comme par construction g ne

s’annule par sur D, il existe donc une détermination holomorphe du logarithme de g. De
ce fait on peut définir la fonction holomorphe h = ¢'/? sur D. On a donc h?* = g et
finalement f = Bg = (Bh)h avec ||h]|3 = |lg|li = ||f|l:. Par conséquent h et ¢ := Bh
sont deux fonctions de H?*(D) et f = (h. Pour r €]0,1[, on définit la fonction f, sur
T par f.(e) = f(re®) = L(re®)h(re®) = £.(e?)h,.(e") si Von pose £.(e") = {(re') et
h,(e) = h(re). Comme f* = (*h* on a :

= fr=0(" = h,) + h (6" = 0,). (4.4)
D’apres le Théoreme 4.4.2, comme ¢, h € H*(D), on a

lim (|27 = Pully = 0= lim (|7 = £lla et |71 = lellz = 1/l 1Ael5 < [1A115 = (1]

r—1-
L’inégalité de Schwarz appliquée aux deux produit du membre de droite de (4.4) nous

donne :
1 = Folln < WA AR = Bl + 1165 = 6:])2).

Il est & présent clair que lim, ;- || f*—f,|[1 = 0.

Remarque 4.4.2 Au cours de la démonstration du théoréme précédent, nous avons montré

que toute fonction de H' (D) est le produit de deux fonctions de H*(D).

4.4.5 Factorisations des fonctions de H?(D), 0 < p < o0

Le Corollaire 4.4.2 va nous permettre d’établir la factorisation de toute fonction appar-
tenant a un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure par une

fonction extérieure.

Théoréme 4.4.3 Soit p €]0,00] et soit f € HP(D). Alors il existe une fonction intérieure
Uy telle que f = UrQy ot Qy et le facteur extérieur de f, a savoir la fonction de HP(D)

définie par : '
1 [™et 4z

Qs(z) = 2w e =2

log | f*(e")ldt
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De plus
1 o *( 1
g |(0) < - [ log (e)ldr (4.5)
T™Jo

avec égalité dans (4.5) si et seulement si Uy est constante, autrement dit, si et seulement

si [ est extérieure.

Preuve : Supposons tout d’abord que f € H'(D). Soit B est le produit de Blaschke
associé & la suite des zéros de f. D’apres le Théoreme 4.3.3, g := £ € HY(D) avec |g||; =
|fll1 et |f*] = |g*|. Pour démontrer le théoreme, quitte a remplacer g par f, on peut
supposer que f ne s’annule pas sur D. Nous avons déja établi dans le corollaire 4.4.1 que
Qy € H'(D). La 2iéme assertion de la Proposition 4.4.1 nous dit que |Q%(e")| = [ f*(e")| #
0 m-presque partout. Ainsi, si nous montrons que |f(z)| < |Qf(z)| pour z € D, nous

aurons montré que - est une fonction intérieure, ce qui prouvera qu'il existe une fonction

Qs
intérieure telle que f = U;Q;. Comme |Qy| est égal a e’1elF") (ou P(log|f*|) désigne

Pintégrale de Poisson de log | f*| définie par P(log | f*|)(re®) = 5= 027T P.(0—t)log | f*(e')|dt

pour r € [0, 1] et 6 € R), pour z € D, on a,

1f(2)] < 1Qs(2)| <= log|f(2)| < P(log|f*[)(2).

Vérifions a présent que log |f(2)| < P(log|f*|)(z) pour z € D. Pour |z| <let0< R <1
on définit fr par fr(z) = f(Rz). Ainsi fg est holomorphe dans D(0, }%) et fr ne s’annule
pas. Par suite, log|fr| est harmonique dans D(O,%). D’apres le Théoreme 1.3.1, pour

z=re? €D, on a donc

1 [ .
g /()] = 5= [ Tog L fa(e) (0 = 0.

Comme log = log™ —log™, on a donc :

2m 2m
log | fr(2)| = %/0 log™ | fr(e™)|P.(6 — t)dt — %/0 log™ | fr(e™)|P.(6 — t)dt.

Notons que pour u,v > 0, on a |log™ u — log* v| < |u — v|. Par conséquent on obtient :

[Pllog™ |l re) = Pllog® [FD(re™)| < 5= [ R0 =0l (e = |7 (el
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2m
< 3 | PO=0laet) - e
< e ol

D’apres le Corollaire 4.4.2, limg_1- ||fr — f*|1 = 0. Ainsi, limg_;- P(log® |fgr|)(re) =
P(log™ | f*])(rei?). D’apres le lemme de Fatou,

1 2 2

P.(0—t)log™ |f*(e)|dt = liminflog™ | fr(e™)|dt

% 0 % 0 R—1—
) ) 1 21 B .
< liminf — P.(0 —t)log™ | fr(e™)|dt.
R—1— T 0
Comme
dim P (log™ [fr])(re”) = P(log™ [ f*|)(re”)
et
Jim_P(log |fr)(re) = Jim log | fr(re”)| = log | f(re”)],
on obtient :

P(log™ |f*])(re”) < P(log" [ f*|)(re”) —log | f(re”)],

ce qui implique

log | f(re”)| < P(log" | f*| —log™ [ f*|)(re”) = P(log |f*[)(re”),

inégalité désirée qui permet de conclure que -L- est bien une fonction intérieure U ¢ des que

Q
f € HY(D). Comme |f(2)] < |Q(2)| pour toutfz € D, en particulier, pour z = 0, on obtient
l'inégalité (4.5). Notons que si f(0) = 0, (4.5) est trivialement vérifiée. L’égalité survient
dans (4.5) si et seulement si |f(0)| = [Q;(0)]. Comme f(0) = Ur(0)Qr(0), on a donc
Us(0) = 1 avec ||Us||ooc = 1. D’apres le principe du maximum, on a donc nécessairement
Uy = c avec |c| = 1. Ceci termine la preuve de cas ot p = 1.
Lorsque p €]1, oc], comme d’apres le Théoreme 4.3.1, HP(D) C H'(D), il n’y a rien a faire.
Considérons a présent le cas ou p €0, 1[. Soit f € HP(D) et soit B le produit de Blaschke
f

associé a la suite des zéros de f. Par construction, g := < est holomorphe sur D et

ne s’annule pas. D’apres le Théoreme 4.3.3, g € H?(D) avec ||g||, = || f]l,- La fonction
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g ne s’annulant pas sur D simplement connexe, il existe une détermination holomorphe
¢ du logarithme de g. On peut donc définir la fonction h = eP¥ = ¢P. De plus, on a
19112 = I|7|l1, ce qui prouve que h € H'(D) puisque g € HP(D). La fonction f possede donc
une factorisation de la forme f = Bg = BhY/? avec h € H'(D) sans zéro dans D. D’apres
ce qui précede, h = U,Q; avec Uy, fonction intérieure sans zéro dans D et @) extérieure.
Comme

et + 2

1 T it 1 ) 1 4 .
€ T2 ognt(et)dt — / 2 Lo | (et) 7| dt
_p2m ) et =z

1 9. it _ oo
Qh/p(z) _ 6271’ € zZp

avec |h* ()P = |g*(e™)| = | f*(e™)| m-presque partout, Q,ll/p est le facteur extérieur de f.
De plus il est clair que U }/ P est bien une fonction intérieure (singuliere). Ainsi, si f € H?(D)
f se décompose comme le produit d'une fonction intérieure par une fonction extérieure.
L’inégalité (4.5) étant une conséquence de la factorisation que nous venons d’établir, elle
reste vraie si p €]0, 1].

0

Remarque 4.4.3 Les fonctions Q5 et Uy sont appelées respectivement les facteurs exté-
rieures et les facteurs intérieures de f. Le facteur Uy tient compte des zéros de f dans

D et du comportement de f* sur T tandis que le facteur Q¢ ne dépend que des valeurs de

|f*| sur T.

4.5 Reésultats fondamentaux sur les fonctions de H?,
0<p<oo

4.5.1 Limites radiales des fonctions de H?(D), 0 < p < o0

Nous avons déja mentionné que H?(ID) C N impliquait automatiquement que f* soit
définie m-presque partout avec de plus log | f*| € L'(T). Ceci mérite une mention spéciale,

a savoir, un théoreme d’unicité.

Théoréme 4.5.1 Soit p €]0, 00| et supposons que la fonction f non identiquement nulle

appartienne o HP(D). Alors f*(e®) # 0 m-presque partout. Par conséquent, si f,g €
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HP(D) sont telles que f*(e) = g*(e') sur un sous-ensemble de T de mesure de Lebesque

strictement positive, nécessairement f = g.

Preuve : Si f*(e") = 0 alors log|f*(e")| = —oco et si cela survient sur un ensemble
de mesure positive, cela met en défaut le fait que log|f*| € LY(T). En appliquant ceci a
f—g€ HP(D)si f,g € H(D) on a donc f — g identiquement nulle dés que (f* — g*)(e™)
sur un sous-ensemble de T de mesure de Lebesgue strictement positive.

O

Remarque 4.5.1 En fait le Théoreme 4.5.1 est vrai sous ’hypothése un peu plus générale

fenN.

Nous avons vu dans la Proposition 4.4.2 que si f € HP(D) alors f* € LP(T). Nous allons

montrer qu’en fait application f —— f* est une isométrie de H?(D) dans LP(T).
Théoréme 4.5.2 Soit p €]0, 00| et soit f € HP(D). Alors ||fl, = [|f*]l,-

Preuve : D’apres la Proposition 4.4.2, f* € LP(T) des que f € HP(D). Pour cela
nous avons vérifié que ||f*||, < || f]|,- D’autre part, d’apres le Théoreme 4.4.3 et la gieme
assertion de la Proposition 4.4.1, f = UsQ avec (); extérieure, Uy intérieure et ||Q||, =
| f*||p- Comme Qf = Uif avec |Us(2)] < 1 sur D, on a immédiatement |Qs(2)| > |f(2)],
z € D. Ceci implique ||Q¢||, > || f]|p- Finalement, on obtient :

1Al < 11@sllp = [ lp < 1l fllp,

ce qui prouve que |[fl[, = |/,

0

Nous déduisons de ceci un résultat de convergence en moyenne vers la limite radiale
des que f € HP(D) avec p €]0,00[. Pour démontrer ceci nous allons admettre le lemme

suivant dont la preuve repose sur le Théoreme d’Egoroff (cf. Théoreme 5.6.20 de [24]).

Lemme 4.5.1 (p.21 de [9]) Soit Q un sous-ensemble mesurable de R et soit p,, € LP(Q),

0<p<oo,n>1. Supposons de plus que lim,, .., pn(t) = @(t) m-presque partout sur Q.
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Si
Tim flgully = el < o
alors
Timlop = ¢ll, = 0.
Soit f € HP(DD), pour 0 < p < co. Pour 0 < r < 1 posons g,(t) = f(re') pour t € [0,27].
Sachant que lim, ;- ||g.||, = lim, ;- M,(f,r) = || fll, avec || fll, = |f*]l, (dapres le
Théoreme 4.5.2), et comme de plus lim, ;- g.(t) = ¢*(t) m-presque partout avec g*(t) :=

f*(e'), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 4.5.1 Soit p €]0,00] et soit f € HP(D). Alors
Tim (1fr = f7llp, =0,

avec, pour 0 <r < 1 et|z| <1, f, définie par f.(z) = f(rz).

Remarque 4.5.2 Le Corollaire ci-dessus n’est pas vérifié en général pour f € H>®(D),
nous avons besoin pour cela que f* soit continue sur T, autrement dit que f ne soit pas

simplement dans H*(D) mais dans l'algebre du disque A(D).

4.5.2 Résultat de représentation des fonctions de H?(D) pour p €
1, 0]

Nous allons voir qu'une conséquence immédiate du Corollaire 4.4.2 est le fait que si

f € HY(D) alors f est égale & l'intégrale de Cauchy et a 'intégrale de Poisson de sa limite

radiale.

Théoréme 4.5.3 Soit f € HP(D) pour p € [1,00]. Alors pour tout z =re? €D, on a :

o | P -nrena =g [ £

2im Jp € — 2

f(2)

dg.

Preuve : Si f € H?(D) pour p € [1,00], d’apres le Théoréme 4.3.1, on a en particulier
f € HY(D). Pour R €]0,1] posons fr(z) = f(Rz) fonction holomorphe sur D(0, %). En
particulier fz est harmonique sur D et continue sur . On a donc, d’apres le Théoreme 1.3.1,

1
o

fr(2) /027r Pr(0 —t) fr(e™)dt pour z = re®.
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On en déduit :

o) -5 [ Ro-nren] < o / RO 1) — Jale) it
1+

™

<

[

Comme d’apres le Corollaire 4.4.2, limp ;- Hf* — fRH1 =0, on en déduit, f(z) = P(f*)(z)
pour z € D. D’autre part, fr étant holomorphe sur D(0, %), d’apres la formule de Cauchy;,

on a

fr(€) ,

2 r&—2

fr(&) — f(€
2@%/ E—z2 d§
" fr(e) — fr(e")

2@7r 0 et — ret?

fr(z) =

d€.

Pour z = re?, on en déduit :

) - 5= [ g -

zeitdt’

< LT e - prenar
— e") — f*(e
- 1—=r2n ), f
= 0 fal
= 1= Rl1-
Le Corollaire 4.4.2 permet alors de conclure que f(z) = 5~ fqr I (5)

4.5.3 Identification entre H?(D) et H?(T) pour 1 < p < oo

Théoréme 4.5.4 Soit 1 < p < co. L’application ® : H?(D) — HP(T) telle que ®(f) = f*
et ou H?(T) :={f € L?(T) : f(n) = 0,n < 0} est un isomorphisme isométrique.

Preuve : La linéarité de ® est évidente. Vérifions tout d’abord que si f € H?(D) pour
1 <p < oo, alors &(f) = f* € HP(T). Comme d’apres le Théoreme 4.5.2, || f, = [|f*]l,, i
est clair que ®(f) € LP(T). Il nous reste a vérifier que f\*(n) = 0sin < 0. Comme d’apres
le Théoreme 4.3.1, nous avons HP(D) C H*(D) pour p € [1,00], il suffit de vérifier que si
f € HY(D) alors f*(n) =0sin<0.Si fe H(D), en particulier, f € Hol(D). D’apres le

Théoreme de Cauchy, pour 0 < r < 1, on a

/ F(6)€mdE = 0 pour n > 0,
Iy
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ou I, désigne le cercle centré en 0 et de rayon r. Posons & = re. On obtient alors
2
/ L (re®) eVt dE = 0 pour n > 0.
0

Le Corollaire 4.4.2 nous permet de dire que

2w

2w
lim [ " f(ret)e T dL = / Fr(eh)elm it
0

r—1- 0

car

2T 2T
/ TnJrlf(Teit)ei(nJrl)tdt . / f*(eit)ei(nJrl)tdt’ S 277'”fr . f*Hla
0 0

o f.(e) := f(re™). On a donc fOZW FH(e)el™ gt = 0, ce qui prouve que f*(n) = 0
si n < 0. Une autre facon de vérifier ceci est d’utiliser le fait que f € H'(D) est le
produit de deux fonctions de H?(D) dont les limites radiales sont dans H?(T) d’apres
le Théoreme 4.4.2. Ainsi ®(H?(D)) C HP(T) et ® est une isométrie. De ce fait ¢ est
automatiquement injective. Vérifions la surjectivité de ® pour conclure. Soit p € [1, 00] et
g € HP(T). Comme en particulier g € L'(T), on peut considérer la fonction harmonique f

sur D définie par

1

f(z)=P(g)(z) = %/0 ' P.(0 —t)g(e™)dt si z = re®.

On a donc
1 o n| _in(6— 7
12 = 5= [ (Do )gtetya.
nez

mn(0—t)

La série ), rinle étant normalement convergente pour r < 1, donc uniformément

convergente, on en déduit :

f(Z) - Z r|nein9% /027r e—intg(eit)dt _ Z rln\eine/g\(n) _ Z /g\(n)z"

nez nez nez
Comme g(n) = 0sin < 0, on a donc f(z) =) .,9(n)z". La fonction f est donc holo-
morphe sur . Comme f est I'intégrale de Poisson de g € L'(T), d’apres le Théoreme 2.3.3,
[* = g m-presque partout. Par conséquent || f*||, = ||g||, < oo, ce qui implique f € H?(D)
d’apres le Théoreme 4.5.2. L’application ® est donc surjective, c¢’est donc un isomorphisme

isométrique.
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Remarque 4.5.3 Lorsquep € [1, 00|, compte tenu de l’ezistence d’un isomorphisme isomé-
trique entre HP?(D) et HP(T), dans la plupart des articles de recherche on trouvera la no-

tation H?, laquelle désignera indifféremment H?(D) ou HP(T) suivant le contexte.
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4.6 Exercices

Exercice 4.6.1

1. Montrer que toute fonction f de N non identiquement nulle se décompose sous la
S

forme f = Bng ou B est un produit de Blaschke, ou Sy et Sy sont deux fonctions
2

intérieures singulieres et ot ) est une fonction extérieure.

S

2. Réciproquement, montrer que toute fonction de la forme B§1Q (ot B est un produit
2

de Blaschke, ou Sy et Sy sont deux fonctions intérieures singulieres et ou () est une

fonction extérieure) est bien dans la classe de Nevanlinna.

Exercice 4.6.2 Soit p €]0,00] et f € HP(D).

1. Montrer que pour tout z =re” €D on a :

I A

g |(2) < 5 [ PO~ O)log (et

T Jo

2. Montrer [’équivalence suivante
‘ 1 [ ‘
f est extérieure <= Jzy = ree'® € D;log | f(2)| = 2—/ P, (0 — t)log | f*(e)|dt.
T Jo

3. Sil'on suppose a présent que f € N au lieu de f € HP(D) avec p €]0, 00|, I"équivalence

ci-dessus est-elle toujours vraie ?

Exercice 4.6.3 (Théoréme de F. et M. Riesz) Soit u une mesure complexe (finie) sur

0, 27]. Supposons que pour tout n < 0 on ait :

2m
/ e Mdu(t) = 0.
0

Montrer qu’alors p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Lo
/ ﬁd,u(t). Vérifier que F = P(du) et que F €
0 —ze?

Indication : Poser F(z) = 7
T

HY(D) puis conclure.



Chapitre 5

Sous-espaces invariants du shift

5.1 Introduction : le probleme du sous-espace inva-
riant

5.1.1 Notations et rappels

Soit X un espace vectoriel sur C complet. Notons par £(X) I'ensemble des applications
linéaires continues (ou bornées) de X dans X. Les éléments de £(X) sont souvent appelés

des opérateurs. Lorsque 7' € L(X) on désignera par (7' le spectre de T" défini par
o(T):={X € C: (T — Ad) non inversible}.

Rappelons que si T' € L(X), o(T) est un compact de C non vide. Le spectre ponctuel

de T, noté 0,(T), est 'ensemble des valeurs propres de T'. Autrement dit, par définition,
0,(T) :={X € C: (T — A\Id) non injective} = {\ € C: Ker(T — A\Id) # {0}}.

Si X est de dimension finie, étant donnée que dans ce cas toute application linéaire est
inversible si et seulement si elle est injective, on a o(7T") = 0,(T") pour tout 7' € L(X). Par
contre des que X est de dimension infinie, on peut simplement affirmer que 0,(7") C o(7))
et 0,(T") peut étre vide comme nous le verrons dans la suite.

Pour T' € L£(X) on définit Lat(T") comme "ensemble de tous les sous-espaces vecto-
riels fermés M invariants par T, ¢’est-a-dire tels que T'’M C M. Automatiquement, pour

T € L(X), les sous-espaces vectoriels fermés {0} et X sont des éléments de Lat(T). On les

89
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appelle les sous-espaces invariants triviaux de 7. Tout élément de Lat(T) différent
de {0} et X est appelé un sous-espace invariant non trivial de 7. Les opérateurs
T € L(X) tels que Lat(T) = {{0}, X} sont appelés les opérateurs transitifs. En d’autres

termes un opérateur transitif est un opérateur sans sous-espace invariant non trivial.

5.1.2 Le probleme du sous-espace invariant

1. Si X est un espace vectoriel sur C de dimension finie au moins égale a deux, tout
opérateur T' € L(X) n’est pas transitif. En effet, dans ce cas, T' est une matrice finie
a coefficients complexes admettant des valeurs propres. Soit A une valeur propre de
T et soit x un vecteur propre associé a la valeur propre \. Le sous-espace vectoriel
fermé Cz étant de dimension 1, il est différent de {0} et X. De plus, comme Tz = Az,

Cx est invariant par 7'

2. De fagon plus générale, si T € L£(X) (avec X de dimension infinie ou finie au moins

égale a deux) est tel que 0,(T) # 0, alors T est non transitif.

3. Si X est un espace vectoriel complet sur C non séparable (i.e. contenant une partie
dense non dénombrable), tout opérateur 7" € L(X) n’est pas transitif. En effet, pour
x € X \ {0}, soit M la fermeture de I’ensemble des combinaisons linéaires finies des
vecteurs du type 17"z avec n € N. Par construction M est un sous-espace vectoriel
fermé de X différent de {0} puisque x # 0 appartient a M. D’autre part, M est
invariant par 7' et M # X puisque M est séparable tandis que X ne l'est pas par
hypothese.

Grace aux travaux de Peter Enflo [10, 11], Charles Read [17, 18, 19, 20, 21|, Bernard
Beauzamy [1], on sait qu’il existe des opérateurs transitifs 7' € £(X) ot X est un espace
vectoriel sur C complet de dimension infinie et séparable tel que ¢*. Cependant tous les
exemples d’opérateurs transitifs que I’on connait ont été construit sur des espaces de Banach
complexes non hilbertiens.

Ce qu’on appelle communément le Probleme du Sous-Espace Invariant est un

des problemes les plus célebres de théorie des opérateurs et il est ouvert depuis plus d'un
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demi-siecle. Son énoncé est le suivant :

Soit ‘H un espace de Hilbert sur C séparable et de dimension infinie. Existe-t-il un

opérateur 1" € L(H) transitif ?

Il existe de trés nombreux théoremes donnant des conditions suffisantes pour que T' € L(H)
ne soit pas transitif et les outils utilisés sont extrémement variés, ce qui rend ce sujet
de recherche particulierement intéressant [6]. A titre d’exemple, signalons deux résultats
basés sur des techniques tout a fait différentes. Le premier utilise un théoreme ancien
d’existence de point fixe (dit a Schauder, 1934) et le second est basée entre autre sur un
procédé d’approximation (di a S. Brown [4]) qui permet de conclure a la surjectivité d’'une
application bilinéaire [2].

Soit H un espace de Hilbert sur C séparable et de dimension infinie.

Théoréme 5.1.1 ([13]) Soit T € L(H). Supposons qu’il existe un opérateur compact
K € L(H) non identiquement nul tel que TK = KT. Alors T n’est pas transitif.

En fait le résultat de Lomonosov est valable dans le cas plus général ou X est un espace
de Banach sur C de dimension infinie et séparable. Rappelons qu'un opérateur 7' € L£(X)
est appelé un opérateur compact si 'adhérence de 'image par T de la boule unité fermée
de X est un compact de X. En particulier, le résultat de Lomonosov nous dit que tout

opérateur compact T n’est pas transitif puisque 7' commute avec lui-méme.
Théoréme 5.1.2 ([5]) Soit T € L(H), ||[T|| < 1. Si T C o(T) alors T n’est pas transitif.

Notons que pour le probleme du sous-espace invariant, quitte a diviser par la norme de

l'opérateur considéré, on peut toujours supposer que 7' € L(H) avec ||T]| < 1.

L’étude des sous-espaces invariants non triviaux d’un opérateur aide a concevoir son
mode d’action (qui peut étre tres compliqué des que l'opérateur est défini sur un espace
de dimension infinie). En effet, de fagon générale, dans ’étude d’une transformation quel-

conque, il est utile de savoir ce que cette transformation conserve.
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Dans la suite nous allons étudier en détail les sous-espaces vectoriels fermés invariants

7 sur 'espace

par un opérateur tres particulier appelé “shift” ou “opérateur de déplacemen
de Hilbert ¢2. Historiquement c’est précisément cette étude qui a suggéré la définition de

'espace de Hardy H?(DD) et par la suite des espaces de Hardy HP(D), 0 < p < cc.

5.2 Le shift sur ¢* et H*(D) : définition et propriétes
spectrales

5.2.1 Le shift sur /2

Soit €% := {(an)nz0 : an € C, 37, ~glan]* < oo} Rappelons que Vespace de Hilbert (*

est muni de la norme || - || définie par ||(a,)n>o0ll2 = (ano |an|?)Y/2.

Définition 5.2.1 Soit T 'application linéaire de * dans (* définie par
T((an)n>0) = (@n—1)n>0 avec la convention a_; = 0.
L’application linéaire T est appelée le shift sur (2.

Proposition 5.2.1 Le shift sur (%, T, est un opérateur de (* isométrique. Par conséquent

|T|| = 1. De plus 0,(T) =0 et o(T) = D.

Preuve : Sia= (a,)n>0 € £?, comme T'(a) = (0, ag, a1, ag, - - -), il est clair que ||T'(a)|]; =
|lal|2, ce qui prouve que T" est une isométrie. Comme
1Tl = sup [T(a)lz= sup [T(a)lls,
acl?:|lal|2<1 acl?:|lallz=1

automatiquement ||7']| = 1.

Pour déterminer o,(7"), on cherche & résoudre Ta = Aa avec A € C et a = (a,)n>0 € (2,
a # 0. Comme Ta = (0,a9,a1,a9,--+) on a donc 0 = Aaj,ap = Aaj, a3 = Aag,---. En
étudiant séparément le cas A = 0 et A # 0, on obtient a, = 0,n > 0, ce qui implique
0,(T) = (. Ainsi pour tout A € C, T'— AId est injective. De ce fait A € C est un élément de
o(T) si et seulement si T'— AId est non surjective. Soient (e,,),>o la base canonique de £2,

i.e., e = (an)n>0 avec a,, = 0sin # ket a,, = 1 sin = k. Il est clair que T'—\Id est surjectif
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si et seulement si, pour tout n € N, ¢, € (T — AI[d)¢*>. Comme toute suite appartenant
a T¢* a comme premiere coordonnée 0, ey & T2, De ce fait T' n’est pas surjectif et donc
0 € o(T). Soit A # 0, [N\ < 1. Alors eq & (T — AN d)¢?. En effet, soit a = (a,)n>0 € £* tel
que (T'— Al d)a = e5. On a donc

—)\aozl,ao—)\al:0,a1—)\a2:0,a2—)\a3:0,-~-

Finalement a,, = — pour tout n > 0. Comme |[A| < 1, A # 0, il est clair que a & (%,
Finalement D C o(7). Supposons & présent [A| > 1. Nous allons montrer que dans ce cas

T — Md est surjectif. Pour cela, on fixe n € N et on cherche a = (a,),>0 € % tel que

(T'— Ald)a = e,. On a donc
—Xag =0,a9 —Aay =0,---,a, o —Aa,_ 1 =0,a,_1 — Aa, = 1,a, — Aap 1 =0, -

Onadoncak:()pour()gkgn—letak:—/\,c_—lnﬂ si k > n. Comme |\| > 1, la suite
a est de carré sommable, c’est bien un élément de ¢2. Finalement o (7) = D.

O

Remarque 5.2.1 Soit X un espace de Banach sur C. Sachant que pour tout opérateur
A€ L(X), sup{|\| : A € o(A)} < ||All, on pouwvait tout de suite dire que o(T) C D.
De plus, sachant que le spectre est un compact de C, D C o(T) implique D C o(T).
Autrement dit, modulo les deuz résultats théoriques que l'on vient de rappeler (vrais en
toute généralité), pour montrer que o(T) = D, comme ||T|| = 1, il suffisait de vérifier que

Dco(T).

Le spectre ponctuel de T est vide mais cependant il n’est pas difficile de trouver des
sous-espaces vectoriels fermés de ¢? non triviaux invariants par 7. Prenons par exemple
M ={(ay)p>0 € *: a0 =0,a; =0,---,a,, =0} pour ng € N fixé. Par contre il n’est pas
du tout évident de décrire tous les éléments de Lat(7T). C’est dans ce but que nous allons
introduire I'opérateur shift sur H*(D), espace de fonctions analytiques ol il sera plus facile

de raisonner.
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5.2.2 Le shift sur H*(D)

D’apres le Théoreme 4.4.2, I'espace de Hardy H?(D) est I'ensemble des fonctions ho-
lomorphes sur D de la forme f(2) = Y . a,2" avec a = (an)n>0 € £*. De plus || fll2 =

(X0 \an|2)1/ ? = |al|2. Une reformulation immédiate de ceci est le lemme suivant.

Lemme 5.2.1 Soit ¢ : (> — H*D) défini par p(a) = f, avec a = (ay)n>0 € (* et

fa(2) =", o an2™. Alors ¢ est un isomorphisme isométrique.
Nous allons & présent introduire I'opérateur shift sur H?(D).

Lemme 5.2.2 L’application linéaire continue S de H*(D) dans lui-méme définie par S :=
poTop ! estllisométrie de H*(D) telle que Sf = a.f avec a(z) = z pour tout z € D. De
plus 0(S) =D et 0,(S) = 0.

Preuve : Soit f € H*(D) définie par f(z) = }_, 502" avec a = (an)n>0 € £*. On a
donc o7 (f) =aet Tow ' (f) = (an_1)n>0 avec a_; = 0. Finalement S(f) = g avec
g(z) = Zan,lz" = Zan,lz” = zZan,lz"’I = zf(2).
n>0 n>1 n>1
Comme S — M d = @o (T —\d)oyp! avec ¢ et ¢! inversibles, il est clair que T'— A\l d est
inversible si et seulement si S — A d est inversible. De ce fait ¢(S) = o(T) = D. D’autre

part, comme

(S—=Md)f=0<=go(T—MNd)op 'f=0<= (T —Md)oyp 'f =0,

1

Iinjectivité de T"— Ald et le fait que ¢~ soit injective, nous garantit que S — Al d est

injective et donc 0,(T") = 0.

O]
Compte tenu du lien entre T et .S, on en déduit :
Lemme 5.2.3 Lat(T) = {¢ (M) : M € Lat(S)}.
Preuve : Comme ¢! est une application linéaire isométrique, si M est un sous-espace

vectoriel fermé, il en est de méme pour ¢~ !'(M) (si V est une isométrie linéaire sur X et si
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(n) C X est de Cauchy, alors (V (z,,)), est elle aussi de Cauchy puisque ||V (x,)—V (x,)| =
IV — 2) = 120 — 2,1l

De plus, si M € Lat(S), on a (goTop 1) (M) C M et donc T(¢~H(M)) C o~ H(M). Par
conséquent nous avons {p (M) : M € Lat(S)} C Lat(T). D’autre part, si N' € Lat(T),

posons M = p(N). On remarque que
SM) = (poTop™ ) (M) =(poT)N) C pN) =M.

Par conséquent tout élément N € Lat(T) est de la forme ¢o~'(M) ot M € Lat(S). Ainsi
nous avons Lat(T) = {¢o~ (M) : M € Lat(S)}.
0

5.3 Description de tous les sous-espaces invariants du
shift sur H*(D)

D’apres le Lemme 5.2.3, nous obtiendrons une description complete de Lat(T') si et
seulement si on peut décrire entierement Lat(S). Nous allons tout d’abord vérifier que

{®PH?*(D) : ® fonction intérieure} C Lat(S).

Lemme 5.3.1 Soit ® une fonction intérieure. Alors PH*(D) := {®f : f € H*(D)} est un
élément de Lat(S).

Preuve : Il est clair que ®H?(ID) est un sous-espace vectoriel de H*(D). Pour vérifier que
PH?(D) est fermé dans H?(D), notons que ®H?(D) est I'image de H*(D) par I'opérateur
Mg défini par Mg (f) = of, f € H*(D). Comme

1D fllzzm) = 12" f Nz2cry = 1 2y = 1 f | 2wy,

Mg est une isométrie, son image est fermée dans H?(ID). Ainsi ®H?(DD) est bien un sous-
espace vectoriel fermé dans H?(D).

Remarquons que

S@H*(D)) = {a®f : f € (D)} C {@g: f € H*(D)} = DH(D),
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étant donné que si f € H*(D) alors af € H?*(D) puisque

laf 2oy = & f* ] L2ery = 1f I z2ry = | f |22 ()-

Finalement ®H?*(D) := {®f : f € H*(D)} € Lat(S) des que ® est une fonction intérieure.
0

Le résultat suivant nous dit qu’a une constante unimodulaire pres il y a unicité de la
“représentation” de tout élément de Lat(S) de la forme ®H?*(D) ol ® est une fonction

intérieure.

Lemme 5.3.2 Soient ®; et 5 deux fonctions intérieures telles que ®1H*(D) = O, H*(D).

Alors il existe ¢ € T tel que 1 = cPs.

Preuve : D’apres le Théoreme 4.4.1, il existe ¢;,co € T, By et By deux produits de
Blaschke associés & deux suites (o )n>0 et ())n>o de D (satisfaisant 3 01— |aj,| < oo
pour ¢ = 1,2) et deux mesures 1, i positives et singulieres par rapport a la mesure de
Lebesgue tels que

1 [Tet+z

®;(2) = ¢;Bi(2)S,,(2) avec S, (2) =e “TJ-n € 7% pour ¢ = 1, 2.
Rappelons que les fonctions intérieures singulieres S, et S,, ne s’annulent pas sur D.

L’égalité @ H?(D) = &, H?(D) implique qu’il existe f1, fo € H*(D) telles que
ClBlsplfl - C2BQSMQ et clBlSm = CQBQSH2f2.

En particulier B;(z) = 0 implique Bs(z) = 0 et réciproquement. De ce fait By et By ont la

meéme suite de zéros avec meme multiplicité et donc By = By. Nous en déduisons
Clsmfl = CZSuz et Clsm = CQSme-

Comme S, et S, sont des fonctions intérieures, |f7(e™)| = 1 m-presque partout pour
i =1,2. Comme f; € H*(D) pour i = 1,2, d’apres le Théoréme 4.4.2, pour z = re?? € D,

on a :

fi(re) = 2i /0 B0 — 1) f (et

™
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Par conséquent |f;(z)| < 1 pour z € D et i = 1,2. On en déduit que [S,, ()| < |S,,(2)]
et [S,(2)] < [Su(2)] pour z € D. Ainsi |S,,(2)] = [Su,(2)| pour z € D. La fonction

Sy

o+ étant holomorphe sur I'ouvert simplement connexe D et ne s’annulant pas, d’apres le
H2

Théoreme 1.2.1, il existe ¢ € Hol(D) tel que g—;‘l = ¢’ sur D. En particulier on obtient
2
Re(l(2)) = log | 242)

SmBE pour tout z € D. D’apres les équations de Cauchy-Riemann, il
existe A € R tel que Im(I(z)) = A pour tout z € D. Finalement S,, = €5, et donc il

Sz (2)

existe ¢ € T tel que &1 = cPs.
U
Nous allons a présent vérifier que tous les éléments de Lat(S) différents de {0} sont de

la forme ® H*(D) ot ® est une fonction intérieure donnée.

Théoréme 5.3.1 (de Beurling [3]) Soit M # {0} un élément de Lat(S). Alors il existe

une fonction intérieure ® (unique a une constante unimodulaire prés) tel que M = ®H?*(D).

L’unicité a une constante unimodulaire pres résulte du Lemme 5.3.2. Soit M # {0} un
élément de Lat(S) et soit p = inf{k > 0 : If € M avec 0 zéro d’ordre k de f}. Soit
f € M dela forme f(2) = > 5, c2" avec ¢, # 0. Alors f ¢ S(M) car S(M) C
{g € H*(D) : 0 zéro d’ordre au moins p + 1 de g}. Comme S est une isométrie et M un
sous-espace vectoriel fermé de H?(ID), S(M) est aussi un sous-espace vectoriel fermé dans

H?(D). On a donc
M=SM)® (SM):nM),

avec S(M)T N M # {0} car il existe f € M\ S(M). Soit g € M N S(M)*, g non
identiquement nulle, et soit ¢ = 4. Comme M € Lat(5) et ® € M, on a 5"(®) € S(M)
pour tout entier n > 1. On en déduit < &, S"(¢) >= 0 pour tout n > 1 puisque par
construction ¢ € S(M)L. En d’autres termes nous avons :

— O*(e)eintd* (eit)dt = 0, n > 1.
2 Jo

En conjuguant I'expression ci-dessus nous obtenons :

2T
/ @ () Peimtdt = 0, n € 7\ {0}.
0
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Posons u(e) = |p*(e)]2. Comme ® € H*(D), ®* € L*(T) et donc u € L*(T) avec u(n) = 0
pour n € Z \ {0}. De plus
1

2m
0) = 5= [l Pde = o = 1.

Comme la transformée de Fourier F : LY(Z) — co(Z) définie par F(f) = (f(n))ncz est
injective et comme tous les coefficients de Fourier de f coincident avec ceux de la fonction
constante égale & 1, u(e”) = 1 m-presque partout et donc |®*(e)| = 1 m-presque partout.
Comme ® € H?(D), d’apres le Théoreéme 4.4.2, pour z = e € D, on a :

. 1 [ .
Bre”) = o / PO — )3 (")t
0

T
Par conséquent |®(2)] < 1 pour z € D et donc & € H*(D). En fait on a montré que P est
une fonction intérieure.
Nous allons vérifier & présent que M = ®H?*(D). Pour cela nous allons tout d’abord
montrer que PH*(D) C M. Comme & € M et M € Lat(S), S"(®) = a"® € M pour
tout n € N. Comme M est un sous-espace vectoriel de H?*(D), P(a)® € M pour tout
polynome P € C[X]. Soit f € H*D). D’apres le Théoreme 4.4.2, il existe une suite
(@n)nzo de C telle que Y7 - lan* < oo et f(z) = 30, 50aa2" si z € D. Pour k € N,
posons Py(z) = S2F_ a,2". On a donc ||f — Pu(@)|3 = > nsket lan]?, ce qui implique

limy, oo ||f — Pr(a)]l2 = 0 puisque Y7, - lan|* < co. Comme @ est intérieure,
18f = @B 2y = [|197(f" = Pr(a)) 2y = 1F* = Prl@)" |2y = I = Bi(@) || 2y

Par conséquent limy_o ||®f — PPy (c)||2 = 0 avec Py (a) € M pour tout entier k. Comme
M est fermé dans H?*(D), ®f € M pour tout f € H*(D). On a donc montré que ®H?*(D) C
M.

Pour montrer que ®H?*(D) = M, il nous reste a vérifier que si v € M et si v L PH?*(D),
alors v = 0. Notons que v L ®H?*(D) implique que < v, ®a™ >= 0 pour tout n > 0.

D’autre part, comme & L S(M), on a aussi < &, S™(v) >= 0 pour tout n > 1. On a donc :

{ % 0% v*(e)D*(eit)e Mdt n >0
2

o [T o (e) D (eft)emdt > 1
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Comme v € H*(D), v* € L*(T) C L*(T). De plus, comme ® est intérieure, nous avons
[v*(e)*(eit)| = |v*(e)| m-presque partout. Finalement la fonction v*®* appartient &
L'(T) et tous ses coefficients de Fourier sont nuls. L’injectivité de la transformée de Fourier
F nous garantit que v*®* = 0. Comme |®*(e)| = 1 m-presque partout, on a v* = 0 et par
suite v = 0 d’apres le Théoreme 4.5.1.

0

Remarque 5.3.1 Si M = o™ H?*(D), alors o' (M) = {a = (an)n>0 € * : a9 = a; =
o+ =ay,,_1 = 0}. Cependant il n’est pas évident de décrire o~ (M) si M est un élément
de Lat(S) de la forme M = ®H?*(D) avec ® fonction intérieure quelconque. Ceci explique

pourquoi la description de Lat(T) est si difficile si [’on ne transpose pas le probléme de (*

dans H?*(DD).
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5.4 Exercices

Exercice 5.4.1 Soient T le shift sur (* et S le shift sur H*(D) définis comme dans la
Définition 5.2.1 et le Lemme 5.2.2.

1. Identifier T™ et S*.
2. Déterminer o,(S*) et o(S*).
3. Vérifier que si M € Lat(S) alors M+ € Lat(S*).

4. En déduire la description compléte de Lat(S™).

Exercice 5.4.2 Soit Uy le facteur intérieur d’une fonction f € H*(D) avec f # 0 et soit

Y le plus petit sous-espace vectoriel fermé invariant par S et contenant f.
1. Montrer que Y = U;H*(D).

2. En déduire que Y = H*(D) si et seulement si [ est une fonction extérieure.



Chapitre 6

Opérateurs de Hankel et opérateurs
de Toeplitz

Nous allons voir dans ce chapitre un apergu de certains opérateurs tres étudiés sur
l'espace de Hardy H? = H?(T). La plupart des résultats présentés ici proviennent de
(16, 8, 12, 14].

6.1 Opérateurs de Laurent et operators de Toeplitz

Soit Py2 : L*(T) — H? la projection orthogonale définie par :

o o0
Py E ae™ | = E a,e™.

n=-—oo n=0

Clairement, || Pg2f|l2 < ||f|l2 pour tout f € L*(T).

Définition 6.1.1 Soit ¢ € L>(T). Alors l'opérateur de Laurent (ou opérateur de multi-
plication) M, : L*(T) — L*(T) est donné par :

(Mg f)(e") = p(e") f(e"). (6.1)
Théoréme 6.1.1 Soit o € L>*(T). Alors M, est un opérateur borné et sa norme est donné

par [| My = [[¢lleo- De plus,

sup{|| M fll2 = f € H%, ||fll2 = 1} = [[¢lloo -

Si ¢ est une fonction mesurable sur T qui n’est pas dans L>(T), alors M, n’est pas un

opérateur borné sur L*(T).

101
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Preuve : Clairement, | M,| < ||¢||c, car :
1 2

1M, fIl5 = p(e™) fe")|* dt

27 Jo

1 21 ;
< !\w!\iﬁ/o [F(e)Pdt = [lollZ N f1I3-

La réciproque est un peu plus compliquée. Etant donné ¢ > 0 on peut trouver un
ensemble A, C T de mesure strictement positive tel que |p(e™)| > ||¢]|. — € sur A..

On définit y = x 4. comme la fonction qui est égale a 1 sur A, et 0 sur son complémentaire.
On a y € L*(T) et ||x||3 = n(A:), ot p est la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle
unité.

De plus,

1 2

IMyxll5 = 5 lp(e™)[Px(e™)? dt
™ Jo

> (lello —)°p(Ae).

Par conséquent ||[Myx|l2/[[xll2 > |¢lle — € et ||[My] > [|¢]le — €. Comme € > 0 était
arbitraire, cela nous montre que || M,|| > [|¢||~, et nous avons donc égalité.

A présent, notons que y = x4, n'est pas nécessairement dans H?, mais, si 'on écrit
x(e) =572 cxe™, alors la suite de fonctions (f,,) donnée par

o0

fm(eit) _ eimtx(eit) _ Z Ckei(k-i-m)t

n=—oo

satisfait || fiu|l2 = ||x||2 et

[ M fnllz = | Meime Mox|l2 > ([[@]loc — ) llx]l2-

A présent on remarque que :

1Pr2fn — fullz =

Z Ckei(k+m)t_ Z Ckei(k-i-m)t

' oo o
k=—m k=—o00

2

1/2
= Z |ck|2> — 0 lorsque m — 0.



6.1. OPERATEURS DE LAURENT ET OPERATORS DE TOEPLITZ 103
Par conséquent || Pyz flls — [[ll2 €t M, Pafin — My finllz = 0, ce qui implique
1M, Pz fllz — |Moxll lorsque m — oo.

Notons que Py f,,, € H? et || My Prz fon |2/ | Prz fnll2 > (|0l —€) pour m suffisamment
grand, ce qui donne l'inéqualité inverse.

Finalement, si ¢ est essentiellement non borné, alors nous pouvons prendre des fonctions
©n € L®(T) telles que |y, (e)| croit de facon monotone vers |p(e)| presque partout et
|onllec — o0 (on remplace simplement ¢ par 0 aux points ou la valeur absolue de ¢ est

supérieure a n). Alors || M, f]| > || M., f|| pour toute fonction f € H? et
1Mo, [| = llnlloo — o0,

de sorte que M, est non borné sur H?.

O

Corollaire 6.1.1 Supposons que ¢ € H*. Alors M, : H* — H? defini par (6.1) satisfait
[ Mol = [[]oo-

Preuve : Ceci résulte du théoréme 6.1.1, une fois que 'on a vérifié que ¢ - f € H? (et
pas simplement dans L?(T)) pour ¢ € H* et f € H? On peut montrer ceci directement

en multipliant les séries, ou alternativement, en calculant les produits scalaires :

(¢ - f,e™) = (p, fe*) =0 pour k < 0,

car ¢ € H? et f(e™)e’ n’a que des coefficients de Fourier d’indice strictement négatifs non
nuls.
U
Notation matricielle. Notons (e,)% __ la base orthonormale de L*(T), définie par
en(e) = e™ ou e,(z) = 2". Rappelons que (e,)5°, est une base orthonormale de H?.
On remarque ensuite que Mye, = > ;- die’*e™ ol p(z) = Y77, diz* (la convergence

devant étre comprise au sens L?) et ¢ € H*. Alors nous obtenons la matrice infinie suivante
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dy 0 0 0
d dy 0 O
dy dy dy O

ds dy dy dy

Une matrice qui est constante sur les diagonales orientées Nord-Ouest /Sud-Est, comme
ci-dessus est appelée une matrice de Toeplitz.
Il existe un moyen d’obtenir un opérateur ayant une matrice de Toeplitz générale, pas

nécessairement triangulaire inférieure, et c’est ce que nous allons observer a présent.

Définition 6.1.2 Pour ¢ € L>®(T), l'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ est l'opérateur
T, : H* — H? défini par T,,f = Py2(M,f).

Comme ||Pp2|| = 1 et || M,|| = ||¢|lcc nous avons que T, est un opérateur borné sur
H? qui satisfait || T,]| < [|¢]l. Dans le cas ot ¢ € H*®, on remarque aussi que T}, est le
méme opérateur que M,. Nous allons voir bientot que ||7,|| = ||¢[/« pour tout symbole
p € L>(T).

Soit p(z) = > oo diz*. Alors

Toe, = P Z dkeiktemt)

k=—00
o0
_ ipt
= § dp—ne™,
p=0

ou p =n + k. Ceci donne une matrice de Toeplitz de T}, ; a savoir la matrice

do d_ 1 d,Q d,3
d1 do d_1 d_g
dg d1 do d_1
d3 d2 d1 do

Des cas spéciaux importants sont les suivants :
sip =1, alors T, ;

si ¢(z) = z, alors T, est le shift (& droite) ;
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si ¢(z) = 1/z, alors T, est 'adjoint du shift (ou encore le shift & gauche).

Enfin, clairement, T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.
Théoréme 6.1.2 Pour ¢ € L®(T) on a ||T,]| = ||¢||« ; ¢’est-a-dire,

sup {[| Ty fll2: f € H?, [[fll2 =1} = [l¢]lc-

Preuve : Comme |T,| = ||Pu2M,| < [|[My]| = ||/, il suffit simplement de prouver
que ‘>’ est vrai.

Etant donné ¢ > 0, il existe une function f € H? avec || f|lo = 1 et

1Mo fll2 > [lelloo — €,

par le théoreme 6.1.1. En fait, on peut supposer sans perte de généralité f est un polynome

N

pe) =3 cpe™,

k=0

car on peut toujours trouver une suite de polynomes p,, telle que

lpn = flla =0 et [[Mppy = M fll2 — 0.

Nous allons tout d’abord montrer que, pour tout & > 0, on a ||(T,— M) (" e**)||y — 0
lorsque m — oo. A cette fin, avec ¢ ayant lescoefficients de Fourier (d,,) comme ci-dessus,

cette quantité est simplement

© —1-m—k
([ — PHQ) Z dreirteimt okt _ ‘ Z d, pi(rtmtk)t
=T 2 r=—00 9
—1-m—k 1/2
- (X)) o

lorsque m — oo. Il s’ensuit que

N
(T, = M) (™ p(eDle < Y lexl (T, = My)e™ e, — 0
k=0

lorsque m — oo.
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Comme [|e™p|s = [|p||2, on a donc

1T (e™ )l = 1My (e™p)l2 = lle™ ppll2 = | Mcpll2-

Mais d’autre part, || Myp|l2 > ||¢]lc — €, ce qui donne le résultat car € > 0 est arbitraire.
O
Le résultat ci-dessus est de grand intérét et de grande importance. En effet, en général,
étant donnée une matrice infinie, il n’existe pas de formule qui nous donne sa norme comme

opérateur agissant sur /2.

Bien que les opérateurs de Toeplitz peuvent étre bornés, ils ne sont pas, en génaral, des

opérateurs compacts.
Proposition 6.1.1 Le seul opérateur de Toeplitz qui soit compact est Ty = 0.

Preuve : Soit (e,) une base orthonormale de H?. 1l est facile de voir que si S est un

opérateur de rang fini, alors ||Se,|| — 0 lorsque n — oo, étant donné que 1'on peut écrire

T

Sen - Z(er“ xk)ylm

k=1

olt (z)5_; et (yx)h_, sont des suites finies de H?. Alors

ISeall <D 1ens i)l lyell — 0
k=1

lorsque n — oo, car (e,,zx) — 0 pour tout k.

A présent, pour tout opérateur compact S sur H?, la méme chose est vraie, car on
peut écrire S comme la limite (en norme opérateur) d’une suite (S;) d’opérateurs de rang
fini et 'on observe que ||Se,| < ||S — Sk|| + || Sken||. Etant donné € > 0 on peut rendre
le premier terme inférieure a /2 en choisissant k assez grand et on peut rendre le second

terme inférieure a /2 en choisissant n assez grand.

Cependant, il est facile de voir que pour un opérateur de Toeplitz T,, on ne peut pas

avoir ||T,e,| — 0 lorsque n — oo, a moins que 7, soit I'opérateur identiquement nul. En
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effet, | Te,| > |d.n| des que d,,, apparait dans la (n+ 1)ieme colonne, ce qui se produit des
que n > —m. Donc T, est non compact sauf si tous les coefficients de Fourier de ¢ sont
nuls (i.e. ¢ = 0).

O

6.2 Opérateurs de Hankel

Nous allons considérer a présent une classe d’opérateurs tres liée a la précédente et
aussi introduite par Toeplitz.
Notons (H?)* le complémentaire orthogonal de H? dans L*(T) ; c¢’est-a-dire 'enveloppe

linéaire fermée engendrée par
int

en(e) =™, n < 0.

Définition 6.2.1 Pour ¢ € L>*(T) lopérateur de Hankel I', de symbole ¢ est défini

comme l'opérateur de H? dans (H*)* donné par
Lof = — Py2) M, f;
ce qui implique en particulier, M, =T, +T',.

Il existe plusieurs définitions alternatives, qui sont plus ou moins bien adaptées a cer-
taines circonstances, mais nous allons travailler uniquement a partir de la définition ci-

dessus.

Proposition 6.2.1 On a [inégalité

Lol < |l¢lleo- De plus, si o(e®) a comme série
de Fourier > ;- dpe™ alors la matrice de Iy, relativement a la base orthonormale

(en)n=012.. de H? et (en)n=—1_o.. de (H*)*, est

d_y d_o d_g d_4
d_y d_3 d_y d_s
dg d_y d_s d_g , (6.2)
d_y d_;

d_s d_g
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laquelle est constante sur les diagonales orientées Sud-Quest/Nord-Est (ce qu’on appelle
une matrice de Hankel).

De plus, I', = 0 si et seulement si p € H™.

Preuve :  Tout d’abord, [T, f|l2 = ||[( — Pu2)Mufll2 < |Myfll2 < ||¢lles|| fll2- De plus,

Toer = (I—Py2) Y dne™e™

n=—oo
-1 00
o i(n+k)t __ —irt
= g d, ettt — E d_p_pe """,
n=-—00 r=1
obtenu en posant n + k = —r. Ceci donne la matrice recquise, et clairement I', = 0 si et

seulement si d,, = 0 pour tout n < 0, ce qui arrive précisément lorsque ¢ est dans H™.

O

Théoréme 6.2.1 (Z. Nehari) Supposons que I'y, : H?> — (H?)* est un opérateur de
Hankel. Alors il existe une fonction ¢ € L>®(T) avec I'y, = I'y et ||[I'y]| = [|¢]|oo. Par
conséquent

IT|l = inf{[o + hlloo : h € H™} = dist(0, H)

et linfimum est atteint en h =9 — .

Preuve :  Observons tout d’abord que, si p(e”) = Y7 _ dpe’** et n, m > 0, alors
(Peint’ e—imte—it) _ d—n—m—l — (Feinteimt’ e—it)'

Par conséquent

N M N M
<P > by Eme_imte_it> = <P (Z bne™ cmeimt> : e‘”) :
n=0 n=0

m=0 m=0

On peut alors définir une fonctionnelle linéaire sur les polynomes par

a(f) = (Tf.e™),

et si f se factorise comme un produit de polynomes f = f; fo, alors

a(f) = (D(fif).e") = (Tf1, foe™™),
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et donc

la(fif2)l < T2 f2ll2-

Cependant, comme toute fonction de H! est le produit de deux fonctions de H?, le
produit de polynomes est dense dans H!, et donc o a une unique extension sur H' définie

par
a(fife) = (Th, foe™)  pour fi, fo € H?,

avec |a(fif2)] < T f1ll2llf2]l2, ou (en utilisant le fait qu'une fonction f de H' et le

produit de deux fonctions de H?, f = fifo avec || f||1 = || f1ll2Illlf2]l2))

la(9)l < T llgllh.~ pourtout g € H".

Nous pouvons a présent utiliser le théoreme d’Hahn—Banach pour étendre le domaine
de définition de la forme linéaire v & tout I'espace L'(T), en gardant la condition |a(g)| <

1T lg|l: pour tout g € L*(T). Ceci implique qu’il existe une représentation

1

olo) = 3= [ aleae o,

pour un certain € L>*(T) avec
1Blloe = lledl] < 1T
De plus, pour k& > 0,
4 1 [ , 4 , ,
(ﬁ, efzkt) — %/ ezktﬁ(ezt) dt = a(ezkt) — (Felkt, efzt) — d—k—l-
0

Par conséquent les coefficients de Fourier ((3,) de § satisfont 8, = d_x_; pour k > 0.
On prend a présent () = e7[(e'), de sorte que les coefficients de Fourier (¢,) de 1
satisfont ¢)_j_1 = d_j_1 pour k > 0. De plus,

[¥lloe = 118llec < ITI,

comme annonce.
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A présent, comme I', = I'y, si et seulement si la fonction h, définie par h = ¢ — ¢, est

dans H®°, nous avons que
[Tl < inf{[[¢ + hllo : h € H*}
et il existe une fonction 1 telle que ¥ = ¢ + h et

[#llce < ATyl < N[ lloe-

On obtient ainsi |9/ = |[T'y]|-
U

Remarque 6.2.1 La preuve ci-dessus montre en fait bien plus; a savoir que tout opérateur
borné T de H? dans (H?)* donné par une matrice de Hankel est en fait un opérateur de

Hankel —c’est-a-dire, T = I'y, pour un certain ¢ € L™ avec |||l = ||T]|.

Nous avons vu dans le chapitre sur les espaces de Hardy que, pour toute fonction
f € H? sauf pour la fonction identiquement nulle, on a f(e%) # 0 presque partout. Ceci
nous permet de donner une solution explicite, pour un grand nombre de cas, au probleme de
Nehari consistant a trouver un symbole de norme minimale pour un opérateur de Hankel ;
ou de fagon équivalente a trouver un meilleur approximant analytique pour une fonction

mesurable et bornée.

Théoréme 6.2.2 (D. Sarason) Supposons que ' : H?> — (H?)* est un opérateur de
Hankel pour lequel il existe f € H?, f # 0 avec ||Ufla = ||T||||f]l2. Alors il existe un unique
symbole 1 € L pour I tel que ||Y]| = ||T||. De plus, 1 est donné par = (L'f)/f; c’est-

a-dire, ¥(e?) = (Tf)(e?)/ f(e¥) presque partout. D’ autre part, lidentité |1p(e?)| = ||T|| est

veérifié presque partout.

Preuve : Soit ¢y un symbole de norme minimal, lequel existe d’apres le théoreme de

Nehari. Comme I'y, f = (I — Pg2) M, f nous avons que

ITul[l[flla = NTfll2 <l - Fllz < [[Plloll fl2-



6.2. OPERATEURS DE HANKEL 111

Comme ||I'y || = ||#||c, nous avons nécessairement I'f = 1) - f. Par conséquent ¢ = (I'f)/f

presque partout, sachant que f(e) # 0 presque partout. De plus, comme ||ty - f|l, =
10| sl f |2, Videntité |¢(e?)]| = |||l doit étre vraie presque partout.

O

Le probleme de trouver un symbole de norme minimale pour un opérateur de Hankel

peut étre revisité de fagon tres utile en un probléeme consistant a trouver une approximation

d’une fonction de L*°(T) une fonction de H*, comme nous allons le voir maintenant.

Corollaire 6.2.1 Supposons que ¢ € L®(T) est tel que I'y, atteint sa norme (c’est-a-dire,

ITofll2 = (T[] fl2

pour une certaine fonction f € H?, f # 0). Alors ¢ a un unique meilleur approzimant
h € H*®; c’est-a-dire, une fonction satisfaisant || — h||o = dist(p, H*). De plus, h =
o —(NH/f et |(e—h)(e?) =|¢—hllw=|ILy|l presque partout.

Preuve : Sige H* alorsI'y,_, =T, et donc

lp = gllo = Te—gll = 1T -

Mais il existe une fonction ¢ € L*(T), donnée par ¢ = (I'f)/f, telle que I'y, = 'y, et

[l = 1Ty [l = lIT -

Par conséquent h = ¢ — 1) appartient a H> (car I'y, est 'opérateur identiquement nul) et

lp = hlloo = [¥llc = T,

de sorte que h est un meilleur approximant de . Cependant, v est unique et donc h aussi.
De plus, la fonction ¢ — h = 1 a un module constant presque partout.

0J

Comme les fonctions correspondant aux opérateurs de Hankel qui atteignent leur norme

ont un unique meilleur approximant dans H°°, nous savons que toute fonction correspon-

dante a un opérateur de Hankel qui est de rang fini, ou simplement compact, a la propriété

désirée. Par conséquent il est naturel de chercher a savoir quand est-ce qu'un Hankel est

de rang fini.
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Théoréme 6.2.3 (L. Kronecker) L’opérateur de Hankel I" dont la matrice est donnée
par l’équation (6.2) est de rang fini si et seulement si f(z) = Z,::l_oo dpz"* est une fonction
rationnelle de z. Son rang est le nombre de péles de f (les poles sont nécessairement dans

D).

Preuve : Silerangde I est r, alors les premieres (r+1) colonnes de I' sont linéairement
indépendantes ; c’est-a-dire qu’il existe des scalaires A, ..., A4 1, non tous nuls, tels que
r+1

Z Med_p—y =0 pour tout m > 0.
k=1

Ceci implique que
d_ d_
A+ Xz + .o+ A2 <—1+—22+)
z z
est un polynome de degré au plus (r — 1) en z, car les coefficients des puissances négatives
m—1

z~ sont égaux a

)\ldfmfl +...+ )\rJrldfmfrfla

qui valent zéro. Ainsi f est rationnel de degré au plus r.

Réciproquement, si P(z) Z:io dpz* = Q(z) pour certains polynomes P et Q avec le
degré de P inférieur ou égal a r, alors en remontant les implications ci-dessus on voit que
le rang de I' est au plus 7.

Par conséquent le rang est actuellement égal au nombre de poles. Notons que f est la
projection d’une fonction de L*(T) sur (H?)t. Comme g(z) = (1/2)f(1/2) appartient a
H? et par conséquent a des poles en dehors de I, il s’ensuit que les poles de f sont dans
D.

OJ

Notons Ry I'ensemble des fonctions rationnelles f(z) qui ont au plus k poles dans le

disque unité ouvert .

Corollaire 6.2.2 L’opérateur de Hankel I, est de rang au plus k si et seulement si ¢ €

H> + Ry.
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Preuve :  Ceci résulte du fait que I', = Iy, si et seulement si ¢ — ¢ € H*.
OJ
Nous terminons avec une caractérisation des symboles des opérateurs de Hankel com-

pacts, sans donner les preuves mais ces dernieres sont détaillées dans [12] ou [16].

Théoréme 6.2.4 (P. Hartman) L’opérateur de Hankel I', est compact si et seulement

sip € H* + C(T).

Le résultat suivant, sur I'espace quelque peu mystérieux H* + C(T) est assez difficile

mais est d'une grande importance théorique.

Théoréme 6.2.5 (D. E. Sarason) L’espace H* + C(T) est une sous-algebre fermée de
lalgebre de Banach L>(T).
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Chapitre 7

Eléments de correction des exercices

7.1 Exercices du Chapitre 1
Correction de ’exercice 1.4.1

1. Nous allons montrer que uv est harmonique si et seulement si u est constante ou v

est constante ou il existe deux réels a et 5 non nuls tels que la fonction au + iGv soit

holomorphe.
2
La fonction uv est harmonique si et seulement si v 0. Or
0z0z
Ouv o ( ov N ou
0z0z 0z \ 0z 0z
Ou Ov v Ovou 0*u

= 520, V579, "9z 0:  Voz0r

Comme u et v sont harmoniques, on obtient :

Fun _ouou o on
0z0z 0z0z 0z0z

(7.1)

Il est clair que si u ou v est constante alors uv est harmonique. D’autre part, s’il
existe deux réels a et  non nuls tels que la fonction au + 24v soit holomorphe, alors
(au+18v)? est holomorphe et donc I'm((au +iBv)?) = 2aBuv est harmonique. Ainsi

uv est harmonique.

Réciproquement supposons que uv est harmonique. Comme v est harmonique, 2 (@) =

’ 0z \ 0z
0 et donc 22 est holomorphe. Si I'on suppose que 22 = 0, comme 2 = 1 (22 _ ;v
0z : 0z ’ 0z 2 \ Oz oy

115



116

. f? harmonique sur €2 signifie
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et comme v est réelle, on a donc % =0= g_Z' Finalement v est constante. De méme,
du

comme u est harmonique, §

est holomorphe et % si et seulement si u est constante.

o

52 sont des fonc-
z

Supposons que ni v ni v n’est constante, autrement dit que % et
z

tions holomorphes non identiquement nulles. L’ensemble des zéros de % et de % sont
ou

discrets. Soit D(a,r) C € tel que % ne s’annule pas sur D(a,r). La fonction h := 4=
Oz

est donc holomorphe sur D(a,r).

Comme u et v sont réelles, % = 2% ef % = %4 D’apres (7.1), h = —h sur D(a,r),
i.e. Re(h) = 0 sur D(a,r). D’apres les équations de Cauchy-Riemann, I'm(h) est

constante sur D(a,r). Comme on a supposé que u était non constante, h est non nul

et donc il existe A € R\ {0} tel que % = i)\% sur D(a,r). D’apres le principe des
7 . 2 . 8 _ 2 a
zéros isolés (que 'on peut appliquer car €2 est un ouvert connexe) ¢ = A2 sur (0.

Finalement 2 (u—i\v) = 0 sur €2, i.e. Z(u-+ilv) =0 sur Q car A € R et u et v sont

des fonctions réelles. La fonction u + i\v est donc holomorphe sur §2.

. D’apres la premiere question, u? est harmonique si et seulement si u est constante

ou s’il existe a et 3 constantes réelles non nulles telles que au + ifu holomorphe. Or

u

2 (au+ifu) =0 <= 2

= = 0 sur €2. Comme u est réelle, on obtient % = 0 sur Q,

ce qui implique que u est constante sur 2.
D’apres le calcul qui conduit & (7.1), puisque f et f sont des fonctions harmoniques,

on a

0> - Ofof Ofof
6.2 = o70: Y oz 0
Comme f est holomorphe, % =0 et donc | f|? est harmonique si et seulement si

2

8?8_f_a—f%_ of =0 sur Q.

0z 0z 020z |0z

Finalement % = 0 sur €2, ce qui implique f constante sur (2.

Correction de ’exercice 1.4.2

82 f2
020z

= 0 sur 2. Comme ng;; = 2009 | of a;f avec

2f _
0z0z

0 car f est harmonique, on a donc :

ofof _
595 0 sur €. (7.2)
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ﬂ_

Si

Supposons a présent qu’il existe zg € {2 tel que 3 9f L (20)

of
0z

9% f
0z0z

(i.e. 0) la fonction
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0 sur €, alors 8f =0 sur Q et donc f est holomorphe.

# 0. Comme f est harmonique

est holomorphe sur €). Ses zéros sont donc discrets

puisque nous la supposons non identiquement nulle. Ainsi il existe r > 0 tel que

8 (2) # 0 sur D(z, 7). D’apres (7.2), L

0z
Q. On obtlent

o — () sur D(zo, 7). Comme f est harmonique, f est harmonique et ainsi

on a donc 2 = 0 sur D(z,7) et par conséquent

3f_
5205 0 sur

fonctlon holomorphe sur 2 et nulle sur D(zg, ). D’apres le principe

des zéros isolés (que I'on peut appliquer car € est un ouvert connexe) g—z =0 sur €.,

of _

1.e. =

(T _0go7 ojo]

V=502 " 550 0:0:

of _ of

Ainsi 55 = 5,

0 sur 2. La fonction f est donc holomorphe sur €.

. Si |f|? est harmonique, sachant que f (et donc f) est harmonique, on obtient :

of
0z

2 2
0

+_f

0z

= 0 sur €2, ce qui implique f constante sur €.

Correction de ’exercice 1.4.3

f = u+iv ouw et vsont des fonctions a valeurs réelles qui ne s’annulent pas simultanément.

On pose g := log | f| = log(u? + v?)z = 1log(u? 4 v?). Calculons A(g) = % + giyg.
On a
dg 1 1 5 ou ) Ov ou ov 1
= = - U v— | =uv—+v— | ———
ox 2u? + v? ox ox ox Ox ) u? +v?’
et done :
A\ 2 d%u v\ 2 d%v
g <(%) +ug + (5) “’W) (W +0%)  (2ut 4 208 (ul2 +v22)
or? (u? 4 v2)? (u2 + v2)2
ou ov OJu v
_ _“%%) +v* (5 ) + 4w, oe
(u? 4 v2)?
WhE P (5)" 4 wugE + o (5)"  uoS + o'
(w2 T 022
B (%)2(1)2 —u?) + (%)2@2 —v?) + %(u?’ + uv?) + %(v3 + vu?) — 4uvg;‘ gz
o (u2+v2)2
(v? —u?) ((%)2 (gz) ) + %(u3 + uv?) + g (03 + vu?) — Ay Qe v

Ox Ox

(U2 + 112)2
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62
L’expression de a—g s’obtient en remplacant = par y. Comme u et v sont harmoniques en

Y
. , . . . . . 2 2
tant que partie réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe, on a bien sur % + g—yg

2
0= gx2+6” On a donc :

A =
(9) (u2 4 v2)?
0 0 0
Comme f est holomorphe, d’apres les équations de Cauchy-Riemann, g9 T

or Jdy 0Oy

0

av On vérifie ainsi que A(g) = 0 et donc log | f| est harmonique.

x

Correction de ’exercice 1.4.4

Comme () est simplement connexe et comme f ne s’annule pas, la fonction holomorphe

fl
!

En d’autres termes il existe g holomorphe sur €2 tel que f = e9. On a donc en particulier

a une primitive holomorphe qui est une détermination holomorphe du logarithme de f.

|f| = ef9) ie. log|f| = Re(g). La fonction log|f| est donc harmonique comme partie

réelle d’une fonction holomorphe.
Correction de ’exercice 1.4.5

Rappelons qu'une fonction f a valeurs complexes est analytique dans €2 si pour tout zg € €2,
il existe R(z) > 0 avec D(zy, R(z)) C Q et une série entiere Y 0 n(20)X™ de rayon de
convergence au moins égal a R(z) tels que
= an(20)(z — 20)", z € D(z, R(z0))-
n>0

Rappelons le lien entre I’holomorphie et I'analyticité : si f holomorphe dans un ouvert (2
de C alors f est analytique dans €. (cf. par exemple Section 2.4 de [25] ou [15]).

D’apres les rappels ci-dessus, il suffit de montrer que si f et z — zf(z) sont harmo-

of _

niques dans €2 alors f est holomorphe sur 2, i.e. 52 = 0 sur Q. Or, comme g : z — zf(2)

est harmonique, pour tout z € €2, on a :

0- 2 (B -2 (Her+se) -2l o+ Lo,
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Comme f est harmonique, on a donc 1 — 0 sur Q et donc nécessairement f = 0 sur €.

88

Correction de ’exercice 1.4.6
1. = est harmonique car
ox
9% [0 9% [0 o [0? 0?
_f 4+ — f —_ _f + _f — 0’
0r? \ Ox oy \ Oz Ox \ 0z%  Oy?

. 0
car f est harmonique de classe C3. De facon analogue on montre que —f est harmo-

y

nique.

P.(O0—t) = Z rinl gin(0=1)

nez

_ E rn zn(@ t) +§ re —in(0—t)
n>0 n>0

— E zn flnt_i_E (z)neznt’
n>0 n>0

PP.(0—1t)

, 9, 0
iz =re? C >0, —(2")=0et —(Z") =0 d
si z = re”. Comme, pour n > 0, —(z") ¢ (z") =0, on a donc 525

0z 0z
0 et donc P.(0 — t) est harmonique (a ¢ fixé) sur D.
3. Pour z = re®,
i L[
P(u)(re”) = o P,,(e — t)du(t)

_ (Z et 4 Z(z)nemt) dp(t).

n>0

Comme pour |z| < 1 les sommes convergent normalement, on obtient :

Puee’) = o [ e + o [ @remau)

T n>0 n>0

Les dérivées des séries étant elles aussi convergentes et comme |u|(0,27) < oo, la
dérivée des intégrales et les intégrales de la dérivée sont égales On obtient ainsi :

82 82 Z e—znt 62 n znt)
t pu—
8‘82’ 27?/ 0920z / Z 8,28,2 dult) =0,

™ >0

ce qui prouve que P(u) est bien une fonction harmonique sur D.



120

CHAPITRE 7. ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

Correction de ’exercice 1.4.7

1. D’apres le Corollaire 1.3.1, nous savons que si a € D et si R > 0 satisfait D(a, R) C D

alors pour tout r vérifiant 0 <r < R, on a :

) 1 g )
u(a 4 re) = o / P (0 — t)u(a + Re")dt.

—T

2,2 ]
Comme PT/R(H B t) - R272r113%cos(97t)+r2’ ona:
R—r R* —r? R*—r*  R+r

— < P H—1t) < = .
R+r R2+2rR+1r2— /Rl )_R2—2rR+r2 R—r

1 [ ‘
D’autre part, d’apres la formule de la moyenne, u(a) = . / u(a+ Re™)dt. De plus,
m

—T

comme u(a) > 0, on obtient :

g;:u(a) < u(a+ret) < }B;i_:

u(a).

Prenons a =0, r = %, t=0et R=1—¢ avec § €]0, %[ On obtient :

1/2 -6 3/2 -4
BT e v w3

3/2—6
1/2=5

1/2—6

37375 est une fonction

est une fonction croissante et comme § ——

Comme § —
décroissante, c’est en faisant tendre o vers 0 que 1’on obtient le meilleur encadrement.

On a donc 1/3 < wu(1/2) < 3.

Comme u est une fonction harmonique sur D, d’apres le Corollaire 1.3.1, pour tout

0<r<R<l1l,ona:

ce qui revient a dire que :

1 27 it )
Re(f(2)) = Re < / Mu(Re”)dt) avec |z] < R < 1.
0

o Rett — 2

D’apres les équations de Cauchy-Riemann, il existe A € R tel que

1 21 it )
zZ)=— ﬂuRe” dt + i)\ pour tout z € D(0, R).
2r J, Re'* —=z
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En particulier, d’apres le Corollaire 1.2.3 on a f(0) = %f;wu(Re“)dt + i\ =
u(0) + A . Comme f(0) = 0 = u(0), on obtient A = 0. On a donc f(z) =

T Re't + z :
— ————u(Re™)dt des que |z| = r < R < 1. Comme |u| < 1 sur D, on
2r Jo  Ret —z
en déduit :

R
|f(Z)|§R—j_L:désque lz|=r<R<1.

. T ;. P
Comme la fonction x —— est décroissante, on en déduit :
r—r

- 1+
|f(re)| < % des que |z| =r < 1.
—r
Correction de ’exercice 1.4.8
Montrons que u est continue. Soit D(a,r) C 2. Nous savons qu’alors

1
= — y)dzdy.
a) — //D(w) u(x + iy)dzdy

Soit b € D(a,r) et soit r; := r — |b — a|. Par construction on a D(b,r;) C €. On a donc

1
u(b) = — // u(x + iy)dzdy et ainsi :
Ty J JD(b,r)

lu(a) —u(b)] = // u(x + iy)dedy — —// u(x + 1y) dxdy'
D(a,r) 7TTl
< // x+zyd:pdy——// x+zydxdy’
D(a,r) 7TTl
// x+zyd:pdy——// x+2ydxdy'
7T7"1 D(a,r) 7TTl
< —2——// u(x + iy)|dedy +
mr 7T7’1 D(ar

_2 //RQ u(ZL‘ + iy)XW\md:Edy‘ .

™y

Comme u € L' localement, S (@ + iy)ldedy = M < oo et comme lim, ., [b —

| =0 :> limy_, 7y = r, pour € > 0 fixé, il existe 6 > 0 tel que si |b — a| < ¢ alors
1

w2 mr?

5
// u(z + 1y)|dzedy < 3 D’autre part, comme u € L' localement et
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comme limy_, u(z + iy)xm\m = 0, d’apres le théoreme de convergence dominée de

Lebesgue, il existe ¢ > 0 tel que si [b — a| < ¢ alors

. €
/V/R2 u(x + Zy)Xm\mdl‘dy < 5

1
2
i
La fonction u est donc continue. Comme wu vérifie la propriété de la moyenne, elle vérifie

la propriété de la moyenne faible. D’apres le Théoreme 1.3.2; f est harmonique.

7.2 Exercices du Chapitre 2

7.2.1 Quelques rappels de topologie et notion de régularité de
mesure de Borel positive

Rappels topologiques

Soit X un espace topologique.

— Un voisinage d’un point a € X est un ouvert de X contenant a.

— X est séparé (ou de Hausdorff) lorsque 'on a la propriété suivante : pour deux
points distincts quelconques a et b, il existe un voisinage U de a et un voisinage V'
de b tels que UNV = 0.

— Un sous-ensemble K de X est compact si de tout recouvrement ouvert de K on
peut extraire un sous-recouvrement fini.

— X est localement compact si tout point de X possede un voisinage dont la ferme-
ture est compacte. Naturellement si X est compact alors X est localement compact.

— Un sous-ensemble E de X est o-compact si E est la réunion dénombrable de com-

pacts de X.

Rappels sur les mesures de Borel

— Une mesure de Borel est une mesure définie sur la tribu des boréliens B d’un espace
topologique X séparé et localement compact.

— Une mesure de Borel i est dite positive si u(F) € RT U {+oo} pour tout borélien
E de X.
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— Une mesure de Borel p est dite réelle (resp. complexe) si u(E) € R (resp. u(E) € C)
pour tout borélien E de X. Naturellement les mesures de Borel réelles sont des
mesures de Borel complexes et ce sont des mesures finies.

— Soit ¢ une mesure de Borel positive et soit E' un borélien. Alors E est extérieurement
régulier si

p(E) =inf{u(V) : V ouvert ,V O E}.

— Soit ¢ une mesure de Borel positive et soit E un borélien. Alors E est intérieurement
régulier si

pu(E) = sup{u(K) : K compact , K C E}.

— Soit ;1 une mesure de Borel positive.
— Une mesure de Borel positive p est réguliere si tout borélien F est a la fois extéri-

eurement et intérieurement régulier.

Théoréme 7.2.1 (Théoréme 2.18, p.47 de [22]) Soit X un espace topologique séparé
localement compact sur lequel tout ouvert est o-compact. Soit |1 une mesure de Borel positive

telle que u(K) < oo pour tout compact K de X. Dans ce cas j est réguliére.

En particulier si g est une mesure de Borel positive et réelle (donc finie) sur R, p est
réguliere (en fait si v est une mesure de Borel positive sur R qui de plus est finie sur tout

les compacts de R, p est réguliere).

7.2.2 Corrections

Correction de ’exercice 2.4.1

1. La fonction u est harmonique sur D comme partie imaginaire d'une fonction holo-

morphe sur D. De plus, si z = ¢ avec 0 <r < 1 et § €]0,27], on a :

1—2 1 —ei  e—if/2 _ i0/2
2cos(0/2)

= o (473 S (0/2) = icotan(6/2).
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Par conséquent, pour tout z € T\ 1, on a (%)2 € R et donc u(z) = 0. En 1 la limite

radiale de u est égale a la limite quand » — 17 de la partie imaginaire de (%)2 est

identiquement nulle. Ainsi les limites radiales de u sont identiquement nulles.

. Supposons qu’il existe p mesure réelle (finie) sur T telle que u = P(u). Soit p(u) :=

21
sup / lu(re)|dt. Siu = P(u), d’apres le Théoreme 2.2.1, p(u) < oo. Nous allons
0

0<r<1
calculer p(u) et en montrant que p(u) n’est pas fini nous aurons montré que u = P(u)

est absurde.

Siz=re?avec0<r<1,0ona:
I+z 1+ re®
1—z  1—re?

1 — 72+ 2irsiné
1+7r2—2rcosf’
4r(1 —r?)sinf

Ainsi, on obtient u(re”) = 1122 Ik ce qui implique
r? — 2rcos

4r(1 — r?)| sin 0|
(1472 —2rcosf)?

u(re”)| =

Par conséquent,

27 T 2 . o 2 .
/ lu(re®®)|df :/ : 4r(1 —r%)sin g 20 _/ : 4r(1 —r?)sind
0 0 ™

1+ 72— 2rcosf)? 1+7r2—2rcosf)?

Rappelons que P,(6) = % et P/(0) = —%. Ainsi on obtient :

/OQW lu(re®)|d§ = 2/; —P,f(e)dem/% P.(0)do
= 2(=P.(7) + P.(0) + P.(27) — P.(7)).

Comme P,(0) = P.(27) = £ et P.(7) = {=£, on obtient :

2m ) 1 1—
/ lu(re®)do =4 [~ =) — 16",
0 1—r 147 1—r?

= 400.

Par conséquent p(u) = sup 5
o<r<1 1=

Si 'on suppose que u est la différence de deux fonctions harmoniques positives sur

D, d’apres le Corollaire 2.2.1, il existe deux mesures positives finies i et o telles

que u = P(p1) — P(pe) = P(p1 — p2). On a donc u = P(u) avec 1 = pg — jo mesure

réelle (finie). D’apres ce qui précede ceci est absurde.
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Correction de ’exercice 2.4.2

Comme p L m, il existe un borélien A de R tel que m(A) = 0 et u(E) = p(E N A) pour
tout borélien E de R. Pour 0 < a < 00, soit E, :={x € A: D(u)(z) < a}. Comme D(u)
est une fonction borélienne (cf. Lemme 2.3.1) et comme FE, = D(u) (] — oo, a) N A, E,
est un borélien de R. Nous allons montrer que u(E,) = 0, ce qui permettra de conclure.
Comme p est une mesure positive réelle, p est réguliere. Ainsi pour montrer que pu(F,) = 0
il suffit de montrer que p(K) = 0 pour tout compact K C E,. Fixons ¢ > 0 et K un
compact inclus dans E,. Comme K C A, m(K) = 0 et K est inclus dans un ouvert V' de
R avec m(V) < e. Comme K C E,, tout x € K est dans un intervalle ouvert I, C V tel
que p(l,) < am(l,). Comme K est compact, il existe un nombre fini de points z1,-- -, x,
de K tels que K C Ui<i<p[y,. Siun point de R est situé dans trois intervalles, I'un deux est
inclus dans la réunion des deux autres et peut-étre supprimé sans que la réunion change.
En supprimant de cette maniere les intervalles superflus de la forme I, (1 < i < n) on
montre qu’il existe des intervalles [y, -- -, I choisis parmi les intervalles I, ,---, [, avec
K C Uj<i<il; et tel que aucun point de K n’est contenu que plus de 2 intervalles de la

forme I;, 1 <i < k. On obtient alors :
k k
w(K) < p(Uiciceli) < Z”(Ii) < aZm(Ii)
i=1 i=1
< 2am(Ui<i<il;) < 2am(V) < 2ae.
Comme ¢ était arbitraire, u(K) = 0.
Correction de l’exercice 2.4.3

D’apres la Proposition 2.3.1 si u = P(u) alors liminf, ;- u(re®) > D(u)(0) pour tout
6 € R. Si 'on suppose que lim,_;- u(re) existe pour tout # € R, on aura alors D(u)(6)
finie pour tout ¢ € R. Or nous avons vu dans I’Exercice 2.4.2 que, comme p L m, on a
D(p)(0) = oo p-presque partout. Comme g est non identiquement nulle, son support A

est non vide et ’on obtient ainsi une contradiction.
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Correction de ’exercice 2.4.4

D’apres le Corollaire 2.3.3, il existe une mesure v positive, v L m telle que u = P(u*)+P(v)
avec u* € LY(T), u*(e") = lim,_;- u(re") m-presque partout. Comme par hypothese
u*(e) = 0 m-presque partout, on a donc P(u*) = 0. On a donc u = P(v) on v L m et v
mesure positive finie. D’apres la Proposition 2.3.1 liminf,_,;- u(re®) > D(v)() pour tout
0 € R. Par conséquent pour tout 6 €]0, 27, on a D(v)(#) < 0. Or d’apres 'Exercice 2.4.2,
comme v L m, D(v)(#) = oo v-presque partout. Comme u et donc v est non identiquement
nul, nécessairement le support de v est réduit au point 1. Posons alors ¢ = v({1}). On a

donc v = ¢/§; ou d; est la mesure de Dirac concentrée au point 1. Finalement on obtient

T 2T T

) ) 1 ™ ) / /
u(re”) = P(¢8)(re”) = — / P60 — 1)dy(et) = S P () = cP,(6) avec ¢ = 23

—T

Correction de ’exercice 2.4.5
D’apres le Corollaire 2.2.1, nous avons
¢ := {P(p) : p mesure positive finie sur R avec de plus P(u)(0) = 1}.

Or P(p)(0) = 5= |7 Py(0 — t)du(t) = 5=p([—m, 7]) = 14 “On a donc

27 J—m i
® := {P(p) : p mesure positive finie sur R, ||u|| = 27}.

Par une homothétie évidente de rapport i, le probleme revient a chercher les points
extrémaux de I’ensemble C des mesures positives finies sur T de variation totale 1.

A € (0,1] et soient uy, us deux fonctions harmoniques positives telles u;(0) = 1 = uy(0).
Il est clair que Au; + (1 — A)ug est bien un élément de C. Ainsi C est bien un ensemble
convexe.

Nous allons montrer a présent que les points extrémaux de C sont des mesures de Dirac
concentrées en un point de T. Soit zy € T et soit d,, la mesure de Dirac concentrée en z.

Nous allons tout d’abord montrer que §,, est bien un point extrémal de C. Soit A €]0, 1] et

soit u, v € C tels que 6., = A+ (1 — A)v. En particulier on a :

1= 0:({z0}) = An({z0}) + (1 = Mv({z0}).
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Il est clair que si u({z0}) < 1 ousi v({z}) < 1 alors I’égalité ci-dessus n’est pas vérifiée.
Finalement on a pu({z}) = 1 = v({z0}), ce qui implique (puisque v et p sont des mesures
positives de variation totale 1) p(T\{z0}) = 0 = v(T\{20}). Soit E un borélien quelconque
de T. Si zy € E, comme u(E) < pu(T\ {2}), on a donc pu(FE) = 0. Par contre si zy € E,
comme 1 > u(E) > p({z}) =1, on a donc p(F) = 1. On a donc montré que pu = d,,. De
meéme on montre que v = d,,. On conclut alors que J,, est bien un point extrémal de C.
Supposons a présent que p # 9., pour tout zp € T et montrons que p n’est pas un
point extrémal de C. Il est clair que si le support de p (défini comme le complémentaire
du plus grand ouvert V tel que (V) = 0) est réduit & un point zy alors p est de la
forme p # 9,,. On peut donc supposer que le support de p contient au moins deux points
distinets z; = e et zp = €2 avec 0 < 6 < 0y < 2m. Soit A = {€? : 0 < 0 < &2} ot
B={e": 2t < g <27} Les boréliens A et B forment une partition de T. Si p(A) =0
alors A n’est pas dans le support de p et donc z; € A n’est pas dans le support de u, ce
qui est absurde. De méme, si u(A) = 1 alors u(B) = 0 et donc le support de p est inclus
dans A, ce qui implique que 2o n’est pas dans le support de u. La encore on obtient une
contradiction. Finalement pu(A) = A €]0,1] et u(B) = 1 — A. Si 'on définit p; et ps par

w(E) = “(E/\HA) et po(F) = “(%rl\B) pour tout borélien £ de T, on obtient u, s € C avec

= Ay + (1 — N)puo. Les mesures et uo sont distinctes n’ayant pas le méme support.

Ainsi p n’est pas un point extrémal de C.

7.3 Exercices du Chapitre 3
7.3.1 Rappels sur les produits infinis de nombres complexes

Définition 7.3.1 (Notion de convergence au sens strict) On suppose que pour tout

k>1,u, € C\{0}. On dit que le produit infini des u,, noté H Uyp, converge strictement

n>1

vers p € C si lim p, = p avec p € C\ {0} etpn:Huk.
k=1

Définition 7.3.2 (Notion de convergence au sens large) Soit (uy),>1 une suite de

nombres complexes telle qu’il existe ng > 1 tel que u,, # 0 si n > ng. Si le produit infini
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H u, converge strictement vers p; € C*, on dira que que le produit infin: H U, converge
n>ng n>1
au sens large vers p avec p = Uy - * * Upy—1D1-

Correction de ’exercice 3.5.1

1. Soit p, = Huk Comme hm 0 pn = p € C*, on a lim Prt1

n—oo pn

= 1. De plus, comme

Pnti un+1, on obtient lim u, = 1.

Pn n—00

2. Supposons que H u, converge au sens large. Il existe donc ng > 1 tel que u,, # 0 si
n>1
n > ng et tel que H u,, converge au sens strict vers p € C\ {0}. Pour n > ngy on

n>ng

définit le produit p,, par p, = H uy de sorte que lim,, ., p, = p avec |p| > 0. Alors
k>no
il existe p > 0 tel que |p,| > p pour tout n > ny. Fixons € > 0. D’apres le critere de

Cauchy, il existe n. > ng tel que si ¢ > p > n. on ait | P, — P,| < ep. Par conséquent,

ep . .
2 < o g, e, |uggq -+ upp — 1] < e.

[2
Réciproquement, supposons que pour tout € > 0, il existe n. € Ntel quesiq > p > n.,

. P,
sig>p>n.ona|——1

alors |up41 - - - uqg—1| < e. Fixons € €]0, 1] et posons g, = w11+ - u, pour n > n.+1.
On a donc |g, — 1] <<€etainsi%<\qn\<%.Pourm>p2n€+1ona:

3
[t - - Upy1 — 1] < 3¢

N)IOO

|Gm — ‘Jp‘ = |‘Jp|
p

I _ 1‘
q
La suite (¢n)n>n.+1 est donc de Cauchy dans C (complet). Elle converge donc vers

q € C\ {0} car |g,| > §. Par conséquent le produit infini [T, -, tn(= u1---tn.qn)

converge au sens large.
Correction de ’exercice 3.5.2

1. Par construction f € Hol(D). Il reste donc a vérifier que

sup / log™ | f(re™)|dt < co.
0<r<1J -7
On remarque que si z = re? avec r € [0, 1], 0 € R, on a f(z) = B(z)g(z) avec

1 s s

= | Po—netea o [ Ro-vae
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avec dv(t) = p(e)dt + du(t). Comme ¢ € L'(T), ¢ fonction a valeurs réelles, et
comme g est une mesure réelle de M(T), on a v € M(T), v mesure réelle. On a
donc log|g(z)| = P(v)(2) ou v mesure réelle de M(T). D’apres le Théoreme 2.2.1,
supg<,<1 J - |log|g(re)||dt < co. Comme log™ |g(re™)| < |log|g(re™)||, on a donc
Supg<,<1 Jlog* |g(re)|dt < oo. Enfin, sachant que log™(ab) < log*(a) + log™ (b)
pour a, b > 0, on obtient log™ | f(re®)| <log™ |g(re®)|+1log® |B(re®)| = log™ |g(re')|
car |B(re)| < 1. Ainsi supg<,; [ _log™ | f(re™)|dt < oo et donc f € N.

2. Le Théoreme 3.4.1 nous donne 'existence d'une telle décomposition pour tout fonc-
tion f € N avec ¢ = log|f*| et f*(e) = lim,_,- f(re) qui existe m presque
partout. Supposons a présent qu’il existe deux produits de Blaschke B; et By, deux
fonctions o1, o de LY(T) et deux mesures réelles ju; et py de M(T) singulieres par
rapport a m vérifiant f(z) = B1(2)g1(z) = Ba(z)g2(2) avec

1 T it ) 1 T it

L +zgp,(ezt)dt - ?jd,w(t)

21 git — 277 2 eit — 7 1Y .
)=¢e - e -7 , 1< <2

g;(z

Comme g; et g, ne s’annulent pas sur D, il est clair que les suites des zéros de B; et
B, coincident avec la suite des zéros de f. Un produit de Blaschke étant uniquement
déterminé (& une constante unimodulaire pres) par la suite de ses zéros, il existe donc
ce€ C, |c| =1 avec By(z) = cBy(z). Par conséquent les fonctions holomorphes Bil et
/

5, sont de méme module, i.e., [g1(z)| = [g2(2)| pour tout z € D. On a donc

log |g1(2)| = P(1)(2) = P(2)(2) = log|ga(2)],

olt, pour 1 < j < 2, v; mesure réelle de M(T) définie par avec dv;(t) = p;(e")dt +
dp;(t). L’application v — P(v) étant injective (d’apres le Théoreme 2.2.1), v; = 15
et d’apres 1'unicité de la décomposition de Radon-Nikodym de toute mesure v € M,

on donc 1 = py et g = po. Finalement g; = g9 sur D et donc ¢ = 1.
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Correction de ’exercice 3.5.3

D’apres le Théoreme 3.4.1, il existe une mesure vy réelle de M(T) avec vy L m et un

produit de Blaschke B tels que

1 Welt+z

o 1 [Tel+2
o | Sl o [ S v
f(Z) _ B(z)e ™ J)_r € z 4T J—x € zZ )

Par conséquent, on obtient

L[ og |7 (e")] — log™ |1 () )t — / iy — )

g(z):B(z)ezﬁ et —z o2m ) et — 2

Comme log [ f*(e™)| —log™ [f*(e")| = —log™ | f*(e")| < 0 et comme vy —v] = —v; <0,
on en déduit |g(z)| = |B(z)|eP(_'u)(Z) ou u est une mesure positive de M(T) définie par
du(t) = log™ [f*(e"|dt + dv; (t). Enfin, comme y > 0 et P(—pu) = —P(u), on a donc
P(—p)(2z) <0 et de ce fait |g(z)| < |B(z)| < 1. La fonction g, étant holomorphe dans D et

bornée en module sur D par 1, est bien une fonction de H*>(D).

7.4 Exercices du Chapitre 4

Correction de ’exercice 4.6.1

1. Supposons f non identiquement nulle. Soit B le produit de Blaschke associé a la suite
des zéros de f dans D. D’apres le Théoreme 3.4.1, il existe une mesure v réelle (finie)
sur T, v 1. m et un réel A tels que pour tout z € D on ait :

1 T it ) 1 T it

o S g el o [ S

f(z)ze”‘B(z)eQﬂ _et—z we2m ) et —z .

En considérant la décomposition de Jordan de v sous la forme v = vt — v~ avec
v et v~ deux mesure positives finies sur T qui vérifient de plus v, v~ L m (car

v 1 m), on a donc

S _
=B E
f 1QfSM+7

avec B; = e’ B, S,~ et S+ fonctions intérieures singulieres associées aux mesures

singulieres positives p et p= (cf. Définition 4.4.2).
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2. Réciproquement, si f = Bg—;@, ol () est extérieure et S, Sy intérieures singulieres,
alors f € N. En effet, par construction, f € Hol(D) et si z =re? € D, on a :
o= | P61yt
@) =1B(z)[e*T /= ,
avec u mesure complexe sur [0,27] définie par du(t) = log(e™)dt + d(vy — v2)(t)
olt ¢ > 0, logp € LY(T) et vy, 5 mesure positive finie singulieres par rapport a m.
Comme log™* (ab) < log™ a+log™* b et comme log® |B(2)| = 0 puisque |B(2)| < 1 pour
z €D, on a donc

1 s
— P.(60 — t)du(t
log" |£(2)] < log" 62ﬂ/w 0

De plus, comme log™ a < |logal, on obtient :

log™ ()] < '% [ —t)dﬂ(t)' <o [ Bt

—T

Finalement, fo% log® | f(re?)|dd < ||u|| < oo, et donc f € N.
Correction de ’exercice 4.6.2

1. D’apres le Théoreme 4.4.3, si f € HP(D) avec p €]0,00], il existe une fonction
intérieure Uy telle que f = UsQ avec )y facteur extérieur de f appartient a H?(ID)

et défini par A
1 [Te'+2

Qs(z) = 2T w2

log | f*(e")ldt
Comme |Uf(z)| <1 pour z € D, on a donc |f(2)] < |Qf(z)|. Or

1 w elt_'_z /i 1 T k(1
Re (2—/ - log | f (et)|dt) 2—/ B0 —t)log | f*(e")]dt
Qs(2)| =e  \2TJmet =2 = et o

I

si z = re?. On obtient donc l'inégalité demandée, cette inégalité étant triviale si

f(z)=0.
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2. Si f est extérieure, on a donc f
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1 [Tet+z
(Z) — 6271' —r eit—z

log | f*(e")|dt
, ce qui implique

log|f(2)| = 5= |7 _P.(6 —t)log|f*(e")|dt pour tout z = re € D. Réciproquement,
supposons que f € HP(D) pour un certain p €]0, 00| et supposons qu’il existe zy =

roe’% € D tel que

1 [ A
log | f(20)] :%/0 P, (6y —t)log | f*(e™)]dL. (7.3)

Comme nous l'avons déja mentionné, le fait que f € HP(D), implique que f =
UsQy avec Uy fonction intérieure et )y défini comme ci-dessus. L'égalité (7.3) signifie
|f(20)| = |Qf(20)|, ce qui implique |Us(29)] = 1. La fonction U; étant intérieure,
d’apres le principe du maximum, ceci n’est possible que si Uy est constante. Par

conséquent f est extérieure.

3. La réciproque est fausse. En effet, soit f € A de la forme
1 [Tet+ 2
[ S d(-2mlos | BO)I)(0)
f(2) = B(2)Qy(z)e" /= ,
ot B(z) est un produit de Blaschke non constant ne s’annulant pas en 0, ot la mesure
définie par —2mlog|B(0)|dy est une mesure positive finie singuliere par rapport a la
mesure de Lebesgue et avec @)y facteur extérieur de f. D’apres le Théoreme 3.2.1 ou
encore d’apres I'Exercice 4.6.1, il est facile de voir que f € N. Par construction, on
vérifie aussi aisément que
1 2m )
log |(0)] = 5= [ log £ (e") .
T Jo
D’autre part, il est aussi tres clair que f n’est pas extérieure puisqu’elle s’annule sur
D.
Correction de ’exercice 4.6.3
1 2m 1 »
Pour z € D, posons F(z) = o ﬁd,u(t). Pour z = re” € D, on remarque que
T Jo —ze?

1 .
_ n in(0—t)
_ it ZT ¢ ’
1—ze =
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Comme ), r"e™0=1 converge normalement, donc uniformément par rapport a ¢ des que

# on obtient :

Z% [ = 3 -

n>0

r<l,siz=re

La fonction F' est holomorphe sur . L’hypothese faite sur pu nous permet d’affirmer que

ZQ?T/ et )

nez

Toujours par convergence normale, donc uniforme en t de la série ) _, re™0=  nous

avons finalement :

L / > e ) - 3= | PO = dutt) = P ).

De plus,

ifo% P60 - t)du(t)’ do

/02W|F(rei9)|d6’ = /0% 5
< [ (5 [ no-nauie) o
_ /0% (i /Ozﬂ Pr(H—t)d0> |l (t)

= |ull < oo

On a donc F € H'(D) avec ||F||; < ||g/l. D’apres le Théoreme 4.5.3, nous savons que
F est U'intégrale de Poisson de sa limite radiale F* € L'(T). D’aprés le Théoréme 2.2.1,
I'application définie sur ’ensemble des mesures complexes sur [0, 27| par v —— P(dv) est

injective. Ainsi du(t) = F*(e)dt, et ainsi pu < m.

7.5 Exercices du Chapitre 5

Correction de ’exercice 5.4.1

1. Soient o = (a,)n>0 €t 3 = (B,)n>0 deux éléments arbitraires de (2. L’opérateur T*

est défini par la formule

<T(a),f>=<a,T*(B) >



134

CHAPITRE 7. ELEMENTS DE CORRECTION DES EXERCICES

Comme
<T(a),B >=< (ap_1)n>0, f >= Z Oénflm = ZaME = Z B,
n>0 n>1 E>0

on en déduit T*((5n)n>0) = (Bn+1)n>0- En d’autres termes,

T*(ﬁmﬁl,ﬁ% e ) = (517527537 o )

L’opérateur T* est aussi appelé le shift a gauche sur ¢2.
Soient f et g deux fonctions de H*(ID) arbitraires et de la forme f(z) = Y7, .o anz",
g(z) = ano b,2" avec a = (an)n>0 €t b = (by)n>0 dans (2. L'opérateur S* est défini
par la formule

<S(f),9>=<1.5(9) >
Comme S(f)(2) = 37,50 anz""", onobtient < S(f), g >= 3 -, anbyy1. On en déduit

alors S*(g)(z) = >_,50 bnt12". Par conséquent

9(2)—g(0)
swe={ e T

Soit f € H*(D) de la forme f(z) = 3, .y an2" avec a = (a,)n>0 € (*. Pour A € C on
a les équivalences suivantes :

S f=N = V2D ap2" =) Aa,\'

n>0 n>0
= Apy1 = Aay, n >0

<= ak:)\kao,k21

= f(z) =ao+agy N2

k>1
Il est a présent clair que I'on peut trouver f € H?(D) \ {0} telle que S*f = \f si et
seulement si [A[ < 1. En effet, pour A € D, posons fy(2) =1+ >, ., A"z". Alors fy
est un vecteur propre associé a la valeur propre fy. On a donc 0,(5*) = D. Comme
0,(S*) C (S*) et comme o(S*) est fermé dans C, D C o(S*). D’autre part, comme
sup{|A| : A € o(S*)} < ||S*|| = ||S]| = 1, nécessairement o(S*) C D. Par conséquent
on a o(S*) = D.
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3. Soit M € Lat(S) et soient x € M,y € M*. On remarque que
< S*(y),r >=<y,S(x) >=0

cary € Mt et S(x) € M puisque z € M et M € Lat(S). Par conséquent S*(M*) C
ME.

4. Comme M est un sous-espace vectoriel fermé de H?(D), (M*)+t = M. Etant donné
que (S*)* = S, d’apres 3., Mt € Lat(S*) implique que M € Lat(S). Finalement
Lat(S*) = {M* : M € Lat(S)}. D’apres le théoreme de Beurling, on a donc

Lat(S*) = {(®H?*(D))* : ® fonction intérieure}.
Correction de ’exercice 5.4.2

1. Comme f est de la forme f = U;Q; avec Q; fonction extérieure de H*(D), il est clair
que f € UsH*(D). D’apres le Lemme 5.3.1, U;H*(D) € Lat(S). Etant donné que
Y est le plus petit élément de Lat(S) contenant f, nécessairement Y C U;H*(D).
Il reste a vérifier que U;H?*(D) C Y. D’apres le Théoreme de Beurling, il existe une
fonction ¢ intérieure telle que Y = @H?*(D). Puisque f € Y, il existe donc une
fonction h € H?(D) de la forme h = U,Q), avec U, intérieure et Q;, extérieure telle
que U;Q; = pULQ),. Par unicité de la décomposition d'une fonction de H?*(D) en
facteurs extérieur et intérieur, on obtient U; = @U),. Comme U, € H*(D) C H*(D),
Uf € Y = ¢H*D). Nous allons reprendre le raisonnement vu dans la preuve du
théoreme de Beurling. Comme Uy € Y et Y € Lat(S), S"(Us) = a"Uy € M pour
tout n € N. Comme Y est un sous-espace vectoriel de H?(D), P(a)U; € M pour tout
polynome P € C[X]. Soit g € H*(D). D’apres le Théoreme 4.4.2; il existe une suite
(an)nz0 de C telle que Y7 o lan|* < 0o et g(z) = 3 Sgan2" si z € D. Pour k €N,
posons Py(z) = Zﬁ:o a,2". On a done |lg — Py(a)[l5 = 32,5541 lan]? ce qui implique

limg .o [|g — Pr(a)]l2 = 0 puisque Y7 - |an|* < co. Comme Uy est intérieure,

1Ug—dPr(a) || g2y = [UF (9" = Pr(@)*) | 2(ry = (19" —Pi()* || 2(ry = [|9—Pr(@) | 2wy
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Par conséquent limy_. ||Usf — Uy Pi(c)||2 = 0 avec @ P, (a) € M pour tout entier k.
Comme M est fermé dans H*(D), Uyg € Y pour tout g € H*(D). On a donc montré
que U H*(D) C Y, ce qui implique Y = U; H*(D).

. Par unicité (& une constante unimodulaire prés) de la représentation d’un élément de

Lat(S) sous la forme ® H*(D) avec ® intérieure (cf. Lemme 5.3.2), on peut affirmer
que Y = H?*(D) si et seulement si Uy = ¢ avec ¢ € T. En d’autres termes, Y = H?*(D)
si et seulement si le facteur intérieur de f est constant, ce qui signifie aussi que la

fonction f est extérieure.
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