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Chapitre 1

Compléments de topologie
générale

1.1 Espaces topologiques
1.1.1 Définition

Nous rappelons briévement la définition d’un espace topologique et des prin-

cipales notions qui s’y rapportent. Pour plus de détails, on pourra consulter [9, 8].

Définition 1.1.1 Un espace topologique est un couple (X, 1), ou X est un en-

semble et T est un ensemble de parties de X vérifiant les propriétés suivantes :
i) 0, X er

(ii) S (O))ier est une famille (quelconque) d’éléments de T, alors
U O, er.

(iii) St O4,...,0, sont des éléments de T, alors
On---NO, €.

L’ensemble T s’appelle une topologie sur X et les éléments de T constituent ce
qu’on appelle les ouverts de la topologie.

Un fermé d’une topologie est défini comme le complémentaire d’un ouvert.

7
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Si (X, 7) est un espace topologique et si A est une partie de X, alors l'adhérence
de A est le plus petit ensemble fermé de E qui contient A. On la note A ou ClosA.
On dit qu’un point x de X est adhérent a A lorsque tout voisinage de x

rencontre A.

Proposition 1.1.2 L’adhérence de A est égale a l’ensemble des points qui lui

sont adhérents.

Preuve : Laissée en exercice.
O

Introduisons maintenant une notion qui permet de comparer deux topologies.

Définition 1.1.3 Soient 7,7 deuz topologies définies sur un ensemble X. On dit
que T est plus faible (ou moins fine) que 7' si tout ouvert de T est un ouvert de

7.

Remarque 1.1.4 Soit (X, 7) un espace topologique et on note T la topologie
discrete, c’est-a-dire la topologie telle que tout sous-ensemble de X est ouvert.

Alors nécessairement T est plus faible que 7.

Pour finir ce paragraphe, nous rappelons la notion de base de voisinage et

base de la topologie.

Définition 1.1.5 Etant donnée une topologie T sur un ensemble X et x € X.

(a) On appelle base de voisinage de x pour la topologie T toute collection B
d’ouverts pour T contenant x et telle que chaque voisinage ouvert de x

contient un élément de B.

(b) Une collection B d’ouverts pour T est appelée une base de la topologie si

tout ouvert est une réunion d’ensembles de B.

Exemple 1.1.6 Soient X un ensemble muni de la topologie discrete et x € X.
Alors une base de voisinage pour x est constitué du singleton {z}. De plus, une

base de la topologie discréte est donnée par la famille ({x})ex-
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Exemple 1.1.7 Soient (E,d) un espace métrique et x € E. Une base de voisi-
nage pour x est constituée par la famille (B(x,7)),~0 des boules ouvertes centrées
en x. Une base de la topologie est alors donnée par l’ensemble des boules ouvertes.
En particulier, sur R, l’ensemble des intervalles ouverts |a,b[, ot a et b décrivent

R, est une base de la topologie de R.

1.1.2 Rappel sur la topologie la moins fine rendant conti-
nues une famille d’applications

Soient X un ensemble et (Y;);c; une famille d’espaces topologiques. Pour
chaque 7 € I, on se donne une application ¢; : X — Y;. La question naturelle
qui se pose est de munir X de la topologie 7 la plus faible qui rende continue
toutes les applications ¢;, i € I.

Avant de répondre a cette question, nous donnons un résultat utile de théorie

des ensembles.

Lemme 1.1.8 Soient F', J; et A; (i € F, j € J;) des ensembles quelconques.
Alors

AU 4 =U N4

i€F jEJ; YEF i€F

ot F est l’ensemble de toutes les applications 1) : i € F —— (i) € J;.

Cette formule prouve que si A est une famille d’ensembles, alors ”toute inter-

section finie d’union d’intersections finies d’éléments de A est encore une union

d’intersection finie d’éléments de A”.

Preuve: Onazx€ ﬂieF UjEJi A; si et seulement si, pour tout ¢ € F, il existe

J=(i) € J; tel que x € A;. Ceci est équivalent a 'existence d'une application

Vi€ Fr— (i) € Jitelle que z € [, Ay(iy. Soit encore z € Uy Nicr Av-
O

Donnons maintenant le résultat principal de ce paragraphe.
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Proposition 1.1.9 Soit 7 l’ensemble des parties de X de la forme

U ﬂ i (U,

jeJicF;
ou U; désigne un ouvert quelconque de Y;, F est un sous-ensemble fini quelconque
de I et J est un ensemble quelconque d’indices. Alors T définit une topologie
sur X. De plus, T est la topologie la plus faible qui rende continue toutes les

applications ;, © € 1.

Preuve : Vérifions tout d’abord que 7 définit une topologie sur X. On a

X=g'(Y)er et D= (0)er

(2

De plus, la famille est stable par union quelconque et la stabilité par intersection
finie provient du lemme 1.1.8. Ainsi 7 définit bien une topologie sur X.

Il est clair maintenant que chaque application ¢;, ¢+ € I, est continue pour
cette topologie 7. Il reste a montrer que c’est la plus faible qui rende continue
les ;, i € I. Pour cela, considérons une autre topologie 7’ telle que toutes les
applications ¢ soient continues pour 7’. Soient U; un ouvert quelconque de Y;,
F; un sous-ensemble fini quelconque de I et J un ensemble quelconque d’indices.
Nécessairement on a ¢; *(U;) € 7' et comme 7' est une topologie, elle est stable
par intersection finie et réunion quelconque et donc

U ﬂ o, [ (Us) e

jEJ i€F;
Ainsi tout ouvert pour 7 est un ouvert pour 7/, ce qui montre qui 7 est une
topologie plus faible que 7.

U

Proposition 1.1.10 Soient X un ensemble, (Y;)ier une famille d’espaces topo-
logiques et p; + X — Y; une famille d’applications. Soit T la topologie la plus

faible rendant continue chaque ;, © € I. Etant donné un point x € X, une base
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de voisinage de x pour la topologie T est obtenue en considérant les ensembles de

la forme

e (Va),
ieJ

ou J est un sous-ensemble fini quelconque de I et V; est un voisinage ouvert de

wi(x) dans Y;.

Preuve : Tout d’abord, il est clair que les ensembles de la forme

e (Va),

ieJ
sont des ouverts pour la topologie 7 qui contiennent x. Notons B la collection des
ouverts de 7 obtenus de cette facon. Soit maintenant V' un voisinage ouvert de x
pour la topologie 7. D’apres la proposition 1.1.9, V' est de la forme

V= U n i (U,

jeJ ieF;
ou U; désigne un ouvert quelconque de Y;, F}j est un sous-ensemble fini quelconque
de I et J est un ensemble quelconque d’indices. Comme x € V, il existe j € J

tel que

’iEFj
Donc ¢;(z) € U;, pour tout ¢ € Fj. Ainsi U; est un voisinage ouvert de ¢;(x) dans
Y;. D’ou
ﬂ pi (Ui) €B et ﬂ o, (U;) CV,

i€ F; i€ F;

ce qui prouve que B est une base de voisinage de z pour la topologie 7.
O
Nous verrons dans les sections 1.3 et 1.4 deux exemples fondamentaux de
topologie rendant continues une famille d’applications. Dans ce qui suit, nous

donnons deux autre exemples importants.

Exemple 1.1.11 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E

une application p . E — R satisfaisant les deux propriétés suivantes :
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(a) p(z+y) < p(x)+ply) et
(b) plax) = |alp(z),
pour tous x,y dans X et tous a € K.
Soit maintenant (pa)aca une famille de semi-normes sur un espace vectoriel
E. On appelle topologie engendrée par cette famille de semi-normes la topologie

la plus faible rendant continue les applications p,, a € A.

Exemple 1.1.12 Soient X un ensemble, Y un espace topologique et F(X,Y)
l’ensemble de toutes les applications de X dansY . La topologie de la convergence

simple est la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections

pe: f— f(x) de F(X,Y) dans Y, ou x décrit X.

Le résultat suivant caractérise la convergence d’une suite relativement a la

topologie 7.

Proposition 1.1.13 Soient (x,),>1 une suite de X et x € X. Les assertions

suivantes sont équivalentes :
(1) La suite (z,)n>1 converge vers x pour la topologie T.

(ii) Pour chaque i € I, la suite (@;(x,))n>1 converge vers ;(x) dans ['espace

topologique Y;.

Preuve : L’implication (i) = (ii) découle immédiatement de la continuité de
I’application ;.
(ii) = (i) : soit U un voisinage ouvert de x. D’apres la proposition 1.1.10,
on peut toujours supposer que U est de la forme
U= (Vh),
ieJ
ou J est un sous-ensemble fini de I et V; est un voisinage ouvert de ¢;(x) dans
Y;. En utilisant ’hypothese (ii), pour chaque i € J, il existe un entier N; tel que
vi(x,) € Vi, pour tout n > N;. Soit N = max;e; N;. Alors x,, € U, pour n > N,

ce qui prouve la convergence de (x,,),>1 vers .
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4

Dans le résultat suivant, on donne une caractérisation de la continuité d’une

application par rapport a la topologie 7.

Proposition 1.1.14 Soit Z un espace topologique et soit i une application de

Z dans X . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L’application ¢ est continue.

(ii) Pour chaque i € I, Uapplication p; 0 : Z — Y, est continue.
Preuve : L’implication (i) = (ii) découle des propriétés élémentaires sur les
applications continues (la composée de deux applications continues est continue).

(ii) = (i) : soit U un ouvert de X. On doit montrer que ¢~ (U) est un ouvert

de Z. D’apres la proposition 1.1.9, 'ouvert U est de la forme
JjE€J i€F}
ou U; désigne un ouvert quelconque de Y;, F}j est un sous-ensemble fini quelconque

de I et J est un ensemble quelconque d’indices. Par conséquent

) = (v e ) = ) (wiow) 1 (U)).

jeJ icF; jeJ ieF;

Comme (; 09 est continue, (¢; 01)~1(U;) est un ouvert de Z et par stabilité par

union quelconque et intersection finie, ¢»~*(U) est aussi un ouvert de Z.

1.2 Espaces topologiques compacts
1.2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 1.2.1 Soit X un espace topologique. On dit que X est séparé si pour
tous x,y € B, x # y, il existe Oy, O, deux ouverts disjoints tels que v € O, et
yeO,.
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Remarque 1.2.2 ]l est clair que tout espace métrique est un espace topologique

séparé.

Définition 1.2.3 Soit X un espace topologique séparé et A une partie de X. On
dit que A est compacte si de chaque recouvrement de A par des ouverts de X,
on peut extraire un recouvrement fini, soit en explicitant : quelque soit la famille
(U;)ier d’ensembles ouverts de X telle que
Acu,
iel
il existe une partie finve J de I telle que
Aclu.
ieJ
Le résultat suivant donne une condition nécessaire et une condition suffisante

simple pour la compacité.

Théoreme 1.2.4 Soit X un espace topologique séparé et A une partie de X .
(a) Si A est compacte alors A est fermée.

(b) Si X est compact et A est fermée, alors A est compacte.

Preuve : Remarquons tout d’abord que dans un espace topologique séparé,
'intersection des voisinages fermés d’un point a se réduit a {a}. En effet, pour
tout x € E \ {a}, il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V'
de z tels que UNV = (). Alors E'\ V est un ensemble fermé qui contient U. Donc
E\ 'V est un voisinage fermé de a et comme = ¢ E \ V, on en déduit que
() Ve={a},
Va€V,, s

ou V, ; désigne I'ensemble des voisinages fermés de a.

(a) : raisonnons par l’absurde et supposons que A soit compacte et non fermée.
Alors il existe a € A\ A. D’apres la remarque initiale, on en déduit que

(N (VanA)=0.

Vaeva,f
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Comme V, N A est fermé dans A, la compacité de A implique qu’il existe n € N
et V1, Vs, ..., V, des voisinages fermés de a tels que

n

((Vin A) = 0.

i=1

Or V =, V; est un voisinage de a et comme a € A, on devrait avoir VNA # (.
On obtient ainsi une contradiction.

(b) : soit (O;);er une famille d’ouverts de X qui recouvre A. Alors

E=AucAc|]O;ucA
iel
Comme A est fermé, “A est ouvert et donc la famille {O;,°A : ¢ € I} est un
recouvrement d’ouverts de X. Par compacité, il existe n € N et i1,49,...,1, € [
tels que
n
Ecl]o,uca
k=1
On en déduit alors que
n
AC U Oik,
k=1
ce qui prouve la compacité de A.
O

Continuons avec quelques résultats simples autour de la compacité dans un

espace topologique abstrait.

Proposition 1.2.5 Soient X,Y deux espaces topologiques séparés et ¢ une ap-
plication continue de X dansY . Si A est une partie compacte de X, alors p(A)

est une partie compacte de Y .

Preuve :  Soit (V;);c; une famille d’ouverts de Y telle que

el
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Alors A C U;e; ¢ (Vi) et comme ¢ est continue, ¢ '(V;) est un ouvert de X.

Par compacité de A, il existe n € N et iy,1s,...,1, € I tels que
n
A C U w_l(vij)'
j=1

D’ou

et p(A) est compact.

Signalons aussi deux conséquences élémentaires mais utiles.

Corollaire 1.2.6 Soient E, F' deuzr espaces métriques, K une partie de E et

O : E — I une isométrie, c’est-a-dire une application vérifiant :
dr(©(2), O(y)) = dp(v,y),  V(z,y) € Ex E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) K est compact.

(ii) O(K) est compact.

Preuve : Remarquons que si on note ©; := Ok la restriction de © a K, alors
©, est un homéomorphisme de K sur O(K) (en fait ©; " est aussi une isométrie).
11 suffit alors d’appliquer la proposition 1.2.5.

O

Corollaire 1.2.7 Soient X,Y deux espaces topologiques séparés etT : X — Y
une bijection continue. Si X est compact alors T est un homéomorphisme, c’est-

a-dire que T~ est continue.

Preuve : Il s’agit de montrer que, pour tout fermé F de X, (T1)~}(F) est
un fermé de Y. Comme F' est une partie fermé du compact X, le théoreme 1.2.4

implique que F est compacte. Or (T')"Y(F) = T(F) et la proposition 1.2.5
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entraine alors que T'(F') est une partie compacte de Y. L’espace topologique Y
étant séparé, en appliquant une nouvelle fois le théoreme 1.2.4, on obtient que

T(F) est fermé. Ainsi T est continue.

1.2.2 Meétrisabilité d’un espace topologique compact

Le lemme suivant est un lemme de rigidité.

Lemme 1.2.8 Soient 1 et 7o deux topologies sur un ensemble X . Supposons que

les deux topologies vérifient les conditions suivantes :
(i) 71 est plus faible que T, c’est-a-dire que 71 C Ty ;
(i) (X, 71) est séparé;

(iii) (X, 7) est compact.

Alors les deux topologies T et T coincident.

Preuve: Soit F'un fermé de (X, 72). Comme (X, 72) est compact, le théoreme 1.2.4
implique que F' est en fait une partie compacte pour la topologie 75. Puisque 7
est plus faible que 79, F' est aussi compact pour la topologie 7. Comme (X, 1)
est séparé, une nouvelle application du théoreme 1.2.4 entraine que F' est fermé
dans (X, 7). Finalement on a prouvé que 7, C 71 et donc on obtient que les deux
topologies coincident.
O
Le résultat suivant donne une condition suffisante pour qu’un espace topolo-

gique compact soit métrisable.

Théoréme 1.2.9 Soit (X, T) un espace topologique compact et supposons que,
pour tout n > 1, il existe une fonction f, : (X,7) — K continue et telle que
la suite (fn)n>1 S€pare les points de X. Alors X est métrisable, c’est-a-dire qu’il

existe une distance sur X qui induit la méme topologie que T.
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Preuve : D’apres la proposition 1.2.5, f,, est bornée sur X et donc, sans perte
de généralité, on peut supposer que |f,(x)| < 1, pour tout n > 1 et tout =z € X.

Posons alors

o0

Ay =3 ool @)~ flw)l, (my) € X x X.

n=1

Il est facile de vérifier que d est une métrique (on utilise ici le fait que la suite
(fn)n sépare les points). Comme chaque f, est continue pour 7 et que la série
converge uniformément sur X x X, on en déduit que d est une fonction continue
sur X x X, muni de la topologie produit induite par celle de 7. Ainsi les boules
B.(p) :={q € X : d(p,q) < r} sont ouvertes dans (X, 7). Si on note 7, la topologie
induite par la distance, on a donc démontré que 7, C 7. Comme par hypothese
(X, 7) est compact et que (X, 74) est séparé, on obtient avec le lemme 1.2.8 que

T = T(4-

1.2.3 Précompacité et compacité séquentielle

Nous allons voir maintenant que dans un espace topologique compact, les
suites jouissent d’une propriété remarquable souvent tres utile. Avant rappelons

la définition suivante.

Définition 1.2.10 Soit X un espace topologique, (z,)n>0 une suite de points de
X. On dit que la suite (z,),>0 admet le point a de X pour valeur d’adhérence

si, pour tout voisinage V de a, l’ensemble {n € N : z,, € V'} est infini.

Le résultat suivant fait le lien entre valeur d’adhérence d’une suite et adhérence

d’un ensemble dénombrable.

Lemme 1.2.11 Soit X un espace topologique séparé et (x,),>0 une suite de
points de X. Si A = {z, : n € N}, alors son adhérence A est la réunion de A
et de Uensemble des valeurs d’adhérence de la suite (z,)n>0. En particulier, si

(Tn)n>0 n'a pas de valeurs d’adhérence, alors A est fermé.
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Preuve :  Soit a une valeur d’adhérence de la suite (x,),>0. Par définition,
pour tout voisinage V' de a, 'ensemble {n € N : z,, € V} est infini. Donc en
particulier, V N XA # (. Ceci montre donc que a € A.

Réciproquement, si a € A\ A et V est un voisinage de a. Comme a € A, on
a VN A=#(. Nous devons montrer que ’ensemble {n € N : z,, € V'} est infini.
Supposons le contraire et soit {x;,, iy, ..., x;, } =V N A. Comme X est séparé,
pour chaque k = 1,...,n, il existe un voisinage ouvert Vj, de a tel que z;, & V.
Alors U :=VNViN---NV, est un voisinage de a et ANU = (), ce qui est absurde
car a € A.

Enfin, si (x,)n,>0 n’a pas de valeurs d’adhérence, alors ce qui précede montre
que A = A et donc A est fermé!

O

Le résultat suivant tres utile donne une caractérisation des valeurs d’adhérence

d’une suite dans un espace métrique. Attention ce résultat n’est pas vrai en

général dans un espace topologique quelconque (voir Exercice 1.11.6).

Lemme 1.2.12 Soit (E,d) un espace métrique et (x,)n>0 une suite de E. Les

assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est une valeur d’adhérence de (y)n>0-

(ii) il existe une sous-suite (xp, k>0 qui converge vers a.

Preuve : (i) = (ii) : par définition d’une valeur d’adhérence, ’ensemble
B(a, 1) contient au moins un point de la suite disons x,,. Par récurrence, sup-
posons qu’il existe ny < ny < --- < ny construits tels que z,, € B(a,1/k).
L’ensemble B(a,1/(k + 1)) est un voisinage de a. Donc I'ensemble {n € N: z,, €
B(a,1/(k+1))} est infini. Donc il existe nj41 > ny tel que z,,,,, € B(a,1/(k+1)).
On construit ainsi une sous-suite (x,, )x>1 telle que d(z,,,a) < 1/k. En faisant
tendre k — 400, on obtient alors que (z,,) converge vers a.

(ii) = (i) : soit V un voisinage de a. Alors par définition de la convergence

d’une suite, il existe kg € N tel que pour tout k > ko, =, € V. Ainsi on obtient



20 CHAPITRE 1. TOPOLOGIE GENERALE

que 'ensemble {n € N : z,, € V'} est infini, ce qui prouve que a est une valeur

d’adhérence.

0

Théoreme 1.2.13 Tout espace topologique compact X vérifie la propriété sui-
vante, appelée axiome de Bolzano—Weierstrass : toute suite de points de X admet

au moins une valeur d’adhérence.

Preuve : Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe une suite (z,)n>0
de points de X sans valeur d’adhérence. L’espace topologique X étant séparé, le

lemme 1.2.11 implique que, pour tout p € N, les ensembles
A, ={z, :n>p}

sont fermés.
Fait : ﬂpeN A, = 0. En effet, raisonnons par 'absurde en supposant qu’il

existe a € [, .y A4p et montrons alors que a est une valeur d’adhérence de (,)n>0-

peN
Soit V' un voisinage de a. Comme pour tout p € N, a € A, on obtient que pour
tout p € N, il existe n > p tel que a = x,,. En particulier, pour tout p € N, il
existe n > p tel que z,, € V. On en déduit donc que I'ensemble {n € N: z, € V'}
est infini et donc a est une valeur d’adhérence de (x,),>0, ce qui est absurde.

Ceci acheve la preuve du fait.

Comme X est compact, il existe des entiers n et pi, po, ..., p, tels que

ﬂ Api = 0.
i=1

Or Ni_, Ay = Apruws OU Dy := max(p1,pa,...,pn) et donc A = (. On

Pmazx

obtient donc une contradiction.
O
Dans le cadre métrique, la réciproque de ce théoreme est vraie. Avant de

donner ce résultat, nous allons introduire deux définitions supplémentaires.

Définition 1.2.14 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E.
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(a) On dit que E est séquentiellement compact si chaque suite de E a une

sous-suite convergente vers un point de E.

(b) On dit que A est précompacte si pour tout € > 0, il existe un entier N

et des points x1,--- ,xny € E tels que A soit contenu dans la réunion des

boules B(x;,e),i=1,...,N.

Théoréeme 1.2.15 Soit (E,d) un espace métrique. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
(i) E est compact.
(ii) E est séquentiellement compact.

(iii) E est complet et précompact.

Preuve : Notre stratégie est de montrer que (i) entraine (ii), que (ii) entraine
(iii), que (iii) entraine (ii), et ensuite que (ii) et (iii) entrainent (i).

(i) = (ii) : découle du théoreme 1.2.13 et du lemme 1.2.12.

(i) = (iii) : soit (z,)n>o une suite de Cauchy dans E. Puisque E est
séquentiellement compact, (z,),>0 possede une sous-suite convergente dans F.
Il est alors facile de voir que (x,,),>0 est aussi convergente vers la méme limite.
Donc E est complet.

Supposons maintenant que E ne soit pas précompact et cherchons une contra-
diction. Il existe donc € > 0 tel que, pour chaque n > 1 et pour chaque x1, 2o, ..., 2, €

E. nous avons
E #| JB(aie). (1.1)
i=1

Prenons z; € FE quelconque. D’apres (1.1), nous savons que F \ B(x1,¢) # (.
Choisissons donc x5 € E \ B(xy,¢€). Etant donné zy, xs, . . ., Ty, prenons Ty, €
E\UY, B(z,¢) (notez que, d’apres (1.1), E\ UL, B(z;,¢) # 0). Maintenant,

nous avons une suite (z,),>1 C E telle que

d(xp, xm) > €,
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pour chaque n # m. Cette suite n’a donc aucun sous-suite convergente, ce qui
contredit le fait que E soit séquentiellement compact.

(iii) = (ii) : soit (x,)n>1 C E. 1l s’agit de montrer que (x,),>; possede une
sous-suite convergente. En utilisant la précompacité de F, il existe un nombre
fini de boules de rayon 1 qui recouvre E. Il existe donc une boule, disons Bj, qui

contient x, pour une infinité d’indices. Posons
N ={n>1:2, € B}

De méme, il existe un nombre fini de boules de rayon 1/2 qui recouvre E. 1l existe
donc une boule, disons Bs, qui contient z,, pour une infinité d’indices n € N;.
Posons

No:={neMN :x, € B}

Supposons avoir trouvé N, Ns, ..., Ny et By, Bs, ..., B, tels que
N,C---CMNy CN; CN,

N infini et B; est une boule de rayon 1/j telle que z,, € B; pour n € Nj.
La précompacité de E implique une nouvelle fois qu’il existe un nombre fini de
boules de rayon 1/(k + 1) qui recouvre E. Donc il existe au moins une boule,

disons By1, qui contient x, pour une infinité d’indices n € N;. Posons alors
Neppi={neNy:x, € Bei1}

Choisissons alors par récurrence une suite strictement croissante d’entiers n, €
N. Cela est possible car chaque ensemble N}, est infini. Pour j > 4, on a alors

nj € N; C N; et donc T, € B;. D'ou

| Do

(0, 0,) < 5,

~

et donc la suite (x,,); est de Cauchy dans (F, d) complet. Donc elle converge vers

un élément x € E. Ceci acheve de prouver que E est séquentiellement compact.
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(iii) et (ii) = (i) : soit (U;);er un recouvrement d’ouverts de F.

Fait : il existe 6 > 0 tel que, pour chaque z € F| il existe un i € [ avec
B(z,§) C U;.

Pour prouver ce fait, raisonnons par I'absurde en supposant que pour tout
d > 0, il existe x € FE tel que pour chaque ¢ € I, on a B(z,d) ¢ U;. En particulier,
on peut construire une suite (z,),>1 de points de E telle que B(z,,1/n) ¢ U,
pour tout ¢ € I. Comme E est séquentiellement compact, il existe une sous-
suite, disons (zn,)p>1, qui converge vers un point x € E. Puisque (U;)ies est
un recouvrement de F, il existe i € I tel que x € U; et U; étant ouvert, il
existe r > 0 tel que B(x,r) C U;. Prenons alors p assez grand tel que 1/n, <
1/(2r) et d(xy,, ) < 1/(2r). Nous avons donc B(x,,,1/n,) C U;, ce qui est une
contradiction. Ainsi le fait est prouvé.

Nous avons aussi supposé que FE est précompact. Il existe donc yq, vy, ..., Yk

des points de E tels que
k
p=1

Mais, en utilisant le fait prouvé précédemment, pour chaque vy, il existe i, €

tel que B(y,,0) C U;,. Ainsi nous obtenons finalement que

k
Ec|Ju,

p=1

ce qui acheve de prouver que F est compact.

1.2.4 Ensembles relativement compacts
Nous introduisons maintenant une propriété un peu plus faible que la compa-
cité.

Définition 1.2.16 Soit X un espace topologique séparé et A une partie de X.
On dit que A est relativement compact dans X si son adhérence A dans X

est compacte.
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Remarque 1.2.17 Soient X un espace topologique séparé et A une partie com-
pacte de X . Alors toute partie de A est relativement compacte. En effet, si B C A,
alors B C A (car A est fermé d’aprés le théoréme 1.2.4) et donc B est compacte

toujours d’apres ce méme théoreme.

Théoréme 1.2.18 Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie de E.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est relativement compact.
(ii) A est précompact.
(ili) Pour toute suite (x,)n,>1 de points de A, il existe une sous-suite (T, )k>1

qui converge (vers un élément x € A).

Preuve : On vérifie facilement que A précompact si et seulement si A est
précompact. De plus, remarquons que A est fermé dans (E,d) complet donc A
est aussi complet (muni de la topologie induite par la distance d). Finalement,

en utilisant le théoreme 1.2.15, on obtient que
A compact <= A précompact <= A précompact,

ce qui prouve que (i) <> (ii).

(i) = (iii) : soit (z,)n>1 une suite de points de A. Comme (A, d) est un
espace métrique compact, on peut appliquer le théoreme 1.2.15 et en déduire
que A est séquentiellement compact. Ainsi il existe une sous-suite (z,, )r>1 qui
converge vers un élément x € A.

(ili) = (ii) : on raisonne par I'absurde en supposant que A ne soit pas
précompact. Il existe donc € > 0 tel que pour tout entier n > 1 et tous points

T1,To, ..., Ty € X,
n

A\ UB(azi,&?) # 0.
i=1
Comme dans la preuve du théoreme 1.2.15 ((ii) = (iii)), on construit alors une

suite (2,)n,>1 de points de A telle que d(x,,, x,,) > €, n # m. Ainsi la suite (z,,)n>1

ne peut pas avoir de sous-suite convergente, ce qui contredit la condition (iii).
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4

Notons une conséquence facile mais utile qui donne une condition suffisante

pour la relative compacité.

Corollaire 1.2.19 Soit A une partie d’un espace métrique complet (E,d). Sup-

posons que pour tout € > 0, il existe une partie compacte K. de E telle que
Ve e A, d(z, K,) < e.
Alors A est relativement compacte.

Preuve : D’apreslethéoreme 1.2.18, il suffit de montrer que A est précompacte.
Soit ¢ > 0. Par hypothese, il existe donc une partie compacte K. telle que
d(z, K.) < /2, pour tout x € A. La compacité de K. implique alors qu’il existe

T1,To,...,rN € E tels que

K. C UB(xi,g/Q).

i=1
On vérifie alors facilement que
N
AcC UB(:Q,&/2),
i=1
ce qui prouve que A est précompacte et donc relativement compacte.
O
Dans le cas d’une partie A d'un espace de Banach FE, il est utile de retenir un

critere qui utilise le caractere vectoriel de I’espace ambiant :

Proposition 1.2.20 Soit A une partie d’un espace de Banach E. Alors A est

relativement compacte si et seulement si A vérifie les deux conditions suivantes :

(a) lUensemble A est borné;
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(b) pour tout € > 0, il existe un sous-espace vectoriel L. C E de dimension

finie tel que pour tout x € A
dist(zx, L.) < e.

Preuve : Sil’adhérence de A est compacte il est facile de vérifier que le critere
est satisfait : tout d’abord, A est borné parce que compact (la fonction continue
xr — ||z|| atteint son maximum sur le compact A); la deuxieme condition est
impliquée par la précompacité. En effet, soit € > 0. Il existe alors x1,x5,..., 2, €

E tels que

AcC OB(a:i,a).

i=1

Posons L. := Vect (x; : 1 < i < n). On vérifie alors que pour tout z € A, on a
d(z,L.) < e.

Réciproquement, supposons les deux conditions du critere vérifiées. Soit M

une borne pour les normes des éléments de A ; soient € > 0 et L. un sous-espace

vectoriel de dimension finie qui approche A a moins de . Désignons par K. le

sous-ensemble de E défini par
K.:={reL.:|z| <M+ec}=L[)B0,M+e).

On vérifie facilement que K. est un sous-ensemble fermé borné de L. qui est
un espace vectoriel normé de dimension finie. Donc K, est un compact de L, et
donc de E. De plus, si x € A, il existe y € L. tel que ||z — y|| < e; puisque
|z|]| < M, on aura |ly|| < M +¢, d’ou y € K.. Ainsi on obtient que pour tout
x € A, d(x,K.) < e. Le corollaire 1.2.19 permet alors d’en déduire que A est
relativement compacte.
O
Le résultat suivant montre la stabilité de la compacité et de la relative com-

pacité par rapport a la somme.
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Proposition 1.2.21 Soient K; et Ky deux compacts dans un espace de Banach
E. Alors I’ensemble K1 + Ky est compact. De plus, si Ay et Ay sont relativement
compacts dans l’espace dans E, alors [’ensemble Ay + As est aussi relativement

compact dans E.

Preuve : 1l est facile de vérifier que K; x Ky est compact (pour la topologie
produit induite par celle de E' x E). De plus, application ¢ : (z,y) — z+y est
continue sur £ X F a valeurs dans E. Donc K + Ky = ¢(K; x K5) est compact
d’apres la proposition 1.2.5.

La deuxieme assertion résulte facilement de la premiere, car 'adhérence de la

somme A; + A, est contenue dans A; + As.

1.3 La topologie faible o(FE, E*)

Soit E un K-espace de Banach (K = R ou C). On note E* l'espace dual,

c’est-a-dire I'espace des formes linéaires et continues sur F.

Définition 1.3.1 Etant donné E un espace de Banach, la topologie faible sur
E est la topologie la plus faible sur E rendant continues toutes les applications

w € E*. On la note o(E, E™).

Proposition 1.3.2 Soit E un espace de Banach. La topologie faible o(E, E*) est

séparée.

Preuve : Soient x1, x5 € F avec x1 # x5. On cherche a construire deux ouverts
O1, O, pour la topologie faible o (E, E*) tels que 1 € O, x5 € Oy et O1NO = .
D’apres un corollaire du théoreme de Hahn-Banach, il existe f € E* tels que
f(z1) # f(z2). On peut alors trouver £ > 0 tel que les boules By := B(f(z1),¢)

et By := B(f(x2),¢) sont disjointes. On pose alors

Or={z € E:|f(z) - fz1)| <e} = f'(B1)
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et
Oy ={z € B:|f(x) - f(zz)| <} = fT1(Ba).
Il est clair alors que O; et Oy sont deux ouverts de E pour o(FE, E*) qui vérifient

xleol,xgeoget(%ﬂ@g:@.
U

Proposition 1.3.3 Soient E un espace de Banach et xy € E. Une base de voi-
sinage de xo pour la topologie faible o(E, E*) est obtenue en considérant tous les

ensembles de la forme
V={zxeE:|(fi,r—x)| <eViel}

ou I est fini, f; € E* et € > 0.

Preuve : 1l est clair que
V= ﬂ FH(B(fi(xo), €))

iel
est un ouvert pour la topologie faible et qui contient xy. Il reste a montrer que
tout voisinage ouvert U de xy contient un sous-ensemble de cette forme. Par
définition de la topologie faible et en utilisant la proposition 1.1.10, on sait qu’il
existe un voisinage W de xq, W C U, de la forme

W= ﬂ fi_l(wi)a

iel

ou [ est fini, f; € E* et w; est un voisinage ouvert de f;(x¢) dans K. Donc il existe
e > 0 tel que B(fi(zo),e) C w;, pour chaque ¢ € I (attention ici on utilise le fait

que I est fini). Si on définit
V={xeFE:|(fi,r—mx)| <eViel}

alorsonaxg €V C W C U, ce qui acheve la preuve de la proposition.
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Notation. Etant donnée une suite (x,),>1 de E, on désigne par x, — x la
convergence de x,, vers x pour la topologie faible o(F, E*). Pour éviter les confu-

sions, on précisera parfois “z,, — z faiblement pour o(E, E*)”.

Proposition 1.3.4 Soit (x,),>1 une suite de E. On a

(a) x, — x faiblement pour o(E, E*) si et seulement si f(x,) — f(x), pour

toute f € E*.
(b) Six, — x fortement alors x, — x faiblement pour o(E, E*).

(c) Siz, — x faiblement pour o(E, E*) alors ||z,|| est bornée et
|z]| < liminf ||z,].
n——+0o0o
(d) Six, — x faiblement pour o(E, E*) et f, — f fortement dans E*, alors

Preuve: L’assertion (a) résulte de la proposition 1.1.13. L’assertion (b) découle

de (a) et de la majoration

[f(@n) = f(2)] < (N Hlwn — 2,

valable pour toute f € E*. Prouvons maintenant (c). Pour a € E, notonsd, :

E* — K la forme linéaire définie par

0a(f) = fla),  (feFE)

On vérifie facilement que ¢§ est continue et le théoreme de Hahn—Banach implique
que ||64]] = |la||. Par hypothese, on sait que 6, (f) — d.(f), n — +0o0 et donc en
particulier, on a

sup |0, (f)] < +oo,

n>1

pour toute f € E*. Le théoreme de Banach—Steinhauss entraine alors que

sup |0z, || < +oo,
n>1
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et donc

sup ||z, || < 400,
n>1

ce qui prouve la premiere partie de ’assertion. Remarquons maintenant que, si
feFE ona
|f ()] < Lf Il

et par passage a la limite inf, on obtient

< im 1 .
|f(@)] < (11 lim inf {|, |
Une nouvelle application du théoreme de Banach—Steinhauss implique alors que
x| = sup | f(x)] < liminf [lz, ||,
FeB | fI<1 e

ce qui acheve la preuve de (c).

Pour finir prouvons (d). On a

[fulzn) = f(@) = [(fa = F)(@n) + f (20 — 2)]
< fw = Fllllznll + [f (20 = 2)].

Il reste a appliquer (a) et (c¢) pour conclure.

U

Remarque 1.3.5 Les ouverts (resp. les fermés) de la topologie faible o(E, E*)
sont aussi ouverts (resp. fermés) pour la topologie forte. Lorsque E est de dimen-
sion infinie, la topologie faible o(E, E*) est strictement plus faible que la topologie
forte, c’est-a-dire qu’il existe des ouverts (resp. des fermés) pour la topologie forte
qui ne sont pas ouverts (resp. fermés) pour la topologie faible. On pourra se re-
porter auz exercices 1.11.10 et 1.11.11 pour de tes exemples. En revanche (voir
exercice 1.11.12), lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E*)
et la topologie forte coincident. En particulier, une suite converge fortement si et

seulement si elle converge faiblement.
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Remarque 1.3.6 Lorsque E est de dimension infinie, la topologie faible o(E, E*)
n’est pas métrisable, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de métrique (et a fortiori pas
de norme) définie sur E et qui induise sur E la topologie faible (voir exer-
cice 1.11.13). Toutefois, on verra que si E* est séparable, on peut construire
une métrique définie sur B = {x € E : ||z| < 1} et qui induit sur B la méme

topologie que la topologie faible o(E, E*) : voir section 1.7.

Remarque 1.3.7 Lorsque E est de dimension infinie, il existe en général des
suites qui convergent faiblement mais qui ne convergent pas fortement : par
exemple, si E est un espace de Hilbert, toute suite orthonormale converge fai-
blement vers 0 mais ne converge pas fortement. Néanmoins il existe des espaces
de Banach de dimension infinie ou toute suite faiblement convergente est for-
tement convergente. Par exemple, (* posséde cette propriété pathologique (voir
exercice 1.11.14). Bien entendu ceci ne contredit pas le fait qu’en dimension in-
finie, la topologie faible et la topologie forte sont toujours distinctes (voir re-
marque 1.3.5). Rappelons que deuz espaces métriques, qui possédent les mémes
suites convergentes, ont la méme topologie. Toutefois, deux espaces topologiques
qui possedent les les mémes suites convergentes n’ont pas nécessairement la méme

topologie (par exemple ().

Tout ensemble fermé pour la topologie faible o(FE, E*) est fermé pour la topo-
logie forte. La réciproque est fausse en dimension infinie (voir remarque 1.3.5 et
exercice 1.11.10). Toutefois le résultat suivant montre que la réciproque est vraie

pour les ensembles convexes.

Théoreme 1.3.8 Soient E un espace vectoriel normé et C' un sous-ensemble
conveze de E. Alors C' est faiblement fermé pour la topologie faible o(E, E*) si

et seulement s’il est fortement fermé.

Preuve : On sait déja que si C est faiblement fermé, alors il est fortement

fermé. Réciproquement supposons que C' est fortement fermé et montrons que
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E\ C est ouvert pour la topologie faible o(E, E*). Soit donc xy € E'\ C. D’apres
le théoreme de Hahn—Banach (version géométrique), il existe un hyperplan fermé
séparant au sens strict {zo} et C. Autrement dit, il existe fo € E* et o € R tel
que

Rf(zo) < a < Rf(x),

pour tout x € C. Posons alors

Q={ze E:[f(x) - f(zo)] <a—Rf(zo)}.
Il est clair que €2 est un voisinage ouvert de z, pour la topologie faible o(E, E*)
et de plus, on vérifie facilement que QNC = (). Par conséquent, Q@ C E\ C. Ainsi,
E \ C est un voisinage de chacun de ses points pour la topologie faible, ce qui
signifie que £\ C est ouvert pour o(E, E*).
O
Le résultat suivant montre que pour une application linéaire entre deux es-

paces de Banach, la continuité faible et forte coincident.

Théoreme 1.3.9 Soient E et F' deux espaces de Banach et soit T un opérateur
linéaire de E dans F'. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est continue de E dans F.

(ii) T est continue de (E,o(E, E*)) dans (F,o(F, F*)).
Pour prouver ce résultat, nous utiliserons deux lemmes.

Lemme 1.3.10 Soient E et F' deux espaces de Banach et Q0 (resp. Qo) un ouvert
de E (resp. de F') pour la topologie faible o(E, E*) (resp. o(F, F*)). Alors €21 x (s
est un ouvert de E x F' pour la topologie faible o(E x F,(E x F)*).

Preuve : Soient (a,b) € Oy x Q. Il existe deux ensembles finis [ et J, deux
réels 1,62 > 0 et des formes linéaires continues f; € E*, i€ I, et g; € F*, j € J
tels que

(7' (B(fila).er)) et () g5 (Blg;(b).e2) C Q. (1.2)

iel jeI
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Posons pouriz e I et j € J

0, ExF — K o 6t ExF — K
(z,y) — fi(x) (z,y) — g;(y).

Il est clair que ©; et é\; sont des éléments de (E x F)*. Ainsi 'ensemble U, défini

par

U= <ﬂ 0.7 (B(0;(a,b), 51)> N (ﬂ 6;'(B(6;(a, b),52)>

iel jeJ
est un voisinage ouvert de (a,b) pour la topologie faible o(E x F, (E x F)*). De
plus, en utilisant (1.2), on vérifie aisément que U C €25 x Q5. Ceci prouve que
Q1 X 25 est un voisinage de chacun de ses points pour la topologie faible et donc
0y x Q9 est un ouvert pour o(F x F,(E x F)*).
O

Lemme 1.3.11 Soient E et F' deuz espaces de Banach et soit T un opérateur
linéaire de E dans F. On suppose que T est continue de (E,o(E,E*)) dans
(F,o(F, F*)). Alors le graphe de T,

g(T)=A{(z,Tx): x € E,

est fermé pour la topologie faible o(E X F,(E x F)*).

Preuve : Soit (a,b) € (Ex F)\G(T). Alors Ta # b. Comme la topologie faible
est séparée (voir proposition 1.3.2), il existe U (resp. V') un voisinage ouvert de
b (resp. de T'a) pour la topologie faible o(F, F**) tels que U NV = (). En utilisant
la continuité de T de (F,o(E,E*)) dans (F,o(F, F*)), on obtient que T-(V)
est un ouvert de F pour la topologie faible o(E, E*). Le lemme 1.3.10 implique
alors que T71(V) x U est un voisinage ouvert de (a,b) pour la topologie faible
o(E x F,(E x F)*). Il reste & remarquer 7-1(V) x U C (E x F)\ G(T). En effet,
supposons qu'il existe (z,y) € (T"Y(V)x U)NG(T). Alorsy =Tz € UNV, ce

qui est absurde.
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Preuve du théoréme 1.3.9 :  Pour prouver (i) = (ii), soit {2 un ouvert
de F pour la topologie faible. On doit montrer que T71(£2) est un ouvert de F
pour la topologie faible. On peut supposer que 2 est de la forme
Q=[)ei'(0:),
iel
ou [ est fini, p; € F* et O; est un ouvert de K. Alors
T7HQ) = ﬂTA‘P;l(Oi) = ﬂ(% o T)7H0y).
il il
Or p; 0T : E — K est linéaire et continu donc ¢; o T € E* et T1(Q) est un
ouvert de E pour la topologie faible.
s Réciproquement, supposons que 7" soit continue de (E, o(E, E*)) dans (F, o(F, F'*)).
En utilisant le lemme 1.3.11, on en déduit que G(T') est fermé pour la topologie
faible o(E x F, (E x I)*) et donc il est fermé pour la topologie forte. Le théoreme

du graphe fermé implique alors que T est continue de E dans F'.

1.4 La topologie faible* o(E*, F)

Soit F un espace de Banach et £* son dual. Pour chaque x € F, on considere

I’application ¢, : E* — K définie par

pa(f) = (f2),  [eE"

Définition 1.4.1 La topologie faible* sur E* est la topologie la plus faible sur E*

qui rend continues toutes les applications (¢z)zer. On la note o(E*, E).

Remarque 1.4.2 FEtant donné E un espace de Banach, on dispose sur E* de

trois topologies :
(a) la topologie forte,

(b) la topologie faible o(E*, E**) et
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(c) la topologie faible* o(E*, E).

Notons que chaque @, est continue comme forme linéaire sur E* (avec la topologie
forte) et donc @, € E**. Ainsi p, est continue pour la topologie faible o(E*, E**)
et par définition de la topologie faible*, on obtient que la topologie faible* est plus

faible que la topologie faible qui elle-méme est plus faible que la topologie forte.

On peut s’étonner de l'intérét d’appauvrir ainsi les topologies. La raison est la
suivante : plus une topologie est faible, moins elle possede d’ouverts et plus elle
possede de compacts. Or la compacité est un outil essentiel dans de nombreuses
questions, notamment d’existence. Ainsi, on verra dans le théoréeme de Banach—
Alaoglu que la boule unité du dual d’un espace de Banach E est compacte pour
la topologie faible*, alors qu’elle n’est compacte pour la topologie de la norme

uniquement lorsque 'espace E est de dimension finie.

Proposition 1.4.3 Soit ' un espace de Banach. La topologie faible* est séparée.

Preuve : Soient f; et fo dans E* avec f; # fs. 1l existe donc x € E tel que
fi(z) # fa(z). On considere alors € > 0 tel que les boules By := B(f1(z),¢) et
By := B(fa(x), ) sont disjointes. On pose alors

Or={f€E":|filz) - f(2)] <e} = ¢, (B1)

et
Oy ={f € E" : | o) — f(2)] < e} = ¢ (Ba).

Il est clair alors que Oy et Oy sont deux ouverts de E* pour o(E*, E) qui vérifient

1 €0, fLe0yet O;NO, =0

On peut expliciter les bases de voisinage d'un point pour cette topologie.

Proposition 1.4.4 Soit E un espace de Banach et fy € E*. Une base de voisi-

nage de fo pour la topologie faible* est obtenue en considérant tous les ensembles
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de la forme

Vie ={p € E* : |p(z;) — folz;)| <e,Viel},
ou I est finie, v; € E ete > 0.

Preuve : 1l est clair que
Vi, = n¢;¢1(3(fo($i)>5))
iel

est un ouvert pour la topologie o(FE*, E) qui contient fy. Réciproquement soit
U un voisinage de fy pour o(E*, E). Par définition de la topologie faible* et en
utilisant la proposition 1.1.10, on sait qu’il existe un voisinage W de fo, W C U,
de la forme W = (,c; ¢3! (w;), I fini, w; voisinage ouvert dans K de fo(x;). Donc
il existe £ > 0 tel que B(fo(z;),e) C w;, pour chaque ¢ € I (ici on utilise que [
est fini!). Si on définit V' par

V=A{peE:|p(x;)— folz;)| <e,Viel},

on aalors fe VCW CU.
O
Notation. Etant donnée une suite (f,),>1 de E*, on désigne par f,~f la
convergence de f, vers f pour la topologie faible —x o(E*, E). Pour éviter les

confusions, on précisera parfois “f,*f pour o(E*, E)”

Proposition 1.4.5 Soient (f,)n>1 une suite de E*. On a
(a) foxf pour o(E*, E) si et seulement si fp(x) = f(x), Vo € E.

(b) Si f. — f fortement, alors f, — f pour o(E*, E**). Si f, — f pour
o(E*, E**), alors f,=f pour o(E*, E).

(c) Si fof pour o(E*, E), alors || f.|| est bornée et
1f[] < lim inf || £, .
n—-+o0o

(d) Si foof pouro(E*, E) et six, — x fortement dans E, alors f,(x,) — f(z).
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Preuve : La preuve est similaire a la proposition 1.3.4 et est laissée en exercice.

t

Remarque 1.4.6 Si f,*f pour o(E*, E) (ou méme si pour f, — f pour o(E*, E**)),
et si x, — x pour o(E, E*) alors on ne peut pas conclure que f,(x,) — f(z). Par
exemple, considérons E = H un espace de Hilbert, (ey,)n>1 une suite orthonormale

de H et f, € E* définie par

() = (2, €,), (r € H).

Alors e, = 0 pour o(H, H*) et f,>0 pour o(H*, H). En revanche,

falen) = (en,en) = llea]* = 1,
et donc f,(e,) ne tend pas vers 0.

L’importance de la topologie faible* est sans aucun doute contenue dans le théoreme

de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.4.7 (Banach-Alaoglu) Soit E un espace de Banach, E* son dual
topologique et
Bp-={peE":|p| <1}

la boule unité fermée de E*. Alors Bg- est compacte pour la topologie faible*.

Preuve : Pour la preuve de ce résultat classique, on renvoie le lecteur a [2,

Théoreme I11.15., page 42].

1.5 Espaces réflexifs

Soit ' un espace de Banach, E* son dual et E** son bidual. On a une injection

canonique J : E — E** définie de la facon suivante : soit x € E fixé; alors
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I'application f —— (f,z) de E* dans K est une forme linéaire continue sur E* et

donc est un élément de £** qu’on note Jz. On a donc

(Ja, fp=p = (f,2)pE, Ve e EVf e E".

Il est clair que J est linéaire et que J est une isométrie, i.e. ||Jz| g~ = ||z| £,

pour tout x € E. En effet, en utilisant le théoreme d’Hahn—Banach, on a

[Tl = sup  [(Jz, /)| = sup [(f, @) = [l].

feEx|IFlI<1 feEx|fl<t

A T'aide de J, on peut toujours identifier £ & un sous-espace fermé de E**.

Définition 1.5.1 Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si
J(E) = E**. Dans ce cas, J est un isomorphisme isométrique de E sur E**.
Lorsque E est réflexif, on identifiera souvent implicitement E et E** (a l'aide de

Uisomorphisme J ).

L’application J est un isomorphisme isométrique de E, muni de la topologie
de la norme, sur J(FE), muni de la topologie de la norme. Au niveau des topologies

faibles, on peut donner le résultat suivant.

Lemme 1.5.2 Soit E un espace de Banach. L’injection canonique J est un iso-
morphisme de E, muni de la topologie faible o(E, E*), sur J(E), muni de la
topologie faible* o(E**, E*).

Preuve: Rappelons que la topologie o(E, E*) est la topologie la plus faible sur
E qui rend continues toutes les applications z* € E* et la topologie o(E*™*, E*)

est la topologie la plus faible qui rend continues toutes les applications

O, : B — K
> {p,x"),

pour tout x* € E*. De plus, si z € F et x* € E*, alors on a

(O 0 J)(2) = (J(2),27) = (", ).
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D’ou

O+ 0 J =21 (1.3)

En utilisant la proposition 1.1.14, on voit que J est continue de E, muni de la
topologie faible o(F, E*), sur J(F), muni de la topologie faible* o(E**, E*) si et
seulement si, pour tout x* € E*, I'application ©,« o J est continue de E, muni de
la topologie faible o (E, E*) dans K. Mais ceci est vrai d’apres (1.3) et la définition
de la topologie faible.

D’autre part, toujours en utilisant la proposition 1.1.14, on obtient que J~!
est continue de J(FE), muni de la topologie faible* o(E**, E*) sur F, muni de
la topologie faible o(E, E*), si et seulement si, pour tout z* € E* I'application
x*o J ™! est continue de J(F), muni de la topologie faible* o( E**, E*) sur K. Ceci
est aussi vraie d’apres (1.3) et la définition de la topologie o(E**, E*).

4

L’importance fondamentale de la réflexivité provient d’un résultat de compa-
cité obtenu par Kakutani. Avant d’énoncer et démontrer ce résultat, nous aurons

besoin de deux lemmes.

Lemme 1.5.3 (Helly) Soient E un espace de Banach, fi, fo,...,fn € E* et

a1, Qo, ..., a, € K fixés. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout ¢ > 0, il existe x. € Bp tel que

(fi,r) —ail <e, Vi=1,....,n.

(ii) Pour tous iy, Pa,...,0, €K, on a

<

n
Z Bicy;
i=1

> Bl
i=1
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Preuve : Montrons d’abord que (i) implique (ii). Soient € > 0, 1, Bs, ..., 5, €

K et 7. € B vérifiant (i). On a alors
Z Bici| < Z Bifi(xe)
i=1 i=1

> Bif;
i=1

ce qui donne (ii) en faisant tendre ¢ vers 0.

+5Z‘5¢|
=1

+EZ |Bl|7
i=1

<

Réciproquement montrons que (ii) implique (i). Considérons I’application F' :

E — K™ définie par

Flx) = (fi(x), fa(x), .., fa(2)), (2 € E).

La condition (i) signifie que o := (ay,...,q,) € F(Bg). Raisonnons par I'ab-

surde, en supposant au contraire que o ¢ F(Bg). Comme F(Bg) est un convexe
fermé dans K", en utilisant le théoreme de Hahn—-Banach (version géométrique),

il existe une forme linéaire ¢ sur K" et v € R tels que

Rp(2) < v < Rp(a),

pour tout z € F(Bg). Autrement dit, il existe 31, fs, ..., 5, € K tels que

R <Z 5kfk($)> <y<R (Z 5kak> , (1.4)

pour tout x € By. Fixons maintenant = € By et soit # € R tel que

e'?

> Befu(x) = > Brful@)
k=1 k=1

En appliquant I'inégalité (1.4) & y = ze~®, on obtient

R (e“’ Zﬁkfk(fc’)) <y <R (Z @eak) ;
k=1 k=1

soit

<~ < Re (ZB/&%) <
k=1

> Brfulx) > Bray
K1 K1
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Ceci implique immédiatement que

> Bufr
k=1

ce qui contredit la condition (ii).

<

9

n
> Brou
k=1

U

Lemme 1.5.4 (Goldstine) Soient E un espace de Banach, By (resp. Bg) la
boule unité fermée de E (resp. de E**) et J l'injection canonique de E dans E**.

Alors J(Bg) est dense dans Bg-- pour la topologie faible* o(E**, E*).
Preuve : Soient € Bg-+ et V un voisinage de n pour la la topologie faible*

o(E**, E*). 1l s’agit de montrer que V N J(Bg) # 0. En utilisant la proposi-

tion 1.4.4, on peut supposer qu’il existe € > 0 et fi, fo, ..., fn € E* tels que

V={CeE™: |(C—n)fi)|<eVi=1,...,n}.

Posons «; = n(f;), 1 < i < n et soit f,...,0, € K. En utilisant le fait que
S EE**, on a

<

> Biai| = |n (Z @ﬁ) > Bif:
i=1 i=1 i=1

Le lemme 1.5.3 implique alors qu'il existe z. € Bp tel que |fi(z.) — ay] < ¢,

pour i = 1,...,n, ce qui signifie exactement que J(x.) € V. Donc on a bien
VvV NJ(Bg) # 0.
O

Théoréme 1.5.5 (Kakutani) Soit E un espace de Banach. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) L’espace E est réflexif.

(i) Bg, la boule unité fermée de E, est compacte pour la topologie faible o(E, E*).
Preuve : Montrons d’abord que (i) implique (ii). Autrement dit, supposons

que E est réflexif. On a alors J(Bg) = Bp-- et il résulte du théoreme de Banach—

Alaoglu que B« est compacte pour la topologie faible* o( E**, E*). Mais d’apres
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le lemme 1.5.2, J~! est continue de (E**,o(E**, E*)) vers (E,0(E, E*)) et on
obtient ainsi que Bg = J'(Bg-+) est compacte pour la topologie faible o(E, E*).
Réciproquement, supposons que Bpy est compacte pour la topologie faible
o(E, E*). Comme J est continue de (E,o(E, E*)) dans (E**,o(E*, E*)) (voir
lemme 1.5.2), on en déduit que J(Bg) est compacte pour la topologie o(E**, E*).
Mais comme J(Bg) est dense dans Bg« (lemme de Goldstine) pour la topologie
faible* o(E**, E*), on doit avoir J(Bg) = Bg-- et donc J(E) = E**.
O
Nous allons maintenant donner deux conséquences utiles du théoreme de Ka-

kutani.

Corollaire 1.5.6 Si E est un espace de Banach réflexif et M un sous-espace

vectoriel fermé de E. Alors M est réflexif.

Preuve : Commencons par remarquer que, d’apres le théoreme de Hahn-—
Banach, toute forme linéaire et continue sur F' est la restriction a £ d’une forme
linéaire et continue sur F. Il en résulte que la topologie o(E, E*) induit sur F' la
topologie o(F, F'*).

Maintenant, en utilisant le théoreme de Kakutani, on obtient que B est com-
pact pour la topologie faible o(E, E*). Comme M est fermé, le théoreme 1.3.8
implique que M est faiblement fermé pour o(F, E*). On en déduit donc que I'en-
semble By = BpN M est fermé pour o(E, E*) et contenu dans le compact (pour
la topologie faible) Bg. Le théoreme 1.2.4 implique alors que B, est compact
pour la topologie faible o(F, E*) donc pour la topologie faible o (M, M*). Pour
conclure, on applique une deuxieme fois le théoreme de Kakutani pour en déduire

que M est réflexif.
O

Corollaire 1.5.7 Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seule-

ment si E* est réflexif.
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Preuve : Supposons tout d’abord que E est réflexif. Il résulte du théoreme
de Banach-Alaoglu que Bg- est compacte pour la topologie faible* o(E*, E).
Mais comme E est réflexif, la topologie faible o(E*, E**) et faible * o(E*, F)
coincident et donc on obtient que Bp- est compacte pour o(E*, E**). Il résulte
alors du théoreme de Kakutani que E* est réflexif.

Réciproquement, supposons que E* est réflexif. D’apres ce qui précede, 'es-
pace E** est alors réflexif. Comme J(F) est un sous-espace vectoriel fermé de
E**, le corollaire 1.5.6 implique que J(E) est réflexif. Comme J ! : J(E) — E
est un isomorphisme isométrique entre espace de Banach, on en déduit aisément

(voir exercice 1.11.21) que E' est réflexif.

1.6 Espaces séparables

Définition 1.6.1 Soit E un espace topologique. On dit que E est séparable s’il

existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense dans E.

Commencons par deux lemmes utiles concernant cette notion de séparabilité.

Lemme 1.6.2 Soient E un K-espace vectoriel normé, (x,)n,>1 une suite de vec-
teurs de E' et notons par F' le sous-espace vectoriel engendré par (x,)n>1. Suppo-

sons que F' soit dense dans E. Alors E est séparable.

Preuve : On désigne par Lg l'espace vectoriel sur Q engendré par la suite
(n)n>1. On montre alors que Ly est dénombrable et que Ly est un sous-ensemble
dense de F'. Donc Lj est dense dans F, ce qui prouve que E est séparable.

0

Lemme 1.6.3 Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille

d’ouverts (O;)icr telle que

i) O £0,i€l,
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(iii) I n’est pas dénombrable.

Alors E n’est pas séparable.

Preuve : Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe une suite (uy,)nen
dense dans E. Pour chaque i € I, il existe n(i) € N tel que u,;) € O;. L'applica-
tion 7 — n(7) est injective : en effet, si n(i) = n(j), alors U, = Uy € O;NO;
et donc ¢ = j. Par suite [ est dénombrable, ce qui est contraire a ’hypothese (iii).

0

Théoreme 1.6.4 Soit E' un espace de Banach tel que E* est séparable. Alors E

est séparable.

Preuve : Soit (y}),>1 une suite dénombrable dense dans E*. Pour chaque

n > 1, il existe z,, € F tel que ||z,|| =1 et

* 1 *
[{Yn zadl = Sllyall-

Soit L le K-espace vectoriel engendré par la suite (z,),>1. Montrons que L est
dense dans E. Soit y* € E* tel que y‘*L = 0. Montrons que y* = 0. Etant donné

e > 0, il existe un entier n tel que ||y* — y|| < e. D’ou

1 * * * * * *
§||yn|| < Ky zn)| = Ky — v 20)| < lys — 7| < e

Ainsi
Iyl < Nly™ =yl + [lunll < 3e.

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que y* = 0. Un corollaire du
théoreme d’Hahn-Banach implique alors que L est dense dans E. Le lemme 1.6.2

permet de conclure que E est séparable.

t

Remarque 1.6.5 En général, la séparabilité de E n’entraine pas la séparabilité

de E*. Ainsi L*(Q)) est séparable tandis que son dual L>(2) n’est pas séparable.
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Cependant dans le cas ot E est réflexif, la séparabilité de E entraine celle de E*

comme le montre le résultat suivant.

Corollaire 1.6.6 Soit E un espace de Banach. L’espace E est réflexif et séparable

si et seulement si ['espace E* est réflexif et séparable.

Preuve : En utilisant le théoreme 1.6.4 et le corollaire 1.5.7, on obtient que si
E* est réflexif et séparable, alors F est réflexif et séparable.
Réciproquement, supposons que E soit réflexif et séparable. Alors E** = J(F)
est aussi réflexif et séparable et donc E* est réflexif et séparable.
O
Dans la section suivante, nous allons voir que les propriétés de séparabilité

sont étroitement liées a la métrisabilité des topologies faibles.

1.7 Meétrisabilité des topologies faibles

Dans le cas ou l'espace est séparable, on peut améliorer la conclusion du

théoreme de Banach—Alaoglu.

Théoreme 1.7.1 Soit E un espace de Banach. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
(i) L’espace E est séparable.

(i) Bp- est compacte et métrisable pour la topologie faible* o(E*, ).

Preuve : (i) = (ii) : le théoréme 1.4.7 de Banach-Alaoglu implique que B-
est compacte pour la topologie faible*. Comme F est séparable, il existe une suite
(%n)n>1 dense dans E. Posons f,(A) = A(z,), pour A € E*. Par définition, f,
est continue pour la topologie faible*. De plus, si A, A’ € E* et si f,,(A) = fi (L),
pour tout n > 1, alors on a A(z,) = A'(z,). Par densité, on a A = A’ et donc la
suite (f,)n>1 sépare les points de E*. Le théoreme 1.2.9 implique alors que Bp-

est métrisable pour la topologie faible*.
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(ii) = (i) : on suppose que Bp- est métrisable pour la topologie faible*

o(E*, E) et montrons que E est séparable. Soit
Uy = {f € B d(0, f) < 1/n},

et soit Vj, un voisinage de 0 pour o(E*, F) tel que V,, C U,. On peut supposer

que V,, est de la forme
Vo=Af€E :|{f,x)| <en,Vred,},

o @, C E est un sous-ensemble fini. Notons que D = [J 7| ®,, est dénombrable.

D’autre part,
“+oo
() Va = {0},
n=1
et donc si (f,z) = 0, Vo € D, alors f = 0. Il en résulte que 'espace vectoriel
engendré par D est dense dans E. On conclut alors en utilisant le lemme 1.6.2.
O

En combinant le théoreme 1.7.1 et le théoreme 1.2.15, on obtient aisément le

résultat utile suivant.

Corollaire 1.7.2 Soit E' un espace de Banach séparable et (y.), une suite bornée

dans E*. Alors il existe une sous-suite (yn, )i qui converge pour la topologie faible*.

On peut obtenir un résultat similaire pour la toplogie faible.

Théoreme 1.7.3 Soit E un espace de Banach. Les assertions suivantes sont

équivalentes :
(i) L’espace E* est séparable.
(ii) Bg est métrisable pour la topologie faible o(E, E*).
Preuve : (i) = (ii) : d’aprés le théoréme 1.7.1, la boule unité Bp«- est

métrisable pour la topologie faible* o(E**, E*). Or J(Bg) C Bp« et donc J(Bg)

est aussi métrisable pour la topologie faible* o(FE**, E*). Rappelons alors (voir
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Lemme 1.5.2) que J est un isomorphisme de (E, o(E, E*)) sur (J(E), o(E*, E¥)).
On en déduit alors facilement que By est métrisable pour la topologie faible
o(E, E").

(ii) = (i) : supposons que la boule unité By est métrisable pour la topologie
faible o(F, E*) et soit (V,,),, un systeme fondamental de voisinages de 'origine
dans B pour cette topologie induite (un tel systeme de voisinages dénombrable
existe car la topologie est métrisable). Pour tout n € N, il existe une partie finie
A, de E* telle que B, NW,, C V,, ol

W,={x € E: sup |z"(z)| < 1}.
z* €A
L’ensemble A = (), A, est dénombrable. D’apres le lemme 1.6.2, il suffit de
démontrer que le sous-espace vectoriel F' engendré par A est dense dans E*.
Raisonnons par I’absurde et supposons que F' ne soit pas dense dans E*. Alors
il existe une forme linéaire continue x;* € E**, nulle sur F' et non identique-
ment nulle. On peut bien stir supposer que x;* € Bp«. Cette forme n’étant pas

identiquement nulle, il existe x € E* telle que z§*(x§) = 1. Considérons
V ={x € Bg:|ri(z)] < 1/2}.

Il est clair que V' est un voisinage de 'origine pour o(E, E*) dans Bg. Donc il
existe un entier n € N tel que V,, C V. Considérons maintenant
0= {yr € B sl (ad) = air (i) < 128 sup )~ ()] < 1}
T*€An
Il est clair que 2 est un voisinage ouvert de z§* pour la topologie faible* o(E**, E*).
Comme J(Bp) est dense dans Bp-- pour la topologie o(E**, E*) (voir lemme de

Goldstine), il existe 1y € B tel que J(xq) € €. Ainsi
|75 (20) — " (w0)| < 1/2, (1.5)
et

sug |z (z0) — 25" (x7)] < 1. (1.6)
T*EAn
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La forme x§* étant nulle sur A,,, I'inégalité (1.6) implique

sup |z*(xg)] < 1,
T*€An

c’est a dire que 79 € W,, N By C V,,. D’autre part, comme x3*(x3) = 1, I'inégalité
(1.5) donne |zj(zo)| > 1/2, i.e. zg € V. Mais comme V,, C V, ceci est absurde et
le théoreme est démontré.

t

Théoréme 1.7.4 Soit E un espace de Banach réflexif et séparable. Alors B est

compacte et métrisable pour la topologie faible o(E, E*).

Preuve : Comme FE est réflexif et séparable, le corollaire 1.6.6 implique que E*
est séparable et donc d’apres le théoreme 1.7.3, on obtient que By est métrisable
pour la topologie faible o(FE, E*). Le théoreme de Kakutani permet finalement

de conclure que By est compacte et métrisable pour la topologie o(E, E*).

t

Corollaire 1.7.5 Soit E un espace de Banach réflexif et (x,), une suite bornée

de E. Alors il existe une sous-suite (x,, ) qui converge faiblement.

Preuve : Soit M, le sous-espace vectoriel engendré par les x,, et notons M :=
M. Le corollaire 1.5.6 implique que M est réflexif et le lemme 1.6.2 implique lui
que M est séparable. D’apres le théoreme 1.7.4, on peut en déduire que B, est
compact et métrisable pour la topologie faible o(M, M*). Comme (x,,), est une
suite bornée dans M, quitte a la normaliser, on peut supposer que x,, € By;. En
utilisant le théoreme 1.2.15, on en déduit qu’il existe une sous-suite (z,, ), qui
converge faiblement pour la topologie (M, M*) et donc elle converge aussi pour

la topologie faible o(FE, E*).

On en déduit immédiatement le résultat suivant :
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Corollaire 1.7.6 Soit H un espace de Hilbert et (x,), une suite bornée de H.

Alors il existe une sous-suite (T, ), qui converge faiblement.

1.8 Espaces uniformément convexes

Définition 1.8.1 On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe

si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

(z,y € Bg et||x—y||>5):>( 5

x+yH<1—5).

On notera que cette définition fait intervenir une propriété géométrique de la
boule unité (qui doit étre bien "ronde”) et qu’elle n’est pas stable par passage a

une norme équivalente.

Exemple 1.8.2 On prend E = R%. La norme ||z||o = (J21|> + |22|*)'/? est uni-
formément convexe tandis que la norme ||x||; = |z1|+|z2| n'est pas uniformément

conveze. On peut s’en convaincre en “regardant” les images des boules unités.

Exemple 1.8.3 On peut montrer facilement que les espaces de Hilbert sont uni-
formément convexes. On verra par la suite (voir section 1.9) que les espaces LP((2)
sont uniformément convezes pour 1 < p < oo. Par contre L'(Q), L=(Q) et C(K)

(K compact) ne sont pas uniformément convezes.

Le théoreme suivant donne un outil commode pour prouver qu’un espace
est réflexif. De plus, il est surprenant qu’une propriété de nature géométrique

(uniforme convexité) entraine une propriété de nature topologique (réflexivité).

Théoréme 1.8.4 (Milman—Pettis) Tout espace de Banach uniformément conveze

est réflexif.

Preuve : Soit ¢ € E** avec ||¢|| = 1. Montrons que ¢ € J(Bg). Comme J(Bg)
est fermé dans E** pour la topologie forte, il suffit de prouver que, pour tout

e > 0, il existe z € By tel que ||¢ — J(z)|| < . Soit donc & > 0 fixé et soit § > 0
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donné par la définition de I'uniforme convexité. Comme ||C]| = 1, il existe f € E*,
[fIF=1 tel que

(¢, f)y>1-46/2. (1.7)
On pose

Vi={necE™":|n=-¢Nl<d/2}
Il est clair que V' est un voisinage de ¢ pour la topologie faible* o( E**, E*). D’apres
le lemme de Goldstine, on sait que V N J(Bg) # 0. Fixons donc x € By, tel que
J(z) € V. Montrons que ( € J(x) + eBp-, ce qui achévera la démonstration.
Raisonnons par I'absurde, en supposant que ( € W = E**\ (J(x) + eBg-).
Remarquons que Bp- est fermée pour la topologie faible* o(E**, E*) d’apres le
théoreme 1.3.8 et donc J(x) + eBp-- est aussi fermé pour o(E**, E*). Ainsi W
est un voisinage ouvert de ( pour la topologie faible*. En appliquant une nouvelle
fois le lemme de Goldstine, on en déduit que (V N W) N J(Bg) # (). Autrement
dit, il existe # € Bg tel que J(2) € V N W. On obtient alors (puisque J(z),
J(z)eV)
)~ (G Pl < 3
et
(8 (6N < o
D’ou
206, [) < (fx+ &) < [le + 2] +9,
et d’apres (1.7), on obtient que

TET S s

Par conséquent 'uniforme convexité de E implique que ||z — | < e. Mais comme
J(z) e W,onal|z—z| = ||J(z)—J(2)|| > e, ce qui est absurde. On a donc montré
que si ¢ € E*, ||¢|| = 1, alors ¢ € J(Bg). Un argument de linéarité/convexité

permet alors de conclure que J(E) = E**.
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1.9 Applications : espaces L”

Dans cette section, 2 désigne un ouvert de RY, muni de la mesure de Lebesgue
dx et on suppose que le lecteur est familé avec les notions de fonction intégrable,
fonction mesurable et les résultats standard d’intégration (théoreme de conver-
gence monotone, théoreme de convergence dominée de Lebesgue, théoreme de
Fubini,...). On renvoie le lecteur au cours de L3 d’intégration et de M1 analyse

fonctionnelle.

Définition 1.9.1 Soit p € R avec 1 < p < +00. On pose

LP(Q) ={f: Q= R; f est mesurable et || fl|, < +o0},

T / @) de.

On pose également
L>=(Q)={f:Q = R; f est mesurable et il existe une constante C telle que |f(z)| < C p.p. sur 2}

On note

| flloe = Inf{C : |f(z)| < C p.p. sur Q}.

On vérifie alors que LP est un espace de Banach, pour 1 < p < +o00. De plus, on a
I'inégalité suivante dite inégalité de Holder : soit f € LP, g € L?avec 1 < p < 400

et ¢ Pexposant conjugué de p (i.e. 1/p+1/q=1); alors fg € L' et

gl < I F1lpllgllo-

Enfin, on rappelle que si C.(Q2) désigne 'espace des fonctions continues sur 2, a
support compact, alors 'espace C.(€2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < +o00.
Dans cette section, nous voulons discuter de la réflexivité et de la séparabilité

des espaces LP. Nous allons distinguer trois cas : 1 < p < 400, p =1 et p = +00.



52 CHAPITRE 1. TOPOLOGIE GENERALE

1.9.1 Etude de L? pour 1 < p < +o0.

Il s’agit du cas le plus favorable. Comme nous allons le voir, LP est réflexif,

séparable et le dual de LP s’identifie isométriquement a L9.

Théoreme 1.9.2 Soit 1 < p < +o00. Alors l'espace LP est réflexif.

Preuve : La démonstration se fait en trois étapes.

1% étape (Inégalité de Clarkson) : soit 2 < p < +o00. Montrons que

Hf g

54 < 271+ ol (1)

pour toute fonction f,g € LP. 1l suffit bien str de montrer que

P 1
2

a—>b
2

a+bl’
2

(laf” + [6[7), (1.9)

pour tous réels a,b. On a
af + B < (o + B2,

pour tous «, 5 > 0 (on se ramene au cas ou S = 1 et on note que la fonction
a-+b

o+ (22 4+ 1)P/2 — 2P — 1 est croissante sur [0, +0o|). En prenant oo = et
—b
b= a 5| on obtient
a+bl” la—>b/" a+b]> la—b) v @ b\ 1 1
< —(S+5) < gl g,
2 2 2 2 2 2 2 2

(Pavant derniere égalité est I'identité du parallélogramme et la derniére inégalité
provient de la convexité de la fonction z — xP/? car p > 2).
2%™e étape : montrons que LP est uniformément convexe, et donc réflexif
pour 2 < p < 4o0. Solent € > 0 et f,g € LP tels que ||f|l, < 1, |lg]l, < 1 et
|f — gll, > €. En utilisant (1.8), on obtient que
|54 <1

p
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et donc

<1—-94
2 )

p

Hf+g

avec
e\p\ L/p
(- ()"
2
Ainsi LP est uniformément convexe et donc réflexif grace au théoreme 1.8.4.

3*me étape : montrons que LP est réflexif pour 1 < p < 2. Pour u € LP et

f € L% (p et ¢ conjugué), on pose

(Tu)(f) = / uf.

Il est clair que T'u est une application linéaire sur L9, qui est continue car d’apres

I'inégalité de Holdér, on a

[(Tu) (N < Mlellpll Flg:

Ainsi T'u est un élément de (L?)* et on a ||Tu||(zq)» < ||ul|,. D’autre part, posons

fol@) = 0 si u(z) = 0.

{|u<x>\p—2u<x> siu(z) # 0

On vérifie facilement que fo € L9, || follq = Jul[5™" et (Tu)(fo) = [lul]?. D’ot

1follq "

Donc finalement on a ||Tu|/(za)» = ||u|[,. On en déduit que T" est une isométrie

1 Tull 2oy >

de L? sur un sous-espace fermé de (L%)*. Or L7 est réflexif d’apres la premiere
étape et le corollaire 1.5.7 implique alors que (L%)* est réflexif et donc T'(LP) est
réflexif d’apres le corollaire 1.5.6. Finalement, comme 7' est une isométrie, on en
déduit que LP est réflexif.

O

Remarque 1.9.3 Pour montrer la réflexivité de LP pour 1 < p < 2, on a utilisé

un argument de dualité. En fait, on peut aussi montrer que LP est uniformément
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convexe dans le cas 1 < p < 2. Pour cela, on peut utiliser une autre inégalité de

Clarkson, valable pour 1 < p < 2, a savoir :
f+g|" ||f -9 1 Lo\
JTI I < 2P 4 ZglP _

Mais cette inégalité est plus difficile a obtenir. On trouvera dans l’exercice 1.11.25

q
p
une preuve assez simple de l'uniforme converité de LP (1 < p < 2) sans cette
imégalité.

Théoréme 1.9.4 (Théoréme de représentation de Riesz) Soitl < p < 400,
q son exposant conjugué et soit p € (LP)*. Alors il existe une unique fonction

u € L1 telle que
)= [ur. (GeD)
De plus, on a
el = [lullg-

Preuve :  On définit 'opérateur T : L9 — (LP)* par
<Tu,f>:/Quf, felLrl.

On vérifie que T est un opérateur linéaire et continue et on a
[Tull ey = llully; — we L1

Il reste a montrer que 7" est surjectif. Posons £ = T(L?). Comme E est un
sous-espace vectoriel fermé, il suffit de montrer que E est dense dans (LP)*. Soit
h € (L?)*™ tel que (h,Tu,) = 0, pour tout u € L. On doit montrer que h = 0.
Comme LP est réflexif, il existe f € LP tel que h = J(f), ou J : LP — (LP)*™ est

Iinjection canonique. On obtient donc que

0= (h,Tu) = (J(f),Tu) = (Tu, ) = / uf,

pour tout u € L7. En choissant v = |f[P~2f, on obtient que || f||, = 0, soit f =0,
ie. h=0.
U
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Remarque 1.9.5 Le théoreme de représentation de Riesz est tres important.
Il exprime que toute forme linéaire continue sur LP, avec 1 < p < 400, se
représente a l’aide d’une fonction de L. L’application ¢ — u est un opérateur
linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP avec LA.
Ainsi si 1 < p < 400 et si q vérifie 1/p+ 1/q = 1, on fera systématiquement
["identification

(LP)* = L.

Théoréme 1.9.6 Soit 1 < p < 4+00. Alors l’espace LP est séparable.

Preuve : On désigne par (R;);c; la famille dénombrable des pavés R de la

forme

R = H]ak, bk[,

k=1
avec ap, by € Q et R C Q. On désigne par E l'espace vectoriel engendré par les
fonctions xg, (la fonction indicatrice de R;), i € I. D’apres le lemme 1.6.2, il suffit
de montrer que E est dense dans LP(2). Soient f € LP et € > 0 fixés. Par densité
de C.(2) dans LP(2), il existe f1 € C.(Q2) telle que || f — fil|, < €. Considérons
2 un ouvert borné tel que supp(f;) C 2 C Q. Comme f; € C,(€'), en utilisant

I'uniforme continuité de f;, on construit aisément une fonction fo € F telle que

supp(f2) C €' et

(@) = )] <

pour presque tout x sur {2’ (on commence par recouvrir supp(f;) par un nombre
fini de pavés R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a W) Il en résulte
que || fa — fill, < € et donc ||f — fa|, < 2e. Ceci acheve la preuve de la densité
de E et du théoreme.

O

Remarque 1.9.7 On verra dans 'exercice 1.11.26 une autre preuve de la séparabilité

de LP(Q), 1 < p < 4o0.
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1.9.2 Etude de L.

Commencons par déterminer le dual de L!.

Théoréme 1.9.8 Soit p € (L')*. Alors il existe une unique fonction u € L*

te”e
o0 — Vel 1.
< 7f> / uf) f

De plus, ||<p||(L1)* = || so-

Preuve : Commencons par prouver l'existence de u. On fixe une fonction
w € L*(Q) telle que, pour tout compact K C Q, w > ex > 0 p.p. sur K (il
est clair qu'une telle fonction existe : on peut prendre par exemple w(z) =
pour z € Q, n < |z| < n+ 1, et ajuster les constantes «,, pour que w € L*(Q)).
Remarquons maintenant que l'application f — (p,wf) est une forme linéaire
continue sur L? (remarquons que l'inégalité de Holder implique que wf € L'(Q)
pour toute f € L*(2)). Ainsi, d’aprés le théoreme de Riesz, il existe une fonction

v € L? telle que
(p,wf) = /Qvf, Vf e L*(Q). (1.10)
v(x)

Posons u(zx) = w(z) (ceci a un sens puisque w(z) > 0 pour tout z € ). La
w(x

fonction u est mesurable. Montrons que u € L*(2) et [[u||s < [|¢]|(z1)-- D’apres

(1.10), on a
e

Soit C' > ||¢||(1)+. Montrons que I'ensemble

< llellwy-llwfll, — ¥f e L (). (1.11)

A={x € Q;u(x)| > C}

est négligeable. Raisonnons par I’absurde. Si A n’est pas négligeable, alors il existe

A C A mesurable tel que 0 < |A| < 400 (ici |A] désigne la mesure du borélien
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A). En reportant dans (1.11) la fonction f définie par

+1 sizeAdetu(z)>0
f@)=4 -1 sizeAetu(r)<0
0 sizeQ\A4,

/ e < ol - / w.

A A

C/MSWMW/M
A A

ce qui est absurde puisque / w > 0. On en déduit donc que A est négligeable,

on obtient

Ainsi

i
c’est-a-dire que u € L®(2) et ||ull < ||¢[|(1)+- On a donc construit une fonction

u € L>(Q) avec ||ulls < [|¢@||1y- et telle que

(p,wf) = /Quwf, Vf e L*(Q). (1.12)

Il en résulte que

(0.9) :/ng, Vg € Ce(S2). (1.13)

En effet, si g € C.(2), alors la fonction f = g/w appartient & L?(Q) (puisque
w > e > 0 sur supp(g)) et on peut reporter f dans (1.12) pour obtenir (1.13).
En utilisant maintenant la densité de C.(Q) dans L'(Q), on déduit de (1.13) que

(<p,g>=/9ug, Vg € L'(Q).
Enfin on a
el < [ lugl < Jullalilh, Vo € L),
ce qui donne ||¢[/(1)s < ||ul|. Par conséquent, ||¢||(z1)+ = [|uls. L'unicité de
u est une conséquence immédiate de la propriété suivante bien connue : soit

fe Ll () tel que

loc
/ fu=0, Vu € C.(92);
Q

alors f = 0 p.p. sur §2.
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Remarque 1.9.9 Le théoréeme 1.9.8 est tres important. Il exprime que toute
forme linéaire continue sur L' se représente a l'aide d’une fonction de L>. L ap-
plication ¢ — u est une isométrie surjective qui permet d’identifier le dual de

L' avec L*. Ainsi on fera systématiquement l'identification
(LY* = L™.
Théoréme 1.9.10 L’espace L' n’est pas réflexif.

Preuve :  Soit 2y € ) et considérons la suite f, = q,XB(ao,1/n) avec n assez
grand pour que B(0,1/n) C Q et o, = |B(0,1/n)|~! de sorte que || fu|l1 = 1. Si
LY(Q) était réflexif, alors, d’apres le corollaire 1.7.5, il existerait une sous-suite
(fn,) et une fonction f € L'(Q) telle que f,, — f faiblement pour o (L', L>).

Donc
[tue~ [ 1o woer=@, (114
Q Q
Lorsque ¢ € C.(2\ {x0}), on voit que

/fnkSO = 07
Q

pour tout k suffisamment grand. Donc

/Qfgo =0, Vo € Co(Q\ {xo}).

Ainsi on obtient que f =0 p.p. sur Q\ {zg}, soit f =0 p.p. sur Q. Par ailleurs,

si on prend ¢ = 1, on obtient avec (1.14)

/szl,

ce qui est absurde.



1.9. APPLICATIONS : ESPACES L” 59

1.9.3 Etude de L.

Le théoreme 1.9.8 a montré que L>* = (L')* et dans le théoreme, on a vu
que L'(€) est séparable. De ce fait, I'espace L> possede quelques propriétés qui
méritent d’étre soulignées. Ente autres, la boule unité fermée B est compacte et
métrisable pour la topologie faible* o (L, L!). Ainsi si (f,), est une suite bornée
dans L, alors on peut extraire une sous-suite qui converge dans L* pour la
topologie faible* o(L>, L'). Toutefois remarquons que L> n’est pas réflexif (car
sinon, d’apres le corollaire 1.5.7 L! le serait et on sait que ce n’est pas d’apres le
théoreme 1.9.10).

Comme L*® = (LY)*, on a L' C (L')** = (L>)* et donc le dual de L™ contient
L'. De plus, il est strictement plus grand sinon L' serait réflexif. Donc il existe

des formes ¢ linéaires et continues sur L* qui ne sont pas du type

(0, f) = /wa, VfeL,
pour un certain u € L!. Fabriquons un exemple explicite. Supposons que 0 € €2
et soit ¢g : C(2) — R définie par ¢o(f) = f(0), pour f € C.(Q2). 1l est clair que
©o est une forme linéaire et continue sur C,(£2) pour la norme infinie. D’apres le
théoreme de Hahn—Banach, ¢, se prolonge en une forme linéaire et continue sur
L, notée p. On a

(p, f)=f(0),  VfeC(). (1.15)
Supposons qu’il existe une fonction u € L! telle que
wh=[of. vier
Alors, on a
Jus=0. vrec\op.
Q
Ceci entraine que u = 0 p.p. sur 2\ {zo}, soit u = 0 p.p. sur Q. Par conséquent,
(p, f) =0, Vfel>,

ce qui est contraire a (1.15).
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Théoreme 1.9.11 L’espace L™ n’est pas séparable.
Preuve : Pour tout a € , fixons r, < dist(a,“Q2). On pose u, = XB(a,r,) €t
O, ={f € L™ ||f —ualloo <1/2}.

On vérifie facilement que la famille (O, ),cq satisfait les hypotheses du lemme 1.6.3.

On conclut donc que L n’est pas séparable.

Le tableau suivant résume les propriétés principales des espaces LP.

Réflexif | Séparable Espace dual
L’ 1<p<+4oo| Oui Oui L1
Lt Non Oui L™
L> Non Non contient strictement L*

1.10 Supplémentaire topologique, sous-espaces
de dimension et de codimension finie

Soit E/ un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel de E. Alors il
existe toujours un espace vectoriel N de E tel que £ = M & N. Mais en général,
I’application projection

p: E=M&N — M
rT=Ty+TN — Ty

n’est pas continue.

Définition 1.10.1 Soit M un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel
normé E. On dit que M admet un supplémentaire topologique s’il existe un sous-

espace vectoriel fermé N de E tel que E = M @& N.

Nous allons voir que, dans le cadre d’un espace de Banach F, si M admet
un supplémentaire topologique dans F, alors la projection sur M est continue et
réciproquement. Tout d’abord, nous allons montrer le résultat suivant, basé sur

le théoreme de I’application ouverte.
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Lemme 1.10.2 Soit E un espace de Banach, M et N deux sous-espaces vecto-
riels fermés de E et supposons que E = M + N (on ne suppose pas que la somme

est directe). Alors il existe v > 0 tel que, pour tout x € E, il existe (a,b) € M x N

tel que
r=a+b et |all+ ol <l
Preuve : Munissons M x N de la norme suivante
(@, O)l[arxy = llall + (o], (a,b) € M > N.
Il est facile de vérifier que M et N étant fermé, (M X N, || - ||mxxn) est un espace

de Banach. Maintenant considérons I'application

p: MxN — E
(a,b) +——a+0.

L’application ¢ est clairement linéaire et surjective (car E = M + N). De plus,

elle est continue car
[p(a,b)[| = [la + bl < [|all + [[b]] = [[(a, b)[|srxn-

Le théoreme de I'application ouverte permet alors de conclure a I’existence d’une

constante 7 > 0 tel que, pour tout = € E, il existe (a,b) € M x N tel que
z=p(a,b)=a+b et [af + o] = |[(a,0)[[rxn < 2]
O

Théoreme 1.10.3 Soit E un espace de Banach et M un sous-espace vectoriel

fermé de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M admet un supplémentaire topologique.
(ii) Il existe une projection P (P?=P) continue dans L(E) telle que Im P = M.

Remarquons que si P € L(F) est une projection, alors Im P = ker(Idg — P)

et en particulier Im P est automatiquement fermée (car Idg — P est continue!).
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Preuve : (i) = (ii) : on suppose qu’il existe un sous-espace N fermé tel que

E = N @ M. Définissons

P: E=M®&N — M
Tty —

On vérifie alors facilement que P est un projection et Im P = M. La continuité
de P découle du Lemme 1.10.2.
(ii)) = (i) : il suffit de considérer N = ker P qui est fermé car P est continue.

Comme P est une projection, on a toujours £ =ker P& Im P= M & N.
O

Remarque 1.10.4 Si on regarde attentivement la preuve du théoreme 1.10.3,
on voit que l'implication (i) = (i) n'utilise pas la complétude de E. Autrement
dit, si E est un espace vectoriel normé, M un sous-espace vectoriel fermé de E
et s’il existe une projection P € L(E) telle que Im P = M, alors M admet un

supplémentaire topologique.

Nous allons voir un résultat qui donne des conditions suffisantes pour qu’il

existe un supplémentaire topologique.

Lemme 1.10.5 Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel
fermé de E. Alors M admet un supplémentaire topologique dans les deux cas

sutvants.
(a) L’espace M est de dimension finie.

(b) L’espace quotient E/M est de dimension finie.

Preuve : (a) : supposons que n := dim M < oo et soit (e, - ,e,) une base

de M et (e}, - ,e’) la base duale. Autrement dit, ef est défini par

k=1

Il est clair que e est une forme linéaire sur M et elle est nécessairement continue

car dim M < +oo. D’ou ef € M*. Par le théoreme de Hahn-Banach, on peut
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prolonger chaque forme linéaire e} en une forme linéaire continue z; € E*. Il

suffit alors de poser
P@) =Y w@e,  (weB)

On vérifie alors que P est une projection continue et M = Im P. La remarque 1.10.4
permet alors de conclure que M admet un supplémentaire topologique.

(b) : supposons maintenant que n := dim (E/M) < co. Notons
v E— E/M

la surjection canonique et soit (mps(eq), mar(€s), ..., ma(e,)) une base de E/M.
Considérons

N :=Vect {e1,ea,...,€,}

et montrons que N est un supplémentaire topologique pour M. Tout d’abord,
remarquons que N est de dimension finie (au plus n) et donc N est un sous-
espace fermé de E. Vérifions maintenant que M NN = {0}. Soit z € M N N. 1l

existe alors Ay, Mg, ..., A\, € K tels que

n
i=1

Comme = € M, on a my(x) = 0 et donc

0= i )\Zﬂ'M(el)
i=1

Mais (mas(e1), mar(e2), - .., mar(en)) étant une base, cette derniere égalité implique
que A; = 0, pour tout i et donc x = 0. Ceci acheve de prouver que M NN = {0}.
Il reste a montrer que £ = M + N. Pour cela, considérons x € E quelconque.

Alors il existe A1, Ao, ..., A\, € K tels que

7TM(ZL') = i )\zez
i=1
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On peut réécrire cette égalité sous la forme

n
™M (l‘ - Z )\162> = 0,
i=1
d’ou, en posant
n
a:= Z Ai€;
i=1

on obtient que x — a € ker my; = M. Comme a € N, on obtient que x € M + N,
ce qui acheve la démonstration.

0

Remarque 1.10.6 Dansle cas oun = dim (E/M) < 400, alors tout supplémentaire
topologique N est de dimension n. En effet, il suffit de remarquer que si E =

M @ N, alors l’espace quotient E/M est isomorphe a N.

Remarque 1.10.7 Sin = dim (E/M) < 400, alors pour tout sous-espace G tel
que dim G > n, on a M NG # {0}. En effet, supposons par U'absurde qu’il existe
G un sous-espace vectoriel de E tel que dimG >n et M NG = {0}. Sim =7y

désigne la projection canonique de E sur E /M, alors m est injective car
ker(mg) =kerr NG = M NG = {0}.

Donc dim (7(G)) = dimG > dim (E/M), ce qui est absurde car ©(G) est un

sous-espace vectoriel de E /M.

Définition 1.10.8 Si M est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace vectoriel
normé E, on appelle codimension de M la dimension du quotient E /M. On la

note codim M .

Remarquons que d’apres le lemme 1.10.5 et la remarque 1.10.6 si M est un espace
de codimension finie dans un espace vectoriel normé FE, alors codim M = dim N,
ou N est un supplémentaire topologique de M dans F.

Nous donnons maintenant deux lemmes simples mais utiles autour de cette

notion de codimension.
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Lemme 1.10.9 Soient E un espace vectoriel normé, G un sous-espace vectoriel
fermé strict de E et xo € E'\ G. Notons M := G @ Kxy. Supposons que M soit

de codimension finie. Alors G est aussi de codimension finie et on a
codim G = codim M + 1.

Preuve : D’apresle lemme 1.10.5 et la remarque 1.10.6, il existe un sous-espace

vectoriel fermé N de F tel que E = M @& N et dim N = codim M. D’ou
E=M&N=G&Kzxy®d N.
On vérifie alors facilement que E/G est isomorphe a N @ Kzy. Donc
codim G = dim (N & Kzp) = dim N + 1 = codim M + 1,

ce qui prouve le lemme.

U

Lemme 1.10.10 Soient E' un espace vectoriel normé, M et N deux sous-espaces
vectoriels fermés de E tels que M NN = {0}. Si dim M = codim N < oo, alors
E=M®N.

Preuve : soit 7 = my la projection canonique de E sur E/N. Comme MNN =

{0}, l'application 7y est injective. D’ont
dim (7r(M)) = dim M = codim N = dim (E//N).

Ainsi 7(M) = E/N = =(FE). Maintenant si * € E quelconque, alors 7(z) €
7(E) = w(M). Ainsi il existe xp; € M tel que 7(z) = w(zp). Dot o — xp €
kerm = N. On en déduit donc que x € M + N. Ceci prouve que £ = M + N et
donc finalement £ = M & N.
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1.11 Exercices

Exercice 1.11.1 Soient (X, 7) un espace topologique et A une partie de X . Mon-

trer que 'adhérence de A est égale a ’ensemble des points qui lui sont adhérents.

Exercice 1.11.2 Soit ' un ensemble avec au moins deux éléments. On définit

une métrique de la facon suivante : pour x,y € E, on pose

d(r.y) {1 sz’:z:;éy.

0 sinon
Soita € E.
(a) Déterminer B(a,1)-la boule ouverte de centre a et de rayon 1.
(b) Déterminer By(a,1)-la boule fermée de centre a et de rayon 1.

(c) Comparer B(a,1) et By(a,1).

(d) Si (E,| -||) est un espace normé, quelle relation y-a-t-il entre B(a,1) et
Bf(a, 1) ?

Exercice 1.11.3 Soit B un ensemble de parties d’un ensemble X. Montrer que
B est une base de topologie sur X (i.e. il existe une topologie sur X telle que B

en soit une base) si et seulement si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :

(B1) lintersection de deuz ensembles de B est une réunion d’ensembles de B ;

(B2) X =Upes B

Exercice 1.11.4 Soit X un espace topologique. Montrer qu’un ensemble B de
parties ouvertes est une base de la topologie de X si et seulement si, pour tout

x € X, {0 € B:xz e O} est une base de voisinages de x.

Exercice 1.11.5 Démontrer le théoréme 1.2.9 sans utiliser le lemme 1.2.8 (au-

trement dit prouver que T C T4, avec les notations du théoréme 1.2.9).
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Exercice 1.11.6 Soit la suite (0,,)n>1 C (£>°)* définie par

O : (> — C
(xp)pzl > Ty

Montrer que (8,)n>1 posséde une valeur d’adhérence pour la topologie faible* mais

ne possede pas de sous-suite convergente pour cette topologie.

Exercice 1.11.7 Soient E un K-espace vectoriel et (pa)aca une famille de semi-
normes sur . On note 7 la topologie engendrée par cette famille de semi-normes.
Décrire les ouverts pour la topologie T et donner une base de voisinage de cette

topologie.

Exercice 1.11.8 Soient X un ensemble et Y un espace topologique. Montrer
que la topologie de la convergence simple sur F(X,Y) correspond a la topologie
produit (si on voit F(X,Y) comme espace produil [] .y Ys, ot Y, =Y pour
tout x € X ).

Exercice 1.11.9 Soit Q un ouvert non vide de R? ot d € N*. On note C(Q)

l’espace vectoriel des applications continues de €2 dans C.

(a) Montrer qu’il existe une suite de compacts (K,),> de Q2 vérifiant les trois

Propriétés suivantes :

(i) tout compact K de Q est inclus dans un K, ;

(ii) pour toutn > 1, le compact K,, est inclus l'intérieur du compact K, 11 ;
(iii) on a Q@ =U,5, Kn.

Une telle suite s’appelle une suite exhaustive de compacts associée a [’ouvert
Q.

(b) Pour chaque n > 1 et chaque f € C(Q), on pose

Pu(f) = sup [f(z)].
rzeKy

Vérifier que p, est une semi-norme sur C(2), n > 1. On note alors 7 la

topologie sur C'(§2) engendrée par cette famille de semi-normes (py)n>1-
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(¢) Montrer que l’espace C'(S2), muni de la topologie T, est métrisable et complet.

(d) Montrer qu’une suite (f,)n, converge vers f dans C(2) si et seulement si

(fn)n converge vers f uniformément sur tout compact de ).

(e) Montrer que la topologie de C(§2) n'est pas normable.

Exercice 1.11.10 Soit E un espace de Banach de dimension infinie.

(a) Soient xg € E, e >0 et f1, fo,..., fn € E*. On note
V={zeFE:|(fi,r—x)| <e,i=1,...,n}.
(i) Montrer qu’il existe yo € E, yo # 0 tel que

(fi,vo) =0,Vi=1,... n.
Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

(ii) En déduire que V' contient une droite passant par x.

(b) Montrer que tout voisinage de xo pour la topologie faible o(E, E*) contient
une droite passant par x.
(c) Soit S={x e E: |z| =1}.
(i) Soit zg € E, ||xo]| < 1. Montrer que xy € 57EED g fermeture de S
pour la topologie faible o(E, E*).
Indication : on pourra utiliser la question (b).
(ii) Montrer que

—o(E,E*

) _tr e B2 <11

En déduire que S n’est pas fermé pour la topologie faible o(E, E*).
Exercice 1.11.11 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et
U={zeE:|z|| <1}

Montrer que U n’est pas ouvert pour la topologie faible o(E, E*).
Indication : on pourra raisonner par l'absurde et utiliser la question (b) de

[’exercice 1.11.10.
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Exercice 1.11.12 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Montrer

que la topologie faible o(E, E*) et la topologie forte coincident.

Exercice 1.11.13 Soit E un espace vectoriel normé tel que dimFE = +o0o. On
se propose de montrer que la topologie faible n’est pas métrisable. Pour cela on
raisonne par l'absurde et on suppose qu’il existe une distance d sur E dont la
topologie est équivalente a o(E, E¥).

(a) Montrer qu’il existe une suite (fn)n>1 d’éléments de E* telle que, pour tout

k > 1, il existe une partie finie I, C N, il existe e > 0 tels que
(V{z € E:|{fi.2)| < e} C Ba(0,1/k),
iely,
ot By(0,1/k) ={z € E:d(0,z) < 1/k}.
(b) Soientg € E* etV ={x € E : |(g,x)| < 1}. Montrer qu’il existe une partie
finie I C N tel que

ﬂker ficV,
iel
pULS
mker fi Ckerg.
iel
On note I = {ny,na,...,ny}.

(c) On considére F: E — RF*L définie par

F(z) = (9(x), far(2), -, for(2)).

Séparer Im F de (1,0,...,0) dans R¥'. En déduire qu’il existe un k-uplet
de réels (A1, Aa, ..., \) tel que

k
=1

(d) Soit F,, = vect(f1, fa, - -, [n). Montrer qu’il existe ng € N tel que E* = F,,.

Indication : remarquer que E* = U, F),.
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(e) Conclure.

Exercice 1.11.14 Dans cet exercice, on se propose de démontrer le résultat sui-
vant : soit ("),>1 une suite d’éléments de (' telle que x™ — 0 dans ('. Alors
2" — 0 pour la topologie forte.

Soit donc (z™),>1 une suite d’éléments de (' telle que z™ — 0 pour la topologie
faible o (£, 0°°).

(a) Soit K ={f €l®:|flle <1}. On note
_ = | fn — nl
d(fjg)—;T-

Montrer que (K, d) est un espace métrique.

(b) Montrer que, pour tout r > 0 et toute fonction f € K, l'ensemble 2, défini

par
Q={ge K:d(f,g) <r},

est un voisinage de f dans K pour la topologie faible* o(£>°,(').
(¢) En déduire que (K,d) est un espace métrique compact.

(d) Soite >0 fixé. On pose
F.={fe K:|(f,a")] <e,Vn > k}.
Montrer qu’il existe f© € K, il existe p > 0 et il existe ko € N tels que
feEK etd(f’, f)<p= f € Fj,.

Indication : on pourra appliquer le théoréeme de Baire.

(e) Soit N € N* tel que 2V~ > 1/p. Montrer que pour tout n > ko, on a

N
lz" s < e +2) faf].
i=1

Indication : choisir f = (f2, f9, ..., fY, £1,£1,...) et utiliser le fait que
f € Fy,.
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(f) Conclure.
On wvient de démontrer que Uapplication id : ((*,a(€*,0%)) — (€', - ||1) est

séquentiellement continue. Est-elle continue ?

Exercice 1.11.15 Soit E un ensemble muni de deux métriques d et d'. On sup-
pose que toute suite convergente pour d est convergente pour d et inversement.
Montrer alors que les deux topologies induites par d et d' sont les mémes. Re-
marquons que ce n’est plus vrai dans le cadre d’un espace topologique (voir exer-

cice 1.11.14

Exercice 1.11.16 Soit E un espace de Banach et (z,),>1 une suite de E qui
converge faiblement vers un élément x de E. Montrer qu’il existe une suite de
combinaisons convexes des x, qui converge fortement vers x.

Application : que peut-on dire si (f,)n>1 est une suite de fonctions définies sur

un compact K a valeurs complexes et qui converge simplement vers une fonction

f osur K¢
Exercice 1.11.17 Démontrer la proposition 1.4.5.

Exercice 1.11.18 Soit ¢ : E —] — 00, +00] une fonction conveze et semi-
continue inférieurement (s.c.i.) pour la topologie forte. Montrer que ¢ est s.c.i.

pour la topologie faible o(E, E*). En particulier, si x, — x pour o(E, E*), alors

(x) < liminf p(z,).

n——+00
Exercice 1.11.19 Soit ¢ : E* — K une application linéaire et continue pour la
topologie faible* o(E*, E). Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe x € E
telle que
o(f) = (f,x), VfeE"
(a) Montrer qu’il existe € > 0 et x1,xa,...,x, € E tels que |p(f)| < 1, pour

tout f €V, ou

V={felE :|(fix)|<eVi=1,...,n}.
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(b) Montrer qu’il existe A\, \a, ..., A\, € K tels que
p(f) =Y Nlfomi),
i=1

pour tout f € E*.

Indication : on pourra montrer que si, pour tout i =1,...,n, (f,z;), alors

o(f) =0 et utiliser la question (c) de I’Exercice 1.11.13.

(c¢) Conclure.

Exercice 1.11.20 Soient E un espace de Banach et H un hyperplan de E* fermé
pour la topologie faible* o(E*, E). Le but de 'exercice est de montrer que H est

de la forme
H={feFE :(fz)=a},
pour un certain x € E, v # 0 et un certain o € R.

Ecrivons H = {f € E* : o(f) = a} ot ¢ est une application linéaire de E*
dans R, ¢ £ 0. Soit fy ¢ H.

(a) Montrer qu’il existe € > 0 et x1,29,...,2, € E tel que V. C E*\ H, ou V

est donné par
V={feE :|(f—fox)|<ei=1...,n}

(b) Montrer que ou bien
p(f) <a,  VfeV,
ou bien

o(f) >,  VfeV
Indication : on pourra utiliser la connexité de V.

(c) Soit W =V — fo={f—fo: [ €V} Montrer que

lp(9)| < a—p(fo)l,

pour tout g € W.
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(d) En déduire que ¢ est continue en 0 pour la topologie faible* o(E*, E).

(e) En déduire qu’il existe v € E tel que
H={feFE" :(fz)=a}.

Exercice 1.11.21 Soient E et F deux espaces de Banach et supposons qu’il
existe p : E— F un isomorphisme de E sur F'. Montrer que E est réflexif si et

seulement si F' est réflexif.

Exercice 1.11.22 Soit E un espace de Banach réflexif et K une partie conveze,

fermée et bornée de E. Montrer que K est compacte pour la topologie faible

o(E, E¥).

Exercice 1.11.23 Soient E un espace de Banach réflexif, A C E une partie
conveze, fermée, non vide et ¢ : A —] — 0o, +00] une fonction conveze, s.c.i.,

© Z +oo telle que
lim  @(x) = 4oo(si A est bornée, cette hypothese est inutile).

z€A,||z|| =400

Montrer que ¢ atteint son minimum sur A.

Indication : on pourra considérer a € A tel que A\g = p(a) < 400, l’ensemble
A={zeA:p)< A}
et utiliser les exercices 1.11.22 et 1.11.18.

Exercice 1.11.24 Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Soit (),

une suite de E telle que x,, — = pour la topologie faible o(F, E*) et
liminf ||z, || < ||z]].
n—-+0o00

Montrer que x,, — x fortement.
Indication : on pourra considérer X\, = max(||z,|,||z|]) et vy, = N\, 'z, et

y = ||lz||" 'z ; montrer alors que ||(y, +y)/2| — 1.
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Exercice 1.11.25 . Dans cet exercice, nous voulons montrer que LP est uni-

formément conveze pour 1 < p < 2.

(a) Fizons 1 < p; < 400 et py > 2 et soit ¢ : [—1,1] = R la fonction définie

(1) — (1 +2\t|p1>p2/p1 - (¥>m’ <)

(i) Montrer que ¢ est positive sur [—1,1].

par

(ii) En utilisant la formule de Taylor, montrer que

i P

Vi
= 1 .
Jim Gy = () >0

(iii) En déduire qu’il existe une constance C' = C(p1,p2) > 0 telle que
p(t) = O —1)7,

pour tout t € [—1,1].

(iv) En déduire qu’il existe une constante ¢ = c(py,pa) > 0 telle que
p1\ 1/p1 _ p2\ 1/p2
<1 + |t ) S <' 1—t ) ’
2 - c

pour tout t € [—1,1].
(v) Montrer finalement qu’il existe une constante ¢ = c(p1,p2) > 0 telle

p1 p1\ 1/p1 p2\ 1/p2
(|S| -QFW ) Z( ) |

pour tous réels s, t.
(b) Fizons maintenant 1 < p < 2. Soiente > 0 et f,g € LP telles que || f]l, < 1,

p2+ 1+t
2

que
p2

s+t
2

s—t
c

lgll, < 1 et f—gll, >e. En utilisant la question (a)(v), montrer que

9\ 1/2
(=) ] =
c
P

2
J+yg
+' :
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(¢) Montrer que, sip < 2, alors

(AR +1202) "7 < (1412 + 157"

» Y
pour toutes fonctions fi, fo € LP.

(d) En déduire que
2

<1
p

+H@

)

c 2

Hf—g ?

p
puis que LP est uniformément conveze.

Exercice 1.11.26 Soient Q un ouvert de RN et K un espace métrique compact.
(a) Montrer que C(K), muni de la norme du sup, est séparable
(b) En déduire que si 1 < p < +o0, l’espace LP(2) est séparable.
Exercice 1.11.27 Soit E = C([0, 1]) muni de || - || et soit varphi,(z) =1—nx
six < 1/n et nulle ailleurs.
(a) Vérifier que E est un espace de Banach.
(b) Montrer que (vn)n n'a aucune sous-suite faiblement convergente.

(¢) Que pouvez-vous en conclure sur E ¢

Exercice 1.11.28 Soit E un espace réflexif et soit f € E*. Montrer que || f]

E‘*

est atteinte.
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Chapitre 2

Opérateurs bornés sur les espaces
de Hilbert

2.1 Adjoint d’une application linéaire continue
entre espaces de Hilbert

On commence avec la notion d’adjoint; plusieurs des classes particulieres

d’opérateurs bornés seront définies a ’aide de cette notion.

Proposition 2.1.1 Soient E et F' des espaces de Hilbert et T' € L(E, F). Alors

il existe un unique T* € L(F, E) tel que, pour tout x € E et touty € F, on ait :

(T'(x),y) = (&, T"(y))-
On a de plus ||T*|| = ||T|.

Preuve : Pour tout y € F' I'application x — (T'(x), y) est linéaire et continue
(de norme inférieure a || T||||y|| d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’apres le
théoreme de représentation de Riesz, il existe donc un unique élément noté 7%(y)

tel que

(T'(x),y) = (2, T"(y))-
On vérifie facilement que pour tous y, z € F et A scalaire, T*(y) + A\T*(z) vérifie
la propriété qui définit T*(y + Az). Par unicité, T*(y) + \T*(z) = T*(y + Az), ce

qui prouve que 1™ est linéaire.

7
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Par définition de la norme opérateur et en utilisant un corollaire d’Hahn-Banach,

on a
[Tl = sw [Tl = sw [ T)
yel|lyl<1 zel, ||z]|<1
yeFlyl<1
= sup |[(Tz,y)l= sup |[Tzf| =[]

z€FE,||z||<1 z€E,||z||<1

yel|lyl<1
Ainsi T* est continue et ||T7*|| = ||7||.

g

Définition 2.1.2 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et T € L(E, F'). L’unique

application linéaire T* € L(F, E) telle que pour tous © € E,y € F on ait

(T'(x),y) = (z, T"(y))

est appelée l'adjoint de T'.

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints.

Proposition 2.1.3 Soient E et I’ des espaces de Hilbert. L’application T —— T
est isométrique de L(E, F) dans L(F, E) ; elle est linéaire si les espaces sont réels
et antilinéaire si les espaces sont complezes. De plus, VI' € L(E, F), (T*)* =T
et |T*T|| = ||T||?. Enfin (TS)* = S*T*.

Preuve : Par définition du produit scalaire et de 1’adjoint, pour tous x €

EyeF, T1yIy € L(E,F)et A€ C,on a:

(r, [+ AT5)"(y)) = (T + AT2)(2),y)

= (Li(@),y) + MTa(), )
(@, (T1)" () + (2. AT3 ()
(@, (T + AT5)(y))-

Ainsi T'—— T est antilinéaire. Elle est isométrique d’apres la proposition 2.1.1.

Montrons que (7%)* = T'. Pour cela on montre que pour tous x € E et y € F', on
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a (T'(x),y) = ((T")"(x),y). On a

(T(x),y) = (&, T°(y))
= (T*(y),)
= (y, (T7)*(x))
= (T7)(=),).
Montrons que ||[T*T|| = ||T||*. Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur
est une norme d’algebre et donc, en particulier, ||T*T| < T|IT*| = ||T|*

D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un corollaire d’Hahn-Banach et
la définition de la norme opérateur, on obtient :

[T = sup [[T°T(x)]]

[l=]|<1

= sup  [(T"T(x),y)]

Jall<Llyll<1
> sup [(T"7T(x), )]

[l=]I<1

= sup |[(T(z), T(x))|

llzf|<1

= 7"
On a donc Pégalité | T*T|| = ||T||*. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T*, il suffit
de montrer que pour tous x € E et y € F on a ((T'S)*(x),y) = (S*T*(z),y). On

a, par défintion de I'adjoint,

(TS)(x),y) = (2, (TS)(y))
= (T7(x), S(y))
= (5T (2),y).

Comme ceci est vrai pour tous vecteurs z,y, on a l'égalité (T'S)* = S*T*.
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Exemples d’opérateurs et calculs de leur adjoint

1. Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormale
(hn)n. Soit @ = (o), une suite bornée de nombres complexes. On définit
A, sur ‘H par

Ve = (cp)n € 2(N), A, (Z cnhn> = Z O Crl.
n>0 n>0
L’application linéaire A, est dite diagonale car elle admet une représentation
matricielle diagonale relativement a la base (h,,),, avec (ay,), sur sa diago-
nale. On vérifie que A, est continue, de norme ||||«. De plus A¥ = Ag,

ol «@ est la suite des nombres conjugés de la suite «.

2. Soit H = L*(Q, p) et f € L=(Q, u). Soit My définie par

My(g) = fg.

On vérifie que M est linéaire, continue, de norme || f|| et M} = M.

3. Le shift (opérateur de décalage a droite) sur H = (?(N) ou H = (*(Z) est

I’application linéaire définie par
(S(x))p = x,_1 pour tout n € N ou n € Z,

avec la convention x_; = 0 lorsque n € N.
On vérifie que S est de norme 1. De plus S* est défini par (S*(v)), = Ynt1-
En fait S* = S~! sur £?(Z). Par contre S n’est pas inversible sur (?(N), il

est simplement inversible a droite avec S*S = Id.

Proposition 2.1.4 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(E, F).
Alors

F =ker(T*) @ (Im(T))™ et E = ker(T) @ (Im(T*))",
ot (Im(T))~ et (Im(T*))~ désignent la fermeture (pour la norme) de Im(T) et

Im(T*) respectivement.
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Preuve : 1l suffit de prouver la premiere assertion, la seconde s’obtenant en

échangeant le role de T" et T™. On a les équivalences suivantes :
yekerT" <= Ve e E,(T"(y),z) =0<= Ve € E,(y,T(z)) =0<=y L Im(T).

La continuité du produit scalaire (conséquence de 'inégalité de Cauchy-Schwarz),
implique que

y L Im(T) <=y L Im(T) .

Ainsi I'orthogonal de ker T est ’adhérence de 'image de T'.
O
Donnons également une propriété simple mais utile concernant les sous-espaces

invariants.

Proposition 2.1.5 Soient E un espace de Hilbert, G un sous-espace de E et soit

T € L(E). Alors TG C G si et seulement si T*G*+ C G*.

Preuve : Supposons d’abord que TG C G et montrons que T*G+ C G*. Soit
rcGetycGh Alors

(T"y,r) = (y, Tx) =0,

car Tx € G. Ainsi T*y L x, pour tout € G, ce qui montre que T*y € G+.

Pour la réciproque, on peut appliquer le sens qu’on vient de démontrer a T
et Gt
O

2.2 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires,
positifs, autoadjoints

Définition 2.2.1 Soient E et F' deux espaces de Hilbert. Lorsque E = F, L(E, F)
est noté L(E).

1. Un élément U € L(E, F) est appelé unitaire si U*U = Idg et UU* = Idp.
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. Un élément U € L(E,F) est appelé isométrique si ||U(z)| = ||z| pour

tout x € FE.

. Un élément N € L(E) est appelé normal si NN* = N*N.
. Un élément S € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si S = S*.

. Un élément P € L(E) est appelé positif (notation : P > 0) si P est

autoadjoint et si pour tout x € E (P(x),z) > 0.

Remarque 2.2.2 On verra (voir Ezercice 2.4.2) que dans le cas d’un es-
pace de Hilbert H complexe, un opérateur P € L(H) est positif si et seule-
ment si (Pz,x) > 0, pour tout x € H. Autrement dit, la condition P auto-
adjoint dans la définition est superflue si on travaille avec un espace de
Hilbert complexe. Mais attention, cela n’est pas le cas si ’espace de Hilbert

est réel!

Exemples d’opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs,

autoadjoints

1. Soit H un espace de Hilbert et P € L(H) un projecteur orthogonal.

Notons F son image. Alors P est auto-adjoint. En effet, pour tous z, 2’ € I

et y,y € F+,
(P(x+y),2" +y) = (z,2') = (x +y,P(2' +¥)).

De plus (P(z +y),x +y) = (z,7) = ||z||*> > 0 pour tous z € F et y € F'+.
Ainsi P > 0.

. Les opérateurs diagonaux A, et My définis précédemment sont normaux.

En effet
AA;, = AyAg = Ag = AzA, = ALA,,

olt B = (B,)n est la suite définie par 3, = |a,|*. D’autre part,

M;M; = MyM; = Mz = M; M.
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3. Le shift S sur £?(N) est isométrique, le shift S sur ¢3(Z) est unitaire.

4. Pour tout opérateur T' € L(E, F'), T*T € L(E) est hermitien car (T*7)* =
T*(T*)* = T*T d’apres la proposition 2.1.3. De plus T*T > 0 car, pour tout
r € B, (T*Tz,z) = ||Tz||> > 0. En particulier A> > 0 dés que A = A*.

Proposition 2.2.3 Soient E et F' deux espaces de Hilbert et soit T € L(E, F).

Sont équivalents :
1. T est isométrique.
2. T"T = ldg.
Sont équivalents :
1. T est unitaire.
2. T est surjective et T*T = Idg.

3. T est une isométrie surjective.

Preuve : Montrons la premiere équivalence. Supposons que 1" est isométrique.

Montrer que T*T = Idg revient a montrer que pour tous z,y € F, on a
(IT"T(2),y) = (2,y).
Rappelons l'identité de polarisation, a savoir,
1 : : . . . :

(u,v) = Z(<u+v,u+v) —(u—v,u—v) +i{u+iv,u+w) —i{u —w,u —v)),
pour un Hilbert complexe et

1

<U,U> = Z((U‘F'U,U*F'U) - <U—U,U—U>),

pour un Hilbert réel. En utilisant 'une ou 'autre de ces identités et le fait que

| T (uw)|| = ||u||, on en déduit :

(T"T(z),y) = (z,y).
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Réciproquement, supposons que T*T = Idg. Ceci implique que pour tout = € E,
(I'"'T(x),x) = (x,x).
On en déduit immédiatement pour tout z € F,
1T ()| = (T(2), T(2)) = (w,z) = ||=[|*,

ce qui prouve que 1" est bien isométrique.

Pour la preuve des trois autres équivalences, les implications 1. implique 2. et 2.
implique 3. sont évidentes. Pour montrer que 3. implique 1., on remarque qu’une
isométrie linéaire est injective et donc les hypothéses de 3. impliquent que 7!
existe. De plus, T étant une isométrie, on a T*T = Idgr. En composant a droite

par T~!, on obtient 7% = T!.

Donnons un lemme élémentaire mais utile sur les opérateurs normaux.

Lemme 2.2.4 Soit T € L(E) un opérateur normal. Alors ker T = ker T*.

Preuve : Soit z € ker T'. Alors
|T*z||? = (T*x, T*x) = (TT*x,2) = (T*Tx,z) = 0,

en utilisant pour la troisieme égalité le fait que T est normal donc T = T*T.
Ceci prouve donc que ker T C ker 7. Maintenant remarquons que si 7" est normal,
alors T est normal et en appliquant I'inclusion qu’on vient de démontrer a T,
on obtient ker T* C ker T** = kerT', car T** = T'. Finalement ker T" = ker T™.

U

2.3 Spectre des applications linéaires et conti-
nues

Soit H un espace de Hilbert complexe et soit 7' € L£(H). On définit le spectre

de T comme 'ensemble

o(T) :={X € C:T — A n’est pas inversible},
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'ensemble résolvant de T comme R(T) := C \ o(T) et enfin la résolvante de T

comme 'opérateur
RA\(T) := (T — XI) %, A€ R(T).
Nous allons tout d’abord établir la nature topologique du spectre.

Théoréme 2.3.1 Le spectre de tout opérateur T € L(H) est un compact non

vide de C.

Pour démontrer ce théoreme, nous allons utiliser deux lemmes importants par

ailleurs.
Lemme 2.3.2 (Identité de la résolvante) Pour A\, \g € R(T), on a
RA(T) = R, (T) = (A = Ao) RA(T) R, (T).

Preuve : En utilisant le fait que T"— Al et T'— Ao/ commutent, on a
(BA(T) = Ry (T))(T" = Ao )(T = ML) =RA(T)(T = AM)(T — Aol ) — R (T) (T — AL )(T' — M)
=T — X ol — (T — XI)

=(A = o).

En composant & droite par Ry(T)R»,(T"), on obtient le résultat.
U

Lemme 2.3.3 Notons Inv(L(H)) l'ensemble des éléments inversibles de L(H).

(a) SiU € L(H) et ||U]| <1, alors on a I —U € Inu(L(H)) et

(I-u)y't=>un

n>0
(b) Inv(L(H)) est un ouvert de L(H).

(¢) L’application J : Inv(L(H)) — L(H), T(A) := A~1, est continue.
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Preuve : (a) : comme ||U| < 1, la série > U™ est normalement convergente
dans £(H) qui est un espace de Banach donc elle converge dans L(#H). De plus,

on vérifie facilement que

—U)<§::OU"> <Zu> (I—-U)=1-UN*,

et donc par passage a la limite (comme ||[UNTY| < || UM — 0, N = +00), on

~U) <ZU”> = (ZU") (I-U)=1,

ce qui acheve de prouver (a).

en déduit que

Pour démontrer (b), il suffit de remarquer que si A € Inv(L(H)), alors la
boule ouverte centrée en A et de rayon 1/||A7!|| est contenue dans Inv(L(H)).

En effet, si T € B(A,1/]|A7Y|]), on a
T=A+(T-A)=AI+ANT-A).

Remarquons alors que ||[A™Y(T — A)|| < |[A7Y|IT — A|| < 1. Donc d’apres (a),
onal+ A7YT — A) inversible et comme Inv(L(#)) est un groupe, on en déduit

que T est inversible.

Pour montrer (c), fixons A € Inv(L(H)) et soit £ > 0 tel que e < [[A7!].
Nous allons montrer que si B € L(H) est tel que ||B|| < &/(2|[A7Y|?), alors on
a||J(A) — TJ(A+ B)| < e, ce qui assurera que J est continue. Tout d’abord
remarquons que A + B = (I + BA ) A et ||BA7Y| < ||B|||A7Y| < AT S
1/2 < 1. Donc en utilisant (a), on obtient que A+ B € Inv(L(H)) et

(A+B) ' =ANI+BA ) ' =A" Z
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D’ou
+oo
IT(A) = T(A+B)| =A™ = (A+ B) M| = A7 =) _(=1)"(BA™)")]|
n=0
+oo
=AY (=) (BATH|
n=1
400 _
BA7Y
< -1 —1n — -1 H
<147 1B = 1A ey
L1y FAST]
<A
2| ALl
<e.

O

Preuve du théoreme 2.3.1 : le spectre de T est borné car si A € C vérifie
|IA| > ||T||, alors T" — AId est inversible d’apres le lemme 2.3.3. D'ou o(T) C
D(0,[ITT)).

Pour montrer que o(7') est fermé, considérons I'application f : C — L(H)
définie par f(\) = Md — T. Alors f est continue et R(T) = f~(Inv(L(H)).
Ainsi R(T') est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une fonction
continue. Nous pouvons en conclure que ¢(7") est un compact de C.

Vérifions que o(7) est non vide. Pour cela nous allons utiliser la théorie
des fonctions analytiques a valeurs vectorielles (voir appendice). Considérons
g : R(T) — L(H) définie par g(\) = (T — X\I)~!. Remarquons tout d’abord
que d’apres le lemme 2.3.3 (c), la fonction g est continue sur R(7T'). De plus,

d’apres le lemme 2.3.2, pour \g € R(T") et A proche de Ay, on a

9N —9(h)

X — A = 9(N)g(Mo),

Donc par continuité de g, on obtient que

i 900 = g0)

_ 2
e A—Xe g(Ao)”.

Ainsi g est holomorphe sur R(T') et on a ¢’(A\g) = g(\o)?. Supposons maintenant
que o(T) = (). Autrement dit, cela implique que R(T) = C. Ainsi g est une
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fonction entiere. Montrons que g est bornée. Pour cela remarquons que pour
|A| > ||T||, on a (toujours d’apres le lemme 2.3.3)

1
R

1

lgIl = 1T = A1)l = T

1
I— -7 <
I =577 <

Ainsi cela prouve que limjy_ 4 g(A) = 0. Par conséquent g est bornée. Le
théoreme de Liouville pour les fonctions analytiques a valeurs vectorielles (voir
théoreme B.3.9) implique que g est constante. Comme ¢ tend vers 0 en l'infini,

on en déduit que g = 0, ce qui est absurde!

O
Nous allons a présent établir le théoreme spectral suivant.
Théoreme 2.3.4 Soit T € L(H).
1. Si T est inversible, alors o(T™) = {1/X: A€ o(T)}.
2. o(p(T)) = p(a(T)) pour tout polynome p € C[X].
Preuve : 1.Soit A € o(T~!). Comme T~ est inversible, nécessairement \ # 0.

Comme T~' — AId est non inversible et comme 77! — AId = XTI~ ($1d — T)fl,

I'opérateur (%[d — T)_1 est non inversible, i.e. % € o(T). On a donc montré que
o(T™Y) C o(T)™ := {1/X: X € o(T)}. En échangeant le role de T et T~! on
obtient l'inclusion réciproque o (7)™t C o(T7'), ce qui acheve la preuve de la
premiere assertion.

2. Montrons tout d’abord que p(c(7)) C o(p(T)). Soit A € o(T). Comme le
polynéme p(X)—p(A) s’annule en A, il existe un polynome q tel que p(X)—p(\) =
(X — N)g(X), ce qui donne

p(T) = p(N)Id = (T = M d)q(T).

Si p(T) — p(\)Id était inversible, (7" — Ald) serait aussi inversible, d’inverse
(p(T) — p(A\)Id)~'q(T), ce qui est contraire aux hypotheses. On obtient donc
que p(A) € a(p(T)), montrant que p(a (1)) C o(p(T)).
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Montrons ensuite que o(p(T)) C p(o(T)). Si p est constant, l'inclusion est tri-
vialement vérifiée. On suppose donc dans la suite que p n’est pas un polynome

constant. Soit A € (p(T)). On factorise dans C[X] le polynéme p(X) — A sous

la forme :

pX) = A=a(X =) (X —an),
ou les oy, i = 1,--- ,n désignent les racines de p(X) — A, et on o # 0 car p
n’est pas constant. Si pour tout ¢ = 1,--- ,n Uopérateur T" — a;Id est inversible,

p(T) — Ald est aussi inversible, ce qui est absurde. Par conséquent il existe un

indice i € {1,---,n} tel que T'— o, Id est non inversible, i.e. o; € o(T"). On en
déduit que A = p(ay) € p(a(T)), prouvant que o(p(T")) C p(a(T)).

O

Le dernier résultat que nous allons établir concerne le calcul explicite du

module du plus grand élément du spectre, appeleé le rayon spectral.

Théoréme 2.3.5 Soit T € L(H) et notons
p(T) = sup{|A| : A € o(T)}.
Alors o(T) € D(0, p(T)). De plus, on a aussi
p(T) = sup{|A] - A € o(T)} = lim 77",

Preuve : Notons a := liminf,s; ||[77]|'/". Soit A € o(T). D’apres la seconde
assertion du Théoreme 2.3.4, \» € o(T™). Ainsi |[\"| < ||T"||, ce qui implique
IA| < ||T™||*/™. Ainsi p(T) < a. De plus
o < liminf | 777" < limsup | T"]|*/".
n—00 n— 00
I1 suffit donc de montrer que
limsup || 77| < p(T).
n—oo
Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et des séries

entieres. Notons (2 le disque ouvert centré en 0 et de rayon ﬁ, avec la convention
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Q= C si p(T) = 0. Considérons la fonction f : Q — L(H) définie par f(0) =0
et f(A) = (T - %Ial)_1 pour tout A € Q\ {0}. La fonction f est holomorphe
sur Q\ {0} et nous avons déja remarqué dans la preuve du Théoreme 2.3.1 que

limy_,o f(A) = 0. La fonction f est donc continue sur €2, ce qui implique que f

est en fait holomorphe sur €. De plus, si 0 < || < ﬁ’ om &
fA) = =AId—-XT)"t = — Z)\n+1Tn>
n>0
1
[k

f)==2"50 AT Soit R le rayon de convergence de la série entiere > om0 At

égalité qui reste trivialement vraie pour A\ = 0. Par conséquent, si |A| <

Comme f est holomorphe sur Q, R > dist(0,Q°) = ﬁ (voir théoreme B.3.7).

De plus, d’apres la formule d’Hadamard

1
L~ timsup 77

n—oo

Finalement lim sup,, ., ||7"||*/™ < p(T), ce qui achéve la preuve du théoréme.

0

2.4 Exercices, compléments de cours

Exercice 2.4.1 (théoréme de Hellinger-Toeplitz) Soit H un espace de Hil-

bert et T': H — H une application linéaire.

1. On suppose qu’il existe une application linéaire U : H — H telle que

(T'(x),y) = (&, U(y)),

pour tous (x,y) € Hx H. En déduire que T' et U sont continues et U = T*.

2. On suppose maintenant que pour tous x,y € H :

(T'(x),y) = (x, T(y))-

Montrer que T est un opérateur autoadjoint.
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Exercice 2.4.2 Soit H un espace de Hilbert complexe et soit T € L(H).

1. Montrer que si pour tout v € H on a (T'(z),z) € R, alors T est auto-

adjoint.

2. En déduire que si P € L(H), alors P est positif si et seulement si pour tout
x € H ona (P(x),z)y >0.

Exercice 2.4.3 Soit H un espace de Hilbert compleze et soit T € L(H). Montrer
que T' =0 si et seulement si (T (x),z) = 0 pour tout x € H.

Montrer que ce résultat est faur sur un espace de Hilbert réel.

Exercice 2.4.4 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur autoad-
joint. Montrer que

IT|| = sup [(T(x), ).

Izl <1
Indication : considérer (T'(z+vy),z+y) — (T'(x —y),z —y).

Que peut-on en déduire (voir exercice 2.4.3) ?

Exercice 2.4.5 Soit H un espace de Hilbert et soit T' € L(H). Montrer que les

assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est normal.
2. pour tous x,y € H, (T'(x),T(y)) = (T"(x), T"(y))-

3. pour tout x € H, [|[T(x)|| = ||T™(x)]|.

Exercice 2.4.6 Soit (e,)n>0 la base orthonormale canonique de (*(N). Soit S

Uopérateur défini sur (*(N) par
S(e,) = eny1, neN.

On appelle S le shift unilatéral.
1. Déterminer le spectre de S*.

2. Montrer que le spectre de S est le disque unité fermé.
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3. BEst-ce que S posséde des valeurs propres ¢

Exercice 2.4.7 Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H) un opérateur

normal, c’est-a-dire vérifiant T*T = TT™.

1.

2.

Montrer que |T*"|| = [|T||*", pour tout n > 0.
En déduire que le rayon spectral de T est égal a ||T||.
En déduire qu’il existe X € o(T) tel que |\ = ||T||.

Montrer que si le spectre de T est réduit a {0}, alors T est identiquement

nul.



Chapitre 3

Opérateurs compacts

3.1 Applications linéaires compactes

Si F est un espace vectoriel normé, on note Bg(0, ) la boule ouverte de centre
0 et de rayon r > 0 et Bg(0,r) la boule fermée. Dans le cas o1 7 = 1, on note pour
simplifier B = Bg(0,1) et Bp = Bg(0,1). S'il n’y a pas d’ambiguité possible,
on oubliera parfois de préciser que la boule que la boule est dans E, en notant

simplement B(0,7) ou B(0,7).

Définition 3.1.1 Soient E et F' deux espaces de Banach. Une application linéaire
continue T € L(E, F) est dite compacte si l'image T(Bg) est une partie rela-
tivement compacte de F. On note IC(E, F) l’ensemble des applications linéaires

compactes de E dans F. On pose K(E) = K(E, E).

Commencons par une proposition simple mais utile.

Proposition 3.1.2 SoitT € L(E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est compact.

(i) pour toute partie A bornée de E, I’ensemble T'(A) est relativement compact

dans F'.
Preuve : (ii) = (i) : on applique (ii) a A = Bg.

93
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(i) = (ii) : soit A une partie bornée quelconque de E. Par définition, il existe
donc r > 0 tel que A C Bg(0,7) = rBg. D’ou, avec la linéarité de 7', on obtient
que

T(A) c T(rBg) = rT(Bg).

Comme T'(Bg) est relativement compact, on vérifie alors facilement que rT(Bp)

est relativement compact et donc T'(A) est aussi relativement compact.

La proposition suivante décrit la structure de K(E, F').

Proposition 3.1.3 Soient E et F' deux espaces de Banach; l'ensemble K(E, F')
est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F). Soient E, F et G des espaces de
Banach, S € L(E,F) et T € L(F,G); si S ou T est compacte alors T'S est
compacte. En particulier, IC(E) est un idéal bilatére de L(E).

Preuve : 1l est clair que si T € K(E,F) et A € K, alors \T' € K(E, F).
Soient maintenant 77 et T, deux applications linéaires compactes de E dans F,
et considérons les ensembles A; = T1(Bg), Ay = To(Bg) et A = (T, + T3)(Bg);
il est clair que A est contenu dans A; + A;. Comme A; et A, sont relativement
compacts, la proposition 1.2.21 implique que A; + As est relativement compact.
Donc A est aussi relativement compacte (en vertu du théoreme 1.2.4). Ainsi
T, + Ty € K(E,F). Ceci montre que IC(F, F') est un sous-espace vectoriel de
L(EF).

Supposons que T € L(E, F) soit adhérent a IC(E, F). Pour tout € > 0 donné,
on peut trouver un opérateur compact S € L(E, F) tel que ||T' — S|| < ¢; il en

résulte que tout point de T'(Bg) est approché a e pres par un point du compact

K = S(Bg). Le corollaire 1.2.19 implique alors que T est compact.
Montrons pour finir les propriétés de composition. Supposons S € L(E, F)

compacte. On a

T(S(Br)) C T(S(Bg)).
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Par compacité de S et continuité de 7', 'ensemble T'(S(Bg)) est compact et donc
T(S(Bg)) est relativement compacte, c’est-a-dire que T'S est compact.
Supposons maintenant que T' € L(F, G) est compact et montrons que 7S est

aussi compact. On a

TS(Bg) c T(S(Bg)).

Comme S est continue, 'ensemble S(Bg) est borné et la proposition 3.1.2 en-

traine que T'(S(Bg)) est relativement compact et donc T'S(Bp) est relativement

compact. Ainsi T'S est compact.

Remarque 3.1.4 [l est clair que tout opérateur T' de rang fini est compact :
en effet, 'ensemble T(Bg) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de
dimension finie. D’aprés le résultat précédent, si une suite (1)), d’opérateurs de
rang fini dans L(E, F') converge vers T dans L(E, F'), alors T' est compact. C’est

une méthode assez efficace pour vérifier que certains opérateurs sont compacts.

Proposition 3.1.5 Soient E et F' deux espaces de Banach et T € K(E, F). Si
une suite (x,,), de points de E converge faiblement vers 0, alors la suite (T (xy,))n

COnverge en norme vers 0.

Preuve :  Soit (z,), une suite qui converge faiblement vers 0. En utilisant le
théoreme de Banach—Steinhauss, on en déduit que la suite (), est bornée (voir
(¢) de la proposition 1.3.4). Donc elle est contenue dans une boule Bz (0,7), 7 > 0.
D’apres la proposition 3.1.2, 'ensemble T'(Bg(0,7)) est relativement compacte
dans F' donc contenu dans un compact K de F' (par exemple, on peut prendre
K = m') D’apres le lemme 1.2.8, la topologie faible o(F, F*) et la

topologie de la norme coincide sur K. Or d’apres le lemme 1.3.9, ’application

T :(Bg(0,7),0(E,E*)) — (K,o(F, F¥))
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est continue. Ainsi on en déduit que 'application
T:(Bp(0,r),0(E,E%) — (K, -])

est continue. En particulier, comme (x,,), converge faiblement vers 0 dans By (0, r),
la suite (T'z,), converge vers 0 dans F' pour la topologie de la norme.

0

Théoréme 3.1.6 Soit E un espace de Banach. Pour T € L(E), les assertions
suivantes sont équivalentes

1. TeK(E);

2. T* € K(E*).
Tout d’abord, rappelons que T™* est défini grace a la relation suivante :
(T*z*, x) = (x*,Tx),
pour tout z* € E* et x € E. Ainsi

772" = sup [(T"2", z)[ = sup [|[(z*, Tx)l,
Jall <1 Jall <1

avec [(z*, Tz)| < ||[z*||||Tz| < ||=*||||T]|||=||- Ainsi, nous avons
172"\ < 1Tl l=*[],

ce qui prouve en particulier la continuité de T comme application linéaire de E*
dans E*. De plus, on a ||[T*] < ||T].

Preuve :  Supposons que T € IC(F) et montrons que 7™ € IC(E*). Soit (y;)n>1
une suite de la boule unité fermée de E*. D’apres le corollaire 1.2.18, nous devons
montrer que (1T7y), possede une sous-suite convergente (pour la topologie de la
norme dans £E*). D’apres le théoréme de Banach—Alaoglu et le théoreme 1.2.13, on
sait que (1), possede une valeur d’adhérence y* € B~ pour la topologie faible*.

Montrons que T*y* est une valeur d’adhérence de (T™*y), pour la topologie de
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la norme dans E*. Soit € > 0. Comme T(Bpg) est relativement compact donc
précompact d’apres le théoreme 1.2.18, il existe y1, 4o, ..., ym € E tels que
T(Bp) ¢ | Br(yi.c/6).
i=1

L’ensemble
V=4{veE  [{(y,p—y"<e/6,i=12,...,n}

est un voisinage de y* pour la topologie faible*. Donc (par définition d’une valeur
d’adhérence), l'ensemble [ := {n € N : y* € V} est infini. Soit maintenant
x € Bg quelconque. Alors il existe i € {1,2,...,m} tel que [Tz — y;|| < £. Donc
pour n € I, on a
(2, Ty, = Ty ") =[{Tx, yp, — 47)
<KTw —yi,yp — v + i vn — 47)]
<ITz = yillllyn — y" [l + [{vi, yn — 7))
€

<25_|_E—_
-6 6 2

D’ou
k ok k ok k ok k ok 6
1Ty =Tyl = sup [(2, Ty, = Ty")| < 5 <=

z€Bp
Ainsi, 'ensemble {n € N : T*y* € Bg«(T*y*,¢)} contient I donc est infini. Ceci
prouve bien que T*y* est une valeur d’adhérence de la suite (T*y}), pour la
topologie de la norme dans E*. Le lemme 1.2.12 permet alors de conclure qu’il
existe une sous-suite (Ty; ) qui converge vers T™y*.
Réciproquement, supposons que 7™ soit compact. D’apres la premiere partie
de la preuve, on en déduit que 7™ : E** — FE** est compact. Plongeons F

isométriquement dans E** a 'aide de l'injection canonique

Jg: E — B J@): E® — K
r — J(z), o J@)(p) = (z,0)

On a alors T"* o J = J oT. D’o1, en utilisant que J est une isométrie,

J (T(Br)) = J(T(Br)) = T*(J (Br)) < T*(B-).
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Comme T** est compact, 'ensemble T**(B g+ ) est compact et donc J <T(§E))

est compact (car fermé dans un compact). En utilisant encore une fois que J

est une isométrie, on en déduit que T'(Bg) est un compact de E (voir proposi-
tion 1.2.6), c’est-a-dire que T' € K(E).

U

Dans le cadre hilbertien, on peut donner des caractérisations plus précises de

la compacité.

Théoréme 3.1.7 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H). Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :

(a) lopérateur T est adhérent (en norme d’opérateur) a l’espace des applica-

tions linéaires continues de rang fini;
(b) lopérateur T est compact de H dans H ;
(c) I’ensemble T(By) est compact (en norme) dans H ;

(d) pour toute suite (x,,) de points de H convergeant faiblement vers 0, la suite

(T'(xy,))n converge en norme vers 0 ;

(e) pour tout systéme orthonormal (e,)n>0 dans H on lim, . ||T(e,)| = 0.

Preuve :

Nous allons raisonner selon le schéma suivant :

(a) = (b) = (c) = (b), puis (b) = (d) = (e) = (a).

(a) = (b) : découle de remarque 3.1.4.

(b) = (c) : on sait déja que, par définition de la compacité d’un opérateur,
I'ensemble T'(By) est relativement compact dans . Il reste donc & montrer qu'il
est fermé. Soit donc (z,), une suite de By telle que (T'z,), converge (en norme)
vers y € H. Il s’agit de montrer que y € T(By). Comme (z,), est bornée, il
existe d’apres le corollaire 1.7.6 une sous-suite (x,, ) faiblement convergente,

disons vers z. De plus, théoreme 1.3.8 assure que By est faiblement fermée donc
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x € By. D’apres la proposition 3.1.5, la suite (T'xy, )i converge en norme vers 7'z
et par unicité de la limite, on en déduit alors que y = Tx € T(By).
(¢c) = (b) : est évident!
(b) = (d) : résulte de la proposition 3.1.5.
(d) = (e) : il suffit de remarquer que si (e,), est un systeme orthonormal,
(

alors (e,), converge faiblement vers 0. En effet, pour tout x € H, on a

>l en)? < lz)® < oo,

n

et donc en particulier (x,e,) — 0, n — 400, pour tout x € H.

() = (a) : notons R(H) l'espace des applications linéaires (continues) de
rang fini. On raisonne par ’absurde en supposant que 7' n’est pas adhérent a
R(H). 1l existe alors un voisinage de T', disons B (T,2e) = {U € L(H) :
|U — T|| < 2}, qui ne rencontre pas R(H). Cela implique alors

IR—T|| >, VReRH). (3.1)

On va construire par récurrence un systeme orthonormal (e, ),>o tel que ||Te,| >
e. En appliquant (3.1) avec R = 0, on obtient ||T'|| > . Ainsi il existe ¢y € E,
leo|| = 1 tel que ||[Teg|| > €. Supposons ey construit pour k& < n et soit P la
projection orthogonal sur le sous-espace F' de E engendré par {ej : k < n}. Alors
TP est un opérateur de rang fini donc avec (3.1), on a ||T'— T'P|| > e. 1l existe

ainsi y, € E, ||ly.|| = 1 tel que
IT(ds — Pyl > <. (3.2
Or Idg — P est une projection orthogonale, donc de norme inférieure ou égale a
1, et donc on a ||[(Idg — P)y,|| < |lya]| = 1. D’ou
IT(Ide = Pyl > el[(Idg — P)ynl|

Zn

Posons alors z, = (Idg — P)y, puis e, = T (remarquons que z, # 0 d’apres

(3.2)). D’ou finalement

- |T(Idp — P)ya||
I Tenll = [l2a ]| 1T 20ll = > €.
I({de = P)ya
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On a aussi ||e,|| =1 et e, L e, k <n, car e, € Im(Idg — P) = (Im P)* = F*.
Ainsi par récurrence, on construit un systeme orthonormal (e, ), tel que ||Te,| >

g, ce qui est en contradiction avec (e).

t

3.2 Theéorie spectrale des opérateurs compacts

Cette théorie est pour l'essentiel la création du mathématicien hongrois F.
Riesz, aux alentours de 1910. Le théoreme de Riesz (qui affirme que si F est
un espace vectoriel normé, alors B est compacte si et seulement si E est de

dimension finie) est 1'un des points clés de cette théorie.

Lemme 3.2.1 Soit K € L(FE) un opérateur compact et T = Idg— K. Supposons
qu’il existe un sous-espace fermé I de E tel que T soit injectif de F' dans FE.
Alors il eziste une constante ¢ > 0 telle que ||T'(x)|| > c||z|| pour tout x € F. En

particulier, l'image T(F) est fermée.

Preuve : Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il n’existe pas de constante
¢ > 0 telle que ||[Tz|| > c||z||, x € F. On peut alors trouver une suite (z,)n>1
de vecteurs de F, de norme 1, telle que ||Tz,| — 0, n — +oo. Puisque K
est compact, il existe une sous-suite (z,, )r>1 telle que K(z,,) converge; mais

T(xp,) = xn, — K(x,,) tend vers 0, donc z,, converge vers un vecteur x €

k
E. Comme F est fermé, nécessairement, x € F' et de plus, ||z|| = 1. Donc en
particulier z # 0. Il reste alors a remarquer que par continuité de 7', on a

Tey = lim Tz, =0,

k——+o0

ce qui contredit I'injectivité de T sur F. Ainsi il existe une constante ¢ > 0 telle
que ||T'(z)]| > c||z|| pour tout x € F. Le fait que I'image T'(F’) soit fermée résulte

d’arguments standards laissés en exercice au lecteur.
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Proposition 3.2.2 Soit E un espace de Banach, K € L(FE) un opérateur com-
pact et T' = Idg — K. Alors le noyau de T est de dimension finie et 'image T'(F)

est fermée.

Remarque 3.2.3 On remarquera, en utilisant la formule du binome et la pro-
priété d’idéal de K(E), que T" = (Idg — K)" est de la forme [dg — K,, , avec K,
compact, donc les images de T™ sont fermées pour tout n > 0 (et leurs noyauz

sont de dimension finie).

Preuve de la proposition 3.2.2 :  Notons E; = ker T' = ker(/dg — K). On
vérifie facilement que Br, C K(Bg) et comme K est compact, on obtient que
By, est compact. Le théoréeme de Riesz implique alors que E,; est de dimension
finie. Le lemme 1.10.5 implique alors qu’il existe un sous-espace fermé F' de F tel
que E = ker(T) @ F. Alors T est injectif sur F' et le lemme 3.2.1 entraine que
T(E)=T(F) est fermée.

O

Lemme 3.2.4 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, avec F fermé,
F C G et F# G. Pour tout € €]0,1], il existe un vecteur y € G tel que ||y|| =1
et dist(y, F) > 1 —e.

Preuve : Par hypothese, il existe yo € G\ F. Puisque F est fermé et yo ¢ F,
on a § := dist(yo, F') > 0. Comme dist(yo, F') < §/(1 — ¢), il existe xy € F tel
que ||zo — yo|| < /(1 — €). Notons a = ||xg — yol| et posons y = a~(yy — o)
(remarquons que « # 0 car yo ¢ F'). Montrons que y convient. Tout d’abord,

bien sir, on a y € G et ||y|| = 1. D’autre part,
dist(y, F) =dist(a " *(yo — 2¢), F)
=a " dist(yo — 20, F)

=a~ dist (yo, F) (en utilisant que xy € F)
J

= >1-c¢
10 = oll
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ce qui acheve la preuve du lemme.

t

Lemme 3.2.5 Soit E un espace de Banach, K € L(FE) un opérateur compact et

T =Idg — K. Alors on a les propriétés suivantes :

(a) 1l n’existe pas de chaine infinie (F,),>0 de sous-espaces vectoriels fermés

de E telle que, pour tout n > 0, on ait
Fn g Fn+1 et T(Fn+1> C Fn

(b) Il n'existe pas de chaine infinie (F,),>0 de sous-espaces vectoriels fermés

de E telle que, pour tout n > 0, on ait
Fn+1 g Fn et T(Fn) C Fn+1.

Preuve : (a) Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe une suite
(Fy)n>0 de sous-espaces vectoriels fermés de E telle que F,, C F,,1 et TF,11 C
F,. Fixons € € (0,1). D’apres le lemme 3.2.4, pour tout n > 0, il existe un vecteur
Tnt1 € Fuy tel que ||z,4q|| = 1 et dist(zpy1, Fn) > 1 — . Puisque T(F,11) C
F,CF,1et K=1dg—T,ona K(F,1) C F,y1. Soient alors k, ¢ deux entiers
tels que 0 < k < £; le vecteur T'(xy) est dans Fy_; et K(x) € F, C F,_1, donc
T(x¢) + K(xy) € Fy—q, donc

1K (o) — K (@)l = e — (T(xe) + K ()] > dist(ae, Foy) > 1— .

Ainsi 'image K (Bg) contient une suite infinie de points dont les distances mu-
tuelles sont > 1 — ¢, ce qui contredit la compacité de K.

Le (b) se prouve de fagon analogue.

0

Corollaire 3.2.6 Soit E un espace de Banach, K € L(E) un opérateur compact
et T'= Idg — K. La suite croissante des noyaux (ker(1T")),>0 est stationnaire.

La suite décroissante des images (Im(T™)),>0 est stationnaire.
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Remarque 3.2.7 Supposons qu’il existe kg € N tel que ker(T*) = ker(T*o+1).
Alors on vérifie facilement par récurrence que, pour tout k > ko, on a ker(T*) =
ker(T*) et donc la suite des noyaux (ker(T™)),>o est stationnaire.

De méme, supposons qu’il existe kg € N tel que Im(T*0) = Im(T**1). Alors on
vérifie facilement par récurrence que, pour tout k > ko, on a Im(T*) = Im(T*0)

et donc la suite des images (Im(T™)),>o est stationnaire.

Preuve du corollaire 3.2.6 :  Posons F,, = ker(7™). On vérifie facilement que
F, est fermé, F,, C F,.1 et T(F,+1) C F, pour tout n > 0. Si la suite n’était
pas stationnaire, alors d’apres la remarque 3.2.7, on aurait aussi F,, # F,,, pour
tout n > 0. Ainsi on obtiendrait une contradiction avec le (a) du lemme 3.2.5.
Pour le cas des images, le raisonnement est analogue en appliquant cette fois ci
le (b) du lemme 3.2.5.

O

Remarque 3.2.8 Nous verrons plus tard que le plus petit entier ng a partir du-

quel les suites (ker(T™))n>0 et (Im(T™))n>0 deviennent stationnaires est le méme.

Corollaire 3.2.9 Soit E un espace de Banach, K € L(E) un opérateur compact

et'T'=1dg — K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est injectif.
(ii) T est surjectif.
Preuve : (i) = (ii) : on raisonne par I'absurde en supposant que 7" est injectif

et non surjectif. Montrons par récurrence que nécessairement, Im(7"*!) C Im(7™),

pour tout n > 0. Pour n =0, on a
Im(T) € E =Im(Idg) = Im(T").

Supposons que Im(7T**1) C Im(T*), pour un certain k > 0. Soit alors y € Im(T*)\
Im(7T*+1). Posons z := Ty. Comme y € Im(T%) il existe x € E tel que y = T"z.

Dot z = Ty = TF 'z € Im(T*+1). D’autre part, z ¢ Im(T*2); en effet sinon
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il existerait z; € E tel que z = TF"2z, = Ty et en utilisant l'injectivité de T,
on aurait y = T*z; € Im(T*™), ce qui est absurde. D’ott 2 € Im(T*!) \
Im(T**2). En particulier, on obtient que Im(7**2) C Im(T**!). Par conséquent,
par récurrence, on en déduit que pour tout n > 0, on a Im(7"!) C Im(T™), ce
qui contredit le corollaire 3.2.6.

(i) = (ii) : raisonnons par I'absurde en supposant que l'opérateur 7" est
surjectif et non injectif. Montrons alors par récurrence que ker(7T™) C ker(T"1),
pour tout n > 0. Pour n = 0, la propriété découle de la non injectivité de T'.
Supposons alors que ker(T%) C ker(T**1), pour un certain k > 0. Soit alors = €
ker (T%1)\ ker(T%). Comme T est surjectif, il existe x; € E tel que x = Tx;. Alors
T2z, =Ty =0 et TFHz, = Trx # 0. Ainsi ; € ker(T*2) \ ker(T**1). On
a donc par récurrence ker(T™) C ker(T™), pour tout n > 0 et ceci contredit une

nouvelle fois le corollaire 3.2.6.

n

Définition 3.2.10 Soit E un espace de Banach et T € L(E). On dit que T est

un opérateur de Fredholm si les 3 conditions suivantes sont satisfaites :

(a) limage de T est fermée;

(b) le noyau de T est de dimension finie;

(c) limage de T est de codimension finie.
On note alors

Ind(7T) := dim (ker T') — codim (Im T")

et le nombre entier Ind(T") s’appelle l'indice de T'.
Théoréme 3.2.11 (Alternative de Fredholm) Soient E un espace de Ba-

nach, K € L(E) un opérateur compact et T = Idp— K. Alors T est un opérateur
de Fredolm et Ind(T") = 0.

Preuve : D’apres la proposition 3.2.2, ker(7") est de dimension finie et Im(7")

fermée. Il reste donc & montrer que Im(7") est de codimension finie, égale a
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dim (ker T'). On va procéder par récurrence sur la dimension de ker T'.

Sidim (ker T') = 0, alors T est surjectif d’apres le corollaire 3.2.9 et donc £/ Im(7T") =
{0}, ce qui implique que codim (Im7") = dim (ker7"). Soit maintenant n =
dim (ker T') > 0 et supposons que codim (Im7”) = dim (ker 7") pour tout opérateur
T' = Idgp — K', K’ compact et dim (ker7") < n — 1. Comme dim (ker 7') > 0,
le corollaire 3.2.9 implique que T n’est pas surjectif, c’est-a-dire qu’il existe
yo € E\ Im(T'). D’apres le lemme 1.10.5, il existe un sous-espace fermé E; de F
tel que E = ker T'@ E;. Considérons une base {x1, za,...,x,} de ker T' (rappelons
que dim (ker T') = n) et définissons 'application 7" : E' = kerT'® E; — FE par

T (Z Ai; + y) = Myo + Ty, (N €K,y € Ey).

i=1
Il est facile de voir que 7" est linéaire. Montrons que ker 7" = Vect (2, x3, ..., Ty).
L’inclusion

Vect (xq, 3, ..., 2,) C ker T

est évidente par définition. Réciproquement si z = Y, \iz; +y € ker T” (avec
y € E1) alors on a A\iyo+ Ty = 0. Si Ay # 0 alors yg = —A\{ Ty € Im T, ce qui
est absurde. Donc A\ = 0 et donc Ty = 0. D’ott y € ker T'N £y = {0}. Ainsi

n
x = Z)\ixi € Vect (w9, 23,...,%y),

=2
ce qui prouve l'autre inclusion et donc ker 7" = Vect (z3,x3,...,x,). Ainsi en
particulier on a dim (ker7") = n — 1. Montrons que 7" = Id — K' avec K’
compact. Remarquons que 'opérateur R :=T" — T est de rang 1; en effet, pour
tout x € F, on a

(T, - T)"L‘ = )\1?/07

d'ouIm(R) = Kyp. Ainsi 7" =T+R = Idg—K+R = Ildg— K" avec K' = K—R.
Or K' € L(F) et K’ est compact d’apres la proposition 3.1.3. On peut donc ap-

pliquer I’hypothese de récurrence a T” et en déduire que codim (Im7”) est finie
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et codim (Im7”) = dim(ker7’) = n — 1. Or Im7" = Kyo @ Im 7. En utili-
sant le lemme 1.10.9, on en déduit que codim (Im7") est finie et codim (Im7") =
codim (Im7")+1=n—141=n = dim (ker T"). Ceci acheve de prouver que T
est un opérateur de Fredholm d’indice nul.

U

Remarque 3.2.12 Dans la remarque 3.2.8, nous avions affirmé (sans le démontrer)
que Uentier ng, a partir duquel les suites (ker(T"))n>0 et (Im(T™)),>0 deviennent
stationnaires, est le méme. Ceci découle du théoreme 3.2.11. En effet, comme
T = (Idg — K)" = Idg — K,, avec K,, compact, n > 1, le théoréme 3.2.11
implique que

codim (Im 7™) = dim (ker 7), (n>0).

Ainsi avec un petit argument de dimension, on voit que Im(T™) = Im(T™+1) si

et seulement si ker(T™) = ker(T™0+1).

Théoréme 3.2.13 Soient E un espace de Banach et K € K(E) un opérateur

compact. On a lalternative suivante :
(a) soit o(K) est fini.
(b) soit o(K)={0}U{\,:n >0}, \, #0 et A\, = 0, n — +o0.
De plus, si A € o(K) \ {0}, alors X est une valeur propre de K de multiplicité

finie.

Preuve : Remarquons tout d’abord que si A # 0 est une valeur propre de K

alors sa multiplicité est finie. En effet,
ker(K — Mdg) = ker(A\'K — Idg)

et comme A\"'K est compact, on peut appliquer la proposition 3.2.2 qui implique
que le noyau de A\™'!K — Idg est de dimension finie.
Montrons maintenant que si A € o(K) \ {0} alors A est une valeur propre de K

qui, de plus, est isolée dans le spectre de K. Quitte & remplacer K par A™'K, on



3.2. THEORIE SPECTRALE DES OPERATEURS COMPACTS 107

peut supposer que A = 1. Posons T' = Idr — K. Supposons que 1 n’est pas valeur

propre de K. Alors T est injectif et d’apres le corollaire 3.2.9, T est finalement

bijectif. Autrement dit 1 ¢ o(K), ce qui est absurde. Cela montre donc que 1

est valeur propre de K. Il reste a montrer qu’elle est isolée dans le spectre de K.

Pour cela, nous allons montrer le fait suivant :

Fait 1 :si 1 € o(K) alors il existe kg > 1 tel que E = ker T" & Im T*.
Remarquons que 7" = (Idg — K)" = Idg — K,, avec K, compact, n > 1.

Donc le théoreme 3.2.11 implique que
codim (Im7") = dim (ker T™), (n>0).

De plus, d’apres le corollaire 3.2.6, la suite (ker(7™)),>o est stationnaire. Soit kg

le plus petit entier tel que pour tout k£ > kg, on a
ker T* = ker T*. (3.3)

On a kg > 1 car ker T° = ker Idp = {0} et ker T' = ker(Idp — K) # {0} car 1 est

valeur propre de K. On vérifie facilement que 1’équation (3.3) implique

ker TN ImT* = {0}, (3.4)
(car sinon ker T C ker T*koF1) et aussi

ker T N Im T* = {0}, (3.5)

(car sinon ker T C ker T?0). L’égalité codim (Im7%) = dim (ker T*) et (3.5)

impliquent avec le lemme 1.10.10 que
E =kerT" @ Im T™,

ce qui acheve la preuve du fait 1. Remarquons de plus que T'(ker %) C ker T
et T(ImT*) C ImT*. Notons alors Ty := T}y ko €t Ty := T}y 7. Alors bien
stir, on a Ty € L(ker T*) et Ty € £(ImT*0).
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Fait 2 : il existe 6 > 0 tel que pour tout nombre A € K, |[A| < 4, I'opérateur
Ty, — M d est un isomorphisme sur Im 7%,

Nous allons montrer que 75 est un isomorphisme. Remarquons que 75 est
injective d’apres (3.4). On peut alors appliquer le corollaire 3.2.9 & T, et on en
déduit que Ty est un isomorphisme de Im T* sur Im T*. Comme Inv (£(Im T*0))
est un ouvert, il existe & > 0 tel que pour tout nombre A € K, |A\| < 9§, To — \Id
reste un isomorphisme sur Im 7% . Ceci prouve le fait 2.

Fait 3 : pour tout A\ # 0, Popérateur T} — A\ d est un isomorphisme sur ker T*0.

Vérifions d’abord que si A # 0, alors 'opérateur 77 — A\Id est injectif. Soit
r € ker(Ty — Md). Alors © € kerT* et Tz = Az. Nous allons montrer par
récurrence descendante que pour tout 0 < j < kg, Tjz = 0. Pour j = ko, la
propriété est vérifiée car x € ker T*. Supposons que pour 1 < j < kq alors
Tiz = 0. Alors en utilisant que Tx = Az, on a T '(\z) = Tz = 0. D’ou
Ti=1x =0 car X\ # 0. Ainsi on obtient que x = 0. L’opérateur T} — M d est donc
injectif et finalement un isomorphisme car dim (ker 7%) < +o0. Ceci achéve la
preuve du fait 3.

En utilisant les faits 2 et 3, on en déduit donc que 'opérateur
T - )\IdE - (Tl - )\Id|keerO) @ (T2 - )\IdeTkO)

est un isomorphisme pour tout A # 0 assez petit. Ainsi 0 est un point isolé de
o(T), c’est-a-dire que 1 est un point isolé de o(K). On a donc prouvé que pour
tout A € o(K) \ {0}, A est un point isolé du spectre de K. Autrement dit, si
0 <r < R, 'ensemble {z € o(K) : r < |z| < R} est fini. Donc si o(K) est infini,
alors ceci permet de ranger les valeurs de o(K') en une suite (\,), qui tend vers
0 (car le spectre de K est fermé).
U
Pour T' € L(E), on notera o,(7) 'ensemble (éventuellement vide) des valeurs

propres de T.

Théoréme 3.2.14 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur com-
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pact et normal. Alors

1
H= P ker(T — Mdy).

A€oyp(T)

En particulier, H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T'.

Preuve: Pour A € 0,(T), notons E\ = ker(T'— Al dy). D’apres le lemme 2.2.4,
on a

ker(T — M dy) = ker(T* — M dy),

(car si T est normal, 7' — Al dy est aussi normal). Montrons que Ey L E,, pour

tout A\, € 0,(T'), A # p. Soit x € Ey, y € E,,. Alors

Mz, y) = (T(z),y) = (z, T"y) = p(x,y)

ot la derniere égalité provient du fait que y € E,, = ker(7™ — fildy). On en déduit
donc que

(A = p)(z,y) =0,
soit comme A # p, on obtient (z,y) = 0. Ceci prouve donc que E\ L E, et les

sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux. Maintenant notons

L
F = @ ker(T — M dy),

AEap(T)
et montrons que I = H. Raisonnons par I'absurde, en supposant que F* # {0}.
Remarquons que, pour tout A € 0,(7), on a TE\, C E) et T*E, C E). D’ou
TF C FetT*F C F. La proposition 2.1.5 implique alors que

T*F*c F+ et TF'cF*. (3.6)

Considérons 11 := Tjp.. En utilisant (3.6), on vérifie que Ty est un opérateur
normal et compact. Donc en utilisant I'exercice 2.4.7, on en déduit qu’il existe
w1 € o(1y) tel que |py| = ||71]]. Supposons p; = 0; alors dans ce cas, cela signifie
que Ty = 0, soit encore que F+ &€ kerT. Mais ceci est absurde car kerT C F.

Ainsi gy # 0. On sait alors d’apres le théoreme 3.2.13 que p; est une valeur
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propre de 7). Autrement dit, il existe # € F* x # 0 tel que Tiz = .z, soit
encore T'x = pyz. Donc x est aussi un vecteur propre de 71" et donc = € F'. Ceci
est absurde. On en conclut donc que F' = H. Pour obtenir une base orthonormée
de H formée de vecteurs propres de T', on rassemble des bases orthonormées de
chaque espace E) , A # 0, qui sont des bases finies, et il y a lieu, une base

orthonormée du noyau FEj.

3.3 Exercices

3.3.1 Premiers exemples d’opérateurs compacts : shifts
pondérés, opérateurs intégraux et opérateur de Vol-
terra

Exercice 3.3.1 Soit H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et
so0it (en)n>1 une base hilbertienne de H. Soit (\,)n>1 une suite bornée de nombres
complezxes et soit T € L(H) tel que T(e,) = A\pen. Montrer que T' est compact si

et seulement st lim,,_,oo A,, = 0.

Exercice 3.3.2 Soit H un espace de Banach et T une application linéaire conti-
nue compacte de H dans H. Montrer que si ['image de T' est fermée, alors elle

est de dimension finie.

Exercice 3.3.3 Soit E = C([a,b],R) ou E = C([a,b],C) muni de la norme du
supremum : || f|| = sup (o4 |f(7)]. On définit T sur E par

b
Tef(e) = [ Ka)fw)dy
ot K : [a,b] X [a,b] — R est une fonction continue. L’opérateur Ty est appelé
opérateur intégral.
1. Montrer que Tk est une application linéaire et continue de E dans E.

2. En utilisant le théoreme d’Ascoli, montrer que Tk est compacte.
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Exercice 3.3.4 Soit H ['espace de Banach des fonctions continues sur [0, 1],

noté C([0,1]), muni de la norme infini. On définit V' sur H par

sﬁmzé3@w

L’opérateur V' est appelé ’opérateur de Volterra
1. Montrer que V' est une application linéaire et continue de H dans H.
2. A Uaide du théoréme d’Ascoli, montrer que V est un opérateur compact.
3. Montrer que V' n’a pas de valeur propre.

4. Montrer que le rayon spectral de V' est 0. On dit que V' est quasinilpotent.

3.3.2 Opérateurs de Hilbert—Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e, )n>o une base hilbertienne de

H. Par définition on dit que T € L(H) est un opérateur de Hilbert—Schmidt si

1715 = ) IT (el < oo

n>0
Exercice 3.3.5 On notera par Co(H) l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

1. Montrer que 3, o | T(e:)||* est indépendant du choix de la base hilbertienne
(en)nZO-
2. Montrer que Co(H) est un espace vectoriel normé complet muni pour la

norme || - ||o.
3. Montrer que Co(H) est composé d’opérateurs compacts.
4. Montrer que Co(H) est un idéal bilatére de L(H).

5. Soit K € L*([0,1],[0,1]) et soit T défini sur L*([0,1]) par

YW@:AK@MMMy

Montrer que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
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3.3.3 Décomposition des opérateurs compacts

Exercice 3.3.6 Soit A un intervalle de R non réduit a un point et K une fonc-
tion complexe de carré intégrable sur A x A telle que K (t,t') = K(t',t) pour tout
t,t' e A.

1. Soit v 'endomorphisme de L*(A) défini par

(v f)(t /Ktt (t' € A).
Montrer que le spectre de vk se compose de 0 et d'une suite de valeurs

propres réelles de multiplicités finies.

2. Soit (A1, \a,...) la suite des valeurs propres non nulles de v, chacune

écrite un nombre de fois €gal a sa multiplicité. Montrer que l'on a :

Z)\i://\l((t,t/)|2dtdt/<oo.
- AJA

3. Montrer que L*(A) est la somme directe hilbertienne des sous-espaces propres

de vi correspondant aux différentes valeurs propres.

4. Choisissons un systéeme orthormal (¢n), dans L?(A) tel que v, = A\
pour tout n. Pour tout f € L*(A), posons

_ / () on ()t
A

UKf = Z )\nCnSOn,

Montrer que l'on a :

la série convergeant normiquement dans L*(A).

5. Soit X un nombre complexe non nul distinct de tous les \,. Soit g € L*(A)
et posons dy, = [ g(t)pn(t)dt. Montrer qu’il existe h € L*(A) et une seule
fonction h € L*(A) telle que

/Ktt Bt — M(#) = g(t)
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presque partout dans A\, et h est donné par la série

1 A
h= g+ g
Ag+;A(An—A) 4

convergeant normiquement dans L*(A).

6. Soit Y la fonction définie sur A x A par

P (1) = ou(t)om(t).
Montrer que
K= Z )\nsonna
la série convergeant normiquement dans L*(A x A).

7. On suppose maintenant que A est compact et K continue sur A x A. Mon-
trer que pour tout f € L*(A) la fonction vk f est continue. En déduire que
les fonctions propres de vk correspondant a une valeur propre non nulles

sont continues.

8. Montrer que pour f € L*(A) la série
UKf = Z )\ncnfn

converge uniformément et absolument (en se plagcant dans les hypotheses de

la question précédente.

9. On reprend les notations et les hypotheses de 7. et 8. Montrer que pour

toute fonction g continue sur A, l'unique h € L*(A) telle que, pour tout
A # 0,
/ Kt E)h(t)dt — Mh(t) = g(t)
A

presque partout dans A\, possede un représentant continu. Montrer que

1 A
h:—— E dnn
Ag+;A(An—A) 7

ou cette série converge uniformément et absolument.
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Chapitre 4

Séries de Fourier et applications

4.1 Analyse de Fourier pour les fonctions périodiques
et localement intégrables

4.1.1 Fonctions périodiques

Soit f une application de R dans C et soit G :={a € R: f(z+a) = f(z),x €
R}. On voit aisément que G est un groupe additif de R, appelé groupe des périodes
de f. La fonction f est dite périodique si G # {0} (on dit que f est a-périodique
sia #0,a € G) et fest non périodique sinon. Si f est continue, G est fermé
et il y a trois possibilités : (i) G = R et f est constante; (ii) G = {0} et f n’est

pas périodique; (iii) G = TZ, avec T' > 0 et T s’appelle la plus petite période de f.

De facon générale, I’étude d’'une fonction T-périodique f se ramene a 1’étude

d’une fonction 27-périodique g avec g(z) = f(&x). Soit C 'espace des fonctions
continues sur R et 2m-périodiques. C’est une algebre de Banach pour le produit

usuel et muni de la norme || f[|oo = sup;ep [f ()| = supeig aq [f(2)]-

Définition 4.1.1 Soit A une algébre sur C équipée d’une norme || -||. On dit que

A est une algeébre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) A est un C-espace de Banach (i.e. un C-espace vectoriel normé, complet)

115
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(ii) pour tous z,y € A, on a
lzyll < [lllflyl]-

Notons T := {z € C: |z] = 1}. On remarque que I'on a I’équivalence suivante :
feC«+=3gcC(T) tel que f(t)=g(e"),

ou C(T) désigne I'espace des fonctions continues sur le cercle unité.
C’est pourquoi, dans la suite, nous nous limiterons a I’étude des fonctions de

C(T).

4.1.2 Coefflicients de Fourier

Si 1l < p < oo, LP(T) désigne l'espace vectoriel des classes de fonctions f :
T — C, Lebesgue mesurable, telles que || f]|, < oo avec
1 s ) 1/p
1= (55 [ lrepar) s 1<p<oo
™ —T
et ou || ||« est la borne supérieure essentielle de |f|.
Soit f € LY(T). Pour n € Z, le niétme coefficient de Fourier de f est défini
par :
N 1 " ity —int
fln) = — (e")e "™ dt.

o) .
Le spectre de f, noté Sp(f), est défini par

-~

Sp(f) ={n € Z: f(n) # 0}.

La suite f = (f(n))nez est appelée la tranformée de Fourier de f. Comme
|J?(n)| < ||fllx, on en déduit que fe (>°(Z) avec H]?HOO < ||fllx. Par conséquent,
la transformation de Fourier

F:LYT) — (~(Z)
;e f
est une application linéaire continue et contractante. Comme pour f = 1, ||]/C\||OO =
1, la norme de F est 1.
Nous montrerons plus tard que F est injective.

Notons le lien entre les coefficients de Fourier de f et f’:
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Lemme 4.1.2 Soit f € C(T) qui de plus est C* par morceaux. Alors, pour tout

n €z, on a
Fi(n) = infln).

Preuve :  On peut écrire [0, 27] = Uz-_:%[aj, ajr1],on0=ag <--- <@ =27 et
olt f est C! sur 'arc [¢% e'%+1]. Une intégration par parties donne
aji1 ajt1
/ fl(et)e ™Mt = [f(eit)e_mt]gfl + m/ fleMye ™mdt.
a; a;
En sommant ces égalités de j =0 a l — 1 et en divisant par 27, on obtient

- 1

f/(n) 27T[f<elt> 7Znt 27r+,ln/ f it flntdt_,lnf( )

Le lemme suivant va nous permettre de préciser I'image de F.

Lemme 4.1.3 (Riemann—Lebesgue) Soient a,b € R, avec a < b, et soient

f € LY([a,b]) et A € R. Alors

lim /b f®)eMdt = lim /b f(t) cos(At)dt

[A| =00 a [A| =00
= lim / f(t) sin(\t)d
\)\|—>oo
Preuve : En utilisant la décomposition f = f; + ifs, ou fi, fo sont réelles, il

suffit de prouver le lemme avec f réelle. De plus, comme e = cos(At) +i sin(At),
avec f réelle, il suffit de prouver que la premiere limite est nulle, autrement dit
de prouver que si (\,), est une suite de réels non nuls tels que |\,| — oo, alors
lim,, o0 [ f(t)etdt = 0.

Définissons une suite (£,),>1 de formes linéaires sur L'([a,b]) par la formule

mmz/mmww.

Comme |(,(g)| < f lg(t)|dt = ||g||1, ¢, est continue et méme contractante. Le

point clé pour la suite est que sup,, ||¢,|| < oo.
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Si I = [u,v] est un intervalle de [a,b], on a :

Y 1. ‘
gn(XI) - /u 62)‘"tdt = m<€l>\nv . 6”‘"“)7

ou x; est la fonction caractéristique de I'intervalle I. En particulier, |£,(x;)| <

2

ol 0 lorsque n — co. Comme les fonctions x; forment une partie totale de

L'([a, b]), avec sup,, ||€n]| = 1 < 0o, on en déduit que

lim /¢,(g9) =0,

n—o0

pour tout g € L'([a,b]). En effet, soit ¢ > 0 et h dans enveloppe linéaire des
fonctions de la forme y; telle que ||h—g||; < €. Par linéarité de £,,, lim,,_, £, (h) =

0. Soit N tel que si n > N, |€,(h)| < e. Alors, pour n > N, on a :
16a(9) = €a(R)] = |€a(g — W) < [[€allllg — hlls = llg — hlls <e.

Par I'inégalité triangulaire, il en résulte que ||£,(g)|| < € + €. (h)] < 2e.

On obtient le résultat immédiat suivant.

Corollaire 4.1.4 Pour tout f € L*(T), on a

~

lim f(n) =0,

et ainst F(L'(T)) C co(Z) = {(an)nez : an € C,lim},00 |an| = 0}.

Nous verrons en exercice que F, a valeurs dans ¢y(Z), n’est pas surjective.

Remarque 4.1.5 Tout ce qui précede et tout ce qui suit reste valable pour les
fonctions T-périodiques (T > 0), en remplagant les coefficients de Fourier par la

formule :

17 :
T / f(t)€2mnt/Tdt.
0
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Tout d’abord nous allons développer certaines techniques. La série de Fourier

de f s’écrit formellement

Z Fln)en.

nel

Cette définition est motivée par le fait que la série de Fourier d'un polynome
trigonométrique P coincide avec P.

La question centrale en analyse de Fourier pour les fonctions de L!(T), est de
savoir quand, comment et vers quoi cette série converge.

On notera par S,(f) la somme dite somme partielle d’ordre n de f, le po-
lynéme trigonométrique suivant :

n
Su(F)e") =D Flk)e™.
k=—n
Toute série formelle de la forme

E aneznt

nezZ

est appelée une série trigonométrique. Par conséquent, une série de Fourier est
un cas particulier de série trigonométrique. Cependant il existe des séries trigo-
nométriques qui ne sont pas des séries de Fourier, i.e. il existe des suites (a,)nez
qui ne sont pas les coefficients de Fourier d’'une fonction intégrable.

Via l'identité ™™ = cosnt + isinnt, une série trigonométrique peut s’écrire
sous la forme :

ap + Z(an cos nt + [, sinnt).

n=1

Un exemple tres important qui joue un role central dans la théorie des fonctions

harmoniques (fonctions f de classe C? sur le disque unité ouvert D de C dont le
laplacien 7 f := % + giyéc est nul sur D) est le noyau de Poisson
1—r?

Pr " = )
(e%) 1+7r2—2rcost

0<r<1).

Il est clair que P, € C=(T) c L'(T).
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Un calcul direct de ﬁ: semble difficile a premiere vue. Mais l'observation
suivante rend les calculs plus faciles :

2 2

1—7r 1—7r
1+72—2rcost (1 —reit)(1 —re-it)
1 1
1—rett ' 1—reit

_ E T\n|eznt'

nez

De plus, pour chaque r < 1, les sommes partielles convergent uniformément vers
P,. La convergence uniforme est la clé pour cette méthode rapide car elle parmet

d’inverser somme et intégrale dans ce qui suit :

— 1 4 . .
P.(n) = gy P.(e")e ™ dt
1 4 , ,
- = |m| imt int
= ) (%r e )e dt
= Sl (L[ memngy
2 ) .
meZ
g

1—r2

T oot = > ez ™e™ montre que P, est égal & sa série de Fourier

L’égalité
en tout point de T.

4.1.3 Convolution sur T

Soient f et g dans L'(T). En général on ne peut pas conclure que fg € L*(T).

En effet, si f(e) = % = g(e") avec f(1) = g(1) = 0, on remarque que

[ 1sengentar = [ Gar =

—T —Tr

mais f,g € L*(T). Cependant, par le théoréme de Fubini,

J ([ ienatectar)a = [isenr ([ lae ) ds

= |Iflhllglls
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Par conséquent ["_|f(e")g(e'""™)|dr < oo pour presque tout t. Cette observa-

tion implique que I'on peut bien définir

£ g(e) = — / F(€)g(e D) dr

™

pour presque tout ¢ et de plus fx g € L(T) avec

1 % glly < £l llglls-

La fonction f x g est appelée la convolution de f et g.

Il est immédiat de constater que la convolution est
1. commutative : fxg=g* [;

2. associative : (fxg)xh=f*x (g~ [);

3. distributive : fx(g+h)=fxg+ fxh;

4. homogene : f * (ag) = (af)*xg = a(f *g),

pour tous f,g,h € L'(T) et a € C.

En fait L}(T, +, x) est une algebre de Banach, dont la définition a été rappelée
au début du chapitre.

Cet exemple concret a largement inspiré la théorie des algebres de Banach.

Notons que si f,g € L}(T) et ¢ € C(T), via Fubini,

| etz = [ [ et eenste

" _ /_7r (/_7r (p<ez'(t+ﬂ)f(e”)§—;) g(eh);l_;

Le théoreme suivant est facile a prouver. Néanmoins c’est le lien fondamental
entre la convolution et la transformée de Fourier, a savoir : la transformée de

Fourier change la convolution en produit.

~

Théoréme 4.1.6 Si f,g € L(T), alors f * g(n) = f(n)g(n).
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Preuve : Fixonsn € Z. On a

—_— 1 ™

frgn) = — [ e ™(fxg)(e")dt

— 47T2/ / f z(t T) ZT) —in(t—r) fzanTdt

— 47T2 g<em-)€ inT </ f( i(t— T)) —in(t—7 dt) dr
1 " ; —inT " 7 —in
= 13 g(eMe (/ f(eMe tdt) dr

™ —Tr

= f()in).

4.1.4 Inégalité de Young

Comme LP(T) C LY(T) pour tout p € [1,00] et comme la convolution est
définie sur L!(T), a priori, f g est bien définie pour tout f € L"(T) et g € L*(T)
avec 1 < r;s < oo. Le résultat suivant donne plus d’information lorsque l'on

restreint f et g a des sous-classes de L'(T).

Théoréeme 4.1.7 (Inégalité de Young) Soit f € L"(T),g € L*(T) ou 1 <
r,s < 00 et%Jr% > 1. Soit p défini par

11 1
- =—-+4+--1.
p r s

Alors fxg € LP(T) et
L gllp < [1£1l-llg]ls-

Preuve : Si p = oo, ou si, de facon équivalente, si % + % =1, alors fxg
est défini partout sur T et 'inégalité de Young se réduit a I'inégalité de Holder.
Supposons maintenant que % + % > 1. Nous allons utiliser une forme généralisée

de l'inégalité de Holder, comme suit. Soient 1 < py,---,p, < 0o tels que

1 1
__|_..._:1’
y4 DPn
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et solent fi,-- -, f, des fonctions mesurables d’un espace mesuré (X, M, u). Alors

/X|f1...fn|d,u§ </X|f1|pldﬂ>1/7’lm (/X|fn|””dﬂ>1/pn.

Cette inégalité s’obtient par induction, a I'aide de 'inégalité de Holder classique.

on a

Soient ' et s’ les exposants conjugués de r et s respectivement, i.e.

1 1 1 1
- 4+—-—=1 et -+ —=1.
roor s s

Par définition de p, on obtient alors :

1 1 1

Fixons e € T. En vue d’appliquer I'inégalité de Holder généralisée, on va écrire
Iintégrant | f(e?)g(e"®?)| comme le produit de trois fonctions appartenant res-

pectivement & L™ (T), L*(T) et LP(T). Plus précisément on a

D00 = [g(e e
VC

< |f(ePg(e )T,

D’apres 'inégalité de Holder généralisée, on en déduit :

1 T ) ) 1 ™ ) , 1/7"l
[ < (3 [l oma)

2 J_, 2 —r
L (™ o) 1
- 05" (1=r/p) 19
< (5 [ 1rerema)
1 [ 4 1/p
< (5 [ I rige )

Comme 7'(1 — s/p) = s et s'(1 —r/p) = r, on obtient

) , , 1 ™ ) ) 1/p
[(f > ) ()] < Nlgll™ I 11 (—/ If(e’el”lg(e’(g_”)lsde) ,

2 ) .
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pour presque tout e € T. Finalement, en utilisant le théoréeme de Fubini, on

obtient :

Ireal = (5 [ ”|<f*g><e“>|pdt)l/p

—Tr

s/r’! r/s’ 1 " " 0| 1(0—t)\|s p
< Ml U (e [ 10t latee- 0 asat)
= gl U NP = 1ol

O
On peut aussi prouver ce résultat a ’aide du théoreme d’interpolation de
Riesz—Thorin (cf. suite du cours).

Voici deux cas particuliers tres utilisés de 'inégalité de Young.

Corollaire 4.1.8 Soit f € LP(T) avec 1 < p < oo et g € L}(T). Alors fxg €
LP(T) et

1> gllp < [1£1lpllglh-

Corollaire 4.1.9 Soit f € LP(T) et soit g € LI(T), ot q est l’exposant conjugué
de p. Alors f % g est bien défini pour tout e € T, fxg € C(T), et

1% glloo < £ 11nllglo-

Preuve : La seule chose a prouver est la continuité de f x g. Notons que
I'inégalité de Holder garantit que (f  g)(e) est bien défini pour tout ¢ € T.
Au moins un des deux indices p ou ¢ est fini. Sans perte de généralité, sup-
posons que p # oo. Alors C(T) est dense dans LP(T). Ainsi, pour € > 0, il existe
v € C(T) tel que
1 =l < e

On en déduit :
[(Fxg)(e") = (fxg)(e*)] < ((f =) *g) ()] +|((f — ¢) * g)(e™)]
+ e xg)(e”) = (pxg)(e?)
<

21 = ¢llpllglly +welt = sDliglla,
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ou
wy(0) = sup |p(e”) — p(e”)]
jt—s| <0

est le module de continuité de . Comme ¢ est uniformément continue sur T,

lim w,(0) = 0.

6—0

Par conséquent, si |t — s| est assez petit, nous avons

[(f % g9)(e") = (f x9)(e”)] < 3ellgl-

4.1.5 Les principaux noyaux trigonométriques

Le noyau de Dirichlet

Posons D, (e") = >"p_  €*. On appelle D,, le noyau de Dirichlet d’ordre n.
On remarque tout de suite que D, (¢”) = D, (e™) et de plus 5 fOZW D, (e)dt = 1.
Une autre expression du noyau de Dirichlet est la suivante :

sin((n + 1/2)t)

Du(e") = sin(t/2)

En effet,

Z ekt p—int 2Zn ikt
0
1 — eiCnt)t
e Dit/2 (o= (2ntDit/2 _ o(2n1)it/2)
eit/2(e=it/2 — it/2)

—2isin((2n + 1)t/2)

—2isin(t/2)
sin((n + 1/2)t)

sin(t/2)

— e—int

Le lien entre le noyau de Dirichlet et le développement en série de Fourier est le

suivant :
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Proposition 4.1.10 Pour toute fonction f € L*(T) et tout entier n >0, on a :
f * Dn = Sn(f)7

ot Su(f)(€") = S, flk)e™.

Preuve : On observe que si 'on pose e, (e') = e on a
n bl

Freae) = 5 [ nar = [ et = Fngen e

La linéarité du produit de convolution permet de conclure.
O
Si D := 3", ., en ¢tait une fonction de L'(T), la série de Fourier de f serait
donc le produit de convolution de f par D. Il n’en ai rien comme nous le verrons

explicitement en exercice par une estimation de ||D,||;.

Le noyau de Fejér

Posons K, (e) = w. On appelle K,, le noyau de Fejér d’ordre n > 1.
Pour f € L'(T), on notera par o, (f) la somme de Fejér d’indice n de f définie

par

SO(f)‘F""FSn—l(f).

n

On(f) =

La proposition suivante donne deux autres expressions utiles du noyau de Fejér.

Proposition 4.1.11 Le noyau de Fejér d’ordre n est égal a
Ku(e") = z": 1— L er(e™),
k=—n n

ou encore a

e = ()

En particulier, il est alors clair que K, est positive, paire et | K,|; = 1.
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Preuve : Par définition on a :
n—1 n—1
nk, = D; = E E ek E 1
J=0 J=0 \ |k|<j |k|<n—1 |k|<j<n—1
= > (n—|k|ex
|k|<n—1

ce qui donne la premiere égalité en divisant par n.

D’autre part, d’apres I'expression du noyau de Dirichlet, on a aussi :

nt n—1
' sin((G +1/2)t) _ 1 e
Ka(e") = — I i(j+1/2)t
n (6 ) Z Sln(t/Q) Sln(t/2) m Z e

Jj=0 =0

_ 1 Im eit/2 1— eint _ 1 Im eit/2 6int/222~ Sln(nt/Z)
sin(t/2) 1 — eit sin(t/2) cit22 sin(t/2)
sin(nt/2) int2 Sinz(nt/2)

= 5,4 ime =——,
sin(t/2) sin®(t/2)

ce qui donne la seconde égalité en divisant par n.
O
Nous avons établi que le noyau de Dirichlet est lié a la somme partielle d'une
fonction f € L'(T). Le noyau de Fejér est lui tres utile pour exprimer la somme

partielle de Fejér de f.

Proposition 4.1.12 Soient f € L'(T) et n > 1 un entier. Alors on a

on(f) = frIKn = Z <1 - %) f(k)ey.

k=—n
Preuve : D’apres la proposition 4.1.10, et la linéarité du produit de convolu-

tion, on a
) =350 = 10 4 (£
k=0 k=0 k=0

On en déduit immédiatement 'égalité o,(f) = f * K,. D’apreés la proposi-
tion 4.1.11 et les propriétés du produit de convolution, on a aussi :

om(f):f*(i ( —%) ek> = i ( W)f* i ( —%) f(k)ep.



128 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER ET APPLICATIONS

Le noyau de Gibbs

Pour n > entier, le noyau de Gibbs d’ordre n est défini par

Gole™) = Z sin]ikt).
k=1

La proposition suivante donne des informations sur la limite ponctuelle et la

norme essentielle de ce noyau.

Proposition 4.1.13 1. |G, < 5+ 1.
2. Pour 0 <t < 2m, lim, o Gp(e") = I = G(1).

3. Hminf, e [|Golloo > [780bdE = 1,85... > £ = || ]|u.

Preuve : 1. Soit r € [0,1] et soit f.(e") = > -, L:;("t) Notons que cette

série converge normalement. On a donc

i) = 3" cos(nt) = % S (e 4 ),

n>1 n>1

Comme > ., r"e™ = re'—— on obtient facilement :

1—reit?
F(et) = 1 rett N re”" _ rcost— r?
" 2\1—reit 1 —reit 1—2rcost+r?

On vérifie que f/(e") = g.(e) ou g,(e") = arctan ({=2L-). Comme f,(1) =

1—rcost

g-(1), f, = g,. Par conséquent

™
< —.
FANES

Comme ﬁ(k:) = % si k # 0, d’apres la proposition 4.1.12,

ForKu(€) = > (1= [k|/n)fr(k)er

k=—n
= rikles,
= Y (= kl/n)=;
2ik
k=—n,k#0

= r¥ sin(kt)
- ;(1 — k:/n)ik .
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Ainsi,
- r¥sin(kt) T
o= k) = < el = ol < 5.
k=1
De plus,
—kr sin( kt &
<ISien
=

Par 'inégalité triangulaire, on obtient

i ¥ sin(kt)
k

k=1

<

b |
_I_
-

En faisant tendre r vers 1, on obtient |G|l < 5 + 1.
2. Pour 0 < t < 27, considérons la série

S(2) = Z sinflnt) -

n>1

Son rayon de convergence est 1 et S(1) converge car si 0 < t < 2, les sommes

partielles
N N . .
1 ) ) 1= iNt 1= —iNt
; Sln(nt) = Z ;(elnt_eznt) = €Zt1_766it—€7@tﬁ =4y COS(t/Q) SIH(N/Q)

sont uniformément majorées par 4, et n — % décroit vers 0. D’apres le théoreme

d’Abel radial, S(z) converge uniformément sur le segment [0, 1]. En particulier,

T ZnZl

sin(nt)

r™ est continue sur [0, 1] et ainsi
, sin(nt) sin(nt)
1 SR o SUARE)
) =,
n>1 n>1

sin(nt)
n

n

r Lnt)

= arctan (krcost .

Dans la preuve du 1., nous avons établi que ) .,

Par conséquent,

sin(nt) < sin ¢ )
Z ————= = arctan| —
n 1 —cost

= B 2sin(t/2) cos(t/2)
= arctan <1 — cos?(t/2) + sinz(t/Q))
= arctan(l/tan(¢/2))

= arctan(tan(m/2 —t/2))
m—t

2
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3. On remarque que

(Gull 2 Gy = 3 22T/
k=1
_ _Zsm /ﬁr/n
a km/n
>3 HGHoo

2_

Le noyau de Jackson

Pour n > entier, le noyau de Jackson d’ordre n est défini par

. K2 K2
Jn ezt — n — n )
) =T TR

Comme le noyau de Fejér est positif, il est de méme pour le noyau de Jackson. Par
défintion on a aussi ||J,||1 = 1. On peut aussi remarquer que comme le noyau de
Fejér d’ordre n est un polynome trigonométrique d’ordre n, le noyau de Jackson
d’ordre n est un polynome trigonométrique d’ordre 2n.

La proposition suivante donne une estimation sur le noyau de Jackson utile
pour les applications. Cette estimation pour £ = 1,2 n’est pas vraie pour le
noyau de Fejér et cela justifie pour certaines applications I'introduction du noyau

de Jackson.

Proposition 4.1.14 Pour k =0,1,2, on a

1 " k it _ 1
%/_Wm Tle )dt_0<ﬂ).

Preuve : Rappelons que si 0 <t < 7, la concavité de la fonction sinus, et le

fait que la dérivée du sinus soit cosinus (majoré par 1) donnent

2
—t <sint <t.
T
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Grace a l'expression du noyau de Fejér, on va en déduire que |K2||; > an, ol a

est une constante numérique positive. En effet,

o () o=

%)4% > %H/Onw/z (SinlEU)>4du

w/2 . ¢ 4
(sm'(n )) it
0 sin ¢

IK2 =
2 n7r/2(

o3,

> gn/7r/2 (Sm(u))4du
T Jo U

> an,
. 4

avec a:% OW/Q (%) du.

Par conséquent, pour 0 < k < 3, on a

1 " k it
%/_ 7, () dt

ce qui prouve ce que l'on veut car

l/Wlt’i]n(e“)dt

T Jo

1 [ th  (sin(nt/2))*
;/0 n?[| K2l (sin(/2))*
1 [™2 2k+1lyk sin(nu)

L R

l/”/z 2k F1qk sin(nu)4du
7)o WK w2t/
™ ™% (sin(nu))*
23—k /0 n? || K [[yut=*

32k—3 T2 (o 4
T / (sin(nu)) du
0

and Uik
q3k=3  nm/2 4k (sin v)?
3 n ik
an 0 vi=
C ("2 (sinv)*
s dv.
0 v

00 (sinu)?

nk;
0 Wdu<OOS10§]{Z<3

dt

du

dv/n

Remarques sur les fonctions paires et impaires

Soit f € L'(T). Si f est paire,

fln) = % /O " F(t) cos(nt)dt.
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De plus, lorsque f est paire,

Sa(f) (e +22 flk)ycos(kt) et o (f)(e") = F(0)+2 (1—k/n) f(k) cos(kt).

_ ; /0 " F(t) sin(nt)dt

De plus, lorsque f est impaire,

Si f est impaire,

e't) = 222 F(k)sin(kt) et o (f)(e") =2iY (1 —k/n)f(k)sin(kt).
k=1
4.1.6 Les principaux théoremes de convergence

Résultats de convergence de Fejér

On commence par un contre-exemple, révélateur des difficultés que 'on peut

rencontrer en théorie des séries de Fourier.

Théoréme 4.1.15 (Contre-exemple de Fejér) Il eziste une fonction conti-
nue sur T telle que sup,, |S,(f)(1)| = co. En particulier, la suite des sommes de

Fourier de f diverge en 1.

Preuve : On va donner un exemple explicite basé sur une construction assez
souple qui permet de donner des exemples variés.

Soit (ng)k>1 C N* et soit (ag)k>1 CJ0, 0o tels que

Nkl > 3Ny, g ap < oo, et lim aglnng = oo.
o1 k—o0

(Un choix possible est nj = 2k ot o =

kiaavecl<a<2;eneffet"fl—:1:

22k+L > 8 > 3 et apInny = k¥ %In2.)

Posons

ng . .

Pk(elt) = 622”” g _Sln,J = GQanthk (elt).
» J
j=1

On remarque que Sp(Py) C [ng, 3ng|. En effet,

G i)t pi(2me—))t
Py(e") = % ;
i=1 /

)
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avec 2ng + j (resp. 2ny — j) qui parcourt [2ny + 1, 3ng] (resp. [ng, 2ng — 1]) quand

Jj parcourt [1,n;]. Comme ng.; > 3ny, on en déduit
max Sp(FP) < min Sp(Pyi1)

(familierement on dirait que Pjy; commence quand Py finit). Posons
f= Z o Py
k>1
D’apres la proposition 4.1.13, || Pyl = [|Gnyllec < 1+ 5. Comme ), ap < oo,
la série » ;- ;P est normalement convergente dans C(T), ce qui implique que
f € C(T) avec J?(n) = i1 akﬁg(n). On en déduit
{ f(n) = akﬁ;(n) s'il existe k tel que ng < n < 3ng
0 sinon.
En utilisant le fait que
1 ikt _ it

21 ’
j=1

avec 2ny + j (resp. 2ny — j) qui parcourt [2ny + 1, 3ng] (resp. [ng, 2ng — 1]) quand

Jj parcourt [1,ny], on obtient pour k > 2 :

it it it O{k Nk 62(211]67])15
Sony, (f)(€") :alpl(el)+"'+ak—1pk—1(el)—g ;
j=1
En particulier,
ng
Q. 1
SQ"k(f)<1) :Oélpl(l)‘i‘"'ﬂL&k—lqu(l)_ 92 3
j=1
D’apres ’équivalent classique
ng 1
Z—,Nlnnk si k— oo,
j=1
pour k assez grand, on obtient
Q. Uk 1
S (N 2 532 (1) (o)
j=1

Q. ™
> Zlnnk— <§+1> Zaj.
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Comme limy,_, o, o Inn, = 0o, on obtient

lim [Sou, (£)(1)] = oc.

k—o0

U

Presque au méme moment ou il donnait son contre-exemple, Fejér a montré
comment contourner la difficulté et a énoncé un résultat positif d'une tres grande
généralité et utilité.

Théoréme 4.1.16 (Théoréme de convergence de Fejér)
1. Soit f € C(T). Alors ||on(f)llco < || flloo pour toutn > 1 et lim,, o ||on(f)—
fllee = 0.
2. Soit f € LP(T) avec 1 < p < oco. Alors ||on(f)ll, < || fll, pour tout n > 1 et

lim oo 1) — fllp = 0.
Preuve : 1. Soit § €]0, 7| et soit
w(8) = sup{|f(e™) = f(e")] : |u—v| < d}.
D’apres la proposition 4.1.12,

lon(Fllec = [1f * Knlloo < | F ool Enlls = [ flloc-

Soit t € R. La proposition 4.1.12 entraine :

FE = oD = 1) =5 [ SR
= o [ U~ e

On en déduit

f(e") = an(f)(e)] < % (") = f(eT) [ Kp(e™)du
t/<s
o [ ) K (e
o<|t|<
< o \t|§5Kn(6 )du+2||f||oo§ /5<t|g5Kn(e )du
w(d) (" i 2| flloo
S ? 77rKn(6 )du+m
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On a donc

2|/l

Par conséquent

limsup || f = o (f)loc < w(0).

n—oo

En passant a la limite quand 6 — 0 dans cette inégalité et en utilisant la conti-

nuiuté uniforme de f sur T, on obtient

lim sup || f = o (f)[lec = 0,

n—oo
qui implique

limsup || f — 0,(f)|lec = 0.

n—oo

2. La clé de la preuve est la positivité de K,. D’apres 'inégalité de Holder ap-

pliquée a la mesure de probabilité (i.e. positive et de masse 1) (e )dt on obtient :

1 4 ) )
Y= |gr [ R

En intégrant par rapport a t et en utilisant le théoreme de Fubini—Tonelli, on

loalF) < i / k) ([ 1)
= W WK( )(/ﬂ| (e“)|”dt)du

= [l f15 = 1115

P 1 " L (t—u U
<o [ U IPR e

() -/

obtient :

On a donc montré que ||o,(f)|l, < ||f],- Le méme calcul appliqué cette fois a

1

A = oD = 5= | () = FE K ()

conduit &

If =Dy < W/ K(e™) (/Jf(eit)—f(ei(t_“))lpdt) du

= 5 K( “g(e™)du = a,(g)(1),
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avee g(e") = 2 [T 1F() = F@)pd = 1] = fll ob muf(e) = F(e+)
Or, via le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on montre aisément que

g est continue sur T. D’aprés le premier point du théoreme de Fejér, lim,, o, 0,(g)(1) =

g(1) =0, et donc lim,, . || f — on(f)||, = 0.

Voici a présent un théoreme donnant quelques applications tres utiles.
Si E est un sous-espace vectoriel de L!(T) et si A C Z, on pose Ex = {f €

E : Sp(f) € A}. On désigne par P I'ensemble des polynomes trigonométriques.

Théoréme 4.1.17 1. Pour toute partie A C Z, Pa est dense dans C(T)x
(pour la norme || - || ). En particulier, P est dense dans C(T) (pour la

norme | oe).
2. Soit f € C(T) et zg € R. Si S,(f)(e'™°) — £, alors £ = f(e™™).

3. Si la série de Fourier de f € C(T) converge uniformément, alors f(e) =

Sonez f(n)e™. En particulier, si 'y, ., |f(k)| < oo, f est égal a sa série de

Fourier.

4. (en)nez est une base orthonormale de L*(T). En particulier, pour f
inL?(T),
DT =1£I5 et [1Sa(F) = fll2 = 0.

nez

5. Soit f € C(T), f C' par morceauz. Alors la série de Fourier converge

~

normalement et f(e") =" , f(n)e™.

6. Si f,g € C(T) avec A(n) = g(n) pour tout n € Z, alors f = g. Si f,g €

~

LY(T) avec f(n) = g(n) pour tout n € Z, alors f = g presque partout.

7. Théoréme de Weierstrass : toute fonction continue sur un intervalle
compact [a, b] est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de polyndémes algébriques.

-~

Preuve : 1. Soit f € Cy. On remarque que 0,,(f) = > ,_ (1= |k|/n)f(k)ex €
Py car si k € A, Z(?)(k) =0si |kl <net Z(f\)(k:) = 0 si |k] > n. De plus
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lon(f) = flloo = 0 d’apres le théoréeme de Fejér. Donc f est dans 'adhérence de
Py
2. Si S, (f)(e™) — £, le théoreme de Césaro entraine que :

So(f)(e™0) + - -+ + Sua(f)(e™)

n

— /.

on(f)(e™) =

Or, comme [ est continue, d’apres le théoréme de Fejér o, (f)(e™0) — f(e™0).
On a donc S, (f)(e®) — f(e*0) = ¢.

3. Comme S, (f) converge uniformément, et f continue, le résultat découle de 2.
4. Soit f € L*(T). D’apres la théorie de l'intégrale de Lebesgue, C(T) est dense
dans L?(T). D’apres 1., P est dense dans C(T) pour la norme infini, ce qui implique
aussi la densité pour la norme 2. Par conséquent P est dense dans L?(T). Comme

(€n)nez est un systeme orthonormal, (e,),ez est en fait une base orthonormale

de L*(T). D’apres la formule de Parseval, || f]|3 =3, o7 [(f, en)|?, et donc || f]|3 =
- | (n)|2. De plus, d’apres la théorie des espaces de Hilbert, Y Af eryer —
f dans L*(T). Autrement dit S,(f) — f dans L?(T), ce qui est plus précis que
le théoreme de Fejér pour p = 2.
5. Soit f continue et C' par morceaux. D’apres le lemme 4.1.2, f/(n) = inf(n).
Comme f’ est continue par morceaux, en particulier f’ est dans L?*(T). D’apres
4. on a donc

Dt = 10 = 11715

nez nez

L’inégalité de Cauchy—Schwarz donne alors :

S e = Y ﬁkf(k‘ﬂ

1<|k|<n 1<[k|<n
1/2 1/2
1 ~
< ¥ S RIFkP
1<|k|<n 1<|k|<n

IN

1/2
1
(22 ;7) 17 = =7l

k>1
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En faisant tendre n vers oo, on obtient que la série de Fourier de f est normale-
ment convergente avec

> 1f(n) fo 2.

nez
6. Si f et g sont continues (resp. dans L'(T)) et si leurs coefficients de Fourier

coincident, alors o,(f) = 0,(g). En utilisant le fait que

1f =gl < f = ol + lg = onlg)ll,

en prenant la norme infini ou la norme 1 et en passant a la limite, via le théoreme
de Fejér, on obtient f = g si f et g sont continues, et f = g presque partout si f
et g sont simplement intégrables.

7. 11 suffit de considérer le cas de l'intervalle [—1, 1]. En effet, si F' est continue sur

[a, 0], alors on considere h définie sur [—1,1] par F(t) = h (L‘:rb» Prenons

donc F continue sur [—1, 1] et considérons f = F(cost). Alors f est paire et donc

f(n) = f(—n). D'on
on(f) = FO)eo+ D (1= k/n)f(k)(ex + e r)
k=1

= J?(O)eo +2 Z(l — k/n)f(k) cos kt.

Rappelons qu'il existe un polynoéme T} tel que Ty(cost) = cos(kt). En effet,

d’apres la formule de Moivre et de Newton,
k .
cos(kt) 4 isin(kt) = (cost + isint)" = Z O (cost) il (sint)’.
=0

En prenant les parties réelles des deux membres de I'égalité, on a :

cos kt = Z CY (cost)" 2 (=1)7(1 — cos*t)? = Ty(cost),

0<j<E(k/2)

ot Ti(2) = D o<j<mr/2) CF k=2 (=1)7(1 — 22)9. Par conséquent

on(f)(t) = Po(cost),



4.1. ANALYSE DE FOURIER POUR LES FONCTIONS PERIODIQUES 139

~ ~

ou P, = f(0)+2>,_,(1—Fk/n)f(k)T}). Puisque x = cost parcourt [—1, 1] quand

t parcourt R, on a

sup |F(x)— P,(z)] = sup|F(cost) — P,(cost)|
—1<z<1 teR
= sup|f(t) — on(f)(1)|
teR
= sup|g(§) — an(9)()],
£eT
ot g(e®) = f(t). Comme g est continue sur T, d’apres le théoreme de Fejér,

lg — n(9)]|oc = 0, et donc F est limite uniforme de polynémes algébriques.

Résultats de convergence de Dirichlet

Le théoreme de Dirichlet est a la fois plus fin (résultat ponctuel) et moins
intéressant que le théoreme de Fejér qui lui est valable pour des fonctions conti-
nues ou dans LP avec une convergence en norme; mais le mérite de I’énoncé du
théoreme de Dirichlet et de faire intervenir directement les sommes partielles
Sn(f) au lieu de leurs moyennes arithmétiques o,,(f), et aussi de considérer des

fonctions qui ne sont pas nécessairement continues.

Théoréme 4.1.18 (Théoréme de Dirichlet) Soit f € L(T) et soit t; € R.

Supposons que

li i(tott)y —. f+ li i(to+t)y —. f— ; :
im f(e )=:f" et Jm f(e )=: [ existent

Supposons aussi qu’il existe § > 0 tel que

) i(t0+t) _ £+ ) i(toft) _
[ My o [UED g
0 0

Alors on a :

n—oo

lim 5,(F)() = 5(7* + 1)
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Preuve : Par translation on peut supposer que t, = 0. D’apres la proposi-
tion 4.1.10, on a
+ - 1 " —it it Loy -
AN =507 = 1) = o= [ feDuetdt = S(fF ~ 1)
L[ ' —i - i
= o [N+ e = 1t D
m™Jo
1 ™

= h(t)sin((n + 1/2)t)dt

27 Jo

ou l'on a posé ‘ ‘
fle)+fle™) —fr—f~
sin(t/2)
pour 0 < t < m. Les hypotheses du théoreme de Dirichlet garantissent que

h(t) =

h € L'([0,x]). D’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, lim, o [, h(t) sin((n +
1/2)t)dt = 0, ce qui prouve le théoreme.
U

4.1.7 Le phénomene de Gibbs

Lors de I'étude des séries de Fourier et des transformées de Fourier, il apparait
parfois une déformation du signal, connue sous le nom de phénomene de Gibbs.
Ce phénomene est un effet de bord qui se produit a proximité d’une discontinuité,

lors de I'analyse d'une fonction dérivable par morceaux.

Le phénomene fut mis pour la premiere fois en évidence en 1848 par Henry
Wilbraham, mais cette découverte ne connut guere d’écho. En 1898 Albert Mi-
chelson développa un systeme mécanique capable de calculer et sommer la série
de Fourier d'un signal donné en entrée. Il observa alors un effet d’amplification des
discontinuités, qui persistait malgré I'augmentation du nombre de coefficients cal-
culés. Alors que Michelson soupconnait un défaut dans la fabrication de son engin,
Josiah Willard Gibbs montra que le phénomene était d’origine mathématique et
se produisait dans des conditions tres générales. En 1906, Maxime Bocher donna

la premiere interprétation satisfaisante du phénomene auquel il donna le nom de
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phénomene de Gibbs.

Le phénomene de Gibbs est, en quelque sorte, un défaut d’approximation
pour une fonction continue de classe C! par morceaux. Pour une telle fonction
f, le théoreme de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier assure que
la série de Fourier de f converge simplement vers la fonction f sur l'intervalle
oll f est O par morceaux. En tout point de continuité la somme de la série de
Fourier est f(x). Les sommes partielles de la série de Fourier sont des fonctions
continues, il est donc normal qu’elles ne puissent approcher uniformément la
fonction aux points de discontinuité. Précisément, sur un segment sur lequel f
est dérivable, on observe une convergence uniforme, conformément au théoreme
de Weierstrass trigonométrique (c’est le cas des zones de plateau dans 'exemple de
la fonction créneau). Au niveau du point de discontinuité z, S, (f) subit une forte
oscillation, une sorte de ressaul qui se mesure en comparant les valeurs en x — =
et o + . En effet, toujours d’apres le théoreme de Dirichlet sur la convergence
des séries de Fourier, la série de Fourier de f converge aussi simplement aux
points de discontinuités mais vers la régularisée de Dirichlet, i.e. la demi-somme
des valeurs de f de part et d’autre du point de dicontinuités. Lorsque n devient
grand, 'amplitude de ces oscillations tend vers une limite strictement plus grande
que 'amplitude de la discontinuité, alors que la largeur de la zone d’oscillation
tend vers 0. Il est remarquable que le phénomene s’exprime quantitativement de
facon indépendante de la fonction considérée. Si la fonction a une discontinuité
d’amplitude Ay, alors S, (f), tout en restant continue, connaitra un ressaut en

ordonnée valant de I'ordre de 18% de plus au voisinage de la discontinuité.

4.1.8 Applications

Il existe de tres nombreuses applications des séries de Fourier telle que linégalité
1sopérimétrique, la résolution d’équations aux dérivées partielles telle que [’équation

des ondes...
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Nous détaillerons ici trois applications, a savoir [négalité de Bernstein, la
construction de fonctions continues partout sans dérivée et enfin [’équation de la

chaleur qui a elle seule a motivé Fourier pour I'introduction des séries de Fourier.

Inégalité de Bernstein

Dans le théoreme suivant on considere une fonction bornée sur R, dont la

dérivée est aussi bornée, mais non périodique. Elle est dite “presque périodique”.

Théoreme 4.1.19 Soit A\ > 0, et soient A\y,--- , A\, € R distincts et tels que

max |\;| < \. Soient ay,--- ,a, € C et h(t) = 37" a;e™*. Alors
1A loo < AllA]loo;
la norme || - || étant le sup sur R.

Preuve :  Supposons d’abord que A\ = 7/2. Alors

n

h/<t) = Z i)\jajei)‘ft = Z iS()\j)ajei’\ft,
j=1

j=1
ou S est la fonction triangle décalée de 'exercice 4.2.5. Puisque la série de Fourier

de S converge normalement sur R,

h/<t) = Zi)\jajew\jt — Ziajei)\jt ( Z Sv\(k)eilw\j)
J=1 Jj=1 k=—00
= Z ZCk(S) <Z ajeMj(t‘f'k))
k=—00 j=1
= Y ic(S)h(t+ k).
k=—o0

Autrement dit, en posant d, = ic;, on obtient

o0 o T
W)=Y dih(t+k) avec di] = 5.

k=—o00 k=—00

Ceci entraine immédiatement que

s
#lloo < Sl
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Pour A > 0 quelconque, posons
a=— et @(t)=h(at).

Comme @(t) = > b, a;e’ " avec |A;a| < 2, dapres le cas précédent, ||¢'|| <
Zl@lloos Cest-a-dire, a||h/||oc < F||h|oo, et ainsi [[A][oc < |72 ]|oo-

g

Fonctions continues partout sans dérivée

Les séries de Fourier permettent de donner de nombreux exemples de fonctions

continues partout non dérivables, comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 4.1.20 Soit (€,)n>0 une suite de C telle que ), . |e,| < 0o. Soit g
un réel > 1, et (A\,)n>1 une suite d’entiers strictement positifs telle que A1 >

qA\n pour tout n > 1. Soit f défini par

f(t) = €p + Z EneiAnt.
n>1
Si [ est dérivable en ty € R, alors

€n =0(NY)  quand n — oco.

En particulier,

est partout non dérivable.

La preuve va s’appuyer sur les deux lemmes suivants.

Lemme 4.1.21 Soit n > 2. Alors pour tout k tel que 0 < |k| < min(A,411 —

~

Ay A — A1), ona f(A, — k) =0.

Preuve : Par définition de f, le spectre de f est inclus dans {0}U{\; : j > 1}.
Pour k tel que 0 < |k| < min(Ay1 — Ay Ay — A1), on a A, — k # A, et
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An—k < Ap+XNp1 — A\ = Mg D’autre part, A\, —k > Ay — (A — A1) = A
Ainsi A\, — k & Sp(f).
U

Lemme 4.1.22 Soit p=1—1/q, n > 2 un entier et p un entier tel que 1 < p <
p%”. Alors
L[ ity —idn
6 =5 | R
ot J, est le noyau de Jackson d’ordre p défini a partir du noyau de Fejér d’ordre

p par J, = KE/HKPH%

Preuve : Notons tout d’abord que A\,11 — A\, > (¢— 1)\, > (1= 1/9) A\ = pAa

et A\, — A1 > Ay — ’\7" = pA,. On a donc

2p < pAp <min(Apg1 — Apy An — A1)-

-~

D’apres le lemme 4.1.21, on a donc f(A, — k) = 0, pour tout 0 < |k| < 2p.
De plus J, est de la forme J,(e") = 1 + > 0<|k<2p Ok€r. On obtient alors

1 T . . 1 ™ '
_ f(t)Jp(elt)e—zAntdt = 2— / f(t)e—z)\ntdt
7r —T

2 ) .
Z 1 [ .

0<|k[<2p

= J/C\()‘n)+ Z akf()‘n_k)

0<|k[<2p
= f<)‘n)

= €.

]
Preuve du théoréme 4.1.20 : Suposons d’abord que ty = 0, f(to) = 0 et

f'(to) = 0. Soit ng > 2 un entier tel que :
n>ng= E(pA,/2) —1> 1.
Soit € > 0. D’apres les hypotheses sur f, il existe § €]0, 7| tel que

[t <0 = [f(E)] < et].
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Pour n > ng, posons
pn = E(pAa/2) — 1.
Soit n > mg. Puisque p,, < pA,,/2, le lemme 4.1.22 entraine que :

1 [7 i
€n = o /_ﬂ f(t)J,, (t)e Antt.

Par définition de §, on en déduit :

1 1
len| < . | f ()|, (t)dt + = |f ()] Ty, (t)dt
[t]<s T Js<|t|<n
< 2 11, (1)t + — Pl (1)

T2y 21 Js<pij<n 07 g

€ " 1 f oo /7T 2 dt
< — _
S o /ﬂ|t|Jpn(t)dt+ 5 t Jp"(t)Qﬂ
< (k.

Pn 02

ou M est une constante numérique dont l'existence est assurée par la proposi-

tion 4.1.14. D’ou :

M| flls
Polén] < Me+ %

On en déduit limsup,,_, . pnlen| < Me, et donc lim, o pre, = 0 car € est ar-
bitrairement petit. Comme p, = p%, on a aussi lim,_,. An€, = 0 dans le cas
particulier ou ¢ty = 0, avec f(tg) = 0= f'(to).
Dans le cas général, soit
f'(to)  f'(to) ine
. — e
Z)\l ’L)\l

g(t) = f(t +to) — f(to) +
On remarque que g est de la forme
g(t) — 6/0 + Ellez‘Alt + iene“”toemt.
n=2
De plus ¢g(0) =0 et ¢’(0) = 0. D’apres ce qui précede, on a donc

, 1
iAnto —
€En€ 0 <—)\n> .

Pnto] = |¢,|, on obtient le résultat annoncé.

Comme |e,e
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4.1.9 Equation de la chaleur

Le probleme est le suivant. Considérons une barre métallique. Connaissant, a
I'instant initial, la température en chaque point de la barre et, a tout instant, la
température aux deux extrémités, peut-on déterminer, a tout moment et en tout
point, la température de la barre? Ce probleme a été modélisé et la température
u qui est une fonction du temps t et du point x est solution d'une équation de
la chaleur (voir ci-dessous). On peut résoudre ce probléme dans un cas simple, a

'aide des séries de Fourier. On peut supposer que la barre est le segment [0, L].

Notons @ =|0, L[x]0, co[, @ = [0, L] x [0, ocol.

Le probleme a résoudre est le suivant :

Trouver une fonction u telle que v est continue sur Q, u € C%(Q) et

ou  0%*u
E — W =0 dans Q, (4].)

uw(0,t) =u(L,t) =0, te0,00[ et wu(x,0)=h(z), ze€l0,L],

olt h est une fonction C' sur I'intervalle fermé [0, L] telle que h(0) = h(L) =0
(nécessaire d’apres I'hypothese u(0,t) = u(L,t) = 0). La série de Fourier de h
sera donc normalement convergente. L’idée de départ est de chercher une solution

de la forme u(z,t) = f(x)g(t). Alors (4.1) est équivalente a

f(@)g'(t) = f"(x)g(t).

Cherchons une solution telle que w(z,t) # 0 pour tout z €]0, L[ et pour tout

t €]0, 0o. L'égalité ci-dessus est alors équivalente &

f"x) _ gt

flx) — g(t)’

Ainsi il existe A € R tel que

Vo €]0, L[, Vt €]0,00].

f"(z) = X\f(x), xz€]0,L] (4.2)
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et

g'(t) = Ag(t), t€J0,00] (4.3)
Si A > 0, la solution générale de (4.2) est

f(z) = AeV>* 4 Bem V7,

La condition u(0,¢) = u(L,t) = 0 conduit & A+B = 0 et Ae¥ .+ Be VAL = (. On
obtient A = B = u(x,t) = 0, ce qui ne convient pas a la condition u(z,0) = h(z).
De méme, si A = 0, on a f(z) = Az + B et d’apres u(0,t) = u(L,t) = 0, on
obtient de nouveau u = 0.

Considérons enfin le cas ot A = —£2 < 0. Alors
f(z) = Acoséx + Bsinéx et g(t) = Ce ¢

La condition u(0,t) = 0 conduit & A = 0 et u(L,t) = 0 donne BsinéL = 0, et

donc § = %%, n € Z. On a donc une famille de solutions de la forme

up(z,t) = by, sin (n—Lﬂx> e 7l

Le probleme est que ces solutions n’ont aucune raison de satisfaire u(z,0) = h(x)
pour tout x € [0, L]. Cependant comme 1’équation (4.1) est linéaire, une somme
de telles u,, est encore une solution. L’idée est alors de prendre une somme infinie

et de poser :

Si 'on peut dériver u sous le signe somme, elle vérifiera bien I’équation (4.1) car
chaque w,, la vérifie. De plus u(0,t) = u(L,t) = 0 est trivialement vérifié. Pour

savoir ce que 'on a gagné, examinons ’égalité u(x,0) = h(zx), qui devient

Cette égalité traduit le fait que les b,, doivent étre les coefficients de Fourier d'une
fonction h égale & h sur [0, L] et que la série de Fourier de nh converge vers h sur

[0, L]. La voie est donc tracée!
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Soit h; la fonction définie sur [—L, L] par

| h(x) si ze|0,L]
() = { —h(—z) si z€[-L,0]
Comme 1(0) = 0, la fonction h; est de classe C! sur [—L, L]. Soit I 1a fonction
2L-périodique sur R égale a hy sur [—L, L]. Comme h(L) = 0, la fonction I est

continue sur R et C'' par morceaux. D’apres le théoréme 4.1.17, on a
~ - nm
h(z) = b, sin <—x> , VreR,
(2) Zl 7

et

o0

Z b, < 00, by = %/OL h(z) sin (%x) dx.

n=1

La fonction u définie par

2. 2

u(z,t) = an sin <n—L7Ta:> et
n=1

est continue sur (). Montrons qu'elle est en fait C> sur Q et que l'on peut

dériver sous le signe somme. Pour cela il suffit de montrer que les séries dérivées
convergent uniformément sur tout compact de Q).

Sit € [e,M], €>0,leterme général de la série dérivée d’ordre k est majoré
en valeur absolue par

2. 2
Ck|bn|n2kei%e7

qui est le terme général d’une série convergente. Il y a donc convergence normale,
ce qui montre que u € C*°((Q)). On a donc prouvé I’existence d’une solution a
notre probleme.

Que peut-on dire de "unicité ?

Pour conclure, nous avons besoin du lemme suivant, qui est un principe du

maximuin.

Lemme 4.1.23 (Principe du maximum pour ’équation de la chaleur) Soit

u une fonction continue sur Q et C? sur Q, telle que Pu(x,t) > 0 sur Q, ou
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p=2 — 2. Soit T >0 et K =1[0,L] x [0,T]. Alors

~ 022

supu = sup u.
K KnNoQ

Autrement dit, u atteint son mazx pour t =0 ou pour x € {0, L} et 0 <t < L.
Preuve :  Soit € > 0 et u.(z,t) = u(x,t) + ex?, qui vérifie Pu, = Pu+ 2¢ > 2¢

sur (. Soit m, = (z,t.) un point de K ou u. atteint son maximum sur K.

Supposons que m. € K N 0Q. Alors

ou, 9%u,

z. €]0, L[, donc

De plus, comme 0 < t. < T, on a

Ou, (m) = lim Ue(Teyte — h) — ue(xe, te)

¢ > 0.
ot h—0,h>0 —h -

On en déduit alors que Pu.(m.) < 0, ce qui contredit le fait que Pu, > 2¢ sur Q.
Donc m,. € KN OQ et

supu < sup U, = sup u. = sup u+ eL’.
K K KNoQ KNoQ

En faisant tendre € vers 0 on obtient
supu = sup u.
K KNoQ
O
Nous allons en déduire 'unicité de notre probleme. En effet, soient u et v deux
solutions et soit w = v — u. Alors w est continue sur Q, de classe C? sur Q, avec

(4.1) vérifiée par w. De plus
w(z,t) =0, V(z,t) € 0Q.

Fixons T" > 0. Puisque Pw = 0 sur @, d’apres le lemme 4.1.23, w(z,t) < 0.
Puisque P(—w) = 0 sur @, on a de méme —w(x,t) < 0, et donc w(z,t) = 0.

Comme T est arbitraire, w = 0 sur (), ce qui prouve 'unicité de la solution.
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4.2 Exercices

-~

Exercice 4.2.1 Soit f une fonction continue sur T telle que f(n) > 0 pour tout
n € Z. Montrer, a l'aide du théoréeme de Fejér et du lemme de Fatou, que
ne”L

En déduire que f est égal sa série de Fourier.

Exercice 4.2.2 (Non surjectivité de la transformée de Fourier)

~

1. Soit f € LYT) tel que f(n) = —f(—n) > 0 pour tout n > 0. Montrer

uw’alors, nécessairement
) )

1) o,
n
n>1
Indication : considérer la fonction F définie par F(e) = fot f(e®)df et

vérifier que F est continue sur T, avec F(n) = fi(:).

1
logn

2. Soit (an)nez € co(Z) tel que a, = —a_, = pour n > 2 et ag = a; =
a_y = 0. Montrer qu’il existe pas de fonction f € LY(T) tel que F(f) =

(an)nez-

Exercice 4.2.3 (Fonction signal) Soit e €]0, 7| et soit o, la fonction de L>°(T)
telle que o.(e") = 1 si |t| < € et o.(e") = 0 si e < |t| < 7. En appliquant le
théoréeme de Dirichlet en t = €, retrouver la formule

Zsin(na) _T—a
n 2

n>1

pour 0 < a < 2m.

Exercice 4.2.4 (Fonction triangle) Soit ¢ €0, 7] et soit A, la fonction de
L=(T) telle que A(e) = 1" i |t| < eetofe?)=0sie<|t| <m En
appliquant le 3. du théoréme 4.1.17 avec t =0 et € = 7, montrer que

S Am) =1/2.

n#0
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Retrouver les identités classiques

2 GrTE=F ¢ ﬁzgz I
p=0 n=1 p=

Exercice 4.2.5 (Fonction triangle décalée) Soit S [’élément de C(T) défini

sur par les formules :

3

Se"y=t si —7w/2<t<7/2 et S(")=m—1t si <t< -

T
2
Montrer que

S 18] = 7/2.
n#0

Exercice 4.2.6 (Fonction exponentielle apériodique) Soita € C\Z et soit

f la fonction de L*°(T) définie par
fley=e" si —g<t<m.

En appliquant le théoréme de Dirichlet en t = 7w, montrer que

1
meotan(ra) = - + a; R (a € C\ Z).
En utilisant le développement asymptotique de cotanu = l — 5 - Z—; — - quand

u — 0, montrer, en faisant tendre a vers 0, que
= 2 =

[e o]

n= 1
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Chapitre 5

Tranformation de Fourier sur
LY(R)

5.1 Analyse de Fourier pour les fonctions intégrables
sur R

Il est important de remarquer que, contrairement au cas du cercle unité, ou
d’un intervalle fini de R, les espaces de Lebesgue LP(R) ne forment pas une chaine.

En d’autres termes, pour tous p, ¢ €]0, 00|, p # ¢, nous avons
LP(R) \ LY(R) # 0.

On notera par C(R) Iespace des fonctions continues sur R. Un élément de C(R)
n’est pas nécessairement borné ou uniformément continue. Pour certaines appli-
cations il sera suffisant de considérer le sous-espace plus petit

Co(R) := {f € C(R), lim f(t) = 0}

[t| =00

Les éléments de Cy(R) sont eux bornés et uniformément continus sur R. L’exemple
de la fonction “sinus” montre que la réciproque est fausse. Comme les éléments
de Co(R) sont bornés, Co(R) peut aussi étre considéré comme un sous-espace
fermé de L*°(R). Dans ce cas, on munit Cy(R) de la norme du sup, laquelle sera
atteinte. Une autre sous-classe des fonctions continues sur R est C.(R) I'espace des

fonctions continues a support compactes ; elles aussi sont bornées et uniformément
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continues. Les espaces lisses C"(R), C}(R), CI(R), C*(R), Ci°(R), C*(R) sont

définis de fagon analogue.

5.1.1 La transformée de Fourier sur L!(R)
La transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R), notée J?, est définie par :
Ft) = / h f(e ™ dr  teR.
L’intégrale de Fourier de f est définie formellement par :
/OO f(T)eiZdeT, teR.
Un des objectifs est d’étudier la convergence de cette intégrale.

Lemme 5.1.1 Pour toute fonction f € L*(R),

1 Fllse < 11£11-

De plus f est une fonction uniformément continue qui tend vers 0 a l'infini.

Preuve : Pour tout ¢t € R, nous avons

/Rei%”f(r)dr
< / =2 | £ () dr
= Il

F@O =

Pour montrer que fest uniformément continue sur R, soient ¢, € R. Alors,

~ ~

Foy - Feyl = / (7T — 27T f(7)dr)
< / iR 2T ()| dr
= [ = polar

L’intégrant étant bornée par 2, et f étant intégrable sur R, la continuité découle

du théoreme de convergence dominé.
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Pour la limite en I'infini, on utilise la densité des fonctions C'! & support compact
dans L'(R). En effet, si f est C! & support compact, en faisant une intégration
par parties dans 'expression de j/’\, on obtient, pour t # 0,
fty =3 [ e riaydn,
it Jp
d’ou
FO1 < Gl
Si f € L'(R), il existe une suite (f,), de fonctions C* & support compact qui
converge vers [ dans L'. Etant donné e > 0, il existe ng tel que || f, — fllz2 < 5.
On écrit
F(t) = Fao®) + F(£) = Fuo(0),
et on en déduit :

~ 1
IF@0)] < T

€

1
1 Faglls +1Lf = frollzr < mell faglles + 5

[t
En prenant [¢t| > 2[/f/ |11, on obtient |]?<t)| <e.

O

Nous allons a présent donner une formule qui, sous certaines hypotheses, relie

la somme des valeurs prises par f € L'(R) aux points entiers & la somme des

valeurs prises par f aux points entiers. De facon précise, on a I’énoncé suivant :

Théoréme 5.1.2 (Formule sommatoire de Poisson) Soit ' € L'Y(R) une

fonction continue sur R. Supposons qu’il existe M > 0 et o« > 1 tels que :
Ve e R:|F(x)| < M(1+ |z|)~@.

Supposons de plus que
Z |F(n| < oc.
Alors on a la relation :

[e.9] o0

Y F(n)= Y F(n).

n=—oo n=—oo
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Preuve : On introduit la fonction f définie par
fla)= 3 Fletn)

Cette série (a double sens) est normalement convergente sur tout compact de R.
En effet, si A > 0 vérifie |x| < A, alors pour |n| > 2A, on a |z +n| > |n| — |z| >
In| — A > |n|/2, et donc |F(x +n)| < M(1+ |n|/2)~*. Comme F' est continue
par hypothese, f l'est aussi. De plus f(x + 1) = f(x). La fonction f est donc

1-périodique. Calculons le m-ieme coefficient de Fourier de f :
fom) = [ e
0
1 .
= / Z F(t+mn)e ™ dt
0

nez

1
= Z / F(t+mn)e ™ dt.
0

nez

L’interversion entre [ et > est justifiée par la convergence normalede ", , F(t+
n) sur [0,1] et le fait que |e=™*| = 1. Comme e ™ = 1 pour tout n € Z, on

obtient :

f(m) _ Z/OlF(t+n)ei2wm(t+n)dt

nez

= Z/n+1f(u)e—i27rmudu

nez

~

= F(m).

Par hypothese on a donc

D o1fm)[ =D |F(m)| < oo
nez neL
D’apres le théoreme 4.1.17,

fla) = flm)e* ™ =% " F(m)e*™,

MmEZ mEZ
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c’est-a-dire :
o0

Z I‘ + n Z F 227rmx

n=-—o00 meZ
pour tout x € R. En particulier, pour z = 0, on obtient la formule sommatoire

de Poisson.

5.1.2 La formule de multiplication sur L'(R)

La formule de multiplication est une conséquence immeédiate du théoreme de
Fubini. Elle est cependant tres profonde avec des implications pour les fonctions
harmoniques dans le demi-plan supérieur, comme dans la possibilité d’étendre la

définition de la transformée de Fourier a d’autres espaces LP(R).

Lemme 5.1.3 (Formule de multiplication) Soient f,g € L'(R). Alors

/mfmmwn:/mfmaWﬁ

Preuve : Par le théoreme de Fubini, on a

[ Fatar = [ ([ sweemrar) gy
— /_ Z f(7) < /R e@'?””g(t)dt) dr
_ [:fvmvmf

5.1.3 La convolution sur R

Comme pour les fonctions périodiques localement intégrables, on définit la

convolution de deux fonctions f,g € L'(R) par

(f = 0)(t / F(r)g(t - 7)d
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Par le théoreme de Fubini,

[ ([ urate=mar)ae = 15 ([ e - o) ar

= [ lhllglly < oo

Par conséquent [*°_|f(7)g(t—7)|dT < oo pour presque tout ¢. Cette observation

implique que I'on peut bien définir

frg(t) /f g(t — 7)d

pour presque tout ¢ et de plus fxg € L'(R) avec

1f*glls < [1fll1llglls-

La fonction f x g est appelée la convolution de f et g.

Il est immédiat de constater que la convolution est

1. commutative : fxg=gx* f;

2. associative : (fxg)xh = fx(g* f);

3. distributive : fx(g+h)=fxg+ fxh;

4. homogene : f * (ag) = (af)*xg = a(f *g),
pour tous f,g,h € L'(R) et a € C.

En fait L'(R, +, %) est une algebre de Banach,

Lemme 5.1.4 Soient f,g € L'(R). Alors

fr9=1g.
Preuve : D’apres le théoreme de Fubini, pour tout t € R, on a :
Feaw = [ (Fea)mear

_ / Z ( / Z F(s)g(r — s)ds) e g
[ s ( [ stmeente ) as

_ ( / i wmds) ( I ) g(T)ew”tTdT)
ft)g
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g

5.1.4 Inégalité de Young

Nous avons déja remarqué que L*(T) contient LP(T) pour tout 1 < p < 0.
Ainsi, peut définir sans probleme f x g pour tout f € LP(T), g € L'T) avec
p,r > 1. Comme dt n’est pas une mesure finie sur R, les espaces de Lebesgue
ne forment pas de chaine et ainsi il faut justifier le fait que f % g est bien défini
lorsque soit f, soit g n’est pas dans L*(R). Cependant, le théoréme de Young va
garantir que si f € L"(R) et g € L*(R) pour certaines valeurs de r et s, alors

f * g sera bien défini.

Théoréme 5.1.5 (Inégalité de Young) Soit f € L"(R),g € L*(R) ou 1 <

r,s < 00 et%Jr%Zl. Soit p défini par

Alors fxg € LP(R) et

1 glly < W[ fll-llglls-

Pour la preuve, on proceéde comme dans le cas des espaces LP(T).

Voici deux cas particuliers tres utilisés de 'inégalité de Young.

Corollaire 5.1.6 Soit f € LP(R) avec 1 < p < oo et g € LY(R). Alors fxg €
LP(R) et

1 % glly < W[ fllpllgllr-

Corollaire 5.1.7 Soit f € LP(T) et soit g € LU(T), ot q est I'exposant conjugué
de p. Alors f % g est bien défini pour tout e € T, fxg € Co(R), et

1% glloo < £ 11nllglo-
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5.1.5 La transformée de Plancherel

Théoréme 5.1.8 (formule d’inversion) Soit f € L*(R) et supposons que fE

LY(R). Alors, pour presque tout t € R,
f0) = [ Foear

Corollaire 5.1.9 Soit f € L'(R) et supposons que ]?Z 0 et que [ est continue
en 0. Alors f € L'(R) et

f(t) = / e ar,

pour presque tout t € R. En particulier on a :
f0)= [ Fryar

5.1.6 La transformée de Fourier—Plancherel

Nous allons montrer que la transformation de Fourier envoie L'(R) N L?(RR)

dans L?(R).

Théoréme 5.1.10 (Plancherel) Soit f € L'(R) N L*(R). Alors f € L*(R) et
de plus | fll2 = | /2.

Preuve : Posons g(z) = f(—z) et h = f x g. D’apres I'inégalité de Young,
h € L*(R) N C(R). D’autre part, nous avons

~ ~ ~

h=fg=|f]*>0.

Par conséquent, f € L2 (R), et de plus, d’apres le corollaire 5.1.9, h(0) = fRTL(t)dt.
Calculons a présent chaque membre de ’égalité suivant leur définition. D’un coté

nous avons
[ A= [ 170ra =72
R R

et d'un autre coté,

h(0) = / F(t)g(0 — t)dt = / FOTDd = | F]2
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En comparant les trois dernieres égalités, on en déduit || f]|2 = || f]|.
O
Le théoreme de Plancherel est un résultat remarquable. En effet, comme
C.(R) c L*(R) N L*(R), cela implique que L'(R) N L?(R) est aussi dense dans
L*(R). Ce fait va nous permettre d’étendre la définition de la transformée de
Fourier sur L*(R). En effet, soit f € L*(R) et soit (f,), C L'(R)NL*(R), n > 1,
tel que

lim ||f, — fll2=0.
n—00

Alors (f,), est une suite de Cauchy dans L?*(R). D’apres le théoreme de Plan-

cherel, nous avons

1 = Tollz = 1 = Foullz = 1fn = Fimll2,

ce qui implique que (ﬁ)n est aussi une suite de Cauchy. Comme L*(R) est com-
plet,

lim ﬁ
n—oo

existe dans L*(R). Si (g,), est une autre suite de L'(R) N L*(R) satisfaisant les
mémes propriétés, alors lim,, .o, g, existe aussi dans L?(R). Cependant, toujours

d’apres le théoreme de Plancherel, nous avons

—

an_g/;zH2 = ”fn_gn”2:an_gnH2
< |fu = fll2 + lgn — fll2 = 0,

et donc, lim,_s ¢, = lim,, o0 fn Autrement dit, pour un élément de L?(R), la
limite de ﬁ ne dépend pas du choix pourvu que la suite soit bien dans L'(R) N
L?(R) et converge vers f dans L*(R).

Nous pouvons ainsi définir la transformée de Fourier—Plancherel de f €

L?*(R) par

F(f) = lim f,



162 CHAPITRE 5. TRANFORMATION DE FOURIER SUR L'(R)

ol f, est une suite de L*(R) N L*(R) satisfaisant
n—o0
Dans le cas particulier ot f € L*(R) N L*(R), on prend f, = f, et on obtient

F(f)=F.

En d’autres termes, les deux définitions coincident sur L!'(R)NL?(R). Par conséquent
on utilisera sans ambiguité la notation J?pour la transformée de Fourier—Plancherel

d’'une fonction f € L*(R). De plus, d’apres le théoreme de Plancherel,

[fllz = lim [ fullz = lim [[fulla = [ f]]2,
n—oo n—oo

pour tout f € L*(R). Par conséquent, la transformation de Fourier—Plancherel

F:L*R) — L*(R)
- f

est un opérateur de L?(IR) qui préserve la norme.

Pour une fonction arbitraire f € L?*(R), on prend habituellement

_ @) it ftf<n
f"(t)_{o it [t >

5.1.7 La formule de multiplication sur L*’(R) avec 1 <p < 2

L'identité || f]la = ||f||2 iplique que la transformation de Fourier—Plancherel
est injective sur L?(R). Pour montrer qu’elle est aussi surjective, et donc que c’est
un opérateur unitaire sur L?(R), nous avons besoin de la généralisation suivante

de la formule de multiplication.

Lemme 5.1.11 (Formule de multiplication) Soient f,g € L*(R). Alors,

~

/mfmmwn:/mf@mww
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Preuve : Soient deux suites f, et g, dans L*(R) N L*(R), n > 1, tel que
lim |[f, = fll2 = lim [lgn — glla = 0.
n—o0 n—o0
D’apres la définition de la transformée de Fourier—Plancherel, on a aussi :
lim || f, — fll2 = lim ||gn — g||2 = 0.
n—o0 n—oo
D’apres I'inégalité de Holder,
lim ang/;b - f:q\”l = lim ||fngn - ngl =0.
n—oo n—oo

Comme f, et g, sont dans L' (R), d’apres la formule de multiplication dans L' (R)

(lemme 5.1.3), on a :

INC IR
= _Oo Ja(®)ga(t)dt

_ / " Foygwr.

O

Nous pouvons a présent montrer que la transformation de Fourier—Plancherel

F est surjective sur L?(R). En fait, si g est orthogonal & I'image de F, c’est-a-dire
si

/ " Fgtdt = 0

pour tout f € L*(R), alors, grace & la formule de multiplication, on obtient
| s =o,

ce qui donne immédiatement 5 = 0. Comme F est injective, g = 0, et donc F est

surjective.
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Chapitre 6

Analyse complexe

Dans ce chapitre, nous supposerons que le lecteur connait les résultats de base
de la théorie des fonctions holomorphes d'une variable (logarithme complexe,
théoreme de Cauchy, de Morera, principe du maximum,...). Nous renvoyons le
lecteur au livre de Pabion [6], Amar—Matheron [5] ou Rudin [7] par exemple pour

les rappels sur ces résultats.

6.1 Produits infinis
6.1.1 Préliminaires sur les produits infinis

Définition 6.1.1 Si (a,)n>1 est une suite de nombres complezes, on dit que le

produit [[ a, est convergent si la suite des "produits partiels” (pp)n>1, définie par
pn:HCL]’, (nZ 1),
j=1

est convergente. On note alors

—+00 n

a; = lim = lim Ha' .
H J n—)—f—oopn n—+o0o J
Jj=1 Jj=1

De plus, sia, : X — C, n > 1, est une suite de fontions définies sur un ensemble
X et a valeurs dans C, on dit que le produit || a,, est simplement (respectivement
uniformément convergent) sur X si la suite des produits partiels (p,)n>1 est sim-

plement (respectivement uniformément) convergente sur X .

165
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Lemme 6.1.2 Soient uy,us, ..., uy des nombres complexes. On définit
N N
pyv = +ua) et py =T+ lual).
n=1 n=1
Alors on a
Py < exp (Jur] 4 |ug| + - + |un]) (6.1)
et
v =1 <py — 1. (6.2)

Preuve :  On a pour tout z > 0, exp(z) > 1+ z. D’ou, pour tout 1 <n < N,
exp([un]) = 1+ |un],

et, en multipliant toutes ces inégalités, on obtient immédiatement (6.1). On
démontre (6.2) par récurrence. Pour N = 1, on a |py — 1| = [(1 +u1) — 1] = |uq]

et py — 1 =14 |uy| — 1= |uy], dou
lpv =1 =py — 1.

Supposons la relation (6.2) vraie pour N = k. Ecrivons alors

k1
P — 1= H(l +up) =1 =pip(l+up1) — 1= (pr — D)1 + upy1) + Ui

n=1

D’ou, en utilisant I’hypothese de récurrence, on obtient

k1 — 1] < ok — 1|1 4 wpga| + [upg]
< (pp = D+ Jugga]) + |urg]

e — 1+ it

(1 + [ursa[Jpg — 1

= p}::Jrl - 15

ce qui acheve la preuve de la récurrence et donc du lemme.
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Théoréme 6.1.3 Soit (u,),>1 une suite de fonctions définies sur un ensemble

X et a valeurs complexes. Supposons que la série de fonctions
D un
n

soit normalement convergente sur X. Alors le produit

—+00

f(2) =[]+ unla)

n=1

converge uniformément sur X. De plus, f(zo) = 0 en un point xo € X si el

seulement si u,(xo) = —1 pour un certain entier n.
Preuve : Par hypothese, il existe une constante réelle C' > 0 telle que
“+o0o
D lun(@) < C,
n=1
N
pour tout x € X. Désignons par py = H(l +u,,). Alors le lemme 6.1.2 implique
n=1
que

Ipn(z) — 1] <exp(C) —1,
soit
Ipn ()] < exp(C), (6.3)

pour tout x € X et tout N > 1. Soit maintenant ¢, 0 < ¢ < 1/2. Il existe un

entier Ny tel que

pour tout x € X. Pour M > N > Ny, on a

pur(@)=py(2) = [ [(Lrun(e) =] [ (1 +ua(e)) = pa(2) ( I @ +un@) - 1) :

n=1 n=1

En utilisant le lemme 6.1.2, on a

H (1+uy(x)) —1] < H (1+]un(x)])—1 < exp ( Z \un(:c)|> —1 < exp(e)—1.
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D’on, en utilisant (6.3), on a

[par(x) — px ()] < [pnv(x)](exp(e) — 1) < exp(C)(exp(e) — 1). (6.4)

Comme € < 1/2, on a exp(e) — 1 < 2¢ et donc

Ipym(z) — p ()] < 2exp(C)e,

pour tout z € X et tous M > N > N;. Ceci montre que la suite (p,),>1 est
uniformément de Cauchy. Donc elle converge uniformément sur X, ce qui acheve
la preuve de la premiere partie du théoreme.

D’autre part, en utilisant ce qui précede, on a

o ()] = |pavg (2)[(1 — 2¢),

pour tout M > N, et donc

[f(@)] = [pno(2)|(1 = 2¢), (2 € X).

Ainsi si f(z9) = 0 alors py, (o) = 0, ce qui prouve qu’il existe un entier 1 < k <
Ny tel que ug(zg) = —1. Réciproquement si u, (o) = —1 pour un certain entier
n, alors Py(zo) = 0, pour tout N > n et donc f(xy) = 0.

U

Théoréme 6.1.4 Soit (u,),>1 une suite telle que 0 < w,, < 1. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(i) Le produit infini H(l — uy) converge et

+o0

[T - w.) >o0.

n=1

(ii) La série E up, est convergente.

n
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N
Preuve : Sipy = H(l — Up), il est clair que la suite (pn)n est décroissante
n=1

et minorée par 0. Ainsi (py)y>1 converge vers une limite p > 0. Remarquons

maintenant que
0<p<py <exp(—uy —uy—---—uy), (6.5)

car 1 —x < exp(—x), pour tout = > 0.
N
Si la série Zun n’est pas convergente, comme la suite Sy = Zun est
croissante, cela snigniﬁe que Sy tend vers +oo, quand N tend vers +oo Té?donc le
membre de droite dans (6.5) tend vers 0. Ainsi p = 0.
D’un autre coté, si la série Zun est convergente, comme 0 < u,, < 1 pour

n
tout n, le théoreme précédent implique que p > 0.

6.1.2 Produits infinis de fonctions holomorphes

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous rappelons le résultat

fondamental suivant :

Lemme 6.1.5 (Théoréme de convergence de Weierstrass) Soit (f,)n,>1 une
suite de fonctions holomorphes sur un ouvert  du plan complexe et qui converge
uniformément sur les compacts de 2 vers une fonction f. Alors f est holomorphe

sur S et la suite (f])n>1 converge vers f' uniformément sur tout compact de €Q.

Preuve : Puisque la convergence est uniforme sur tous les compacts de €2, il est
clair que la fonction f est continue sur 2. Maintenant si A est un triangle contenu
dans €, alors A est bien sur un compact de €) et par convergence uniforme de
(fn)n vers f sur A, on a

/8A f(z)dz = lim fn(z)dz.

n—-+o0o OA
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Comme les f,, sont holomorphes sur €2, on a

fn(z)dz =0,
dA

et donc

f(z)dz =0.
oA

Le théoreme de Morera implique alors que f est holomorphe sur 2. Montrons
maintenant que (f)),>1 converge vers f’ uniformément sur tout compact de €.
Soit K un compact de {2 et soit V' un voisinage relativement compact de K
dans Q, c’est-a-dire que V est un ouvert tel que son adhérence V est compact et
K cV cV c Q. llexiste alors r > 0 tel que pour tout z € K, le disque fermé de
centre z et de rayon r, soit contenu dans V. Appliquons les inégalités de Cauchy
a f — fn. On obtient
1 1
1f'(z) = fa()] < = sup [f(u) = fuu)] < —sup|f(u) = fulu)],
" fu—z|=r T uev
pour tout z € K. Comme ( f,,),, converge uniformément vers f sur V, on en déduit
que (f!), converge uniformément vers f’ uniformément sur K, ce qui acheve la
preuve du lemme.
O
Sous les hypotheses du théoreme précédent, la suite de fonctions (f}),>1 est
aussi une suite de fonctions holomorphes sur 2. On en déduit donc aisément par

récurrence le résultat suivant :

Corollaire 6.1.6 Sous les mémes hypotheses, pour tout £ > 1, la suite (j}(f))nzl

converge vers £ uniformément sur tout compact de €.

Théoréme 6.1.7 Soit (f,,)n>1 une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert
Q du plan complexe et supposons que la série de fonctions

Z(l - fn)

n

soit normalement convergente sur tout compact de 2. Alors :
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(a) le produit infini
+oo
F=11I
n=1
converge uniformément sur tout compact de Q2. En particulier, f est holo-

morphe sur Q.
(b) On a
z(hH=U 2z, (6.6)

n>1

et pour tout a € Z(f),

m(a, f) =Y mla, f,), (6.7)

ot m(a,g) est la multiplicité de a comme zéro de g, avec la convention que
m(a, g) =0 si g(a) # 0.
(c) Siles f, ne s’annulent pas sur Q, alors f ne s’annule pas et sa dérivée

logarithmique f'/f est donnée par la formule

QD
o e BE

ot la série converge uniformément sur les compacts de 2.

Preuve: Lapartie (a) découle directement du théoreme 6.1.3 et du lemme 6.1.5.
L’égalité (6.6) provient également immédiatement du théoreme 6.1.3. Maintenant
fixons un point a € Z(f) et soit K un voisinage compact de a dans 2. Comme
la série > (1 — f,) est normalement convergente sur K, on a en particulier que
la suite (f,(2))n>1 converge uniformément vers 1 sur K. Autrement dit, il existe

Ny € N tel que

n> Ny = |fu(z) — 1| < (z € K).

DO | —

D'ou |f.(2)] > 1/2, pour tout z € K et tout n > Ny. Ainsi f,, ne s’annule pas

sur K si n > Ny. Ecrivons alors

No—1

f=9 [
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oug= anNo fn. D’apres le théoreme 6.1.3, g ne s’annule pas sur K. Donc

m(a, f) =m (a, ﬂ fn> = i m(a, fn),

n=1
et comme f,(a) # 0, si n > Ny, on obtient (6.7).

Il reste a prouver (c). Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 6.1.8 Notons Log la détermination du logarithme définie et holomorphe

sur C\] — 00, 0]. Pour tout h € C, |h| <1, on a

i
Log(1+h)| < .
Log(1+A)] < T

Admettons pour le moment ce lemme et finissons la preuve de (c). Fixons pour
cela un ouvert U relativement compact dans 2. On sait qu’il existe Ny € N tel
que

n> Ny = |fu(2) — 1| < (z€U).

DO | =

En particulier R(f,(2)) > 1/2 et Log(f.(2)) est bien définie sur U, pour tout

n > Ny. Ainsi, d’apres le lemme 6.1.8, on a

|[fn(2) = 1]
= |fulz) =1

Ceci implique que la série », - . Log(f.(2)) est normalement convergente sur U.

<2|fu(2) — 1], (z€U,n > Np).

Log(fa()] < -

Posons
E.=1[fH (=1
j=1

On a alors, pour tout n > N,

Fn:FNOeXp< Z Logfj>.

j=N0+1
La fonction exponentielle étant uniformément continue sur les parties bornées de

C, on en déduit que

+o0o
f = Fn,exp ( > Lngj) = F, exp(9),

Jj=No+1
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oug= Z Log(f;(#)). D’apres le lemme 6.1.5 de Weierstrass, la fonction g est

j=No+1
holomorphe sur U et

—+00

g(z)= Y (Logf;)( Z

7=No+1 j= N0+1

(Z € U)7

ou la série converge uniformément sur les compacts de U. D’ou

P Bee)
) ‘f&@*g“

Mo 11(2) (2)
> it 370

Jj=

ce qui finalement donne

f'(z) = 12)
fle) = fiz)

et la série converge uniformément sur tout compact de U. Comme U est un

(z€U),

ouvert relativement compact quelconque de €2, on en déduit finalement que la

série converge uniformément sur tout compact de €.

Il reste finalement le lemme 6.1.8 & prouver. Pour cela écrivons

1
h
Log(l + h) = dt.
og(1+h) /0 1+ th
D’ou
1 1
|h| |h| |h|
Log(1+ h </ dt< | gt = ,
[Log(1 +h)| < AT A R Ay 1— ||

ce qui acheve la preuve du lemme 6.1.8 et du théoreme 6.1.7.

n

Remarque 6.1.9 Notons que d’apres la preuve du théoreme 6.1.7, la somme

dans (6.7) est en fait une somme finie!

Comme application du théoreme 6.1.7, on peut obtenir tres facilement un cas
particulier du théoreme de factorisation de Weierstrass dont on établira la version

générale dans la section suivante.
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Corollaire 6.1.10 Si (ay,),>1 est une suite de nombres complezes non nuls telle
que la série Y 1/a, est absolument convergente, alors il existe une fonction

entiére dont les zéros sont exactement les termes de la suite (an)n>1.

Preuve : 1l suffit de poser

f(@zﬁ(l—fn),

et le théoreme 6.1.7 donne les propriétés requises pour f.

g

6.2 Le théoreme de factorisation de Weierstrass

Définition 6.2.1 Posons Ey(z) = 1 — z et pour tout entier p > 1,
2

z P
E,(2) = (1 —z)exp <z+—+---+—).
2 p
Ces fonctions ont été introduites par Weierstrass et sont parfois appelées facteurs

élémentaires de Weierstrass. Leur unique zéro est en z = 1.

Lemme 6.2.2 Pour |z| <1etp>0, ona
11— Ep(2)] < [2*

Preuve : Pour p = 0, le résultat est évident. Pour p > 1, un calcul simple
montre que
2 P

E)(z) = —2" exp(z + % + ... ?)

S , , B ,
Ceci implique que —FE, admet un zéro d’ordre p en z = 0 et le développement en
série entiere de —F) est de la forme

—El(2) =) a.2", (2€0), (6.8)

nzp

avec a, € R et a, > 0. Remarquons que le rayon de convergence de la série

entiere est +o0 car la fonction E}, est holomorphe sur C. En écrivant

1—Ey)(2) = —/[0 ]El',(u) du,



6.2. LE THEOREME DE FACTORISATION DE WEIERSTRASS 175

on obtient par convergence uniforme de la série (6.8) sur [0, z]

Zan/ U du- @ P
n+1

n>p
Ainsi
1 — Ey(2) An_ _n—p On -
S Ao/ n—p| < n—p

D’otu, pour |z| < 1, on obtient

)1 - By(2)

2p+1

ce qui termine la démonstration.

g

Théoréme 6.2.3 Soit (2,),>1 une suite de nombres complexes avec z, # 0 et
telle que 1, = |z,| = 400, sin — +00. Soit (p,)n>1 une suite d’entiers telle que,

pour tout nombre positif v, on ait

f <%)1+pn < +o00. (6.9)

Alors le produit infini

+00 5
z) = E, | — 6.10
-115.(2) (6.10)
n=1
définit une fonction entiere P qui possede un zéro en chaque point z, et ne posséde

aucun autre zéro dans le plan compleze.

Remarque 6.2.4 La condition (6.9) est toujours satisfaite lorsque p, = n — 1

par exemple. En effet, il existe ng € N tel que
n>ng = r, > 2r.

D’ou
r < 1
rn 2
et la série Y, 27" converge, ce qui implique que la série dans (6.9) converge

ausst.
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Preuve : Soit K un compact du plan complexe et r > 0 tel que K C B(0,r) =

{z € C: |z| < r}. 1l existe un entier ng tel que si n > ng, alors r,, > r. Lorsque
z € K, on a d’apres le lemme 6.2.2

1+pn 1+pn
z T
Zn Tn

pour tout n > ngy. L’hypothese (6.9) implique alors que la série

S(-5 ()

n

z

Zn

converge normalement sur K et le théoreme 6.1.7 fournit la conclusion souhaitée.

g

Remarque 6.2.5 Si « intervient m fois dans la suite (z,)n>1, alors la fonction

P posséde un zéro d’ordre m au point .

Remarque 6.2.6 Pour certaines suites (z,)n>1, la condition (6.9) est satisfaite
pour une suite constante (pp)n>1. Par exemple, si )" 1/r, < 400, nous pouvons
choisir p, = 0 et le produit canonique s’écrit

+oo

(=)

n=1 "
Si Y., 1/r, = 400 mais Y. 1/r2 < +o0, alors le produit canonique P devient

= z z
P(z) = 71_[1 (1 — Z) exp (Z) :

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de factorisation de Weierstrass.

Théoréme 6.2.7 (Théoréme de factorisation de Weierstrass) Soit f une
fonction entiere pour laquelle nous supposerons f(0) # 0 et soient z1,zo,... la
suite des zéros de f, chacun compté avec son ordre de multiplicité. Alors il existe

une fonction entiere g et une suite d’entiers (pn)n>1 positifs ou nuls telles que

z

() = exp(g(z»ﬁE (). (6.11)

Zn
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Preuve : Notons que f étant une fonction entiere, soit les zéros de f sont en
nombre fini, soit on a |z,| — +00. On peut donc considérer P le produit défini
par (6.10) et construit a partir des zéros de la fonction f (si le nombre de zéro de
f est fini, le produit est fini!). D’apres le théoreme 6.2.3, la fonction f/P est une
fonction entiere ne possedant aucun zéro dans le plan complexe. Ainsi il existe

une fonction entiere g telle que f/P = exp(g), ce qui acheéve la preuve.

n

Remarque 6.2.8 (a) Lorsque f posseéde un zéro d’ordre k en 0, le résultat
s’applique a la fonction f(2)/2*.

(b) La factorisation (6.11) n’est pas unique : une factorisation unique peut-

étre associée a des fonctions f dont les zéros satisfont la condition requise

pour la convergence d’un produit canonique (correspondant a une suite (py)n,

constante).

On peut également donner un résultat analogue pour les fonctions holo-

morphes sur un ouvert {2 du plan complexe.

Théoréme 6.2.9 Soit Q un ouvert de C, (a;);>1 une suite de points distincts de
Q sans point d’accumulation dans Q et soit (m;);>1 une suite d’entiers de N*.
Alors il existe une fonction f holomorphe sur ) dont les seuls zéros sont les a;

avec la multiplicité m;, j > 1.

Preuve : Montrons tout d’abord qu’il suffit de prouver que si €2 est un ouvert

de C tel qu’il existe un réel R > 0 tel que
{zreC:|z| >R} CQ et |aj| <R, (j>1), (6.12)
alors il existe une fonction f holomorphe sur €2 telle que

Z(f)=A{a; 5 > 1}, m(f,a;) =my, (j >1), et lim f(z)=1.

|z]—+o0
En effet, si une telle fonction f peut-étre construite pour tout ouvert € satisfaisant

6.12), considérons €2y un ouvert quelconque de C, («;);>1 une suite de points
313>
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distincts de €, sans point d’accumulation dans Q; et (m;);>1 une suite d’entiers

strictement positifs. Choisissons un point a € €21 et r > 0 tel que
D(a,r)={2€C:|z—a| <r}CQ,

et o; & D(a,r), j > 1. Posons alors

oz) = {Z_a, siz#a

00, silz=a,

et Q= () \ {oo}. Il est facile de vérifier que 2 est un ouvert de C qui vérifie
(6.12) avec R = r et a; = ¢(o;) = (a; — a)~!. Donc il existe une fonction f
holomorphe sur € telle que

Z(f) =Aa; 5 =21}, m(f,a;) =my, (j =2 1), et lim f(z) =1

|z]—+o0
Posons alors g = f o . La fonction g est analytique sur € \ {a} et
lim g(z) = lim f(p(2)) = lim f(u)=1.
Ze—g)a Ze—g)a ‘UJ|*)+OO
z 1 z 1
Par conséquent la singularité en z = a est éliminable et g est analytique sur €.

De plus,

Z(g)={oj:j>1} et m(g,a;) =m(f,aj) =m;, (j >1).
Il reste donc a prouver que si ) satisfait (6.12) alors on peut construire une
fonction f holomorphe sur €2 telle que

Z(f)=Aa;:j =1}, m(f,a;) =my, (j > 1), et lim f(z) =1

|z|]—+o0

Définissons une seconde suite (2, ),>1 constituée des points de la suite (a;);>; mais
telle que chaque a; est répété suivant sa multiplicité m;. Notons tout d’abord
que 'hypothese (6.12) implique que © # C car sinon la suite (a;);>; ayant un
point d’accumulation dans m, elle aurait un point d’accumulation dans

), ce qui est contraire a I'hypothese. Donc I'ensemble C \ © est un fermé non
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vide contenu dans D(0, R) qui est un compact. Ainsi C \ € est un compact non
vide de C. Par conséquent, pour tout n, il existe un point w, € C\ Q tel que

|2n, — wy,| = dist(z,, C \ Q). Remarquons que

lim |z, —w,|=0.
n—+oo

En effet, sinon comme la suite (a;);>1 a un point d’accumulation a dans D(a, R),
on aurait dist(a,C \ ) > 0, c’est-a-dire que a € ), ce qui est contraire a I’hy-

pothese. Considérons maintenant les fonctions

Zp — W
2 — wy,
qui sont holomorphes sur €2 et qui ont un zéro simple en z = z,. Nous allons

montrer que le produit infini

converge uniformément sur tout compact de ). Soit K un compact de €2. On a
dp :=dist(K,C\ Q) > 0 et pour tout point z € K,

Zp — Wp

< |zn — wn|50_1.
z — wy

Comme lim,,_, |« |2, —w,| = 0, pour tout 0 < § < 1, il existe un entier N tel que

n>N, zek — |2 o5
Z — wy
Le lemme 6.2.2 implique alors que
Zn — W Zn — wy |"T
E, < . ") — 1’ < |2 . < 6"t (6.13)
Z — wy Z— wy

Comme 0 < § < 1, ceci prouve que la série

(= (=) )

n

converge normalement sur K et le théoreme 6.1.7 montre que le produit
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converge vers une fonction f holomorphe sur Q. De plus, Z(f) = {a; : j > 1} et
m(f,a;) =m;, j > 1. Il reste & montrer que lim|;| 4o f(2) = 1. Pour cela, nous

allons utiliser le lemme suivant que nous admettrons dans un premier temps.

Lemme 6.2.10 Pour |z| < 1/2, on a
1 3
12l < ILog(1 +2)| < OJel

Soient € > 0, 0 < § < 1/2 et choisissons R; > R tel que

2R
R, —R

< 9.

Si |z| > Ry, alors comme |z,| < R et w, € C\ Q C D(0,R), on a

2R
<
~ R —R

Zp — Wp

<0, (n>1).

Z — Wy,

Ainsi l'inégalité (6.13) est valable pour tout n > 1 et tout z tel que |z| > R;. En

particulier, on a

On peut donc écrire

[f(z) = 1] = (6.14)

+oo
Zn — Wp
exp (;Log (En ( —— ))) —1].
Remarquons maintenant avec le lemme 6.2.10 et 'inégalité (6.13) que

Sos (2 (2532)| < S (5 (252))

n=1

“+o0
_ ZLog(1+En(zn w")—l)’
— Z— Wy
+o0
< 35 (222)
2n:1 Z — Wy
32 3 &2
< Z 5n+1_
- 2Z 21—9§
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Choisissons alors ¢ suffisamment petit pour que

2

< 2
21 -9

= |exp(u) — 1| < e.

En utilisant (6.14), on obtient ainsi |f(z) — 1| < &, pour tout |z| > R;, ce qui

conclut la construction de f.

Il reste donc le lemme 6.2.10 & prouver. Pour |z| < 1, on écrit

+o0

zn
Log(1 = —1)nt=
o8(1+2) = > ()"
d’ou
. Log(1 + 2) . f( 1)%12%1
z a 1 n

(VAN VAN

NI fM 3

Mz s =

R RS
3 —

D’ou, si |z] < 1/2, on obtient

ce qui donne le lemme et acheve la preuve du théoreme.
O
Nous allons terminer cette section par une application intéressante du théoreme 6.2.9
aux fonctions méromorphes. Rappelons que si 2 est un ouvert de C, on dit qu'une

fonction continue f: Q — S? = CU {oo} est méromorphe si
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(a) f7'({oo}) est un sous-ensemble discrét de 2.
(b) f est holomorphe sur Q\ f~'({c0}).

Autrement dit, une fonction méromorphe sur €2 est une fonction analytique sur
) sauf au plus sur un ensemble discrét constitué uniquement de poles.
Remarquons maintenant que si g et h sont deux fonctions holomorphes sur
un ouvert {2 du plan complexe et supposons que h n’est pas identiquement nulle
dans une composante connexe de 2. Alors le quotient g/h est clairement une
fonction méromorphe sur 2. En utilisant le théoreme 6.2.9, on peut donner une

réciproque a cette assertion.

Corollaire 6.2.11 Toute fonction méromorphe sur un ouvert € du plan com-

plexe est le quotient de deux fonctions holomorphes sur €.

Preuve : Soit f une fonction méromorphe sur € et soit A 'ensemble des poles
de f. Pour chaque a € A, notons m(«) l'ordre de multiplicité du pole. Grace
au théoreme 6.2.9, il existe une fonction A holomorphe sur €2 telle que h possede
un zéro de multiplicité m(«) en chaque point o € A et telle que h ne possede
aucun autre zéro. Posons alors g = fh. La fonction ¢ est clairement holomorphe
sur 2\ A et les singularités de g aux points de A sont éliminables et on peut
donc étendre g en une fonction holomorphe sur €2, ce qui acheve la preuve du

corollaire.

6.3 La formule de Jensen

D’apres le théoreme 6.2.9, 'ensemble des zéros d’une fonction analytique sur
un domaine 2 du plan complexe n’est soumis a aucune autre condition que la
condition évidente qui impose 1’absence de points d’accumulation dans 2. Si on
remplace la classe des fonctions holomorphes sur €2 par certains sous-ensembles

définis par des conditions de croissance au bord, la situation est bien différente.
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Dans ce cas, la distribution des zéros doit satisfaire certaines conditions quan-
titatives. Beaucoup de ces résultats reposent sur la formule de Jensen que nous
allons donner dans cette section.

Nous commengons par un lemme qui va étre utile dans la preuve de la formule

de Jensen.

Lemme 6.3.1 On a
1 2 )
—/ log |1 —¢?|df = 0.
2 Jo

Preuve : Soit @ = {# € C : R(z) < 1}. Notons Log la détermination du

logarithme définie sur C\] — oo, 0] par
LOg(U) = log |U| +1 arg}fw,ﬂ[(u)v (U € C\] - o0, O[)a

et h(z) = Log(1 — 2), z € Q. Comme R(1 — z) > 0, pour tout z € Q, la fonction

h est holomorphe sur €2 et on a
h(0) = Log(1) = 0.
Pour 6 > 0 assez petit, on définit le chemin I' par

[(t) =e", §<t<2m—4,

et v I'arc de cercle dont le centre est 1 et qui va de e & e’ tout en restant dans

Q. D’apres la formule de Cauchy, on a

1 1
2 Jp oz 2w ), z

et comme h(0) = 0, on obtient que

1 h 1 h
— —<Z> dz = —— / —<Z> dz. (6'15)
2im Jp oz 2w ), z
Or
1 h 1 27 —4§ '
L) dz = — h(e™) dt,

2 Jp oz 21 Js
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1 h 1 2m—0 )
?R(—/ﬁdz):—/ log |1 — €| dt.
2im Jp oz 2 Js

Finalement, en utilisant (6.15), on obtient

—/ log |1 — €| dt = ( /y@@),

d’ou

et done
1 [ h 1 h
—/ log |1 — “\dt' < — [7(2)] |dz| < —{() sup | (Z)| (6.16)
27 é 27 0% |Z‘ 27 zesupp(7y) ‘Z|

Or /(y) < 76 car on tourne au plus de 7 et le rayon du cercle est |1 — €| =
|28in(6/2)| < 6. De plus, pour z € supp(7), on a |1 — z| = 2sin(§/2) < 0 et donc
2] > 1. (6.17)
Enfin
B = (log 1 — 2])” + (argy_, (1 — ))° < (log(2sin(8/2)))* + 7% (6.15)
D’ot, en utilisant (6. 16) (6.17) et (6.18), on obtient

. —
’— log\l — el dt| < g\/(log(ZsanSQQ))) +7 .

On obtient alors le résultat en faisant tendre § vers 0.

Théoréme 6.3.2 (Formule de Jensen) Soit Q@ = D(0,R) et f une fonction
holomorphe sur Q) telle que f(0) # 0. On considére 0 < r < R et on note

aq,Qa,...,ay les zéros de f appartenant a D(0,1), comptés avec leur ordre de

N r 1 &
= — 1 01 do ) .
T exp<2ﬂ/ﬂ og | f(re”)| )

0l

multiplicité. On a

Preuve : Numérotons les points «; de sorte que oy, as, ..., a,, appartiennent
a D(0,r) et que |apmi1] = |amaa] = -+ = |ay| = r. (Bien entendu, on peut avoir
m = 0 ou m = N). Définissons

m N
H: _O‘") I1 ao‘iz. (6.19)
n=1 n

n=m+1




6.3. LA FORMULE DE JENSEN 185

La fonction g est holomorphe sur D = D(0,r+¢) pour un certain € > 0 et elle ne
s’annule pas dans D. Comme D est simplement connexe, il existe une fonction h
holomorphe sur D telle que g = €". En particulier, avec la formule de Cauchy, on

a

1 2T )
h(0) = o /0 h(re®) do,

et donc
1 2m 0
R(R(0)) = — R(h(re™)) db. (6.20)
2m J,
Or |g(2)| = e®") pour tout z € D, d’ou log |g(z)| = R(h(z)), ce qui donne avec
(6.20)

1 i ,
log lg(0)] = 5 [ logg(re)| a0 (6.21)

—Tr

En utilisant (6.19), on a

m N
r T
90)] = 17O TT = = 7o) T (6.22)
n=1 " n=1 "
la deuxieme égalité provenant du fait que |y, 41| = -+ = |ay| = r. De plus, on

vérifie facilement que pour |z| =7, on a

2 R
e — QnZ
—_— :1

Y

r(a, — z)

d’olt si o, = re® pour m < n < N, on obtient

N
log [g(re”)| = log | (re”)| — Z log |1 — e@=f)|.

n=m-+1

Il s’ensuit que

N
1 ™ ) 1 T ' ] - |
2 /ﬂ loglg(re)| db = o | log|f(re)|do— > 5 /W log |1 —¢®=0)| 4.

- n=m+41

Or d’apres le lemme 6.3.1, on a

1 (7 .
— / log |1 — ¢'®=%)| ah = 0,
2 ) .
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d’on

1

o log lg(rei?)| df = —/ log | f(re®)| do. (6.23)

—Tr

Finalement en utilisant (6.21), (6.22) et (6.23), on en déduit

—/ log | f(re®)| df = log | f(0 |+Zlog<| ‘)

ce qui donne le résultat.

g

Remarque 6.3.3 Si f a un zéro d’ordre k en 0, on peut appliquer la formule de

Jensen a f(z)/2.

Si f est une fonction entiere, la formule de Jensen permet de controler le
nombre de zéros de f a 'intérieur d'un disque D(0,r) en fonction du maximum

de f sur W
Corollaire 6.3.4 Soit f une fonction entiere. On définit
M(r) = sup | f(re?)], 0<r<+oo,
0eR

et n(r) désigne le nombre de zéros de f comptés avec multiplicité et appartenant

a D(0,7). Supposons de plus que f(0) # 0. Alors
n(r)log2 +log |f(0)] < log M(2r).

Preuve : En utilisant le théoreme 6.3.2, on a

1 [7 .
V) H |an\ - (% / ) 10g|f<2re”>|de) < M(2r),

o (ay,)n>1 désigne la suite des zéros de f préalablement numérotée de sorte que

‘Oél|§‘062|§....
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Donc

o) 2r
M) > |70) ] =

||

> | f(0)12",

n=1

ce qui implique

n(r)log2 +log |f(0)] < log M(2r).

6.4 Un théoreme de Borel-Carathéodory

Dans cette section, nous allons donner un résultat du a Borel-Carathéodory

qui nous servira dans la section suivante. Ce résultat est par ailleurs intéressant.

Théoréme 6.4.1 (Théoréme de Borel-Carathéodory) Soit f une fonction

analytique sur un ouvert ) contenant le disque fermé D(0, R) et on note

A(r) = sup R(f(2), et M(r)=sup|f(z)], (0<r<R).

|z|<r |z|<r
Alors
(i) Pour tout0 <r < R, on a

2r R+r
AR
( )+R_r

M(r) <

<2 7(0)]. (6:24)

(ii) Si A(R) > 0, alors pour tout n >0 et tout 0 <r < R, on a

max | 6)] < (it (AGR) + 1))

Preuve : (i) : Le résultat est trivial si f est constante. En effet, dans ce cas,
ona M(r)=1f(0)| et A(r) =R(f(0)), d’ou (6.24) est équivalent a

2r R+r
7 M 0) + o

F(0)] < [ F(O)],

c’est-a-dire
2 2
—R((0) + I (0)],
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et cette inégalité est clairement satisfaite.

On peut donc maintenant supposer que f n’est pas constante. Nous allons tout

d’abord prouver le résultat dans le cas ou f(0) = 0. Soit M > A(R). Comme
f(0) =0, on a

A(R) = R(f(0)) = 0,

et donc M > 0. Considérons alors

Remarquons que R(2M — f(z)) = 2M — R(f(z)) > 2M — A(R) > M > 0. On en

déduit que ¢ est analytique sur D(0, R). On a également ¢(0) = 0 et de plus, si
on note f(z) =u+ iv, avec u,v € R, on a

o(2) lu + iv]? u? + v?
2)|° = = :
7 20M —u— ]2 (2M —u)? + o?

Or —2M +u <u <2M —u car u = R(f(2)) < A(R) < M. D’ou |u| < |2M — ul
et donc u? < (2M — u)?. On obtient finalement que

p() <1, |z <R
Le lemme de Schwarz implique alors que
r
su 2) < —.
sup ()l < &

Or |f(2)] = [2M@(2)|/]1 + ¢(2)] et donc

2ML  2Mry
sup |f(2)] < ——7F

|2|<r I

R—r

Comme M est choisit arbitrairement plus grand que A(R), on en déduit que

2r
su 2)| < A(R),
aup 11(2)] < 5 AGR)

ce qui prouve (6.24) pour toute fonction f telle que f(0) =0
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Supposons maintenant que f(0) # 0. On applique alors le résultat a f(z) —

f(0), ce qui donne

2 sup R(f(2) — (0)) <

_T\Z\SR R—r

1f(2) = F(O)] < (A(R) + [£(0)]),

pour tout |z| < r. D’on

2r 2r
A(R A
AR+ (14 22 ) 1£0) = AR +
ce qui prouve l'inégalité (6.24) et acheve la preuve du point (i).
(ii) : Si A(R) > 0, alors on a

2r R+r
A(R) <
R—r ( )_R—'r’

et donc d’apres l'inégalité (6.24), on obtient que

R+r
R—r

IF(2)] < | F(O)],

A(R)7

up [f(2)] < T (ACR) + |FO)). (6.25)

pour tout 0 < r < R. Fixons z € D(0,7) et considérons ~ le cercle de centre z et

de rayon § = (R — r)/2. Remarquons que D(z,0) C D(0,(R+1)/2) C D(0, R).

En effet, si ju — 2| < J,on a

R+r

5 < R.

R—
\u\Sé—l—MﬁTr—H’:

On peut donc appliquer la formule de Cauchy qui donne

)y f(w)

f(z) = 2i7r/y (= 2y du. (6.26)
Or l'inégalité (6.25) implique que

R+ R+r
sup |f(u)] < sup [f(w) _W( (R) +|£(0)])
fu—z| < [l <(Rtr)/2
4R

< A + o).

D’ot, en utilisant (6.26), on obtient que
! 4R 2" 2pl R
IO < 52y AR+ O)) = s (AR + ),

ce qui prouve (ii).
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6.5 Fonctions entieres d’ordre fini et théoreme
d’Hadamard

Définition 6.5.1 Soit f une fonction entiére et notons

M(r) = max |f(2)], 0 <r < +oo.

|z[=r

On dit que f est une fonction entiere d’ordre fini s’il existe a > 0 tel que

M(r) <e", pour r > ro(a) > 0. (6.27)

Dans ce cas, o = inf a est appelé l'ordre de f. Si (6.27) n’est satisfaite pour aucun

réel a > 0, alors on dit que l’ordre de [ est +00.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la définition.

Lemme 6.5.2 Soit f une fonction entiére d’ordre fini . Alors, pour tout € > 0,

il existe R > 0 tel que
[f@I< ™, 2l > R.

Preuve: Soit ¢ > 0. Par définition de la borne inférieure, il existe a’ satisfaisant
(6.27) tel que o < a’ < v+ &. Do, pour |z| > R = max(1,ry(a’)), on a
|f(Z)| S e‘z‘a/ S elzlorFE.

n

Théoréme 6.5.3 (Théoréme de factorisation d’Hadamard) Soit f une fonc-
tion entiére d’ordre fini égal a « et telle que f(0) # 0. Soit (a,)n>1 la suite des

zéros de f comptés avec multiplicité et telle que
0 < || <lag| <+ <Hap| <o

Notons p = [a]-la partie entiére de . Alors
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(i) la série
e
n |Oz7l|p+1
converge.

(ii) 1l existe un polynome @ de degré inférieur ou égal a p tel que

Preuve : (i) : Sans perte de généralité, on peut bien sur supposer que f(0) = 1.

Le corollaire 6.3.4 implique alors que
n(r)log2 < log M(2r).

Fixons € > 0 tel que a +¢ < p+ 1. Comme f est d’ordre fini «, il existe R > 0
tel que
log M(2r) < (2r)2+e/2,

pour tout r > R. Donc

n(r)log2 < (2r)*te/?,
pour r > R. En particulier, pour tout r suffisamment grand, on a
n(r) < rote,
Puisque |aq| < |ag| < -+ < ayl, il existe un entier ky tel que

k< n(lag]) < o],

pour tout k > kg, et donc

|O[k|_(p+1) < k7~ ate

— Y

pour tout k£ > kg. Comme o + ¢ < p+ 1, la série

Z +1
kji Z+E

k
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est convergente et donc

(i) : D’apres le théoreme 6.2.7, il existe une fonction entiere @) telle que

f(e) = exp(@(z»ﬁEp ().

Il reste & montrer que () est un polynome de degré inférieur ou égal a p. Pour

Z # g, on a

% (f:(f;) = QUI(z) + % (F/(Z)) . (6.28)

Or d’apres le théoreme 6.1.7, on a

re)_ SR,
R - X T

ou fu(z) = E, (ﬁ) et la série converge uniformément sur tout compact de
C\ {ay, : n > 1}. Un calcul simple montre que

Eu)  w

B T-a Wb
D’ou
ne _ 1E(E)
fa(2) an E, (a—zn>
1
T b1 - =)
bz —an)

Donc il existe un polynome ¢ de degré inférieur ou égal a p — 1 tel que

% =q(2) + Z_lan-




6.5. FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE FINI ET THEOREME D’HADAMARD193

Comme ¢ est un polynome de degré inférieur ou égal a p — 1, on a

dP

@(J(z) =0,

et on obtient par un calcul simple que

i (70) i (=) = ooy

On a alors en appliquant le corollaire 6.1.6
ﬁ F/(Z) B +OO£ fy’z(z) B (_1>p 'f 1
dp \ F(2) ) — dzp ful2)) & — (2 — ay,)Ptt’

et la série converge uniformément sur tout compact K C C\ {a, : n > 1}.

Finalement, en utilisant (6.28), on obtient

Q(erl)(z) _ % ({f’((j))) n (_1)p+1p!; m. (6.29)

Soit R > 0 et posons

0x(2) = 1) T] (1—0%)1.

Notons que le produit est fini car f ne possede quun nombre fini de zéros a
Pintérieur du compact D(0, R). La fonction gz est une fonction entiére et il existe
e > 0 tel que gg ne s’annule pas sur D(0, R + ¢). De plus, gg(0) = 1. Ainsi, on
peut trouver une détermination holomorphe du logarithme telle que si hg(z) =
Log(gr(2)), alors hg est holomorphe sur D(0, R+¢) et hr(0) = 0. Montrons qu’il

existe une constante K > 0 telle que
R(hr(z)) < KR, (6.30)

pour tout |z| < R. Remarquons que si |z] = 2R et |a,| < R, on a

2R
EN

— —1>1.
||

1—Z=|>

' z

Qp, lan|
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Dot |gr(2)| < [f(2)]. Or f étant une fonction entiere d’ordre fini égal a «, pour

tout R suffisamment grand, on a

|f(z)| S e‘z‘a+5 _ 6(2R)a+5

Y

pour tout |z| = 2R. Il s’ensuit que

a+te
)

lgr(2)] < P (2] = 2R). (6.31)

Comme gp est une fonction entiere, le principe du maximum implique que I'inégalité

(6.31) est valable pour tout |z| < 2R et en particulier pour tout |z| < R. D’ou
R(hn(2)) =loglgr(z)| < (2R)*"* < KR,

pour tout |z| < R et pour R suffisamment grand. Le théoreme 6.4.1 implique

alors que
2°2(p+ 1)'R
(R — T)p+2

pour tout |z| = r < R. Donc pour |z| = R/2, on obtient

hE(2)] < KR,

WPV (2)| < CRote- D), (6.32)

D’autre part,

et donc
N AU C 1
) dzp(f(z))” R DR s

Ainsi avec (6.29), on en déduit que

QUHH(z) = hig () + (1) p! Y

lan|>R

(6.33)

Remarquons maintenant que pour |z| = R/2, on a

op+1

1
2 o | < 2 T

|oen|>R lan|>R
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En combinant (6.32) et (6.33), on obtient finalement que

1
|an|p+1

9

QP ()] < C | gote—(+1) Z

lan|>R

pour tout |z| = R/2. Choisissons alors € > 0 suffisamment petit pour que a+¢ —
(p+1) < 0. On a alors

lim R+ —
R—+o00 ’

et comme la série Y. 1/|a,[P™ converge, on a aussi

. 1
lim — =0
R—+00 o, [PH1
|an|>R

Ainsi, pour tout &’ > 0, il existe Ry tel que
QP () <<,

pour tout |z| = R/2 et R > Ry. Comme @ est une fonction entiere, ceci est
valable (par le principe du maximum) pour tout |z| < R/2. Ceci implique que
QP (z) = 0 pour tout z, et donc @ est un polynoéme de degré au plus p.

l

Remarque 6.5.4 La condition f(0) # 0 n’est pas contraignante : si f a un zéro
d’ordre m a l'origine , on peut appliquer le théoréme 6.5.3 a g(z) = f(2)/2™. En
effet, il suffit de montrer que la fonction g est une fonction entiére d’ordre fini.
Pour cela, on note M(r) = max{|f(z) : |z| = r|}. Soit ¢ > 0. En utilisant le

lemme 6.5.2, il existe R > 0 tel que

log |g(2)| < log(M(r)r~™) = log(M(r)) — mlog(r) < r™** — mlogr < 1%+,
pour tout |z| > R. Ceci prouve que g est une fonction entiére d’ordre fini f < a.
On peut en fait prouver que B = a. En effet, notons M'(r) = max{|g(z) : |z] =
r|}. Pour tout € > 0, il existe R' > 0 tel que si |z| > R, alors

log | f(2)| = log |2"g(2)| = mlog |2| +log |g(2)| < mlog |2| + |2|"** < |2]**.

Ceci prouve que o < [+ 2¢ et comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que

a < B, c’est-a-dire finalement que 5 = «.
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6.6 Le principe de Phragmen—Lindelof

Pour un domaine borné 2, le principe du maximum implique que si f est
holomorphe sur €2 et continue sur €, alors
sup | f(2)] = sup [f(2)].
2€Q z€002

Pour un domaine 2 non borné, ceci n’est plus vrai. Par exemple, considérons
Q={ze€C:IS(2)| <n/2},
et f(z) = exp(exp(z)). Pour z réel, on a
f(x £im/2) = exp(Liexp(x)),

et donc |f(x £ im/2)| = 1. Autrement dit, pour tout z € 9Q = {z € C :
X(z) = £7/2}, on a [f(z)] = 1. En revanche, f(x) — +oo tres rapidement
quand r — +oo le long de I'axe positif réel qui est inclus dans €). Ainsi, il n’y
a aucun espoir de pouvoir controler le comportement de f a l'intérieur par le
comportement de f sur la frontiere. Cependant, si au préalable, on impose un
controle de f a l'intérieur, alors on peut espérer obtenir des théoremes de la forme

suivante : si f est holomorphe sur €2, continue sur 2 et bornée sur 02 et si

I <lg(2),  (z€9),

ou g est une fonction réelle qui tend “assez lentement” vers +oo quand |z| tend
vers 400 dans (2, alors f est en fait bornée dans ). L. Phragmen et E. Lindelof
ont développé une méthode qui permet de démontrer de tels résultats.

Dans ce cours, nous allons donner deux situations concrétes ou la méthode de
Phragmen—Lindelof s’applique. Dans le premier cas, nous supposerons f bornée
sur € et le théoreme améliorera la borne ; dans le deuxieme cas, nous imposerons
a f une hypothese de croissance assez faible mais qui excluera malgré tout le cas
de la fonction f(z) = exp(exp(z)) (qui a donné précédemment le contre-exemple

au principe du maximum sur un domaine non borné).
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Théoréme 6.6.1 (Théoréme des trois droites d’Hadamard) Soient deux réels

a,b tels que a < b et soit () la bande définie par
N={zeC:a<R(z) <b}.

On suppose que f est une fonction holomorphe sur Q, continue et bornée sur Q.
Notons

M(x) = sup{|f(x + ig)] - 00 < y < +o0),

pour tout a < x < b. Alors on a
M (z)"™ < M(a)*"*M(b)**, (a <z <b). (6.34)
Preuve : Pour € > 0 et A € R, introduisons la fonction f. définie dans Q par

f-(2) = exp(e2® + A2) f(2), (z € Q).

La fonction f. est holomorphe sur € et continue sur Q. De plus, pour 2z = z+1iy €

Q, on a
|exp(e2? + \2)| = exp(e(2® — 9?) + A\x) = exp(ex® + Az) exp(—ey?).  (6.35)

Comme la fonction x — exp(ez?® + Ax) est continue sur le compact [a,b] C R et

que f est bornée sur €, il existe une constante K = K (g, \) telle que
[fe(2)] < K exp(—ey?),
pour tout z = x + iy € Q. En particulier,
lim f.(2) =0, (6.36)
uniformément par rapport & a < x < b. D’autre part, en utilisant (6.35), on a
|fo(a +iy)| < M(a)exp(ea® + Aa) exp(—ey?®) < M(a) exp(ea® + Xa), (6.37)
et

|f-(b+dy)| < M(b) exp(eb® + \b) exp(—cy?®) < M(b) exp(eb® + Ab).  (6.38)
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En utilisant (6.36), il existe yo > 0 tel que
W2 gl = Lo +ig) <M, (a<a<b) (6.39)

ou

M = max (M (a) exp(ea® + Aa), M (b) exp(eb® + \b)) .

Considérons R le rectangle dans €2 de sommets a + iyg, a — iyo, b+ 1y et b — iyp.

D’apres (6.37), (6.38) et (6.39), on a
[f-(2)] < M,

pour tout z € JR et le principe du maximum implique alors que
|f-(2)] < M,

pour tout z € R. En utilisant une nouvelle fois (6.39), on en déduit finalement
que

[f-(2)] < M,
pour tout z € Q. Fixons z € Q et faisons tendre € — 0. On obtient
[£(2) exp(A2)] < max (M(a) exp(A(a), M(B) exp(Ab))

D’ou
M(z) < max (M (a)exp(—A(x —a), M(b) exp(—A(x — b)) .

Il reste & minimiser le membre de droite en \. Ce second membre est minimum

lorsque

M(a) exp(=A(z — a)) = M(b) exp(=A(z — b)),

ce qui arrive si

soit
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Dans ce cas, on a

M(a)exp (~A(x —a)) = M(a)exp (2:3 o (m))

- o (55)

r—a b—zx

= MO)F M),

et done

o
8

M(x) < M(b)#= M(a) =,

S

a

ce qui donne (6.34) et acheve la preuve.

Remarque 6.6.2 Remarquons que (6.34) implique
M (x) < max(M(a), M (b)),

de sorte que |f| ne dépasse pas dans  la borne supérieur de f sur la frontiére de
Q. Autrement dit, si on suppose que [ est une fonction holomorphe sur une bande,

continue et bornée sur la bande fermée, alors f vérifie le principe du maximum.

Corollaire 6.6.3 Soit f une fonction holomorphe sur Q@ ={z € C:a < R(z) <
b}, continue et bornée sur Q. Alors la fonction t — log M(t) est une fonction

conveze sur [a,b].

Preuve : Soient x,y € [a,b], 2 < y et 0 < X\ < 1. En appliquant le théoreme

précédent a x et y, on obtient que
M (1= Nz + Ay)' ™ < M(a) V0 M (y) o),
soit en passant un logarithme
(y —x)log M((1 = Nz + Ay) < (1 = A)(y — x)log M(z) + Ay — x)log M(y),
et en simplifiant par y — x, on a

log M((1 — Nz + Ay) < (1 —X)log M(z) + ANog M(y),
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ce qui donne exactement I'inégalité de convexité de log M (t).

U

Théoréme 6.6.4 (Théoréme de Phragmen—Lindel6f) Soit Q2 = {z € C :
1S(2)| < 7/2} et soit f une fonction holomorphe sur Q et continue sur . On

suppose qu’il existe des constantes a < 1 et A < oo telles que
()] < explAexplale])),  z=z+iyeQ, (6.40)

et
f(2) <1, ze€d (6.41)

Alors |f(2)] <1, pour tout z € Q.
Preuve :  Soient 3 > 0 tel que v < 8 < 1 et € > 0. Définissons
he(z) = exp(—¢(exp(Bz) + exp(—p2))),  z€C.
Pour z =z +iy € Q, on a
R(exp(Bz)+exp(—f2)) = (exp(Bx) + exp(—fz)) cos(By) = b (exp(Bz) + exp(—fz)),
ol § = cos(fm/2) > 0 (puisque |3] < 1). Donc
|he(2)| = exp(—eR(exp(fz) +exp(—fz))) < exp(—ed(exp(fx)+exp(—fFz))) < 1,
pour tout z € Q. En utilisant (6.40) et (6.41), on en déduit que
f()h(2)| <1,  z€09, (6.42)
et
|f(2)he(2)] < exp[(Aexp(alz]) — ed(exp(Bz) + exp(—fz))], 2 € Q. (6.43)

Comme €6 > 0 et 8 > «, le membre de droite dans (6.43) tend vers 0 lorsque

r — Fo0. Ainsi il existe z¢ > 0 tel que

exp[Aexp(alz|) — ed(exp(Bx) + exp(—Hz))] < 1,
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pour tout |z| > xo. Ainsi avec (6.43), on obtient que
[f(2)he(2)] <1, (6.44)

pour tout z € Q, |R(2)| > x¢. Soit R le rectangle de sommet xq +i7/2, 1o —in/2,
—xo +i7m/2 et —xg —im/2. En utilisant (6.42) et (6.44), on voit que

|f(2)he| <1,
pour tout z € AR et le principe du maximum implique que
[f(2)he| <1,
pour tout z € R. Finalement en utilisant une nouvelle fois (6.44), on obtient que
[f(2)he| <1,
pour tout z € . Lorsque € — 0, on a h.(z) — 1 pour tout z et on en déduit que
[f() <1,

pour tout z € €2, ce qui conclut la preuve du théoreme.

U

Remarque 6.6.5 Remarquons que la condition o < 1 dans le théoréeme 6.6.4 est
optimale. En effet, comme on l’a vu au début de la section, la fonction exp(exp(z))

fournit un contre-exemple au résultat avec o = 1.

6.7 Le théoreme de Riesz—Thorin et applica-
tions

6.7.1 Quelques préliminaires sur les espaces L”

Soit (X, 9, 1) un espace mesuré. On supposera dans tout ce chapitre que
la mesure p est positive. On note LP(u), 1 < p < 400, l'espace des (classes

d’équivalences de) fonctions f mesurables telles que

1/p
£l = (/lel”du) < too.
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L’espace L>°(X) est défini de maniere similaire en imposant que
Flloe = int {M < u{t: [(0)] > M} =0} < +o0.

Si A € 9 est une partie mesurable, on note x4 la fonction caractéristique de A,
c’est-a-dire la fonction définie par

() 1 siz€e A
) =
XA 0 siz¢A.

Si1l<p< +oo, il est facile de voir que x4 € LP(X) si et seulement si p(A) <
+00. Une fonction ¢ est dite étagée si on peut 1’écrire comme une combinaison
linéaire finie de fonctions caractéristiques ; autrement dit, s’il existe des ensembles
mesurables disjoints Ay, As, ... A, et des nombres complexes ay, as, . . . a, non nuls

tels que
Y= Z A X Ayp-
k=1

Si pu(Ag) < 400, pour tout k, alors ¢ € LP(X). Réciproquement, si ¢ € LP(X),
alors
|ak"xa, < [l
d’out
|ak["u(Ar) < el < +oo,

et donc p(Ag) < +o00. On a donc montré que si ¢ est une fonction étagée et si
1 <p < +oo, alors p € LP(X) si et seulement si pu({z: p(z) # 0}) < +oc0.

On notera dans la suite £,(X) l'ensemble des fonctions ¢ étagées telles que

p({z : p(z) # 0}) < +o0. 1l est clair que £,(X) est un sous-espace vectoriel de

LP(X). Le résultat suivant rappelle une propriété fondamentale de ce sous-espace.

Lemme 6.7.1 Soit 1 < p < +o00. Le sous-espace vectoriel £,(X) est dense dans
LP(X).

Preuve : Soit f € LP(X).
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Premier cas : supposons d’abord f positive. Il existe alors une suite crois-

sante de fonctions étagées ¢, : X — R telles que
0<¢@n<f

et (¢,) tend vers f simplement p-presque partout. Il est clair que ¢, € LP(X),

autrement dit ¢, € £,(X). De plus, comme ¢,, > 0, on a
0<(f—e)P < /7

Le théoreme de convergence dominée permet alors d’obtenir que

: _ P_ T _ P — ; _ P —
Jim 1 = el nglfm/X\f Pnl” dp /Xnggloolf Pnl” dp = 0,

ce qui prouve que f peut étre approchée dans LP(X) par une suite de fonctions
de &,(X).

Deuxieme cas : supposons maintenant que f soit réelle. Notons par f, et

f- les fonctions définies par

_ =T
=

fv= /-

Les deux fonctions fi et f_ sont positives et dans LP(X). De plus, on a f =
f+ — f—. D’apres le premier cas, il existe deux suites (¢y,), et (), dans E,(X)
telles que

1+ = nllp =0 et [Ify = dull, >0, n— 4o0.

Ainsi ¢, — ¢, € E,(X) et avec I'inégalité de Minkowski, on obtient

1f = (on = Pn)lly < 1fs = @nlly + 1/~ = ¢nll, =0, n = +oo.

Dernier cas : f est a valeurs complexes. Il suffit de décomposer f en partie
réelle et partie imaginaire et appliquer le cas précédent.

O

En général, (sauf si la mesure u est finie), il n'y a pas de relation d’inclusion

entre les différents espaces LP(X). Cependant, nous avons le résultat suivant :
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Lemme 6.7.2 Soit (X, M, u) un espace mesuré, avec pp > 0. Soit 1 < py < p <

p1 < +oo. Alors on a

LP(X) C LP(X) + LP(X).

Preuve : Soit f € LP(X) et posons

fi=TIxis1 et fa= fx<t-

Alors f = f1 + f2 et de plus, on a

| P Py, < Pdy < P
Il = [ o= [ s [ sraes iy

D'ou f; € LP'(X) et || f1ll,, < ||f||£/p1. Si py = 400, alors il est clair que |fa] <1

presque partout et donc fy € L*(X). Si ps < +00, alors on a

1l /mww / uww</ P < £,
|fI<1 |f1<1

dot f € L et | follpy < | FI5
O
Dans le lemme 6.7.2, nous avons montré que si p est compris entre deux réels

po et pp alors LP est contenu dans la somme LP° 4 LP'. Le résultat suivant donne

un résultat "un peu inverse”.

Lemme 6.7.3 (Inégalité de Lyapunov) Soient 1 < pg,p; < +o0 et 0 < 0 <
1. Définissons p par

1 0 1-6
— = — 4+ .
p Do P1
Alors
LP(X) N LMY (X) C LP(X),
et on a

£l < AR A0S Vf € Lo (X) N LM (X). (6.45)
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Preuve : Si p = 400, alors nécessairement py = p; = +oco et I'inégalité (6.45)
est alors évidente. Supposons maitenant 1 < p < 400 et soit f € LPo(X)NLP(X).
On écrit

1] = /X P dpe = /X FI0=0 £ gy

Si pp = 400, alors p; = (1 — )p et on a donc

115 = /X PP dpe < (LIS
D’ou

Lo < WIS = 11151 115,
ce qui prouve (6.45) dans le cas ou py = +00. Si p; = +00, on raisonne de méme.
Supposons donc maintenant que 1 < pg, p; < 400 et posons alors a = po/(0p) et
B =pi1/((1 —0)p). On vérifie que 1/a+ 1/5 = 1 et en appliquant I'inégalité de
Holder, on obtient

0p/po (1-8)p/p1 . o
1l < ( / |f\”°) ( / w’l) — A1 10—,

ce qui termine la preuve.

U
En fait, en utilisant le lemme 6.7.1, on obtient le résultat suivant.
Lemme 6.7.4 Sotent 1 < pg,p; < +00 et 0 < 6 < 1. Définissons p par
1 6 1-0
P P P
Alors Uespace LP°(X) N LP(X) est dense dans LP(X).
Preuve : Si 1l < p < 400, cela découle du Lemme 6.7.1 car alors &,(X)

est contenu dans LP(X) N LP(X) et dense dans LP(X). Si p = +oo, alors
nécessairement py = p; = +o0o et LP°(X) N LPY(X) = L>®(X) = LP(X).

O

Pour finir avec ces préliminaires concernant les espaces L, rappelons la notion

de convergence en mesure. Soit (f,), une suite de fonctions mesurables sur un
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espace mesuré (X, 9, 1). On dit que la suite (f,,), converge en mesure vers f si

pour tout € > 0, on a

lim p({z e X :|fu(z) = f(z)] > €}) = 0.

n—-+o0o
Le résultat suivant regroupe les propriétés élémentaires de cette notion de conver-

gence.

Lemme 6.7.5 Soit (X, M, u) un espace mesuré et (f,), une suite de fonctions

mesurables.
(a) Si f, converge vers f dans LP(X), alors f, converge vers f en mesure.
(b) Si f,, converge a la fois vers f et g en mesure, alors f = g p-presque partout.

(c) Si f, converge vers f et g, converge vers g en mesure, alors f,+g, converge

vers f + g en mesure.

Preuve :

(a) : soit € > 0 et notons
Ay ={z € X :|fulz) — fz)| > €}

On a

En faisant tendre n vers +o00, on obtient le point (a).

(b) : on a
|f(z) = g(@)] < [f(z) = ful@)] + [ fulz) — 9(2)],
d’ou
{re X:|f(@)—g(@)]>e} C{z e X :[f(x)-falz)] >e/2}V{z € X : [fu(z)—g(z)| > /2},
et donc

p{re X :[f(z)—g(2)]>e}) < p({reX:[f(z) - fulx)]l >e/2}) +
+pu({r e X o [fulz) — g(2)] > €/2}).
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En faisant tendre n vers +oco, on obtient

p({r e X :[f(z)—g(x)]>e}) =0,

pour tout € > 0. Donc f = g p-presque partout.

(c) : On remarque que

{z: [fu(@)+gn(x)—(f(2)+g(x))| > e} C{a: |fulz)—f(z)] > e/2}{z : [ga(z)—g(2)| > £/2}.
D’ou
p({z e X o |fa(@) + gn(z) = (f(z) +9(2))| > e}) < p({ze X :|fulz) - f(2)] >e/2})

tufe € Xt ga(z) — g(x)[ > €/2}),

et on obtient le résultat en faisant tendre n vers +oo.

6.7.2 Le théoreme de Riesz—Thorin

Soient (X, M, 1) et (Y, M, v) deux espaces mesurés. Soit p,q € [1, +00]. Si un
opérateur linéaire

A LP(X) —s LY(Y)

est borné, c’est-a-dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que

IAfllg < CllFllp,

pour toute fonction f € LP(X), alors on dit que 'opérateur A est de type (p,q)

et on note sa norme par

| Af]]
[Allp.q) = sup ..
rerrx) Ifllp
40

On suppose maintenant que U'opérateur A est défini sur 'ensemble

IP(X)+ P (X)={f+g:felr(X)etge LPMX)}
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et est de type (po,qo) et (p1,q1). Autrement dit, si on restreint A a LP°(X) et

LP(X), alors les deux opérateurs
AL (X) — L*(Y)

et

A IP(X) — LO(Y)
sont bien définis et bornés. Maintenant, si p est choisi entre py et p;, la question
naturelle qui se pose est : peut-on trouver ¢ entre gy et g; tels que

A: LP(X) —s LY(Y)

est bien défini et borné? Le théoreme d’interpolation de Riesz—Thorin répond a

cette question.

Théoréme 6.7.6 (Théoréme d’interpolation de Riesz—Thorin) Soient (X, I, 1)

et (Y, M, v) deux espaces mesurés. Soient pg, qo, p1, 1 € [1, +00]. Supposons que
A LX) 4 LX) — L™(Y) 4+ L1 (Y)

est une application linéaire de types (po, qo) et (p1,q1). Soientt € [0, 1] et définissons

1 1—t¢ t 1 1—1¢ t
Dt Do D1 qt qo q1

Alors A : LP/(X) — L%(Y) est une application linéaire de type (pi, q) et on a

P1,q1)"

1Al < AT IAIL

Ppo,q0

Preuve : Fixons ¢t €]0,1[. Sans perte de généralité, on peut supposer que
po < p1. On considere trois cas.

Premier cas : p;, ¢ €]1,+oo[. Dans ce cas, on dispose de deux propriétés

importantes : tout d’abord, L%(Y) est le dual de L%(Y), ot 1/q; + 1/q, = 1; de

plus, les fonctions étagées sont denses dans LP*(X) et L%(Y) (voir lemme 6.7.1).
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Soit ¢ € &,,(X). Puisque ¢ € LP(X)NLP'(X), le lemme 6.7.3 permet d’écrire
que A(p) € L2(Y)N LP(Y) C L%(Y). De plus, par dualité, on a
[Apllg, = sup

YeL(Y)
Il <1

[ ey

En utilisant la densité de £;(Y") dans L%(Y'), on obtient que

[Apllg = sup
veEy (V)

el <1

[ ey ar

Pour estimer I'intégrale fY(Aw)lp dv, nous allons appliquer le théoreme des trois
droites d’'Hadamard (théoreme 6.6.1). Puisque ¢ et 1) sont des fonctions étagées

de &, (X) et £y (Y) respectivement, on peut écrire
o= rmexa, et = p.exp,,

ou Ty P > 0, Ay, € Met B, € Mavee u(A,,) < 400 et v(B,) < +00, et chaque
somme possede un nombre fini de termes. Pour z € C, définissons

1—2 z / lfz+i

pt(Po +H> i0 qt(‘lé QS) )
©:= Y Tm e’ xa,, et wz=§ Pn """ XB,-
n

m

On remarque que ¢; = @ et 1, = 1. Comme les ensembles (A,,),, (respectivement

(Bn)n) sont disjoints, pour tout @ > 0, on a

Z
7

o wil+3)
|90x+iy|a = Tm <p0 pl)XAm et |"7Z)a:+iy|a = an oon XB,, -
n

m

En particulier, on a
| piy | = [Pr4ay[” = ||, (6.46)
et
Wz’y\q‘l’ = |1/11+z‘y‘ql1 = Wf‘q{- (6.47)
Soit
F(z) = /Y(A@Z)Q/JZ dv, (z € C).
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Un calcul élémentaire montre que

1—2 7

ZZ i(Om+09n) </ AXAm)XBn dl/) TZZ< o +pz1)pig(lqoz+qz’1)'
Y

Clairement F' est une fonction entiere et

P = [ (o v

Soit S la bande
S={r+iy:0<z<1lyeR}

Puisque

1—2 z / 172+i 1—x T / l—z+i
Pt —+—> qt< 4 Py ) Pt —+—> qt( a Py
r ( PO pP1 p 0 1 =7 ( Po P1 p 0 1

m n — T'm n 5

la fonction F est bornée sur S. De plus, en utilisant l'inégalité de Holder, on a

sur la droite verticale $(z) = 0,

|F(iy)| = Y(A%)my dy
« (foira)f (o)
Y Y
< HAH(I)O,QO) </ |90iy‘p0> </ ‘wly|q(l)) 0 )
X Y

D’oti, d’apres (6.46), (6.47) et le fait que [|¢)||; < 1, on obtient

|F ()] < 1Al go.an 015 (6.48)

De fagon similaire, sur la droite #(z) =1, on a

[F(1+1iy)| =

Y(A801+z‘y)¢1+iy dv

1 1
a1 N\ 4
< (/ |A801+z'y‘qld’/> (/ |1/11+z‘y‘q1> '
Y
< [Aloran ( /X |901+z‘y|p1) ( / 14y )

»—A\"“
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Par conséquent, en utilisant une nouvelle fois (6.46), (6.47) et le fait que [|¢[|,; <
1, on obtient

[F(L+ i) < Ao loll57 (6.49)

En appliquant le théoreme 6.6.1 en tenant compte de (6.48) et (6.49), on en
déduit que

|F ()]

IN

(HAH(po q0) H@Hpt/po) (HAH(pl o) HgoHpt/m)

= (Al gy 1A g0 1011

’/ Ap) dv

En prenant le supremum sur tous les 1 tels que |||/, < 1, on obtient finalement

Par conséquent,

< 1A g 1A 1o gy 2L

1A llar < 1A Hppqo) 1 AN oy gy 121l (6.50)

pour toute fonction ¢ € &, (X). Il reste a montrer que (6.50) est valable pour
toute fonction de LP*(X).

Soit f € LP*(X). Comme 1 < p; < 400, il existe une suite ¢,, € &,,(X) telle

que
im i = fllp = 0. (6.51)

Si on peut montrer que
im A, = Aflly, =0, (6.52)

alors on en déduira automatiquement que (6.50) est vérifiée par f et la preuve
du premier cas sera terminée. On peut bien str supposer que py < p; < p; (car
dans les cas p; = po ou p; = p1, I'égalitée (6.52) est satisfaite par hypothese).
Puisque (¢,), est convergente dans LP*(X), c’est en particulier une suite de
Cauchy et donc d’apres (6.50), (Apy,,), est aussi une suite de Cauchy dans L%(Y').

Par conséquent, il existe g € L%(Y") telle que

Jm [Avn = gllg, =0
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Nous allons montrer que Ay, converge en mesure vers A f, ce qui suffira pour en

déduire que g = Af et donc obtenir (6.51). Soit

en=|f— ‘Panm

et
Sp=A{z € X :[f(z) — pn(@)| > €n}.

Clairement sans perte de généralité, on peut supposer que €, > 0 (sinon f serait
une fonction de &,,(X) et on sait que (6.50) est satisfaite pour ces fonctions).

D’apres I'inégalité de Chebyshev, on a

_ Pt
us) = [ aws [ P22
— Pt
TS .
En

L’inégalité de Holder avec o = p;/py donne alors

1(f = @n)Xs.llpe = / |f — eul™xs, du
X

1/ 1/
< (/ If—wn\"p‘)dﬂ) (/ Ixs. | du)
X X

= [If — @l (u(Sa)) "

< f = eally- (6.53)

D’autre part sur X \ S,,, on a |f — ¢,|/e, < 1 et par conséquent (rappelons que

p1
du < /
X\Sn

I = n)xx\sullpy < €0 = 1f = @nllp.- (6.54)

Po < pr < p1),ona

Jos

ce qui donne

f_gon
En

f_SOn

pt — Pt
e el
En

b
ght

On déduit donc de (6.53), (6.54) et (6.51) que

lim |[(f = @n)xsallp = (f = en)xxsullp = 0.

lim ||
n—+o00 n—~+00
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Comme A est de type (po, qo) et de type (p1,q1), on peut conclure que

lim A = eaxs,) o = Tm A = eaxns)la =0

n—-+o0o

D’apres le lemme 6.7.5, cela implique en particulier que

A(f = en)xs,) =0 et A((f = @n)xx\s.) = 0,

en mesure lorsque n — +00. Dot A(f —¢n) = A((f —¢n)xs,) +A(f —@n)xx\5,)
tend aussi en mesure vers 0, lorsque n tend vers 4+o00. Ceci prouve que A(p,)
converge vers A f en mesure, ce qui conclut la preuve du premier cas.

Deuxiéme cas : p; €]1,400] et ¢ = 1 ou ¢4 = +oo. Dans ce cas, on a

nécessairement gy = ¢q; = ¢;. Soit * un élément quelconque du dual de L%(Y") et
définissons

F(z) = 2" (Ag2),

ol ¢ est une fonction de &,,(X) et ¢, est définie comme dans le premier cas. Par

conséquent, on a

F ()] < 2" 1Aeiylla < N2 A oo Il ™,

et
IF(1+iy)| < =" [1A@1ciglla < N2 (1Al a0l

On vérifie aussi facilement que F est bornée sur la bande S. Le théoreme 6.6.1

implique alors que

|2 (Ap)| = [F@)] < 21 1Al gorgo) A1 g 21

(po,q0)

Finalement le théoreme d’Hahn—Banach implique que

1Allar < A Hpygo 1A oy gy 1211

pour toute fonction ¢ € &,,(X). La suite se prouve exactement comme dans le

premier cas.
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Troisieme cas : p, = 1 ou p; = +o0o. Dans ce cas, on a nécessairement

po = p1 = pi. Soit f € LP(X). D’apres l'inégalité de Holder, on a

IAfllg, < IAFIG IS,
1—
(”A”(povqo)”pro) ' (”A”(m,qﬂHf”pl)t

(TSN ot (PN 3 P

IA

ce qui prouve le théoreme dans ce dernier cas.

6.7.3 Application : I’inégalité de Hausdorff-Young

Dans cette section, nous allons donner un résultat concernant la transformée
de Fourier des fonctions définies sur T. Il existe aussi un résultat analogue pour

la transformée de Fourier des fonctions définis sur 1’axe réel.

Théoréme 6.7.7 (Théoréme de Hausdorff-Young) Soit f € LP(T), 1 <
p < 2. Alors, f, la transformée de Fourier de f, appartient a (1(Z), ou q est

I’exposant conjugué de p. De plus, on a

1Flly < N1

Preuve : Rappelons que, pour toute fonction f intégrable sur T, on définit

~

f(n) par ;
f(n) = % /0 fe™)e™™0dg,  (ne 7).

On a donc facilement
. 27 ) de
Foal< [ 15 = 1l

Maintenant si f € L*(T), on a avec I'égalité de Parseval

1F15 = 1F @) = [If15.

nez



6.7. LE THEOREME DE RIESZ-THORIN ET APPLICATIONS 215

A

Ainsi Vopérateur T : f — (f(n)),ez est un opérateur de type (1,00) et de type
(2,2). Ainsi le théoreme de Riesz—Thorin implique que T est de type (r,s) ou r
et s sont tels que

1 1—-60 6 1 1—-60 6
T S

et 8 € (0,1). Ceci donne

et s=

Or quand 6 parcourt l'intervalle (0, 1), r parcourt l'intervalle (1,2). De plus, s est
I'exposant conjugué de r. Ceci implique donc que pour tout p € [1,2], 'opérateur

T est de type (p, q). De plus, le théoreme de Riesz—Thorin dit aussi que
1T (p.q) < ||T||%1_7£o)||T||?2,2)'

Comme [[T]|(1,00) < 1 et ||T|2,2) < 1, on obtient que ||T||(pq < 1. Ainsi, pour

toute fonction f € LP(T), on a f € (2(Z) et || fll, < IIf]l,.
U
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6.8 Exercices

Exercice 6.8.1 Le but de l'exercice est de montrer que, pour tout z € C\ Z, on

¢ - 2
= 1 T
= 6.55
n:zoo (z —n)? <sin(7rz)) (6:55)
et
1 = 1
t =—-+4+2 . 6.56
meotan(mz) . + znz::l R (6.56)
(a) Posons
+00 1
f(z) = nz_oo (z—n)?
(i) Montrer que la fonction f est holomorphe sur C\Z et est 1-périodique.
1 2
(ii) Montrer que les fonctions z — f(z) — = et z — | = i se
22 sin(7z)
prolonge par continuité en 0.
(iii) En déduire que la fonction
. 2
F:z— —
: /) <sin(7rz))
se prolonge en une fonction holomorphe sur C tout entier.
(iv) Montrer que I est bornée sur C.
(v) Montrer que F(iy) — 0, lorsque y — +00 et en déduire (6.55).
(b) Posons

1 - 1
g(z) = ~ + 2z ; poa i meotan(mz).

(i) Montrer que g est holomorphe sur C\ Z.

(ii) En écrivant
2z 1 1

= +
22—n?2 z—n  z4n’

montrer que ¢’ = 0.

(iii) En déduire (6.56)
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Exercice 6.8.2 (Développement du sinus en produit infini) Le but de ’exer-
cice est de montrer que, pour tout z € C, on a
. R 2*
sin(mz) = Wzg (1 - E) . (6.57)
(a) Posons

=11 (1-2).

n=1

(i) Montrons que f est holomorphe sur C.

(ii) Montrer que, pour tout z € C\ Z, on a

f(z) z =n?—z

IENNE

(iii) Soit u(z) = f(z) . Montrer que u est holomorphe sur C\ Z et que,
sin(mz)

pour tout z € C\Z, on a u'(z) = 0.

Indication : on pourra calculer d’abord u'(z)/u(z) et utiliser la ques-

tion (ii) et l’exercice 6.8.1.
(iv) En déduire que u =1 et la formule (6.57).

(b) Retrouver la formule (6.57) en utilisant le théoréme de factorisation d’Ha-

damard (théoréme 6.5.3).

Exercice 6.8.3 (Développement de ( en produit infini) Soit
+o0 1
((s) = R(s) > 1.

ns’
n=1

(a) Montrer que  est une fonction holomorphe sur le demi-plan 11, = {s € C :

R(s) > 1}.

(b) Soit (pn)n>0 la suite des nombres premiers rangés par ordre croissant et

Fo-T (L),

s
n=0 Pr

Montrer que F définit une fonction holomorphe sur Il qui ne s’annule pas.

posons
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(¢) Pour N € N, notons Ay [’ensemble des entiers qui ne sont divisibles par

aucun des nombres premiers py,p1,-..,PN et posons

(i) Montrer que

(ii) Montrer que

() =11 < 3 s

k>pN

(i) En déduire que pour R(s) > 1, alors ((s) # 0 et

o Ti( L)

s
n=0 Pr,

Exercice 6.8.4 Montrer que la série
Z 1
—~ Dn

est divergente.

Indication : on pourra utiliser ’exercice 6.8.35.

Exercice 6.8.5 (Une formule pour la fonction I') Soit
+o0
I'(z) = / t*~le ! dt, R(z) > 0.
0

(a) Montrer que I' est holomorphe sur le demi-plan H, = {z € C: R(z) > 0}.
(b) Montrer que I'(1) =1 et que I'(z + 1) = 2I'(z).

(¢) Montrer que T'(n) = (n — 1)!, pour tout entier n > 1.

(d) Dans cette question, on veut démontrer que

. nn?
[(z) = Jim Az+1)... (z+n) (6:58)
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(i) Soit

Montrer que T'(2) = lim,, 1 1,(2).
(i) Soit
1
Jn(2) = / w? N1 — u)" du.
0
Montrer que J,(2) = 2Jn_1(2 + 1), pour n > 1, puis que

n!
(z+1)(z2+2)...(z+n)

Jn -
() z
(iii) En déduire (6.58).

Exercice 6.8.6 (Développement de 1/I" en produit infini) Le but de [’exer-
cice est de montrer que si R(z) > 0, alors I'(z) # 0 et

1 R

=" I1 (1 n %) ek, (6.59)

k=1

ou v est la constante d’Euler, définie par

. ~ 1
fy:ngrfoo< E—logn).
k=1

(a) Montrer que

(b) Montrer que

n

2(z+1)...(z+n) :ze“’"zH(l—i-i)e*

nln? k
k=1

EliN]

o1 7y, est une suite qui tend vers v quand n — +00.
(¢) Montrer que le produit infini

()

k=1

converge et définit une fonction holomorphe sur C.
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(d) En déduire que I'(z) # 0, pour R(z) > 0 et la formule (6.59).

Remarque : cet exercice montre aussi que la fonction 1/T" se prolonge en
une fonction entiere dont les zéros, tous simples, sont les entiers négatifs ou
nuls. Autrement dit, la fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe sur

C dont les poles, tous simples, sont les entiers négatifs ou nuls.

Exercice 6.8.7 (La formule des compléments) Montrer que, pour tout z €

C\Z, ona

™

T(2)[(1 - 2) =

(6.60)

sin(7z)’
Indication : on pourra tout d’abord supposer que 0 < R(z) < 1 et utiliser les

exercices 6.8.2 et 6.8.5.

Exercice 6.8.8 (Critéres d’Abel) Soit (a,)n>1 une suite de fonctions définies
sur un méme ensemble X, et soit (b,),>1 une suite de fonctions définies sur un

meéme ensemble Y .

(a) On suppose que les sommes partielles de la série Y a, sont uniformément
bornées sur X, que b,(y) tend vers 0 uniformément sur'Y, et que la série
> (bni1 — bn) est uniformément absolument convergente sur Y. Montrer

alors que la série de fonctions > a,(x)b,(y) converge uniformément sur

X xY.

(b) On suppose que la série Y a, converge uniformément sur X, que la suite

(b,) est uniformément bornée, et qu’il existe une constante C' telle que

—+00
> lbnia(y) — bu(y) < C,
n=0

pour tout y € Y. Montrer que la série de fonctions > a,(x)b,(y) converge

uniformément sur X x Y.

Exercice 6.8.9 (Une autre démonstration du lemme 6.3.1) (a) En uti-
lisant un des critéres d’Abel (voir exercice 6.8.8), montrer que la série Y, =

converge uniformément sur tout compact de D\ {1}.
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(b) En déduire que pour tout point ¢ € T \ {1}, on a
+o0
Cn
> > = —Log(1-¢).
n=0 n

(¢) En déduire que
2m
/ log |1 — e"| dt = 0.
0

Exercice 6.8.10 (Les produits de Blaschke dans le disque unité) Notons
D={zeC:|z| <1} le disque unité du plan complexe et soit (a,),>1 une suite

de points de D telle que

Z(l — la,]) < +o0.

n>1
Notons
B(2) ﬁo lan,| an — 2
z) = —_— .
o5\ On 1—a,z

(a) Montrer que B définit une fonction holomorphe sur D dont les zéros sont

exzactement les points de la suite (an)n>1-

(b) Montrer que, pour tout u,v € C, uv # 1, on a

(1= ul)(1 = Jvf*)

1— u—"v

1—aw |1 —awv|?

(¢) En déduire que B est borné sur D et | Bl|o < 1.

Exercice 6.8.11 (La classe de Nevanlinna) On dit qu’'une fonction f holo-
morphe dans D appartient a la classe de Nevanlinna N si elle vérifie

2m
sup </ log™ | f(re®)| d@) < 400,
0

r<l
ot log™ (t) = max(logt,0). Soit f € N et soit (a,)n>1 la suite des zéros de f
dans D, chaque zéro étant compté avec sa multiplicité. Le but de [’exercice est de
montrer que si f =0, alors

> (1= Jag|) < +o0. (6.61)

n>1
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(a) Montrer qu’on peut supposer que f(0) # 0 et que la suite (a,)n>1 comporte

une infinité de termes.

(b) Montrer alors que

lim |a,|=1.
n—+o0o

Quitte a permuter les (an)n>1, on peut supposer que la suite (|a,|)n>1 est

croissante. Posons
n(r) =max{n:|a,| <7},  (0>r<1).

(¢) Montrer que n(r) est bien défini, que la fonction r — n(r) est croissante
et que

lim n(r) = 4o0.
r—1

(d) Montrer que pour tout r < s <1, on a

Z log

n<n(r)

do

< —1og £0) + [ togl ()| 5

S
an

(e) En déduire que la série

est convergente puis que la condition (6.61) est vérifiée.

Exercice 6.8.12 (Zéros des fonctions holomorphes et bornées dans D) Soit

(@n)n>1 C D. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe une fonction f holomorphe et bornée dans DD, non indentiquement
nulle et qui s’annule en a, (avec multiplicité).
(ii)) On a

—+00

> (1= ag]) < +o0.

n=1

Indication : utiliser les exercices 6.8.10 et 6.8.11.
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Exercice 6.8.13 (Fonctions entiéres de type exponentiel) Soit F' une fonc-
tion entieére de type exponentiel, c’est-a-dire qu’il existe une constante réelle
C > 0 telle que

F(z) = O(e ), |2| = +o0.

On suppose que F(0) = 1 et que F' ne s’annule pas sur C. Montrer qu’il existe

une constante o € C telle que
F(z) =", (z € C).

Indication : introduire une fonction entiére G telle que F = e et utiliser

le théoréme de Borel-Carathéodory (théoréme 6.4.1).

Exercice 6.8.14 (Un théoreme de Kahane—Gleason—Zelazko) Une algébre
unitaire A sur C est appelée une algébre de Banach si A est muni d’une norme

| - || telle que
(i) (] -1]) est un espace de Banach.
(ii) |lab]] < ||alll|bll, pour tous a,b € .
(iii) |le|| =1 (ou e désigne l’élément unité de l’algébre).

Le spectre d’un élément a € A, noté o(a), est défini par
ola)={ e C:a—Xe & Inv(A)},

ot Inv(A) désigne l’ensemble des éléments inversibles de [’algébre 2A. On peut
montrer (méme preuve que dans le cas de L(H)) que o(a) est toujours un compact
non vide de C.

On considere © une forme linéaire sur une algébre de Banach 2l commutative
et on suppose que, pour tout a € Inv(2A), on a O(a) # 0. Le but de 'ezercice est
de montrer que © est un caractere de A, c’est-a-dire une forme linéaire sur 2

qut est en plus multiplicative :

O(ab) = O(a)O(b), a,be A
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(a) Montrer que pour tout a € 2, O(a) € o(a). En déduire que © est continue

avec ||©] < 1.

(b) Soit a € A fixé. Pour z € C, on définit

exp(za) = Z S

n!
n=0

Montrer que la série converge dans 2L et que la définition a donc un sens.

(¢) On pose F(z) = O(exp(za)), z € C. Montrer qu’il existe o € C telle que
F(z) =", (z € C).

Indication : utiliser [’ezercice 6.8.13.
(d) En déduire que ©(a*) = O(a)?, pour tout a € 2.

(e) Conclure.

Exercice 6.8.15 (Un principe de Phragmen—Lindel6f dans un secteur)

Pour a > 1, posons

77 77
Q, = {z eC: ~5a < arg|_n /2. /2((2) < 5} :

Soient f une fonction holomorphe sur Q. et continue sur Q. Supposons qu’il

existe une constante M > 0 et § < « telle que
f( <M, z€ 0,

et
f2)=0 (), 2 Qulzl - +oo,

le grand O étant uniforme en 0 = arg z. Montrer que, pour tout z € {2, on a
|f(z)] < M.

Indication : soit 3 < < a ete > 0. Considérer F(z) = f(z)e .
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Exercice 6.8.16 (Un théoréeme de F. Carlson, 1914) Le but de l’ezercice est
de prouwver le résultat suivant : soit f une fonction holomorphe sur 11, = {z €

C: R(z) > 0} et continue sur I, telle que
(i) f(2) = O ("), pour R(z) >0, ot k € R,
(i) f(z) = O (e=) pour z € iR, ot a > 0.

Alors f = 0.

(a) Montrer que pour tout z € C, 0 <8 = arg)_, . 5(2) < 5, on a
f(2) = O (exp((kcos@ — alsinf|)r)), (6.62)

ou le O est uniforme en 6.

Indication : appliquer le résultat de l’exercice 6.8.15 a F(2) = f(z)e”(k+ia)z,
(b) Montrer que I'estimation (6.62) est aussi valable pour —5 <60 < 0.
(c) Soit F(z) = f(2)e*?, ot w > 0.

(1) Montrer qu’il existe une constante M telle que

[F(z)| < M, (6.63)

™

pour tout @ = £7 et 0 = *a, ot o = arctan((k 4 w)/a).

(ii) En appliquant le résultat de lexercice 6.8.15 a chacun des trois angles
(—7/2,—a), (—a,a) et (a,7/2), montrer que |F(2)| < M, pour tout
0 e (—n/2,m/2).

(i) En déduire finalement que f = 0.

Exercice 6.8.17 (La condition de Blaschke pour le demi-plan droit) Soit
f une fonction holomorphe sur I, = {z € C : R(z) > 0} et continue sur I, telle

que | f(2)| < M, pour z € TI,. Notons z1, z, ... les zéros de f dans le demi-plan
I, .
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(a) Montrer que
21— 2z — 2  Zp— 2

Zi+z2Z+z  Ztz

[f(2)] <M

9

pour R(z) > 0.

(b) En déduire que si f =0, alors la série

1
>u()
n Zn
est convergente.
Exercice 6.8.18 (Calcul de ’ordre d’une série entiére) Le but de ['ezercice

est de montrer le résultat suivant :

une série entiere
“+o0
f(z) = Z a,z"
n=0

est une fonction entiére d’ordre fini p si et seulement si

L fimin (71°g(1/|a"|)) .

P n—+o0 TLlOgTL
Posons p = liminf,_, (%)'

(a) Supposons 0 < p < 400.

(i) Montrer que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
n>ng = |a,| < n ke,

(ii) En déduire que f est une fonction entiére.

(iii) Montrer qu’il existe une constante A > 0 telle que

+o0
F() < Arme+ Y O (> 1),
n=ng+1

Notons
—+o0

¥ = Z i),

n=ng+1
n<(2r)l/ (h=e)
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et
400

Yo = E rip )
n=ng+1
n>(2r)1/(h=e)

(iv) Montrer qu’il existe une constante K > 0 tel quelconque
Y1 < Kexp((2r)Y# 9 logr).

(v) Montrer que Yo < 1.

(vi) En déduire que f est d’ordre fini p < ﬁ
(b) Supposons = +oo. Montrer en utilisant un argument similaire, f est une

fonction entiére d’ordre fini p = 0.
(c) Soit maintenant € > 0

(i) Montrer qu’il existe une sous-suite (ng)g>1 telle que
_ n
|, ™ > (rnk (“+€)> :

(il) Considérons ri, = (2ny)"*e. Montrer qu’il existe une constante A > 0

telle que

M(ry) = sup |f(2)] > exp (Ar;/(’”re)) )

|2|=7k

(iii) En déduire que ordre de f vérifie

p>

==

(d) En déduire le résultat.

Exercice 6.8.19 Montrer que la fonctions

f(z) = Z <§,>a

est une fonction entiére d’ordre 1/a.

Indication : appliquer [’exercice 6.8.18.
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Exercice 6.8.20 (f et f' ont méme ordre.) Soit f une fonction entiére. No-

tons

M(r) =max|f(2)] et M'(r) =max|f'(z)|.

|z|=r |z|=r

(a) Montrer que
M(r) <rM'(r)+|f(0)].
(b) En utilisant la formule de Cauchy, montrer que si 0 < r < R, alors

/ M(R)
M'(r) < o,

(¢) En déduire que f est d’ordre p si et seulement si f' est aussi d’ordre p.

d’ordre p.

Exercice 6.8.21 (Théoréme de Laguerre) Le but de [’exercice est de mon-

trer le résultat suivant : soit f une fonction entiere d’ordre fini o < 2, réelle sur

l'aze réel et tel que
Z(f)={z,2,...} CR.
Alors les zéros de f' sont aussi tous réels et séparés entre eux par les zéros de f.
(a) Montrer qu’il existe un entier k € N et une constante a € R tels que

Z—2Zn Zn

(b) En calculant ¥ <%> , montrer que ' ne peut s’annuler que sur l’aze réel.

(c) Montrer que la fonction

/
t
t— ()
ft)
est strictement décroissante dans l'intervalle (2, z,11) et s’annule une seule

fois dans cet intervalle.

(d) Conclure.

Question subsidiaire : (re)démontrer ce résultat dans le cas ou f = P est

un polynome scindé sur R/
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Exercice 6.8.22 (Inégalité de Young) Soient T le cercle unité du plan com-
plexe, 1 < p < +oo et LP(T) l’espace des fonctions f : T — C Lebesgue-

mesurable et telle que || fl|, < +o0, ot

T 1/p
||f||p=(i / If(e“)|pdt) C l<p<io,

2 ) .
et
1Flloo = inf {M:[{e" : [f(e")] > M}| =0},
avec |E| qui désigne la mesure de Lebesque de l'ensemble E.
(a) Soient f € LP(T), 1 < p < +oo et g € L(T). Montrer que f * g € LP(T).
Indication : on pourra utiliser le théoréeme de Riesz—Thorin.
(b) Soient 1 <r,s < +oo tels que %+§ > 1. Soit p tel que

1 1 1
- =—-4+-=-1.
p r s

En utilisant une nouvelle fois le théoréeme de Riesz—Thorin et la question

précédente, montrer que si f € L"(T) et g € L*(T), alors f * g € LP(T) et

1F * gllp < [[£ll-llgls-

Exercice 6.8.23 (Une réciproque du théoréme de Hausdorff-Young) Soit
< p <2 et q lexposant conjugué de p. Soit (ay)nez, une suite de (P(Z). Montrer

qu’il existe une fonction f € LI(T) telle que
fn)=a,,  (ne),

et
1 fllg < I1f 1o

Indication : on pourra utiliser le théoreme de Riesz—Thorin.

Exercice 6.8.24 (Un théoréeme de Hausdorff-Young généralisé) Soit (X, N, u)

un espace mesuré. Soit (n)nez une famille orthonormale dans L*(u) telle que

|on ()] < M,
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pour tout n € Z et tout x € X.
(a) Montrer que v, € L), pour tout 2 < q < +o0.
(b) Pour chaque f € LP(u), 1 < p < 2, définissons
foy = [ fondn mez)
be
et f = (f(n))nez. Montrer que f € (1(Z) avec

1flly < ME2| £,

ou q est ’exposant conjugué de p.



Annexe A

Quelques grands principes
d’analyse fonctionnelle

A.0.1 Théorémes de Hahn-Banach

Soit (E, || -||) un K-espace vectoriel normé (K = R ou C). On désigne par E*
le dual (topologique) de E, i.e. I'espace des formes linéaires et continues sur E.

Rappelons que E* est muni de la norme duale :

l¢llz- = sup [p(x)].
cFE

xT
=<1
Le théoreme de Hahn-Banach affirme que si G est un sous-espace vectoriel de E
et si g : G — K est linéaire et continue de norme
l9llcr = sup [g(z)],
zeCG
=<1

alors, il existe f € E* qui prolonge g et telle que

1f1

g = |lgller

Ce théoreme admet deux corollaires importants.

Corollaire A.0.1 Pour tout x € E, il existe p, € E* tel que ||¢.|| = 1 et
pa(x) = [l2].

Le deuxieme corollaire (qui se déduit aisément du premier) affirme que E*

sépare les points de FE.

231
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Corollaire A.0.2 Soit z,y € E et supposons que pour tout p € E*, on a p(x) =

o(y). Alors x = y.

A.0.2 Théoreme de Banach-Steinhaus

Le théoreme de Banach-Steinhaus affirme qu’une famille d’opérateurs linéaires
et continues qui est ponctuellement bornée est en fait uniformément bornée. Plus

précisément :

Théoréme A.0.3 Soient E et F deuz espaces de Banach. Soit (T;);c; une fa-
mille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continues de E
dans F. On suppose que

sup || T;z|| < 400, Ve € E.

iel
Alors

sup || T;|| < +oo.
iel

Autrement dit, il existe une constante c telle que
| Tix|| < cl|z]], Ve e B,V € 1.

Ce résultat admet une conséquence intéressante qui affirme qu’'un ensemble d’un

espace de Banach qui est faiblement borné est en fait borné (en norme).

Corollaire A.0.4 Soit EE un espace de Banach et soit M un sous-ensemble de

E. Supposons que, pour tout ¢ € E*, (M) est borné. Alors M est borné.



Annexe B

Quelques compléments d’analyse
complexe

L’objet de cet appendice est de développer la théorie classique de 'analyse
complexe dans le contexte des fonctions a valeurs vectorielles.

Dans tout ce qui suit, (E, ||-||) va désigner un espace de Banach, I = [a, b] un
intervalle compact de R et 2 un ouvert de C.

Rappelons que 'espace B(I, E'), des fonctions bornées sur I a valeurs dans F,

muni de la norme du sup

[flloo := Sup LFol - (f € B, E),

est un espace de Banach.

B.1 Rappels d’analyse complexe

Dans ce premier paragraphe, nous rappelons deux résultats classiques (le
théoreme de Cauchy et les formules de Cauchy) pour des fonctions holomorphes
sur un ouvert {2 de C et a valeurs dans C. Pour donner un énoncé suffisamment
général, nous allons avoir besoin de la notion de systeme de courbes fermées
orientées entourant un compact dans un ouvert du plan complexe. Cette notion
est assez intuitive mais pour l'introduire proprement, cela nécessite un peu de
travail ! Commencons par rappeler quelques notions élémentaires sur les courbes

et fixons la terminologie utilisée dans ce cours.

233



234 ANNEXE B. QUELQUES COMPLEMENTS D’ANALYSE COMPLEXE

Définition B.1.1 (a) On appelle courbe (ou chemin) dans C toute application
continue 7y : [a,b] — C, ot [a,b] est un intervalle compact de R. L’image
d’une courbe v sera notée v*, c’est un compact de C.

(b) On dit qu’une courbe v : [a,b] — C est fermée si v(a) = v(b).

(c) On dit qu'une courbe v : [a,b] — C est de classe C* par morceauz, k > 1,
sl existe une subdivision s = (sg, $1,...,sn) de Uintervalle |a,b] telle que
la restriction de v a chaque intervalle [s;, s;11] soit de classe Ck.

(d) Une courbe ~y est dite simple si y(s) = ~(t) implique que soit s = t soit
s=aett=bo.

(e) Etant donné une courbe v : [a,b] — C, la courbe opposée, notée 7, est

définie sur le méme intervalle par
() =v(a+b—1t),  telab]

Enfin si v : [a,b] — C est une courbe de classe C! par morceaux et f est
une fonction continue sur un ouvert (2 de C, contenant v*, on définit 1’intégrale

curviligne de f le long de v comme :

/ f(2)dz = / SO (8) dt. (B.1)

Nous allons maintenant rappeler la notion d’indice.

Définition B.1.2 Soit v : [a,b] — C une courbe fermée de classe C* par mor-
ceaux et soit z & ~v*. On appelle indice de v par rapport a z le nombre défini

par

1 1 1Ay
n(%Z)_%/yC—ZdC_%/a 7*y(t)—zdt'

Donnons quelques propriétés clés de 'indice. Pour une démonstration de ce

résultat, on pourra se reporter a [7].

Proposition B.1.3 Soit v une courbe fermée de classe C' par morceauz. Alors

(a) n(v,z) € Z, pour tout z € C\ v*.
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(b) z+——n(v,z) est constante sur chaque composante conneze de C\ v*.

(¢) n(v,2) s’annule sur la composante connexe non bornée de C\ v*.

Finalement on a le résultat suivant tres intuitif mais dont la démonstration

n’est pas si facile...(voir par exemple [5]).

Théoréme B.1.4 (Théoréme de Jordan) Soit v une courbe fermée, simple,
de classe C' par morceauz. Alors C\v* a exactement deux composantes connexes.

De plus, la frontiere de chacune d’elles est égale a v*.

Il suit de la proposition B.1.3 et du théoreme de Jordan que si v est une
courbe fermée, simple, de classe C' par morceaux, alors n(v, z) prend seulement
deux valeurs : sur la composante connexe non bornée de C \ v*, n(v, z) =0; sur
la composante connexe bornée de C\ v*, n(7, z) est soit identiquement égale a 1,
soit identiquement égale a -1.

Nous allons maintenant définir 'orientation d’une courbe ou d’un systeme de

courbes.

Définition B.1.5 Soit v = {v1,...,vm} un systeme de courbes fermées, de

classe C* par morceauz. On note

v=U"
j=1

et pour z € C\ v*, on pose

TL(’)/, Z) = Z n(’Yja Z)

7j=1

On dit que 7y est positivement orientée si les conditions suivantes sont satisfaites :
(a) v Ny =0,4+#3j.
(b) chaque courbe fermée y; est simple.

(c) n(y,2) =0 ou 1, ¥z € C\ ~*.
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Lintérieur de v, noté Ext(vy), est défini par

Int(y) ={z € C\ " :n(v,z) = 1}.

L’extérieur de vy, noté Ext(y), est défini par

Ext(y) ={z € C\v" : n(~,z) = 0}.

Si f est continue sur un voisinage de v*, on posera

/f(z)dzzz .f(z)dz.

Etant donné un compact K dans un ouvert {2 du plan complexe, le résultat
suivant affirme I'existence I'existence d’un systeme de courbes fermées, de classe
C' par morceaux et positivement orienté, qui “entoure” K dans €. Ce résultat
assez intuitif possede une preuve dont l'idée est simple mais dont les détails

techniques sont un peu fastidieux. On pourra se reporter a [3] ou [7].

Proposition B.1.6 Soit Q) un ouvert de C et K un compact contenu dans ).
Alors il existe un systéme de courbes fermées dans Q\ K, v = {7,...,Ym}, de

classe C par morceauz, positivement orienté, tel que
K C Int(y) et C\QC Ext(y).

Définition B.1.7 On dit qu’un systéme de courbes fermées de classe C* par
morceaux v = {V1,...,Ym} entoure le compact K dans Q si les conditions sui-

vantes sont réalisées :
(a) v* CQ\ K.
(b) ~v est positivement orienté.

(c) K C Int(y) et C\ Q2 C Ext(y).

Exemple B.1.8 Considérons louvert Q := {z € C : 1/8 < |z| < 2} et le

compact K :={z € C:1/2 < |z| < 1}. Notons 71,2, 73 les trois courbes fermées
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dé;inies, p0u7 1’; 6 [0, 1], pm
,y (t) — 62171'25’ ,y (t) — e 7 , ,y (t) — e U X

Alors on vérifie facilement que les deux systemes {1} et {y1,73} n’entourent pas

le compact K dans Q. Par contre, le systéme {v1,72} entoure le compact K dans

Q.

Nous pouvons maintenant énoncer les deux résultats principaux que nous
allons chercher par la suite a généraliser dans le cadre vectoriel. Pour une preuve

de ces résultats classiques, on pourra se reporter a [4, 3, 7, 10].

Proposition B.1.9 (Théoréeme de Cauchy scalaire) Soient 2 un ouvert du
plan complexe, V1 et v, deux systémes de courbes fermées, de classe C' par mor-
ceauz, et contenues dans l'ouvert Q. Si, pour tout z € C\ Q, Ind,, (2) = Ind,,(z),

alors pour toute fonction f holomorphe sur ), on a

/% f(2)dz = [y £(2) dz.

Proposition B.1.10 (Formule de Cauchy scalaire) Soient K un compact contenu
dans un ouvert ) du plan complexe. Si le systéme de courbes fermées v entoure

le compact K dans €2, alors pour toute fonction f holomorphe sur €2, on a

24 — z)ntl T

f<">(z):i!/@f¢om ze K,neN.
ol

B.2 Intégration des fonctions réglées a valeurs
vectorielles

Nous allons dans ce paragraphe développer la notion d’intégrale de Riemann
pour des fonctions (réglées) a valeurs vectorielles. Cela sera ensuite utilisé pour
intégrer des fonctions complexes a valeurs vectorielles et ainsi donner un sens aux

propositions B.1.9 et B.1.10 dans le cadre vectoriel.
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Définition B.2.1 Une fonction f : I = [a,b] — E est appelée fonction en

escalier s’il existe une partition
P:a:t0<t1<t2-~-<tn:b

telle que f est constante sur chacun des intervalles |t;_1,t;]. L’ensemble E(I, E)
de toutes les fonctions en escalier forme un sous-espace vectoriel de B(I, E).
Pour chaque fonction f en escalier (définie a partir de la partition P ci-

dessus), on appelle intégrale de f ’élément de E défini par

/ Ftdt =S — ) F(G), (B.2)

avec (; €]t t5].

Il est facile de montrer que la valeur du membre de droite de (B.2) ne dépend

pas de la partition P choisie et donc I'intégrale est bien définie.
Lemme B.2.2 L’application § : E(I, E) — E, définie par

b
3f = / [y, (f € E(I,E)),

est une application linéaire continue de (E(I, E), || - ||oo) dans E. De plus, pour

toute fonction f € E(I,E), on a

"0 i < [ WOl < b ) fle

Preuve : tout découle facilement de la définition et des calculs suivants (qui

utilisent l'inégalité triangulaire) :

-

>t -t

Z ti) (Gl

~ [ s < Z(tj — 1)l = (0 = @) fl.
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Définition B.2.3 L’ensemble des fonctions réglées R(I, E) est définie comme
Uadhérence de E(1, E) dans 'espace de Banach (B(I,E),| - ||e). Autrement dit,
une fonction bornée f : I — E est dite réglée si et seulement si il existe une

suite (fn)n de fonctions en escalier qui converge uniformément vers f sur I.

Théoréme B.2.4 L’application J se prolonge (de fagon unique) en une appli-
cation linéaire continue de R(I,FE) dans E. On désignera encore par J cette

extension et pour f € R(I, E), on écrira aussi

b
A = / F(t) dt.

Alors, pour toute fonction f € R(I, E) et toute forme linéaire continue ¢ sur E,

@) |2 rwa < f1r@nde < - o)l
() ¢ (J) F@ydt) = [ o (b)) dt.
Preuve : L’unicité du prolongement découle de la densité de £(1, E) dans

R(I, E). Maintenant, soit f € R(I, E); alors il existe une suite f,, € E(I, F) telle
que || fu = fllo = 0, n — +00. Or

13(fn) = I = 130 = Sl < (b= a)llfn = fpllse-

On en déduit que (Jf,), est une suite de Cauchy dans E complet, donc elle
converge. Notons

Jf = lm Jfn.
Il est clair que J définit une application linéaire continue sur R (I, ). Le point
(a) vient immédiatement du lemme B.2.2.

Pour le point (b), remarquons que si f € £(I, F), alors on a

@ </a f(#) dt) = (Zl(tj - tj1)f(Cj)> = (t—tim)e(f(g)) = /a e(f())dt.

j= j=1
Le résultat découle alors d’un passage a la limite en utilisant la continuité de .

O
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Théoreme B.2.5 Toute fonction continue f : I — E est réglée.

Preuve : Comme f est continue sur le compact I = [a, b], il suit du théoreme
de Heine que f est uniformément continue. Autrement dit, pour tout ¢ > 0,
il existe 6 > 0 tel que pour tous x,y € [a,b] satisfaisant |z — y| < J, on a
| f(z) — f(y)]| <e. Soit P:a=ty<t; <ty <---<t,=>bune partition tel que

maxi<j<n(t; —tj—1) < J. Définissons

gla) = f(a) et g(t)= f(t;), tj1<t<t;

Alors g € E(1, E) et pour tout ¢ € [a,b], on a ||g(t) — f(t)|| < e, ie [|g— fllo <e.
On en déduit donc que f € R(I, E).
U

Remarque B.2.6 Les fonctions réglées peuvent se caractériser comme les fonc-
tions qui admettent une limite a droite et une limite a gauche en tout point de
la,b] (voir [1]). Donc en particulier, les fonctions continues par morceauz sont

aussi réglées.

Définition B.2.7 Soit 7 : [a,b] — C une courbe de classe C' par morceauz et
soit f une fonction continue sur un voisinage de v* a valeurs dans E. Alors on

définit l'intégrale curviligne de f le long de v comme

/ f(z)dz = / FO )Y (1) dt. (B.3)

En remarquant que la formule dite “de changement de variable” s’applique aussi
aux intégrales vectorielles (exercice!), il est facile de voir que le membre de droite
de (B.3) ne dépend que de f et de 7 et non de la paramétrisation choisie.

On déduit immédiatement du théoreme B.2.4 le résultat suivant.

Théoréme B.2.8 Soit v : [a,b] — C une courbe de classe C* par morceauz et

soit f une fonction continue sur un voisinage de v* a valeurs dans E. Alors,

() |[f, £)dz]| < [ 1P de = f2 17012 @) d.
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(b) Pour toute forme linéaire ¢ continue sur E, on a ¢ (fy f(2) dz) = fy o(f(2)) dz.

Nous terminons par une proposition utile dans le cadre des algebres de Banach.

Proposition B.2.9 Soit A une algébre de Banach, 7 : [a,b] — C une courbe
de classe C* par morceauz et soit f une fonction continue sur un voisinage de v*

a valeurs dans A. Alors, pour tout © € A, on a

v < A £(2) dz) _ A 2f(2)d, (B.4)
( L £(2) dz)a:: /y )z d=. (B.5)

Preuve : Pour démontrer (B.4), soit M, 'opérateur de multiplication a gauche

et

par x et soit A une forme linéaire continue sur A. Alors AM, est une forme linéaire

continue sur A et on peut appliquer le théoréeme B.2.8 (b) qui donne

A <x/yf(z) dz) = AM, (/y £(2) dz) - [yAMJC(f(z))dz: /VA(xf(z))dz.

En réappliquant le théoréeme B.2.8 (b) au membre a droite de cette derniere

égalité, on obtient que

Ao ([yf(z)dz)) :A<Axf<z>dz).

Le théoreme de Hahn-Banach (voir corollaire A.0.2) permet alors d’en déduire
(B.4). Pour démontrer (B.5), il suffit d’utiliser le méme raisonnement avec l'opérateur
de multiplication a droite.

U

B.3 Fonctions holomorphes a valeurs vectorielles

Dans ce paragraphe, nous allons développer la théorie des fonctions holo-

morphes a valeurs vectorielles. Nous allons en fait donner un peu plus de détails
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et de résultats que ce qui est réellement utilisé dans ce cours. Notamment, dans
une premiere lecture, on pourra porter son attention uniquement sur les théoremes
B.3.5, B.3.7 et B.3.9.

Comme nous allons le voir, beaucoup de résultats de la théorie des fonctions
holomorphes a valeurs scalaires s’étend (sans aucun changement ou presque) au
cas vectoriel. I'idée étant la plupart du temps de scalariser le probleme (en ap-
pliquant une forme linéaire continue), d’utiliser les résultats du cas scalaire et de
revenir au cas vectoriel avec le corollaire du théoreme de Hahn-Banach (corol-
laire A.0.2). Méme si cette idée est assez simple, nous allons prendre le temps de

donner les détails....

Définition B.3.1 Soit Q un ouvert du plan complexe, E un espace de Banach
et f:Q — E. On dit que f est holomorphe sur € si elle est dérivable en tout

point 2y € €2, 1.e. si la limite suivante

o) ot T (0)

Z—r20 z — ZO

existe et est finie.
On dit que f est faiblement holomorphe sur §2 si pour tout élément ¢ du dual

de E, la fonction (a valeurs complezes) @ o f est holomorphe sur §).

Nous notons Hol(2, E') 1'ensemble des fonctions holomorphes sur Q a valeurs
dans E. Dans le cas ou E = C, on note plus simplement #Hol(§2) = Hol(2, C).

Il est évident que toute fonction holomorphe est faiblement holomorphe. En
fait, nous allons montrer que la réciproque est aussi vraie. Commencons par un

lemme.

Lemme B.3.2 Soit f : Q — E une fonction faiblement holomorphe. Alors f

est continue sur Q.

Preuve :  Soit a € Q. Comme (Q est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C .
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Considérons le sous-ensemble de E défini par

- (LS

zZ—a

:0<|z—a|§r}.

Montrons que M est faiblement borné. Pour cela considérons u € E*. Alors,
puisque la fonction u o f est holomorphe sur €2, la fonction g, définie par
u(f(2)) —u(f(a))

9(z) = z—a
(uo f)(a), siz=ua

, si0<|z—a|<r

est une fonction continue du compact B(a,7), & valeurs dans C. Donc l'image
g(B(a,r)) est un compact de C. Clairement u(M) C g(B(a,r)) et donc u(M) est
bornée. Comme cela est vrai pour tout u € E*, cela signifie que M est faiblement
borné. D’apres le corollaire A.0.4, cela implique que M est borné. Autrement dit,

il existe une constante K = K(a,r, f) > 0 telle que pour tout z, 0 < |z — a| <,

on ait

<K,

Z—a

Hf(z) — f(a)

d’ou
1 (2) = fla)ll < K|z —al.
Cette derniere inégalité entraine en particulier que f est continue en a.

g

Pour montrer qu’une fonction faiblement holomorphe est holomorphe, nous

allons montrer qu’elle vérifie la formule de Cauchy.

Théoreme B.3.3 Soit f: Q) — E une fonction faiblement holomorphe et a €

Q. Alors

flay = [

2im )y z—a
ot v est un systéme de courbes fermées dans €2, de classe C* par morceauz et qui

entoure {a}.
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Preuve : Pour chaque u € E*, la fonction u o f est holomorphe sur €. La

formule de Cauchy scalaire (proposition B.1.10) donne alors

s = gz [ R (L) e

On applique alors le théoreme B.2.8 qui entraine que

w(f(a) = u (i &) dz) |

2im J,z—a
Cette derniere égalité etant vraie pour tout u € E*, le corollaire du théoreme de

Hahn-Banach (corollaire A.0.2) permet alors de conclure que

L[,

fla) =

2T yZ—a

g

Théoreme B.3.4 Toute fonction faiblement holomorphe f : € — E est holo-

morphe. De plus, pour chaque a € €2, on a

f'(a) = i [{T (zf—<zc)L)2 dz,

ot 7y, est n’importe quel cercle positivement orienté ~y, : [0,1] — C, ~,.(t) =

a+ re? | satisfaisant D(a,r) C Q.

Preuve : D’apres le lemme B.3.2, la fonction f est continue sur {2 donc en
particulier sur le compact ;. D’otu :
K := sup |[f(2)] < 4.
|z—a|=r
Considérons maintenant 0 < § < r/2 et choisissons b € 2 tel que 0 < |b—a| < 4.
Alors il est clair que 7, est une courbe fermée dans 2, de classe C* et qui entoure
a la fois {a} et {b}. Le théoreme B.3.3 permet alors d’écrire

f(b) = fla) 1;L/[ﬂ@ i@iw

b—a Cb—a T 2—b z—a

i e,
2im ), (z—a)(z—b)d'
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D’ou :
'F;X?E_z 5?/;@qivdﬂ = “‘“ﬁ/wz—gil—wdz
<L [

Pour z € 7}, remarquons que |z —a| =7, ||f(2)]| < K et par I'inégalité triangu-

laire, on a aussi

lz—=b>|z—al—|a=bl>r—0>

l\DIﬁ

Ainsi on obtient

Hf7> L/ /(2) dzHg”“. (B.6)

b—a 2ir )., (2 —a)? 72
Cette inégalité implique que la limite

o I = (@

b—a b—a

existe et est finie. Ceci signifie donc que f est dérivable en tout point a de €2 et

donc f est homomorphe sur 2. De plus, d’apres (B.6), on a

oy L f(2)
f(a)—%[/r (z—a)de'

t

Théoréeme B.3.5 (Théoréeme de Cauchy) Soient Q2 un ouvert du plan com-
plexe, 1 et Vo deux systémes de courbes fermées, de classe C* par morceaus, et
contenues dans Uouwvert Q. Si, pour tout z € C\ Q, Ind,,(2) = Ind,,(2), alors
pour toute fonction f € Hol(), F), on a

Ll f(z)dz:[mf(z)dz

Preuve : Pour chaque u € E*, la fonction u o f est holomorphe sur 2. Le

théoreme de Cauchy scalaire (proposition B.1.9) donne alors

AMﬂmw:LMAmw.
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On applique alors le théoreme B.2.8 qui entraine que

Q{Lj@@):Amﬂmwzlﬂg@mﬁw(éﬂ@@)

Comme I'égalité est vraie pour tout élément u € E*, le corollaire du théoreme de

Hahn-Banach (corollaire A.0.2) permet alors de conclure que

Lﬂ@@:&ﬂ@@

U

Théoréme B.3.6 (Formule de Cauchy) Soit Q) un ouvert du plan compleze.
Toute fonction f € Hol(Q), E) est indéfiniment dérivable (au sens compleze) sur

Q. De plus, pour tout point a € €2 et chaque entier n > 0, on a

f™(a) = ! /(&dz (B.7)

2ir ), (z —a)ntt
ot v est un systéme de courbes fermées, de classe C' par morceauz et qui entoure

le compact {a} dans Q.

Preuve : Pour montrer que f est indéfiniment dérivable, nous allons raisonner
par récurrence. Tout d’abord, d’apres le lemme B.3.2, nous savons déja que f
est continue sur ). Supposons maintenant que f est n-fois dérivable sur 2. Pour
tout élément u € E*, la fonction (complexe) u o f est holomorphe sur © donc
(n + 1)-fois dérivable sur 0. Mais comme u est linéaire, on a (uo f)™ = wo f(.
Ceci implique que la fonction wo f™ : Q — C est dérivable. Autrement dit,
la fonction f(™ est faiblement holomorphe sur €2, donc holomorphe sur Q (i.e.
dérivable sur ), d’apres le théoreme B.3.4. Ainsi f est (n + 1)-fois dérivable sur
Q). Par récurrence, on en déduit que f est indéfiniment dérivable sur €).

Pour montrer la formule (B.7), considérons u € E*. Comme la fonction u o f
est holomorphe sur € on peut appliquer les formules de Cauchy scalaire (propo-

sition B.1.9) qui donnent alors

(uo f)(n)(a) = L' / 7< uf(z) dz

2 ), (z —a)"tt
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pour tout n € N, oil v est un systéme de courbes fermées, de classe C'! par mor-
ceaux et qui entoure le compact {a} dans 2. On applique alors le théoreme B.2.8

qui entraine que

o 0w = (5 [ L),

Par linéarité de u, on a (uo f)™(a) = u(f™)(a) et donc

) = (5 [ A ae).

Comme 1'égalité est vraie pour tout élément u € E*, le corollaire du théoreme de

Hahn-Banach (corollaire A.0.2) permet alors de conclure que

o = o [ LD

T2 ) (z—a)nt

t

Théoréme B.3.7 (Développement en série entiere) Soit ) un ouvert de C.

Pour toute fonction f € Hol(Q), E) et tout point zy € Q, la série entiére :

2 () (2
Zf (' )<Z—Zo)n

n

converge uniformément et normalement sur tout compact contenu dans le disque
ouvert D(z, dist(zq, Q%)) et sa somme est égale a f(z) en tout point de ce disque.

Cette série (appelée la série de Taylor de f en zy) est l'unique série entiére de la
forme Zan(z —20)", a, € E, dont la somme est f dans le disque mentionné.
n=0

Le rayon de convergence est au moins dist(zg, Q2°).

Remarque B.3.8 On a noté dist(zg, Q2°) la distance de zy a Q¢ si Q° # () et +00

sinon.

Preuve : Soient 0 < r < dist(z9,Q), 2,{ € C tels que |z — z| = r et

|¢ — 20| < r. Nous avons alors
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cette série étant normalement convergente sur tout compact de la forme K X
0B(zp,r) avec K compact contenu dans B(zp, ). Nous pouvons alors appliquer
la formule de Cauchy (théoreme B.3.6) et intervertir I'ordre de l'intégration et de

la sommation, ce qui donne

f(z - ¢—2)"
1) = 2 z2—C dz 227T/f Z z—zon+1

Ir n=

-2 (ziﬂl )

2
0 (n) 0
Zf (20)

n!

(€ —20)"

Les autres propriétés découlent immédiatement des propriétés classiques sur les
séries entieres.

O

Pour plus de détails sur les séries entieres a valeurs vectorielles, on pourra

consulter [9] mais la théorie est la méme que pour les séries entieres a valeurs

scalaires.

Théoréme B.3.9 (Liouville) Toute fonction f holomorphe et bornée sur C, a

valeurs dans E, est constante.

Preuve : On peut déduire ce résultat du théoreme de Liouville pour les fonc-
tions a valeurs scalaires. On peut aussi donner une preuve directe. Soient z5 € C,
n € N, n > 1. Comme f est holomorphe sur C tout entier, les formules de Cauchy
peuvent s’appliquer sur tout cercle v, de centre zy et de rayon r» > 0 parcouru

une fois dans le sens positif. D’otu

!
) = g [ A

Notons M := || f||c. Le théoreme B.2.8 implique alors que

| £l oo
rn

LF (z0)| <
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et donc, en faisant tendre r vers +oo, on obtient que f™(z) = 0, pour tout
n > 1. Le théoreme B.3.7 permet alors de conclure que pour tout z € C, on a

f(2) = f ().
U

Proposition B.3.10 Soit 2 = {z € C: 0 < |z —a|] <7}, 7 >0 ¢t f €
Hol(2, E). Si f est bornée sur ), alors f se prolonge en une unique fonction f

holomorphe dans D(a,r).

Preuve : Considérons g : D(a,r) — E la fonction défnie par

(z—a)f(z) si0O<|z—a|<r
{O si z = a.

Il est clair que g est holomorphe sur € et continue sur B(a,r). Maintenant si
u € E*, alors la fonction scalaire uo g a les mémes propriétés, elle est holomorphe
sur 2 et continue sur D(a, ). Il est alors bien connu (c’est une conséquence tres
simple du théoreme de Morera, voir [4] par exemple) que u o g est holomorphe
sur D(a,r). Ainsi g est faiblement holomorphe sur D(a,r) donc holomorphe. On

peut alors appliquer le théoreme B.3.7 qui dit que pour z € D(a,r), on a

o /(g
g2) =S LW gy

n:
n=0

ou la série converge normalement sur tout compact de D(a,r). Comme g(a) = 0,

on peut alors écrire g(z) = (z — a) f(2), avec

&g (a)

f(z) = 2 m(z —a)".

La théorie des séries entieres nous dit alors que fest holomorphe dans D(a, )
et de plus, on a bien f(z) = f(z), pour z € Q. L'unicité est immédiate (par

continuité).
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Théoréme B.3.11 (Principe de prolongement analytique) SoientQ un ou-
vert connexe du plan complexe, E un sous-ensemble de £ possédant un point

d’accumulation dans Q. Si f,g € Hol(Q, E) et si f(2) = g(z) pour z € E, alors
f=g

Preuve :  On déduit ce résultat de 'analogue scalaire. Soit v € E*. Alors uo f
et uo g sont deux fonctions holomorphes sur €2, a valeurs scalaires, qui coincident
sur un sous-ensemble E. Comme FE possede un point d’accumulation dans 2,
alors uo f = wo g. Le corolllaire du théoreme de Hahn-Banach (corollaire A.0.2)

permet alors de conclure que f = g.
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