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Chapitre 1

Introduction et Motivation

L’Analyse Numérique (AN) est une discipline qui se situe a I'interface entre les mathé-
matiques et 'informatique et qui permet de résoudre de maniére approximative et a ’aide
des algorithmes, des problémes de mathématiques. Comme exemples de tels problémes on
peut donner : la résolution des systémes algébriques linéaires ou non linéaires, le calcul des
intégrales ou la résolution des systémes d’équations différentielles.

L’utilisation de ’'AN est beaucoup facilitée par les ordinateurs, dont ’accroisement de
la rapidité de calcul permet son application dans de nombreux domaines comme les sciences
physique, l'ingénierie, la biologie et la médecine, I’économie, etc ..

Dans la suite on donne deux exemples de problémes concrets que AN permet de
résoudre.

1. Dans le domaine de l’ingénierie : pour concevoir une forme d’aile d’avion la

plus optimale que possible, on souhaite calculer, pour une forme d’aile donnée, la
portance générée par celle-ci
(portance = la force verticale qui compense la gravitation et qui permet a I’avion
de se maintenir en altitude).
Pour calculer cette force il faut connaitre , pour une vitesse donnée de 1’avion, la
pression exercée par 'air environnant sur la surface de ’avion et pour cela on utilise
les équations de la mécanique des fluides, qui sont des équations différentielles aux
dérivées partielles, satisfaites par la vitesse et la pression de ’air autour de ’avion. La
résolution de ces équations serait impossible a faire "a la main", sans la contribution
des algorithmes et de I'ordinateur (sauf dans des cas trés particuliers et pas toujours
réalistes). L’idée est de "discrétiser" les équations différentielles a résoudre, c’est &
dire, les approcher par un systéme algébrique linéaire ou non linéaire qui pourra
étre résolu a 'aide des algorithmes spécifiques.

2. Dans le domaine de la médecine : on modélise souvent une maladie en mo-
délisant 1’évolution d’une ou plusieurs populations de cellules ou bactéries a 1'aide
d’un systéme d’équations différentielles ordinaires (EDO), contenant plusieurs pa-
ramétres qui sont plus ou moins connus. Nous avons alors besoin des algorithmes
qui permettent de résoudre le systéme d’EDO, pour un jeu donné des parameétres.



Trés souvent cependant, certains parameétres du systéme EDO ne sont pas connus
et on est amené a les déduire en utilisant a la fois des résultats expérimentaux
et les résultats des simulations numeériques (c’est ce qu'on appelle un probléme
d’identification des paramétres). On peut aussi utiliser des arguments d’ordre
probabiliste ou statistique pour évaluer la crédibilité des évaluations qu’on fait pour
ces parameétres.

L’approche pédagogique de ce cours repose aussi bien sur les aspects algorithmiques
et calculatoires que sur la compréhension profonde des méthodes abordées. Par exemple
on donnera toujours 'erreur d’approximations que nous faisons en utilisant une méthode
donnée, ceci dans le but de prévoir le degré de précision qu’'on peut attendre de cette
méthode.



Chapitre 2

Quelque rappels d’algébre linéaire et
calcul matriciel

2.1 Notations générales

Partout dans ce cours m,n, p sont des nombres dans N*.

1. Nous considérons I’ensemble des nombres complexes :
C={r+iy, »yecR}

avec i le "nombre imaginaire* satisfaisant i = —1.
Sur C nous avons les opérations usuelles + et - :

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d) Va,bc,deR

(@+1ib) - (c+id) = (ac — bd) + i(ad +bc) YV a,b,c,d e R.

(comme pour le produit des nombre réelles, on préfére en général ne pas utiliser le
symbole "-" pour désigner le produit des nombres complexes).

Pour un nombre complexe z = x + iy avec z,y € R nous définissons :

— le conjugué complexe de z par z = x — 1y.

— le module de z par |z]| = /2% + y2.

Rappelons les propriétés suivantes :

Nt n=21+%, Vaua,zneC

2122 =212, Vz,2€C
zz=|z]*, VzeC
z=2z & z€eR.

2. Nous noterons par K soit I’ensemble R soit I'ensemble C.
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3. Nous notons par K" I'espace euclidien défini par K" = K x K x--- x K (n fois).
L1
L2

4. En général un vecteur x € K" sera noté = | - | (vecteur colonne).

T,

5. Pour tous ¢,j € Z on notera par d;; les symboles de Kronecker définis par

P { 1 si 1=

! 0 si i#]
6. On note par ey, es,...e¢, les vecteurs de la base canonique de K", c’est a dire

(€i); =65, Vi, j=1,2,---n.
7. Pour tous a,b € Z avec a < b on pose
[[a,0]] ={k€Z, a<k<b}=]abNZ.

8. Soit M C R un ensemble non vide.
a) On dit que a € R est un majorant de M si

r<a, VzeM.

b) On définit sup (M) comme étant : +oo si M n’a pas de majorant (donc si M
n’est pas bornée supérieurement) ou le plus petit des majorants si M a au moins
un majorant.
Si sup(M) < +oo et si on pose b = sup (M) alors b satisfait les 2 propriétés sui-
vantes :

r<b VeeM (2.1)

et
Ve>0, dJz.e M, z. >b—e. (2.2)

Le cas le plus simple est quand le sup est "atteint" (c¢’est a dire quad b = sup (M) €
M) ; alors la condition (2.2) est toujours satisfaite (avec z. = b). Dans ce cas il suffit
de vérifier seulement (2.1) (avec, bien sir, le fait que b € M). Dans ce cas on peut
utiliser le notation max (M) a la place de sup (M).

Les notions de "minorant", inf (M) et min (M) sont analogues.

Le but de la premiére partie du cours est la résolution numérique des systémes algé-
briques linéaires du type : trouver xq, o, - - - z,, € K tels que

Anzy + Apzg + -+ Az, = by
Aglxl + AQQJ]Q + -4+ Agnxn = b2

Anlxl + AHQ:BQ + -+ Annxn = bn
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avecn € N*, A;;, b, € K, Vi,j=1,---n données.
Il est plus commode d’écrire ce systéme sous une forme plus "compacte". Pour cela on
introduit la matrice carrée A € M,,(K) donnée par

A A - - A
A21 A22 v AQ?L
A= . . .o .
Anl An2 Ann
b1
ba
et le vecteur b € K™ donné par b= | - |. On mettra ensuite les inconnues sous la forme
bn
I
T2
d'un vecteur x = | - | € K". Alors le systéme de départ s’écrit sous la forme matricielle :
T

trouver le vecteur inconnu x € K" tel que

Az =b.

2.2 Rappels sur les matrices

Dans ce cours on va noter par M,,,(K) 'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes, a
éléments dans K ; on notera 'ensemble des matrices carrées de taille n par M,,(K) au lieu
de M,,,(K) . On va identifier M,,,;(K) a K™, donc on vera un élément de K™ soit comme
une matrice avec une seule colonne, soit comme un vecteur colonne.

Pour une matrice A € M,,,,(K) on va noter par A;; 'élément de K qui se trouve sur la
ligne 7 et la colonne j de la matrice.

Rappel opérations élémentaires sur les matrices :

1. Adition des matrices : si A, B € M,,,(K) on définit A+ B comme étant la matrice
dans M,,,,,(K) telle que

(A+ B)iy = Ay + By, Viell,m]], jell,n]].

2. Multiplication entre un scalaire et une matrice : si « € K et A € M,,,,,(K) on définit
aA comme étant la matrice dans M,,,,(K) telle que
(OéA)ij =aA

i, Vie[[l,ml], j el n]].



3. Multiplication des matrices : si A € M,,,,,(K) et B € M,,,(K) on définit AB comme
étant la matrice dans M,,,,(K) telle que

(AB);; ZAkBka Viel[[l,m]], j€[[1,p]

Remarques :

1. (AB);; s’obtient en multipliant la ligne ¢ de A (qui est une matrice ligne dans
M1, (K)) par la colonne j de B (qui est une matrice colonne dans M, (K)).

2. Si A € M, (K) et x € K™, en identifiant K™ & M,,;(K) on pose Az € K™ telle que

Az); =Y Ay, Vi€ [[1,m]).

k=1
3. Si A € M,,,,(K) et e; est le j - éme élément de la base canonique de K" alors
Ae; = A =la j- éme colonne de A.
De méme si e; est le ¢ - éme élément de la base canonique en K™ alors
el A= A; =lai- éme ligne de A.

Définition 2.1. Pour tout matrice A € M,,,,(K) on définit :

1. la matrice transposée de A notée AT € M, (K) définie par
(AT)ij =Aji, Vie [[L,n]], 7 € [[1,m]]
(les lignes de AT sont les colonnes de A et vice versa)
2. la matrice adjointe de A notée A* € M,,,,(K) définie par
(A%)yy = A, Viel[Ln]], je€lLm]
ot Aj; représente le conjugué complexe de Aj;
Remarque : Si K = R alors AT = A*.
Rappelons les résultats suivants :

Proposition 2.1. Pour tous matrices A, B € M,,,(K) on a
ATy = A

~

) = AT + BT
)¥ = A*+ B*
AB)T = BT AT
AB)* = B*A*.

2. (A7) =
3. (A+B
4. (A+B
2
6. (

Nous avons



Définition 2.2. 1. Pour tous x,y € K" on définit le produit scalaire de = par y
noté <x,y> ou (r,y) ou x-you <z|y> par la relation

<wmy>=(ry) =yr=> =7
=1

(Remarque : si K =R on retrouve le produit scalaire habituel en R :
<@y >=) L TiYi)-
2. On dit que deux vecteurs x,y € K" sont orthogonaux noté x 1y si < x,y > = 0.
3. Pour tout vecteur x € K" on définit la norme euclidienne de x notée ||x|| comme
étant la nombre positif ||| = /< 7,2 > = \/|21]2 + |222 4+ - |z0]2.
(remarque : si K =R alors ||z| = \/2? + 23+ - 22).

On utilisera souvent le résultat suivant :

Proposition 2.2.
(Az, y) = (x, A%), YV Ae M, (K), ze K" yeK™
Démonstration. La preuve est trés simple :
(Az,y) =y Ar = (A"y)'z = (z, A%y).

Rappelons maintent les notions suivantes d’algébre linéaire :

Définition 2.3. Soit A € M,,,,(K). On appelle
1. noyau de A noté Ker(A) l’ensemble

Ker(A) ={z K", Ax=0} CcK"
(rappel : Ker(A) est un sous-espace vectoriel de K")
2. image de A noté Im(A) l’ensemble
Im(A) = {Az, z € K"} CK™

(rappel : Im(A) est un sous-espace vectoriel de K™ ).
Remarque : nous avons

Im(A) = {Z TjA , T1,%2,- Ty € K} ou A, estla j- éme colonne de A
j=1

ce qui nous dit que Im(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires des colonnes de
A (donc Im(A) est le sous-espace vectoriel de K™ engendré par les colonnes de A).

3. rang de A noté rang(A) la dimension de Im(A), donc rang(A) = dim(Im(A))
(c’est le nombre mazimal des colonnes de A indépendantes en K™ ).

Rappelons le résultat suivant (qu’on appelle aussi théoréme du rang) :
Proposition 2.3. Pour toute matrice A € M,,(K) on a
dim(Ker(A)) + rang(A) = n.
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2.3 Le cas particulier des matrices carrées

On va considérer dans cette partie des matrices carrées (avec le méme nombre de lignes
et de colonnes).
On suppose connue la notion de determinant qu’on peut voir comme une application
de M, (K) dans K; pour toute matrice A € M, (K) on va noter par det(4) € K son
determinant.
Rappelons les formules suivantes :

det(AT) = det(A) et det(A*) = det(A), VA M,(K)

det(AB) = det(BA) = det(A) det(B), ¥ A, B € M,(K).

Rappelons ensuite que nous notons par I, € M,(K) la matrice identité définie par
(I,)i; = 0;; pour tous 4, j € [[1,n]]. Cette matrice a la propriété remarquable suivante :

AL, =1, A=A, VAe M,K).
Rappelons les définitions suivantes :

Définition 2.4. Soit A € M,,(K). On dit que A est
1. triangulaire inférieure si A;; = 0 pour tous i, tels que 1 <i < j<mn
2. triangulaire supérieure si A;; = 0 pour tous i,j tels que 1 < j <i<n
3. diagonale si A;; = 0 pour tous i,j € [[1,n]] avec i #j

(c’est & dire, elle est a la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure).

Notation : On notera souvent par diag(as, as,---a,) € M, (K) une matrice diagonale
dont les éléments diagonaux sont dans 'ordre : aq, as, - - a,, € K.

Rappel : Pour toute matrice A € M,,(K) qui est soit triangulaire inférieure soit triangu-
laire supérieure (soit diagonale), nous avons

det(A) = A11A22 ce Ann = H A”
i=1

Définition 2.5. Soit A € M, (K). On dit que A est inversible ou réguliére ou non
singuliére sl existe B € M,,(K) telle que AB = BA = I,.

Alors B est unique et s’appelle I’inverse de A notée A~'.

Une matrice qui n’est pas inversible s’appelle matrice non inversible ou singuliére.

Définition 2.6. Soit A € M,,(K). On dit que
1. A est hermitienne ou autoadjointe si A* = A.

2. A est symétrique si AT = A.
(si K =R alors "hermitienne” ou "symétrique” c’est la méme chose).
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3. A est unitaire si A*A = AA* = I, (donc A= = A*). Dans le cas K = R on
dit orthogonale au lieu de "unitaire”; donc A € M, (R) est dite orthogonale si
ATA = AAT =1, (donc A=t = AT),

4. A est normale si A*A = AA*.

Remarque 2.1. [l est facile de voir que A est unitaire si et seulement si les colonnes

de A sont des vecteurs orthogonaux de norme 1 en K". Cela veut dire que si on note par

Ay, Ay, - - Ay les colonnes de A alors < A;, A; > = 045, Vi,7 € [[1,n]]

(car < A;, A; >=ATA; = (A*A)ij = (1n)ij = 0ij)

ce qui veut dire aussi que les colonnes de A forment une base orthonormée en K",
Rappelons les résultats suivants :

Proposition 2.4. Soient A, B € M, (K) des matrices inversibles. Alors
1. Pour tout o € K\ {0} la matrice a A est inversible et (aA)™t = LA™
2. AB est inversible et (AB)™! = B~1A™!
8. A* est inversible et (A*)7! = (A71)*
(car A*(A7V) = (AYA) =1 =1, et aussi (A1) A* = (AA Y =1 =1, ).
Pour A € M,,(R) inversible cela donne : AT est inversible et (AT)™1 = (A=1)7T.
4. A7Y est inversible et (A71)71 = A.
Proposition 2.5. (Théoréme des matrices inversibles).
Soit A € M,,(K). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible
2. det(A) #0
3. rang(A) =n (donc les n colonnes de A forment une base en K")
4. Le systéme linéaire homogeéne : trouver v € K" tel que Ax =0  a pour l'unique
solution © =0 (c’est a dire : Ker(A) ={0}).
5. Pour tout b € K", le systéme linéaire homogéne : trouver x € K" tel que Ax =b
a une solution unique (cette solution est donnée par v = A™'D).

Remarque 2.2. Si deuz matrices A, B € M,,(K) sont tels que AB = I,, alors A et B sont
inversibles et on a A= B! et B= A"!

(car AB = I,, = det(A) det(B) = det(1,) = 1 donc det(A) # 0 et det(B) # 0, donc A et
B sont inversibles ; en multipliant I'égalité AB = I, a gauche par A~' on trouve B = A~!
et en la multipliant & droite par B™' on trouve A = B™!).

Proposition 2.6. (Méthode de Cramer)
Soit A € M,,(K) une matrice inversible et b € K". Alors la solution du systéme algébrique
linéaire Ax =10 est donnée par

YT det(A)

Vi€ [[1,n]]

ot A; € M, (K) est la matrice obtenue de A en remplacant la i - éme colonne de A par la
colonne .
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Rappelons dans la suite les notions de valeur propre et vecteur propre d’une matrice
carrée.

Définition 2.7. Soit A € M,,(K).

1. On dit que A € C est une valeur propre de A si 3x € C" avec © # 0 tel que
Ax = Az ; on dira alors que x est un vecteur propre de A associé a la valeur
propre \.

Ceci est équivalent au fait que X est une racine du polynome caractéristique Py,
donc Pa(\) =0, ot par définition

Pa()\) = det(A — \L,).

Rappelons que P4 est un polynome de degrée n et qu’il existe toujours au moins une
racine de Py donc au moins une valeur propre de A (conséquence du Théoréme

de d’Alembert-Gauss).

2. On appelle spectre de A noté Sp(A) Uensemble des valeurs propres de A, donc
Sp(A) = {\ € C, X waleur propre de A} (remarquons que Sp(A) est toujours non
vide).

3. On appelle rayon spectral de A noté p(A) le nombre réel positif définit par
p(A) = max {|\], X € Sp(4)}.

Remarque 2.3. Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si 0 & Sp(A)
(car A inversible < det(A) # 0 < det(A —01,) #0 < Pa(0) #0 < 0 & Sp(A)).

Nous utiliserons souvent le résultat suivant :

Proposition 2.7. Soit A € M,,(K).

a) Soient o, € K avec § # 0. Alors A € C est valeur propre de A si et seulement si
a+ B\ est valeur propre de ol,, + BA.

b) Supposons que A est une matrice inversible. Alors A\ € C est valeur propre de A si et
seulement st A # 0 et % est valeur propre de A=,

Démonstration. a faire en TD. O
Rappel : On peut toujours mettre le polynome caractéristique P, sous la forme :
PAO) = (=10 = )™ (0 = i)™+ 0 = )™

avec k € [[1,n]] le nombre des valeurs propres distinctes de A, avec py, pig, -+ - i, € C les
valeurs propres distintes de A (en fait Sp(A) = {1, pa, - -+, p}) et my, ma, - - my. € [[1,n]]
tels que my+msq+- - -+my = n les multiplicités algébriques respectives des valeurs propres.
Nous avons le résultat suivant qui se démontre trés facilement :

Proposition 2.8. Supposons que A € M, (K) est une matrice triangulaire inférieure ou
triangulaire supérieure. Alors les valeurs propres de A (répétées selon leur multiplicitées)
sont les éléments diagonauzr de A.
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Démonstration. Le résultat est une conséquence immédiate de 1’égalité

n

det(A—AI,) =[](4i —X), VreC

i=1

2.4 Opérations par blocs sur les matrices

Une matrice A € M,,, ,(K) peut toujours s’écrire sous la forme

Apn A - - Ay
Agp Agp - - Ay
A= . . .. .
Apr A - - App

ou pour tout i € [[1,k]] et 7 € [[1, p]] A;; est un bloc (ou sous-matrice) avec m; lignes et n;
colonnes. Il est clair qu’on a

k

p
E m; =m et E n; =n.
J=1

i=1

Exemple : en classe

Opérations :
An Aip
Addition par blocs : Sideux matrices A et B s’écrivent par blocs comme A = '
Akzl e Ak:p
By, --- By
et respectivement B = Y ' et si A;; et B;; ont les mémes dimensions alors
By --- DB
Cn - Cy
la matrice somme C' = A 4+ B peut s’écrire par blocs sous la forme C' = T
Cri - Cyp

avec Cij = Aij + Bij, Vie [[1,k]], j € [[1,p]]
Multiplication par blocs : Si deux matrices A et B s’écrivent par blocs comme A =
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Ay - Ay By - By,

- ‘ et respectivement B = alors la matrice produit
A - App By --- By,
Cu - Oy
C = AB peut s’écrire par blocs sous la forme C' = avec
Cri - Chg

Cij =31, AuB;, VYiell,k]], je(l,ql]], acondition que les multiplications matri-
cielles A; B;; puissent se faire (nombre des colonnes de A; égal au nombre des lignes de
Blj)

Exemples : (souvent utilisés)

Si A e My(K) et B € M,,,(K) et si on écrit B sous la forme B = (By, By, -+, Bp),
ot By,--- B, sont les colonnes de B (chaque colonne étant un élément de M, (K)) alors
la matrice produit AB s’écrit par colonnes comme AB = (AB;, AB,,---AB,) (chaque
colonne AB; de AB est un élément de M,,,; (K)).

A
Ap
De la méme maniére si on écrit A sous la forme A = . ou Aq,---A,, sont les lignes
A
de A (chaque ligne étant un élément de M,,(K)) alors la matrice produit AB s’écrit par
AB
AyB
lignes comme AB =
A, B

2.5 Réduction des matrices carrées

Rappelons les définitions suivantes :

Définition 2.8. Soit A, B € M,,(K). On dit que A et B sont semblables en K sl eziste
P € M, (K) matrice inversible telle que B = PAP™!.

Remarque : Si A et B sont semblables en K alors aussi B et A sont semblables en K
(car B=PAP ' A=P'BP =P 'B(P Y™

Proposition 2.9. Deuxr matrices semblables ont les mémes polynomes caractéristiques,
donc deuxr matrices semblables ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités
respectives.

Démonstration. Soient A, B € M,,(K) tels qu’il existe P € M,,(K) matrice inversible avec
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B = PAP~!. Alors pour tout A € C on a

Pp(A\) = det(B — \I,) = det(PAP™' — API,P™') = det[P(A — \I,,)P™'] = (2.3)
= det(P)det(A — \I,,)det(P1). (2.4)

Comme det(P) det(P~') =1 alors Pg(\) = Pa()\), V XA € C ce qui donne le résultat. [
On a alors le résultat évident suivant :

Corollaire 2.1. Si une matrice A € M, (K) est semblable & une matrice B € M,,(K)
qui est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure, alors les valeurs propres de A
(répétées selon leurs multiplicitées) sont les éléments diagonauz de B.

Définition 2.9. Soit A € M, (K). On dit que A est diagonalisable en K s’il eziste
B € M,,(K) matrice diagonale telle que A est B sont semblables en K (donc IP € M,,(K)
matrice inversible telle que A = PBP™!).

Nous avons

Proposition 2.10. A € M,,(K) est diagonalisable en K si et seulement si il existe une base
en K" des vecteurs propres de A, avec les valeurs propres respectives en K. En plus nous
avons A= PBP~! avec P, B € M, (K) avec B matrice diagonale, P matrice inversible et
pour tout j € [[1,n]] I’élément diagonal B;j; de B est une valeur propre de A avec vecteur
propre associé la j— éme colonne de P.

Démonstration. A est diagonalisable en K < il existe B € M,,(K) matrice diagonale et
P € M, (K) matrice inversible telles que A = PBP™!, c’est a dire (en multipliant a droite
par la matrice inversible P) :

AP = PB. (2.5)

On écrit P par colonnes : P = (P, P,,--- P,). D’autre part, comme B est une matrice
diagonale, on peut I’écrire par colonnes sous la forme B = (Byje1, Bases - - - Bype,). Alors
(2.5) s’écrit

(AP, APy, --- AP,) = (By1Pey, BoyPey, - - - By, Pey,).

Remarquons que Pe; = P;, V j € [[1,n]], donc la relation précédente est équivalente &

Nous avons aussi P; # 0, V j € [[1,n]] (car det(P) # 0). Alors le fait que A est dia-
gonalisable en K est équivalent avec le fait que pour tout j de 1 & n la colonne j de P
est un vecteur propre de la matrice A correpondant a la valeur propre Bj;. Comme P est
inversible alors les colonnes de P forment une base en K”. ]

Rappelons le résultat suivant, qui est une conséquence de la proposition précédente :

Proposition 2.11. Si A € M, (K) admet n valeurs propres distinctes en K alors A est
diagonalisable en K.
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Rappelons les deux résultats suivants utiles pour des matrices qui peuvent étre non
diagonalisables :

Proposition 2.12. (résultat admis) Toute matrice A € M, (C) est semblable en C a

sa forme de Jordan, c’est a dire AP € M, (C) inversible telle que A = PJP™' avec
J € M, (C) qui s’écrit par blocs sous la forme

Jg 0 0 --- 0
g=| 0 200
0 0 - - Ju

ot Ji; € Moy, (C) avec my +mao+---my = n. Ici chaque matrice J;; est un bloc de Jordan,
c’est a dire
- soit m; =1 (c’est a dire, Jy; peutl étre vu comme un nombre compleze)

A 10 0 -+ 0
o x 1 0 -+ 0
- soit m; > 1 et Jy; est de la forme J; = . . - -
0 O 0 N 1
0 O 0 0 N

(donc J est une matrice triangulaire supérieure).

Proposition 2.13. Lemme de Schur (résultat admis) Pour toute matrice A € M,,(C)
il existe T,U € M,,(C) avec T triangulaire supérieure et U unitaire, telles que A = UTU*
(donc les matrices A et T sont semblables).

Nous avons la conséquence suivante :

Corollaire 2.2. i) Si A € M, (C) est une matrice hermitienne alors elle est diagonali-
sable ; en plus elle est semblable en C' & une matrice diagonale réelle et il existe une base
orthonormée en C" des vecteurs propres de A. Plus précisément A s’écrit sous la forme

A=UDU"

avec U € M,,(C) matrice unitaire et D € M, (R) diagonale.
i) En plus si A € M,(R) est une matrice symétrique alors il existe une base ortho-
normée des vecteurs propres de A en R™. Plus précisément A s’écrit sous la forme

A=UDU"
avec U € M,,(R) matrice orthogonale et D € M, (R) diagonale.

Démonstration. i) Du Lemme de Schur on déduit existence de T,U € M, (C) avec T
triangulaire supérieure et U unitaire, telles que A = UTU*. On a alors A* = (U*)*T*U* =
UT*U*. D’autre part nous avons A = A*, donc UTU* = UT*U* et par simplification on
déduit T' = T*. Comme T est triangulaire supérieure alors T" est diagonale réelle ce qui
nous donne le résultat.

ii) Partie admise. O
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On a aussi le résultat suivant :

Proposition 2.14. Soit A € M,,(K) et k € N*. Si les valeurs propres de A (répétées selon
leurs multiplicitées) sont Ay, Ay, -+ A\, alors les valeurs propres de A* (répétées selon leurs
multiplicitées) sont Nk N\ .. Ak

Démonstration. Du Lemme de Schur on déduit U'existence de T, U € M,,(C) avec T trian-
gulaire supérieure et U unitaire, telles que A = UTU*. Alors Ay, g, - - - A, sont les éléments
diagonaux de 7. D’autre part, on montre facilement par récurrence sur k ( Ezercice) que

AP =UTrU~.

D’autre part on montre facilement que 7 est aussi une matrice triangulaire supérieure et
quon a légalité (T?); = (T};)? pour tout i. Plus généralement, on montre par récurrence
sur k que 7" est une matrice triangulaire supérieure avec

(T")a = (Tw)*, Vie[[1,n]).
Alors les valeurs propres de A* sont les éléments diagonaux de T% donc les A, N - A\F 0 [0

Rappel définition : pour une matrice A € M, (K) I'application

r e K" |—><Ax,x>:Ax~x:ZZAijx_ixj cK

i=1 j=1

s’appelle forme quadratique associée a la matrice A.

On finit ce chapitre en considérant deux cas particuliers trés importants des matrices. Nous
commencons par préciser la convention suivante qui sera utilisée dans tout ce cours :

St on écrit une inégalité faisant intervenir un nombre complexe alors on sous-entend qu’on
affirme aussi que ce nombre est réel.

Définition 2.10. Soit A € M, (K). On dit que A est
1. positive (ou semi-définie positive) si Azr-z >0, VzeK"
2. définie positive si Az-x >0, VazeK"\ {0}

Remarques :

1. Conformément a la convention ci-dessus l'affirmation Az -z >0, V z € K", doit
étre comprise comme Az -x € R, VeeK'et Av-z >0, VzeK"
De méme pour Az -z >0, VaxeK"\{0}.

2. Une méthode usuelle pour montrer qu’une matrice est définie positive est de montrer
d’abord qu’elle est positive et ensuite montrer I'implication :

Az -2 =0 = 2 =0.
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Définition 2.11. Soit A € M, (K). Pour tout p € [[1,n]] la matrice A, € M,(K) qui
s’obtient de A en retenant seulement les premieres p lignes et colonnes de A est appellée
sous-matrice principale de A

(donc  (Ap)w = An, YK, 1][1,p]]).

Proposition 2.15. Soit A € M,,(K) une matrice définie positive (respectivement positive).
Alors on a

1. Tous les éléments Aj; de la diagonale de A sont > 0 (respectivement > 0).

2. Toute sous-matrice principale A, de A est définie positive (respectivement positive).

Démonstration. 1. Prendre z = e; dans la Definition 2.10. On a
< Aej,e; >=A;; >0 (respectivement > 0).

2. Considérons le cas p < n. Pour tout vecteur = € R? on considére le vecteur £ € R"
tel que pour tout k € [[1,n]] on a

N Jxp st 1<k<p
(x)k_{ 0 si k>p

(c’est & dire on a l'écriture par blocs & = (g) ). Nous utilisons 1’écriture par blocs

de A : )
B

_ P
a= (¢ 1)

avec B € M, ,,»(K), C,—p»(K) et D € M,,_,, ,»(K). Nous avons

o (2 H0)- )

v s = (@) (§)) = G o

On suppose = # 0, donc & # 0 ce qui implique (AZ, Z) > 0 grace a ’hypothése sur
A. L’égalité précédente nous donne alors (A,x, x) > 0 ce qui finit la preuve.

ce qui nous donne

O]
Nous avons aussi
Proposition 2.16. Toute matrice A € M,,(K) qui est définie positive est inversible.

Démonstration. 11 suffit de montrer Ker(A) = {0}. Supposons par absurd qu’il existe
x € K" avec x # 0 tel Ax = 0; ceci donne < Ax, x > = 0 ce qui contredit le fait que A
est définie positive. n
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Nous avons encore

Lemme 2.1. Soit A € M, (K) une matrice hermitienne et considérons Ay, Ao, -\, les
valeurs propres de A (en comptant les multiplicitées) rangées en ordre croissant :

A< A <<,
(rappelons que les valeurs propres de A sont réelles). Alors on a
Az -z > M||z|?, VzeK

Démonstration. On a A = PDP* avec D matrice diagonale réelle avec A, Ao, ...\, sur
la diagonale et P € M,,(K) matrice unitaire. Alors pour tout x € K" on a

< Az,x > =1a2"Ax = 2*PDP*x = (P*x)*DP*x = < DP*x, Pt > =< Dy, y >
ou on a noté y = P*x. Nous avons aussi
|z||? = 2*x = 2*PP*x = (P*z)*P*x = < P*x, P*z >= |P*z||* = ||y|]?
et
<Az, x>=<Dy,y>= Z Dijy;yi = Z)\i|yi|2 > M Z vl = Millyll* = M|
i,j=1 i=1 =1
ce qui donne le résultat. O

Remarque : Une maniére équivalente d’énoncer le résultat du Lemme 2.1 est :
Az -z > Apin||z|?, V2 € K™
ol A\pin est la plus petite valeur propre de A.
On peut alors montrer les deux résultats suivants :

Proposition 2.17. Soit A € M,,(K) une matrice hermitienne. Alors les trois propositions
sutvantes sont équivalentes :

1. A est défine positive

2. Les valeurs propres de A sont strictement positives

3. 1l existe a > 0 telle que

Az -z > alz|?, VzeK"
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Démonstration. 2). = 3).

C’est une conséquence immédiate du Lemme 2.1 : prendre o = Ay > 0.

3.)=1).

Siz e K" z#0alors Ar -z > allz||* > 0.

1)=2)

On raisonne par absurd : si A < 0 est une valeur propre de A alors il existe y € K", y # 0
tel que Ay = Ay. En faisant le produit scalaire avec y on trouve

Ay-y=Xy-y=Ay[* <0
ce qui contredit le fait que A est définie positive. O

Proposition 2.18. Soit A € M,,(K) une matrice hermitienne. Alors les deux propositions
sutvantes sont équivalentes :

1. A est positive

2. Les valeurs propres de A sont positives.

Démonstration. 2.) = 1).

Du Lemme 2.1 si z € K" alors Az -x > A\||z]|* > 0 (car A\; > 0).

1)=2)

On raisonne par absurd : si A < 0 est une valeur propre de A alors il existe y € K", y # 0
tel que Ay = Ay. En faisant le produit scalaire avec y on trouve

Ay-y=Xy-y=Ayl* <0
ce qui contredit le fait que A est positive. O
Rappelons le critére suivant, facile a utiliser :

Proposition 2.19. (critére de Sylvester)
Soit A € M,,(K) une matrice hermitienne. Alors A est définie positive si et seulement si

det(A,) >0, Vpe|[[l,n]]

ot A1, As, - -+ A, sont les sous-matrices principales de A
(rappel : A, = (Aij)ije1.p € Mp(K)).

21



Chapitre 3

Approximation numérique des EDP
linéaires par la méthode des différences
finies

Dans la suite on se donne 2 C R™ (trés souvent nous avons n = 3) un ensemble ouvert
et une fonction f : Q — R continue. On cherche une fonction u : 2 — R dans C?*(Q)NC(Q)
telle que

—Au(z) = f(z), V= (r1,29,23) € (3.1)
avec condition limite sur la frontiére de  :
u(x) =0, Vaxeodd (3.2)
ou on a utilisé la notation
" 9% .
Au(z) = 92 opérateur de Laplace.
fi
i=1 4

[’équation (3.1) s’appelle équation de Laplace. La condition limite (3.2) s’appelle condi-
tion de Dirichlet homogéne. On pourrait considérer une condition limite plus générale
a la place de (3.2) :

u(z) =g(z), Yaxedd

avec g : 02 — R une fonction donnée (condition de Dirichlet non-homogéne).

Cette équation de Laplace est utilisé comme modéle mathématique dans plusieurs domaines
scientifiques : physique, biologie, etc .. On va détailler dans la suite 'application de ce model
dans le domaine de la thermodynamique : I’équation de la chaleur.

Ici u(z) représente la température a 1’équilibre au point x € Q et f(x) est la source de
chaleur interne au point z. On supposera donc que u et f ne dépendent pas du temps.
On considére la fonction ® : Q — R"™ (champ des vecteurs) qui & tout z € Q associe
le vecteur ®(z) qui représente le flux de chaleur en z. La grandeur physique "flux de
chaleur" indique en quelle direction et a quelle intensité se propage la chaleur ; on Iappelle

22



aussi flur thermique ou encore flux thermique par unité de surface.
On considére w un sous-ensemble de 2; pour un point z € dw nous notons par v ou v(z)
le vecteur normal en z & la frontiére Jw orienté vers 'extérieur de w, v € R".

On a I’égalité suivante :
/ @-Vda:/f(x)dzzj
Oow w

Cette égalité est la traduction d’une loi physique qui dit que a ’équilibre le flux de chaleur
sortant de w est égal a la chaleur produite par la source de chaleur sur w. D’autre part, la

formule de Stokes nous donne
/ @-Vda:/v-q)dx
Ow w

(ou V-¢ =" 9% egt la divergence de ®).

i=1 Bz
/wv-cpda:/wf(;g)dx.

On déduit alors
Comme cette égalité est valable pour tout sous-ensemble w de €2, on déduit

Vb =f. (3.3)

(c’est la loi de conservation de la quantité de chaleur).

D’autre part on a la loi de Fourier qui dit que le vecteur flux est proportionnel au vecteur
gradient de la température avec sens opposé, ce qui se traduit mathématiquement par la
relation

d =—-aVu (3.4)

avec « > 0 une constante physique appelée coeflicient de diffusion (remarque : o peut aussi
étre une fonction de la position x). Pour simplifier on va prendre ici o = 1, ce qui avec
(3.3) et (3.4) nous donne —Au = f, donc (3.1).

En supposant que sur la frontiére 0€) la température est maintenue a une valeur constante
(qui sera considérée comme valeur de référence, donc la valeur 0) on obtient la condition
limite (3.2).

Remarque : D’autres conditions limite a la place de (3.2) peuvent étre considérées,
comme par exemple

1. % =0 sur 0N (condition de Neuman homogeéne); cette condition est utilisée
quand on peut supposer que le flux de chaleur sur la frontiére 00 est orthogonal
au vecteur v, donc quand il n’y a pas de perte ou gain de chaleur par la frontiére

(rappel : 3 =Vu-v=—® v =& (—v) cest le flux thermique rentrant).

2. g—qu = O(Uezt —u) sur OS2 avec uq,; € R une constante qui représente la température
a 'extérieur de €2 supposée connue et constante. Cette condition s’appelle condition
limite de Robin qui dit que le flux rentrant est proportionnel & la différence entre
la température extérieure et la température dans €2; ici § > 0 est une constante

physique donnée.
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3. En général on doit considérer aussi la dépendance en temps de la température et
éventuellement de la source de chaleur f. Alors l'inconnue u d’épend aussi de la
variable temp notée en général par t (donc v = u(x,t)). Dans ce cas u satisfera un
probléme d’évolution qu’on va décrire dans la suite; le probléme (3.1) - (3.2)
va s’appeller probléme stationnaire. Nous obtenons ’équation principale du pro-

bléme d’évolution en ajoutant dans 'équation (3.1) le term %—?, donc cette équation
principale s’écrit

ou

5 Au(z) = f(x,t), Vo= (x,x0,23)€Q, t>0.

Comme dans le cas stationnaire il faut aussi une condition sur la frontiére, comme
par exemple une condition de Dirichlet homogéne, qui va s’écrire sous la forme

u(z,t) =0, Vzeod, t=>D0.

A la différence du cas stationnaire il faut aussi une condition initiale, c’est a dire,
on suppose que u est connue au moment initial supposé ¢ = 0, donc

u(z,0) =up(x), Ve

avec ug : {2 — R une fonction donnée.
Mais dans la suite nous nous limitons au cas stationnaire qui est plus simple a
traiter.

Dans la suite nous donnons une méthode de résolution numérique de (3.1) et (3.2), c’est
a dire, une maniére d’obtenir une solution approximative de (3.1) et (3.2). Cette méthode
s’appelle méthode des différences finies.

Cas 1. On suppose ici n = 1 (c’est le cas unidimensionnel); on supposera aussi
Q =]a,b[ avec a,b € R, a < b. Physiquement cette hypothése simplificatrice peut étre
faite dans le cas ot on peut supposer que f et u ne dépendent pas de x5 et x3, donc elles
dépendent uniquement de z;.
Alors on se donne f : [a,b] — R avec f € C(]a,b[) et on cherche u : [a,b] — R avec
u € C?*(Ja,b[) N C([a, b]) telle que

—u"(z) = f(z), Vz€lab (3.5)

et
u(a) = u(b) =0 (3.6)

(pour simplifier I’écriture on note z; = x).
Remarque : Les équations (3.5) et (3.6) se résoudent trés facilement par lintégration de

(35) - ]
i (z) = / £t dt+ Cy
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et ensuite

—u(x):/: (/ayf(t)dt) dy + Chz + C,

et on calcule les constantes Cy,Cy € R telles que les deuz conditions de (3.6) soient satis-
faites.
Masis le but ici est de faire de 'approximation numérique.

L’idée est de faire une discrétisation de l'intervalle [a,b]. On considére N € N* avec

_ b—a :
N assez grand, on pose h = 3= et ensuite

zi=a+ih, i€[[0,N+1]]
¢’est a dire
ro=a, x1=a+h, xy=a+2h, -+ axyy1=a+(N+1)h=0

On va noter par U; une approximation numérique de u(x;) (donc wu; sera inconnu) et on
pose f; = f(x;) (f; sera connue) et ceci pour tout i € [[0, N + 1]].

Nous allons utiliser la définition de la dérivée de la fonction u dans un point = (quand elle
existe) :

Dans notre cas on va prendre N trés "grand" ce qui par définition de h va donner h trés

" i+
petit’.
Comme la solution u qu’on cherche est une fonction de classe C? alors u'(z;) peut étre
approché par w ou par “(‘“‘1_);“(“) = “(z")_:(mi—l) ce qu’on peut écrire par
u(@ip1) — u(a; . ,
u'(z;) ~ ( ZH)h ( Z), ceci pour tout i € [[0, N]] (3.7)

ou respectivement

u(x;) — u(x;_q)

- , ceci pour tout i€ [[1,N + 1]]. (3.8)

u'(z;) &
D’autre part, pour tout ¢ de 1 & N, nous pouvons approcher u”(x;) par Y(@)=w(@iz1) (utiliser
(3.8) avec v’ a la place de u). En utilisant I'approximation (3.7) d’abord avec ¢ et ensuite
avec i — 1 a la place de 7, on déduit que u”(x;) peut étre approché par

1 [u(@ivn) —u(@) () — w(wi1)
h h h

On trouve donc :

w(ivr) — 2u(z;) + u(w;_q)
h? ’

v iel[1,N]. (3.9)

u//<xz) ~
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Remarque : ce n’est pas la seule possibilité pour approcher u”(z;) : on peut aussi utiliser

u”(wi) ~ U (ri41) — ' (@) ~ 1 W(Tiy2) — u(wigq) B u(wiyr) — uly)

h h h h

mais (3.9) est la plus utilisée pour des raisons de "symétrie".

On se propose maintenant de voir quelle erreur on fait quand on utilise 'approximation
(3.9). Pour cela on suppose que u € C*(Ja,b[) et on utilise le développement de Taylor;
nous avons

h2 3
w(zip1) = u(z; + h) = u(x;) + hu'(x;) + ?u”(xi) + Eu(?’) (z;) + O(h*)
Rappel : Pour tout k € R 'expression O(h*) signifie une expression qui a la propriété :

O(h*
‘ Ezk )) < C, sihest "proche” de(
avec C' > 0 une constante indépendante de h.
De méme, o(h¥) signifie une expression qui a la propriété :
hk
% — 0, st h—0.

Nous avons aussi

h? h?

En faisant la somme des deux expressions on déduit :

u(ri1) = u(z; — h) = u(z;) — hu'(x;) +

w(zigr) +u(ziy) = 2u(z;) + b2 (2;) + O(R*)

ce qui donne
u(miﬂ) — QU(ZEZ) + U(l‘i_l)
u"(x;) = 2 + O(Rh?).
On conclut alors que nous faisons une erreur d’orde h? (on dira : une erreur d’ordre 2) en
faisant I’approximation (3.9) ; bien sir, & condition que la solution u soit de classe C* pour
que les développements de Taylor précédentes soient valables.
Rappelons aussi que pour tout j € [[0, N]] on approche u(x;) par U; € R qui sera une

inconnue du probléme. En utilisant ceci en (3.9) on arrive a 'approximation

Uit1 — 2U; + Uiy
h? ’
Remarque : 'approximation (3.10) est une approximation directement implémentable,
alors que l'approximation (3.9) est une approximation "théorique".
Alors une approximation de (3.5) en x = x; sera
Uis1 —2U; + Uiy

- h2 :fi7 221727N

v iel[1,N]. (3.10)

u//(xz) ~
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On a ici N équations mais avec N + 2 inconnues qui sont Uy, Uy, -+ - Unyq.

On utilisera maintenant les conditions aux limites (3.6). Comme la solution w du pro-
bléme est connue aux points xg et xy,; (elle est égale a 0), il est naturel d’imposer que
I’approximation coincide avec la solution exacte dans ces points; on pose alors

Ug =0 et UN—H =0.
On aura alors a résoudre le systéme algébrique linéaire :

—Uis1 +2U; — Uiy = W2 f;,  i=1,2,---N
Up=Unt1 =0

Ce systéme s’écrit, en posant b; = h?f(x;), i=1,--- N :

( 2U, — Uy = by
—U1+2U2—U3:b2

’ 11
—Ui1 +2U; = Uiy = b; (3:11)
[ —Un_1+2Un = by
U
Us
On va écrire ce sytéme sous forme matricielle : on pose U = . le vecteur inconnue,
Un
b1
by
b= - | un vecteur donne et on introduit la matrice A € M, (R) définie par
bn
2 si 1=7

0 si |i—jl>2
Cette matrice s’appelle matrice du laplacien en dimension 1 ou matrice du laplacien 1D.

Remarque : La matrice A est symétrique.
Le systéme (3.11) s’écrira alors sous la forme matricielle

Trouver U € RY tel que AU = b. (3.12)

Remarque : En fait les éléments du vecteur U dépendent de N qui est le nombre des
points intérieurs de discrétisation ; on pourrait noter par UN) ce vecteur et par Ui(N) 5a
i1— éme composante; mais pour simplifier les notations on ne mettra pas pas en évidence
la dépendence en N de U.

On admet le résultat suivat, qui justifie le fait que la solution du probléme approché est
"proche" de la solution exacte, dans les points de discrétisation, quand N est grand :
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Proposition 3.1. On «a

max \UZ-(N) —u(x;)| =0, pour N — +oo.
=1
Cas 2. n = 2 (le cas bidimensionnel).
Physiquement cette hypothése simplificatrice peut étre faite dans le cas ot on peut supposer
que f et u ne dépendent pas de x3, donc elles dépendent uniquement de x; et xs.
On suppose pour simplifier qu’on est dans le cas particulier

Q= }(ll,bl[ X ]&Q,bg[

avec aj, by, as, by € R, a; < by, ag < by (2 est un rectangle ouvert en Rz).
On considére encore N € N trés grand et on pose

by —a; by — as

hl:N—|—1 et h2:N—|—1

Nous introduisons pour tous i, j € [[0, N + 1]] les points dans R? :
Yij = (a1 +ih1, ags + jhe)

et remarquons que tous ces points sont dans Q.

On approchera alors 'EDP (3.1) en chaque point y; ; et on va noter U; ; € R une approxi-
mation de la solution u de (3.1) au point y; ;.

En s’inspirant de ce qu’on a fait en dimension 1, on peut écrire pour tous i, 5 € [[1, N]] :

@(y )~ u(yi—1;) — 2u(yiy) + uivr;) Uiy —2Uij + U
Ox3 7 h? h?

et aussi
@(y- )~ u(Yij—1) — 2uyij) + wWijr1) _ Uij—1 —2Ui; + Ui ja
0x3 7" h3 h3 '

Supposons pour simplifier qu'on a b; — a; = by — as, ce qui donne hy = hy qu’on va noter
par h. En faisant la somme, on déduit

Ui_1; +Uis1: + U iy +U; g — 4U; 5
Au(y,) ~ 1,j T Uip15 + h; 1+ Ui+ g

On va alors approcher le probléme par le systéme algébrique linéaire :
trouver U, ;, i,j € [[0, N + 1]] tels que

—Uis1;—Uijor +4U;j — U juo1 — Uipr; = bij, Vi, j € [[1,N]|
Upj =Un+1;=0, Vje& [[0, N + 1]] (3.13)
Ui,O — Ui}NJrl == O, VJ < Hl, N]]
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ot nous notons b;; = h®f(y;;). Les premiéres N? égalités de (3.13) (ligne 1 de (3.13))
viennent de (3.1) et les dernéres 4 N+4 égalités (lignes 2 et 3) viennent de (3.2). Remarquons
qu'on a finalement un systéme avec N? équations et N? inconnues : U, ;, 4,7 € [[1, N]].

Pour écrire ce systéme de maniére matricielle on utilise I’écriture par blocs. Le vecteur

UM
U®)
inconnu U € RN peut s’écrire sous la forme U = - |, avec pour tout i € [[1,N]] le
W)
Ui
Uiz
vecteur U® € RY donné par U =
Uin
Nous introduisons aussi le vecteur donné b € RV qui peut s’écrire sous la forme
p bi1
e bi2
b= | - |, avec pour tout i € [[1, N]] le vecteur b € RN donné par b)) =
pv) bi N
En prenant i = 1 dans la premiére ligne de (3.13) on a
_Ul,jfl + 4U17j - U17j+1 - UQJ‘ == bl,j? VJ c [[1, N]] (314)
avec Ul,O = Ul’NJrl =0.
Pour un ¢ général de 2 & N — 1 on aura
—Ui-1j = Uijo1 + 405 = Upja = Uiy = bij,  Vj € [[1, N]] (3.15)
avec Ui,O = Ui,N+1 =0.
Finalement pour i = N on a
_UN—l,j - UN,j—l + 4UN,j - UN,j+1 = bi,j? Vje [[1, N]] (316)

avec UN70 = UN,N+1 :~0
D’autre part on note A € M, (R) la matrice définie par

4 sioi=j
0 s Ji—j|>2

On observe alors qu’on peut écrire (3.14) sous la forme matricielle

AUD — @ — p)

29



ensuite (3.15) sous la forme
—UEY 4 Au® — gD =50 v e [[2, N —1]]
et finalement (3.16) sous la forme
W=D AN = p(N),

Remarque : pour tout i € [[1, N]] on va écrire IyU® a la place de U®,
Alors le systéme algébrique linéaire (3.13) peut s’écrire sous la forme matricielle

trouver U € RV tel que AU =0b
avec A € My2(R) une matrice qui s’écrit par blocs sous la forme
A = (Aij)i e

ot A;; € My(R) est une matrice bloc définie par

A sioi=j
0 si |i—j|>2

Cette matrice A s’appelle matrice du laplacien 2D.

Remarque : Il est possible aussi de discrétiser le probleme (3.1) - (3.2) posé sur un
domaine bidimensionnel  borné général. Dans ce cas l'idée serait de considérer un carré
D c R? tel que Q C D. On discrétise alors le carrée D comme on vient de le faire ci-dessus
dans le cas ou Q était un carré. Il faut alors écrire des équations linéaire comme dans la
ligne 1 de (3.13) pour les points y; ; de Q0 qui sont "loin" de OSY et prendre U; ; = 0 pour
les points y; ; € Q) qui sont "proches” de O€). On n’associe pas des inconnues auz points de

D qui ne sont pas dans ).
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Chapitre 4

Méthodes de résolution numérique des
systémes algébriques linéaires

4.1 Normes des matrices

4.1.1 Rappel définition et équivalence des normes
Rappelons d’abord la définition générale d’une norme.

Définition 4.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application ||| : E — R
est une norme sur E si elle satisfait les 3 conditions suivantes :

1.
lz] >0, VzeE

avec en plus
|z]| =0 & =0

[Az]] = |Alllz]l, VAeK VzekE

(homogénéité)

lz+yll < llzll +llyll, =y € E.
(inégalité triangulaire).
On a

Définition 4.2. On dit que deux normes || - ||, et || - || sur un espace vectoriel E sont
équivalentes s’il existe deux contantes Cy,Cy avec 0 < Cy < Oy, tels que

Cillella < Il < Collzllas Vo € E.

Dans la suite on donne deux exemples d’espaces vectoriels sur lesquels on définit des
normes.
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4.1.2 Normes dans I’espace euclidien

On considére ici E = K" ('espace euclidien) ; nous rappelons les normes qu’on peut
définir sur cet espace vectoriel (on admet sans preuve que ce sont des normes) :

1

L2
1. La norme euclidienne, notée || - || : pour tout z = | - | € K" on pose

lzll: = V<2,2> = Vg + a2 + - ol =

Remarque : Dans le cas ot K = R alors ||z|| représente gémétriquement la distance
euclidienne du point x de R™ a l'origine 0.

2. La "norme 1", notée || - || : pour tout x € K™ on pose

n
Izl = far] + o] + -+ |za] = ) e
i=1

3. La "norme 00", notée || - || : pour tout € K™ on pose
[2lloc = max {|z1], |2a], - - [2n]} = max {|z:|, 7 € [[1, N]]}-
4. La "norme a" pour un « € [1,+o0] arbitraire, notée || - ||, : pour tout z € K" on
pose

n 1/a

lella = (fan* + faal® 4 2] = | 3 fle
i=1

Remarque : En particulier pour o = 1 on obtient la "norme 1" et pour a = 2 on obtient
la norme euclidienne (qu’on peut aussi appeler "norme 2"). On peut aussi montrer que la
"norme a" converge vers "norme oco" si @ — 400.
Remarque : On va utiliser souvent la notation plus commode ||z| (sans indice) pour la
norme euclidienne ||z||2, car cette norme sera beaucoup utilisée dans la suite.
On admet sans preuve le résultat suivant :

Proposition 4.1. Sur K" toutes les normes sont équivalentes (plus précisément, deuz
normes arbitraires sur K" sont équivalentes). Plus généralement si E est un espace vectoriel
de dimension finie alors toutes les normes sur E sont équivalentes.
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4.1.3 Normes dans l’espace des matrices

On considére ici E = M, ,,(K).
Un maniére de définir une norme sur cet espace est la suivante : une matrice arbitraire
A € M, ,,(K) peut étre vue comme un vecteur colonne de K™ (en mettant les colonnes de
A les unes aprés les autres sur une méme grande colonne verticale). Alors on peut définir
une norme en E sur A comme une norme de A sur l'espace euclidien K™ (voir la partie
précédente 4.1.2). Par exemple en considérant la norme euclidienne sur K™” on peut définir

IA[l =

qui s’appelle la norme de Frobenius sur E.
Mais dans ce cours on utilisera trés souvent une autre maniére de définir une norme sur
E; pour simplifier la présentation on va définir cette norme sur I’ensemble des matrices
carrées. On commence par le résultat suivant :

Lemme 4.1. Soit || - || une norme sur K" et A € M,,(K) une matrice. Alors il existe une
constante M > 0 telle que

|Az|| < M|z]|, VzeK"
Démonstration. On va montrer ce résultat en deux étapes.

1. On montre d’abord I'inégalitée demandée si on utilise la "norme 1" au lieu de || - ||.
Nous avons pour tout z € K" :

Al = D 1(AD] = 32| D Agas| < D03 14sl o]
=1

i=1  j=1 i=1 j=1

Soit My = max {|A;;|, i,j € [[1,n]]}. On obtient alors de 'inégalité précédente :
|Az]ly < MY (Z |1’j|> =M, Y |lzlh
i=1 \j=1 i=1

ce qui nous donne
|Az||; < Min||z|;, VreK" (4.1)

2. Pour montrer le résultat demandé on utilise ’équivalence entre la norme || - || et la
norme || - ||1, qui nous dit : il existe C,Cy € R avec 0 < C; < C5 tels que

Cillzlly < =]l < Goflelly, vV z e K"
En utilisant aussi (4.1) on peut écrire pour tout z € K" :
1
1Azl < Cof|Azlly < CoMin||zly < CoMin |||
1

CoMin

ce qui nous donne le résultat en posant M = =2
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]

Remarque : On utilisera souvent dans des inégalités concernant des normes sur K" [idée
qu’il suffit de montrer l'inégalité pour une norme précise, celle qui nous convient (comme
par exemple la "norme 1" dans la preuve précédente). Ensuite on procéde comme dans
[’étape 2 de la preuve ci-dessus.

Nous avons la proposition suivante qui donne aussi une définition :

Proposition 4.2. Soit || - || une norme sur C" (norme de vecteur).
Alors Uapplication || - ||s : Mp(C) — R donnée par

| Az]]

|Alls = sup , VAeM,(C)
z€C™,x#0 ||CL‘||
est bien définie.
En plus cette application || - ||s est une norme sur M, (C) appelée norme matricielle
subordonnée d la norme vectorielle || - | (ou norme d’opérateur associée a la norme

vectorielle || - || ).

Démonstration. Montrons d’abord que l'application est bien définie. Du Lemme 4.1 on
déduit que pour tout A € M,,(C) il existe M > 0 tel que

[ Az]|

]

<M, VYVzeC" z#0.

On déduit que

[Az|

<M < 4+
zecnaz0 ||
donc Papplication || - ||s est bien définie.
Dans la suite on va montrer que || - || est bien une norme sur M, (C)). Pour cela on

va montrer que les 3 conditions de la définition d’une norme (voir Définition 4.1) sont
satisfaites.

1. 11 est trés facile de voir que
|Alls >0, VA€ M,(C).
Ensuite comme 0z = 0, V x € C" on déduit facilement
10]]s = 0.

Finalement suposons que A € M,,(C) est tel que ||A]|s = 0 et il faut montrer que
A = 0. Nous avons

0, Va#0

Ceci donne
|Az|| <0, Vaz#0



et comme ||Az|| > 0 on en déduit (en utilisant aussi A0 = 0) :
|Az|| =0, donc Az =0 VzeC"
Nous utilisons maintenant le résultat général : si A € M,,,,(K) alors
Ar =0 VzeK" = A=0

(prendre x = e; ce qui donne que la j - éme colonne de A est 0; comme c’est vrai
pour tout j € [[1,n]] alors A = 0).
On déduit donc A = 0.

2. Soient A € Ket A € M,,(C). En utilisant ||A\Az|| = |A| ||[Az| on obtient
[AAz] [Az]]
= R =

vecrazo |2l secrazo 2l

[Az|

zeC™ x#£0 ||I||

IAA]s = Ry = [A[IA]ls-

3. Soient A, B € M,,(C). En utilisant I'inégalité triangulaire pour la norme vectorielle
nous avons

I(A+ B)z| = |Az + Bz < [[Az| + [|Bz|, VzeC"

ce qui nous donne

A+ Bl _ [lAz]]  [|B=]

[ .

VoeeCz#0O.

En passant au "sup" en x pour x # 0 on obtient
A+ Blls < [[Alls + I1Blls

ce qui finit la preuve.

]

Exemple 4.1. FEn dimension 1 la norme matricielle subordonnée a toulte norme n’est autre
que la valeur absolue. Plus précisément, soit A € K arbitraire qu’on peut voir comme une

matrice dans My, (K). Alors pour toute norme matricielle || - || subordonnée en My1(K) on
a
[A]] = [A]
(car si on note toujours par || - || la norme sur K dont est obtenue la norme matricielle
subordonnée || - || alors on a
Az Al ||z
U S 7 I TR

zeC,xz#0 HxH _xE(C,a:7$0 HxH zeC,z#£0

La proposition suivante nous donne d’autres expressions pour la norme matricielle su-
bordonnée :
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Proposition 4.3. Soit || - || une norme (vectorielle) sur C" et || - ||s la norme matricielle

subordonnée a la norme || - ||. Nous avons alors pour toute matrice A € M, (C) :
[Alls = sup  [[Az]] (4.2)
zeCn ||z||=1
et aussi
[Alls = sup [[Az]. (4.3)
zeCn,||z||<1

Démonstration. Montrons d’abord (4.2) en montrant la double inégalité.
Pour tout x € C", ||z|| =1 on a

[Az| || Az]
Jda] = 1221 =
[Edl
et on peut écrire
Az Az
sup ||Az||= sup | Az] < su | Az] = | As.
2EC ||z]=1 vecn jz=1 12|l T zecrazo |7

ce qui nous donne l'inégalité ">" de (4.2).
Pour montrer inégalité inverse, pour tout € C", x = 0 on pose y = ﬁ et il est facile de
voir que ||y|| = 1. An a alors

prd 1 R L G R I

En passant en "sup" en x € C" avec x # 0 on obtient I'inégalité "<" de (4.2) ce qui finit
la preuve de (4.2).

Montrons maintenant 1’égalité (4.3). L’inégalitée "<" est immeédiate, en utilisant (4.2).
D’autre part de la définition de la norme matricielle subordonnée on a

[ Az]]
]

< J|A|ls, VYaxeC" x+#0, donc aussi pour tout x #0, |z| <1.

On en déduit
[Az[| < [|A[|s[l=]| < [|Afls, V2eC", x#£0, [z <1.

Comme ||A0|| = 0, Pinégalité précédente est valable aussi pour x = 0. En passant au "sup"
pour x € C" avec ||z|| < 1 on obtient le résultat. O

Remarque 4.1. On va utiliser trés souvent pour la norme subordonnée la méme notation
que pour la norme vectorielle o laquelle elle est subordonnée. Par exemple si A € M,,(C)
et o € [1,400] alors ||Alla désigne la norme matricielle de A subordonnée & la norme
vectorielle || - ||a-

Une notation qui est parfois utilisée dans la littérature mathémmatique pour la norme
matricielle est ||| All|a-
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Intérét principal de la notion de norme matricielle subordonnée est donné par le résultat
suivant :

Proposition 4.4. Soit || - || une norme matricielle sur M,,(C) subordonnée a une norme
vectorielle || - || sur C". Alors on a
1.
[nll =1
2.
[Az|| < |Al}[[z]], VA€ M,(C), VzeC"
3.
IAB|| < |A[[]|B], VA, B € M,(C)
4.
1A < |AlF, ¥V AeM,(C), VEkeN-.
Démonstration. 1. On a
.|| = sup |Iz||= sup |z[|= sup 1=1.
zeCn ||z||=1 2eCn ||z||=1 zeCn ||z||=1

2.Siz=0o0na
|Az| = [|A0f| = 0 = [[A] [|0].

Sixz #0on a
A A
A= sup 140l Az
vecryzo [yl [
ce qui donne le résultat.
3. On a
|AB|| = sup [(AB)z].
zeCn,|jz||=1

Comme (AB)x = A(Bz) et ||A(Bx)| < ||A| || Bz (utiliser 2.) alors
IAB|| = sup  [[A(Bx)[[ < sup [[A|[|Bzl| = Al sup |[Bz| = [[A]||B]

z€Cn,||z|=1 zeCm ||zf|=1 z€Cn ||zf|=1
ce qui finit la preuve.

4. La preuve de ce résultat se fait trés facilement par récurrence sur k ( Ezxercice) en
utilisant l'inégalité de la partie 3.
O

Exemples de normes matricielles subordonnées (ezemples fondamentauz) :
Pour toute matrice A € M,,(C) on a

1.
4]l = max ZIAUI

S¥)
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n

Allco = max A;s
Il = gy, 314

[Allz = v/ p(A*A)
(Rappel : on note par p(B) le rayon spectral d’'une matrice B).

4. Si A est une matrice hermitienne alors
[All2 = p(A).
Démonstration. On fera en TD les preuves de 1. , 2. et 3. Faisons la preuve de 4.; comme

A*=Aona
1Allz = V/p(A*A) = /p(A2).
Mais de la Proposition 2.14 on déduit que /p(A2%) = /(p(A))?2 = p(A) ce qui finit la

preuve. 0]

Remarque 4.2. Sin > 2 alors la norme de Frobénius sur M,,(C) n’est pas une norme
matricielle subordonnée.

Démonstration. Supposons que le contraire est vrai, donc il existe une norme vectorielle
| - || telle que pour toute matrice A € M,,(C) on a

DO 1A = 1Al

i=1 j=1

ou || - ||s désigne la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle || - ||. En prenant
dans cette égalité A = I, et en utilisant la partie 1. de la Proposition 4.4 on obtient

Vn=1
ce qui est une contradiction. O]

Remarque 4.3. Pour toute norme vectorielle || - | sur R™ on pourrait introduire I’appli-
cation || - ||s : Mn(R) — R définie par

A

)
TER™ x#£0 ||$||

vV Ae M,(R)

el on peut démontrer que cette application est bien une norme sur M, (R). Alors si on
considere seulement des matrices réelles, tous les résultats et exemples ce cette section sont
encore valables avec cette norme. On va voir plus loin lintérét d’avoir défini la norme
matricielle subordonnée comme un "sup” sur C" au lieu de "sup” sur R".
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4.2 Conditionnement des matrices (ou des systémes al-
gébriques linéaires)

On se donne A € M, (K) une matrice et b € K" un vecteur et nous considérons le
systémes algébriques linéaire

trouver x € K" tel que Az =0b. (4.4)

Il y a des situations ot une "petite" variation de la donnée b entraine une "grande" variation
de la solution x. Cela peut étre trés génant dans la pratique car souvent les données d’un
probléme sont le résultats des mesures qui peuvent comporter des erreur, ou des calculs
qui peuvent eux aussi comporter des erreurs de précision.

Considérons I'exemple suivant : la matrice A € M4(R) est donné par

0 7 8 7
7 5 6 5
A= 8 6 10 9
7 5 9 10
32 1
et le vecteur b € R* est b = gg On peut vérifier facilement que x = i est une solution
31 1

du systéme algébrique linéaire Ax = b. D’autre part on peut montrer que det(A) = 1 donc
la matrice A est inversible et donc le vecteur x ci-dessus est 'unique solution de ce systéme
algébrique linéaire.

32,1
N . T = 22,9
Considérons maintenant un autre vecteur b trés proche de b, avec b = 331 |- En calculant
30,9
9,2
- .. . . C R —12,6 .
I'unique solution Z du systéme algébrique linéaire AT = b on trouve x = L5 qui est
-1,1

assez "loin" de .
Pour comprendre ce qui se passe, revenons au systéme général (4.4) avec A une matrice
quelconque inversible. Considérons une perturbation b + 0b de la donnée b et notons par
x + dx une solution de (4.4) ot on remplace b par b+ db.
Supposons en plus que b # 0 donc x # 0.
Nous avons donc

A(x + 0x) = b+ 0b. (4.5)

En faisant la différence entre (4.5) et (4.4) on obtient

A(dx) = b
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c’est & dire
or = AL 6.

Considérons || - || une norme sur K" et notons toujours par || - || la norme matricielle
subordonnée a cette norme vectorielle.
On déduit alors de la derniéere égalité :

o] < [IA™ ] 15l (4.6)
D’autre part, de I'égalité Ax = b on en déduit
16l < [[A[ l=]|-

Comme z,b # 0 alors ||z|| > 0 et ||b]| > 0, donc on peut diviser cette inégalité par ||z ||b|
et on obtient
1A

< (4.7)

1
]

En multipliant (4.6) et (4.7) on obtient

l[ox]l

IED
Le terme % s’appelle ’erreur relative sur la donnée b et lo<] s’appelle I’erreur

[]]
relative sur la solution z.
Cette derniére inégalité nous meéne a la définition suivante :

[98]

A A 1 |
< A A~ I

(4.8)

Définition 4.3. Soit || - || une norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle sur
C" notée toujours || - || et soit A € M, (C) une matrice inversible. On appelle condition-
nement de A relatif & la norme || - || le nombre noté Cond(A, | - ||) défini par

Cond(A, || - ) = [IA]l [A™]).

Remarque 4.4. 1. En général, pour simplifier les notations on va noter ce condition-
nement par Cond(A) quand il est clair de quelle norme il s’agit. Dans ce cas on
peut dire uniquement "conditionnement de A" au lieu de dire "conditionnement de
A relatif a la norme || - || ".

2. On utilise lexpression "la matrice A (ou le systéeme algébrique linéaire associé) est
bien conditionnée " si le conditionnement de A "n’est pas trop grand”. Dans la cas
ot ce conditionnement est "grand” on dira que la matrice est "'mal conditionnée .

Proposition 4.5. Soit || - || une norme matricielle subordonnée sur M, (C). Nous avons

1.
Cond(ad,,||-]) =1, VaeC)\{0}.

Cond(A,||-]) >1, VAeM,(C) avecA inversible.
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3. Supposons en plus que || - || est la norme || - ||2 (rappelons que c¢’est la norma ma-
tricielle subordonnée a la norme vectorielle euclidienne). Alors pour toute matrice
A € M,,(C) hermitienne et inversible on a

max{|\|, A € Sp(A)}

Cond(A, | - ||2) = .
ond( A1) = L], v e sp(a)}
Démonstration. 1. Comme (af,)™ ' =L, et ||[I,]| =1 ona
Cond(aly, |- 1) = ladall | ~L]| = la] — = 1
ond(aly, || -||) = [lal,|| ||— I, = |a| — = 1.
a |af

2. Comme I, = AA~! alors

1= |[IL] = [AATY < JA[HIATH = Cond(A, || - D).

3. Comme A est hermitienne alors A~! est aussi hermitienne
(car (A71)" = (A*)~t = A~1 ). Alors les valeurs propres de A sont réelles et non
nulles (car A inversible). Si on note A, Ag, -+ Ay € R\ {0} les valeurs propres
distinctes de A (avec k € N*) alors les valeurs propres distinctes de A~! sont
LoL... i € R\ {0} (voir la partie b) de la Proposition 2.7). Nous avons alors

PYRDYE
[All = p(A) = max {|A1], [Aaf, - [Mel} (4.9)
et aussi | . .
A7 = p(A! :max{—,—,---,—}
R Ml Pl
ce qui donne
1
A7 = (4.10)

min{|/\1|, |/\2|7 T |/\k|}
En multipliant (4.9) et (4.10) on obtient le résultat.

4.3 Meéthodes directes pour la résolution des systémes
algébriques linéaires

4.3.1 Généralités

Dans cette section on se donne A € M,,(K) une matrice inversible et b € K" un vecteur ;
on supposera n > 2. On veut trouver x € K" l'unique solution du systéme algébrique
linéaire

Az =1b (4.11)
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On peut donner théoriquement la solution x de ce systéme. Comme A est inversible alors
on peut multiplier (4.11) & droite par la matrice A~! et on trouve facilement

x=A"'D.

En général il est difficile de connaitre la matrice A~! surtout pour des problémes de grand
taille (quand n est "grand"). On cherche alors une approximation numeérique, la plus précise
que possible, de la solution x de (4.11).

Dans cette section on donnera des méthodes directes de résolution numérique de (4.11),
c’est a dire, des méthodes qui permet d’obtenir une approximation numérique de la solution
en un nombre de pas connu a Pavance (a la différence des méthodes qu’on va donner dans
la section suivante, ou le nombre de pas n’est pas connu a 'avance).

Remarque 4.5. Si A est une matrice diagonale ou triangulaire supérieure ou triangulaire
inférieure alors la résolution numeérique de (4.11) se fait maniére trés simple (remarquons
que dans ce cas les éléments diagonaur A;; de la matrice A sont non nuls car

det(A) = A11A22 tee Ann 7& 0)

1. Le cas le plus simple est le cas ot A est diagonale ; alors la solution de (4.11) est
donnée par

bi
Ay’

2. Si A est triangulaire supérieure, alors le systéeme (4.11) s’éerit

Vi e [[1,n]].

T; =

Anzy + Ay + Ajges + -+ Aipo1%po1 + Az, =0y

Agoxo + Agszs + -+ + Ag 121 + Aopx, = by

An—l,n—lxn—l + An—l,nl’n - bn—l

An,nxn = bn

\

On peut alors résoudre ce systéeme par une remontée : on peut calculer d’abord x,, en
utilisant la derniére équation, ensuite on calcule x,_1 en utilisant ’avant-derniére
équation et le fait que x, est connu, etc ... jusqu’a x1. On a alors Dalgorithme
suvant :

Pour 7 de n—1 a 1 calculer

bi — zn: Aijxj

j=i+1

€T; =

1
Ay

. fin
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3. Si A est triangulaire inférieure, alors le systéme (4.11) s’écrit

A11$1 =b
Ao11 + Agary = bo

Anlxl + An2$2 + -+ Annxn = bn

On peut alors résoudre ce systéme par une descente : on peut calculer d’abord x1 en
utilisant la premiére équation, ensuite on calcule xo en utilisant la deuxieme équation
et le fait que x1 est connu, etc ... jusqu’a x,. On a alors 'algorithme suivant :

( by
Tl =——
All

Pour i de 2 a n calculer

i—1
bi_ E Aijl'j
j=1

1
T; = —/—
Aii

( fin

Remarque 4.6. Si on sait résoudre numériquement tout systéme algébrique linéaire du
type Ax = b alors on peut calculer numériquement A~'. Pour cela on cherche B € M,,(K)
telle que AB = I,,. On peut écrire

B =[By, By,---, B,
ot B; représente la i - éme colonne de B. Comme
AB = [ABy, ABy,--- ,AB,] et I,=le1, €3, €]
alors chaque colonne B; satisfait le systéme algébrique linéaire
AB; =¢;, Vielln].

En résolvant numériquement chacun de ces systémes avec inconnue B; on obtient une
approximation numérique de B = A~!.
En particulier si A est une matrice triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure alors
on peut calculer facilement A~! en résolvant les systémes ci-dessus par une "remontée" (si
A est tringulaire supérieure) ou par une "descente" (si A est tringulaire inférieure).
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4.3.2 La méthode de Gauss et la décomposition A = LU
L’algorithme de Gauss

Nous devons résoudre numériquement un systéme algébrique linéaire du type (4.11)
qu’on écrit en détail sous la forme

Anzy + Appzs + - + Az, = by
Ag1zy + Agoxy + -+ - + Agpxy, = by
. . . (4.12)

Anlxl + An2x2 +---+ Annxn - bn

Il est commode d’introduire une matrice S € M,, ,4+1(R) (matrice du sytéme) qui s’obtient
de A en y ajoutant la colonne b comme n+ 1 - éme colonne ; avec ’écriture par blocks on a

S=(A b).

[’algorithme de Gauss (ou la méthode de Gauss) consiste a écrire (4.12) sous la forme
équivalente d’un systéme algébrique linéaire avec une matrice triangulaire supérieure; ce
nouveau systéme va se résoudre facilement par une remontée. L’algorithme de Gauss va
comporter n — 1 étapes : la premiére étape consiste a "faire 0 sur la premiére colonne
de A a partir du deuxiéme élément" (c’est a dire écrire le systéme (4.12) sous une forme
équivalente ou la matrice du systéme aura cette propriété). En général a I’étape numéro
p on part d’un systéme (équivalent au (4.12)) dont la matrice est telle que les premiéres
p — 1 colonnes ont 0 en dessous de la diagonale et on cherche & "faire 0 sur la colonne p en
dessous de la diagonale". A la fin de ’étape n — 1 on aura un systéme équivalent & celui
du départ, mais avec une matrice du systéme qui est triangulaire supérieure.

Ezxemple : en classe
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La premiére étape de P’algorithme de Gauss.
Cette étape consiste a éliminer I'inconnue x; dans les équations de 2 a n.
On note A = A et bV = b et on introduit la matrice S € M,, ,,1(R) qui s’écrit par
blocs
S = (A My,

L’un au moins des éléments de la premiére colonne de A®M est non nul car sinon on aurait
det(A™M) = 0 donc la matrice A serait non inversible.
Nous faisons ’hypothése supplémentaire suivante :

AWy, £ 0. (4.13)

On appellera dans le suite cet élément (A1) le pivot de I'étape 1 (remarquons qu’on a

(AM)y = (SD)1).

Remarque 4.7. Dans le cas ot cette hypothése (AM)y, # 0 n'est pas satisfaite, nous
savons qu’il existe un élément k € [[2,n]] avec (AV) # 0; alors avant de passer a la
suite de l’algorithme, on tnverse les lignes 1 et k du systéme linéaire, donc de la matrice
S Ce cas nest pas considéré dans ce cours.

On va noter

1 (SW)y .
@ = (SM),,’ Vi€ [[2,n]].
(1)

L’idée est de multiplier la premiére ligne de la matrice SU) par —a;” et de I'ajouter a la
ligne i, ceci pour tout i € [[2,n]]. 1l est facile de voir que cela permet de faire 0 sur la
premiére colonne de notre matrice du systéme, sous la diagonale. En notant S la matrice

du systéme qu’on obtient aprés ces opérations on aura

(5@ = (SD)y; — V(M) Vie(2,n]], Vjel[Lln+1]]

(remarquer que (S®);; =0, Vi€ [[2,n]]).
D’autre part, nous laissons la premiére ligne inchangée :

(5 = (5W)y, Vi€ (ll,n+1].
Tout ceci nous permet d’exprimer les éléments de S en fonction de ceux de S@ :
(5@ = (5 + o (5@, Viel2nl], Vje[Ln+1]
Il est facile de voir qu’on a I’écriture matricielle suivante :
s — 52 4 p1)g(®

avec F) € M,,(K) la matrice donnée par

O _ 04(21) 0 --- 0
oV o ..o

45



Nous introduisons le vecteur oV = et on observe qu’on peut écrire

FO = oWeT'

On peut alors écrire
SW = [Wg®, (4.14)

avec L) € M,,(K) la matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale, définie par

1 0 0 - 0
(1)

LV =1, + FO = | ® 1 0 0 (4.15)
al) 0 0 1

Il est facile de voir que
det(LW) =1

donc la matrice L) est inversible. A la fin de cette premiére étape le systéme linéaire
du départ qui correspond & la matrice S™) est équivalent au systéme qui correspond a la
matrice S® (car la matrice L) est inversible). Plus précisément, si on écrit par blocs

SO — (A® )

avec A®) € M, (K) et b € K" alors le systéme de départ AUz = b1) est équivalent au
systéme
APy =@,

De (4.14) on déduit :
AL Z [WA@ o D — [}

Remarque : On peux dire que a la fin de cette premiére étape on a éliminé I'inconnue
dans les équations de 2 a n.

L’étape numéro p de ’algorithme de Gauss, avec p € [[2,n — 1]].
Cette étape consiste a éliminer I'inconnue x, dans les équations de p + 1 a n; remarquons
que cette étape a du sense seulement pour n > 3.
Nous supposons que dans les étapes précédentes, de 1 a p — 1, nous avons construit une
suite des matrices du systéme S, 5@ ... 5®) ayec

S = LMDy e [[1,p— 1]
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oil & chaque étape L") est une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale de la
forme
LW =1, +ael

oit ™ € K" est un vecteur tel que

Nous avons

avec les relations de récurrence :
AT = LM ACTDop p) = LORCHD e [[1,p — 1]
Comme det(L™) = 1 nous avons
det(A") = det(A"), Ve [[1,p—1]. (4.16)

D’autre part la matrice S® € M n+1(K) est telle que ses premiéres p — 1 colonnes ont la
valeur 0 sous la diagonale, c’est a dire

(SP); =0, Vi jtelsque j€[[1,p—1]], j<i<n.
En écrivant pas blocs
S — (A(p) b(p))

avec AP € M, (K) et b® € K", notre systéme linéaire de départ ANz = b est équivalent
au systéme
AP — pp)

et remarquons que aussi la matrice A® est telle que ses premiéres p — 1 colonnes ont la
valeur 0 sous la diagonale, c’est a dire

(AP, =0, Vi,jtelsque je[[l,p—1]], j<i<n.
De (4.16) on déduit
det(A®)) = det(AM)

donc la matrice AP est inversible car A = A Vest.

Dans la suite nous procédons comme dans ’étape 1 pour faire 0 en dessous de la diagonale
sur la p - éme colonne de la matrice du systéme.

En développant le déterminant de A®) successivement par rapport aux colonnes de 1 &
p — 1 on trouve

det(A(p)) _ (A(p))n(A(p))22 . (A(p))p_1,p_1 det((A(p)>i,jE[[p,n]])
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ot (A®); setpn)) € Mu—p+1(K) est la matrice obtenue a partir de A®) en retenant unique-
ment les lignes et les colonnes de p a n. Comme det(A®) # 0 on déduit que

det((AP); jeipap) # 0

et ceci implique que I'un au moins des éléments (A®),,, i € [[p,n]] est non nul.
De maniére analogue que dans ’étape 1 nous faisons ’hypothése :

(AP, #£0 (4.17)
et nous appelons cet élément (A®)),, le pivot de I'étape p.

Remarque 4.8. Dans le cas ol cette hypothese (AW)),, # 0 n'est pas satisfaite, nous
savons qu’il eziste un élément k € [[p+ 1,n]] avec (AP),, # 0; alors avant de passer a la
suite de l'algorithme, on inverse les lignes p et k du systéme linéaire, donc de la matrice
S®) . Ce cas n'est pas considéré dans ce cours.
On va poser
® _ (S(p))ip

o, —m, Vi€ [[p—i-l,n]]

L’idée est de multiplier la p - éme ligne de la matrice S® par —agp) et I'ajouter a la ligne

i, ceci pour tout i € [[p 4+ 1,n]]. Il est facile de voir que cela permet de faire 0 sur la p
-éme colonne de notre matrice du systéme, en dessous de la diagonale. En notant S®* 1a
matrice du systéme qu’on obtient aprés ces opérations on aura

(SE )y = (5P = ol (5P, Vi€ [p+1n+1]), Vjelpn+1]
et ceci implique que cette derniére égalité est vraie pour tout j € [[1,n + 1]];

remarquer que (S®PHY), =0, Vi€ [[p+1,n]).
Nous laissons les premiéres p lignes inchangées :

(S®D)y = (SP)y, VielLpll, Vjel[ln+1]
ce qui nous permet d’exprimer les éléments de S® en fonction de ceux de S®+Y .
(5P = (S )+ 0P (SPV)yy, Vi€ [p+Lnll, Vi€ [Ln+1]
Il est facile de voir qu’on a I’écriture matricielle suivante :
S — glp+l) + FW) glp+1)
avec F® € M, (K) la matrice donnée par

F® — a(p)eg’
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oil nous introduisons le vecteur o donné par

(a®); = 0 =i i€ [[L,p]
’ o s de[p+1,n].
On peut alors écrire
§) — [0 g+1) (4.18)

avec L®) € M,,(K) la matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale, définie par
LW =1, + F®, (4.19)

Il est facile de voir que
det(LW) =1

donc la matrice L) est inversible. A la fin de cette p - éme étape le systéme linéaire
du départ qui correspond & la matrice S® est équivalent au systéme qui correspond a la
matrice S®TY. Plus précisément, si on écrit par blocs

S — (AP plHD)y
avec APTD € M, (K) et b®P+D) € K" alors le systéme de départ est équivalent au systéme
A+ — plotl)
De (4.18) on déduit :
AP — 1) gA+1) o po) = [P)pp+1)
Remarque 4.9. Grice au fait que det(LW)) = 1 nous avons
det(A®W)) = det(APTD). (4.20)

A la fin de étape n — 1 on arrive & une matrice du systéme S™ € M ni1(K)
équivalente a la matrice de départ, telle que, en écrivant par blocs

S — (A(") b("))

on a que A™ € M, (K) est une matrice triangulaire supérieure qui est inversible (c’est a
dire, avec tous les éléments diagonaux non nuls). On va noter dans la suite

U=A"™ et ¢=0bp™
donc le systéme du départ Az = b est équivalent au systéme
Ur =c.

Ce dernier systéme se résoud trés facilement, par une remontée, car U est triangulaire
supérieure.
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D’autre part 1'algorithme de Gauss nous permet de calculer le déterminant de A. Grace a

la formule (4.20) nous avons
det(A) = det(U)

Comme U est triangulaire supérieure, son déterminant est le produit des éléments diago-
naux de U, d’ou
d€t(A> = U11U22 te Unn

Remarque 4.10. A chaque étape p de lalgorithme, avec p € [[1,n]], il peut étre préférable
de permuter la ligne p de la matrice avec une autre ligne k € [[p + 1,n]] méme si on a

(A®),, # 0; ceci dans le cas ou |(AW)),,| est "trop petit" par rapport auz modules d’autres
(p)

éléments de la colonne p de AP, car des valeurs de a;
créer des instabilités de [’algorithme.
Un choiz qui est souvent utilisé est d’utiliser une stratégie appellée du pivot partiel qui

consiste & choisir k € [[p,n]] tel que

seratent trop "grandes” ce qui peut

(AP = max |(A®),)|
i€l

(ensuite il faut inverser les lignes p et k). Dans ce cas les éléments du vecteur o seront
de module inférieur ou égal a 1, ce qui est bon pour la stabilité de l’algorithme.

On peut aller encore plus loin et utiliser une stratégie dite du pivot total qui consiste a
autoriser des permutations non seulement des lignes (donc des équations) mais aussi des
colonnes (donc des inconnues).

Evaluons maintenant le nombre d’opérations nécessaires dans cet algorithme. A chaque
étape p de l'algorithme on effectue (n — p) divisions et (n + 1 — p)? multiplications et
aditions. On aura donc un nombre de multiplications et additions égal a

n+1—p)P= K= -nn—=)(n—1

>t +1=pf =30 = gan - )= 1)

p=1

(on a fait le changement d’indice k =n + 1 — p).

D’autre part on peut facilement montrer que le nombre d’opérations nécessaires pour ré-
soudre le systéme équivalent triangulaires est d’ordre n?.

Alors le terme dominant dans le nombre total d’opérations est

1
Ndom—op = gns-

La décomposition A = LU

Rappelons la relation de récurrence que nous avons obtenu a I’étape p de 'algorithme
de Gauss :
AP = [ APHD -y e [[1,n —1]]
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avec AV =1 et A™ = U. Ceci permet d’obtenir facilement
A=I1WOr@ . .. =2 -1 (4.21)

Nous avons le résultat suivant, qui permettra de donner une forme plus simple pour le
produit des matrices LMW L®) ... [(n=2) [(n=1)

Lemme 4.2. Soient aq, s, a,_1 € K" des vecteurs de dimension n tels que pour tout
p € [[1,n — 1]] les p premiéres composantes de o, soient nulles. Alors on a

(I, + el (I, + agel) - (I, + ap_rel ) =1, + arel +agel +---a,_iel |
Démonstration. Le résultat s’obtient en développant le produit matriciel dans le membre
de gauche de I'égalité a demontrer. Il suffit d’observer que a;ef aje] = 0 si i < j, car
ela;=<e,a;>=0. O
Lemme 4.3. 1. Si Ly, Ly € M, (K) sont deux matrices triangulaires inférieures alors

leur produit L, Ly est ausst triangulaire inférieure. Si en plus Ly, Lo sont triangu-
laires inférieures avec 1 sur la diagonale alors leur produit L1 Lo est aussi triangulaire
inférieure avec 1 sur la diagonale.

2. 8i L € M, (K) est une matrice triangulaire inférieure inversible
(donc Ly; # 0, Vi € [[1,n]]) alors l'inverse L™ est aussi triangulaire inférieure.
En plus (LY = L%-i’ Vi € [[1,n]]. Cela entraine le fait que si L est une ma-
trice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale alors L™ est aussi une matrice
triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.

3. Si Uy, Uy € M, (K) sont deux matrices triangulaires supérieures alors leur produit
U,Usy est aussi triangulaire supérieure. Si en plus Uy, Uy sont triangulaires supé-
rieures avec 1 sur la diagonale alors leur produit UyUs est aussi triangulaire supé-
rieure avec 1 sur la diagonale.

4. S1U € M, (K) est une matrice triangulaire supérieure inversible
(donc Uy # 0, Vi € [[1,n]]) alors linverse U™ est aussi triangulaire supérieure.
En plus (U™Y); = U%i’ Vi € [[1,n]]. Cela entraine le fait que si U est une ma-
trice triangulaire supérieure avec 1 sur la diagonale alors U™' est aussi une matrice
triangulaire supérieure avec 1 sur la diagonale.

Démonstration. Laissée en exercice. O

Définition 4.4. On dit d’une matrice inversible A € M, (K) qu’elle
admet une décomposition LU s’ existe L,U € M, (K) avec L triangulaire inférieure
avec 1 sur la diagonale et U triangulaire supérieure et inversible, telles qu’on a

A=LU.

Le résultat d’existence de la décomposition A = LU est le suivant :
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Théoréme 4.1. Soit A € M, (K) une matrice inversible et supposons qu’aucune permu-
tation n’a été faite dans l'algorithme de Gaus apliqué a la matrice A. Alors A admet une
décomposition LU. En plus :

- la matrice U est celle obtenue dans l’algorithme de Gauss

- les éléments de L qui sont en dessous de la diagonale s’obtiennent de la maniére suivante :
pour tout p € [[1,n —1]] on a

Ly = (a?);, Vi€ [[p+1,n]
ot les vecteurs o'P) sont ceux de lalgorithme de Gauss.

Démonstration. La formule (4.21) obtenue a la suite de 1'algorithme de Gauss nous donne
A=LU

avec
L=1Wr@ .. . n=2)7][n-1)

et U matrice triangulaire supérieure.
Le reste de la preuve est une application immeédiate du Lemme 4.2 avec
a, =a®) pe[[1,n— 1] ainsi que du Lemme 4.3. O

Remarque 4.11. Il y a des matrices inversibles qui n’admetl pas de décomposition LU ;

c’est le cas si dans une étape p de lalgorithme de Gauss on a (A(p))pp =0 (par exemple si
AH = 0)

Remarque 4.12. L’utilité des ces décompositions est la suivante : st on doil résoudre
plusieurs fois des systéemes linéaire du type Ax = b avec toujours le méme matrice A
mais avec chaque fois des vecteurs b différents une décomposition de ce type peut beaucoup
réduire le temps de calcul. 1l n’est pas nécéssaire de refaire tout ['algorithme de Gauss pour
chaque vecteur b, il suffit de la faire une seule fois pour trouver la décomposition, ensuite la
résolution est plus facile ; si on dispose d’une décomposition LU alors notre systéme s’écrit

LUx =b.

On fait d’abord un changement d’inconnue Ux =y avec y € K" la nouvelle inconnue et le
syteme ci-dessus s’écrit
Ly=15>

Comme L est triangulaire inférieure, ce systeme se résout en y tres facilement par une
descente. Ensuite, avec y connu on résoud facilement le systéme

Ur=y
par une remontée, car U est triangulaire supérieure.

Nous avons le résultat suivant d’unicité de la décomposition LU :
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Théoréme 4.2. Si une matrice inversible A € M,,(K) admet une décomposition LU, alors
cette décomposition est unique.

Démonstration. Supposons que A admet deux décopositions LU ; nous avons alors
A = L1U1 = L2U2

avec Ly, Lo triangulaires inférieures avec 1 sur la diagonale et Uy, U, triangulaires supé-
rieures et inversibles. De I’égalité L,U; = LyU; on déduit facilement

Ly'Ly = UpU?

Du Lemme 4.3 on déduit :

Ly'L; est triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale et

UsU; ! est triangulaire supérieure et inversible.

Mais une matrice qui est a la fois triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale et triangu-
laire supérieure ne peut étre que la matrice identité I,,. On a donc

Ly'Ly =U,U Tt =1,
ce qui donne L; = Ly et U; = U, et finit la preuve du théoréme. O

Nous finissons par le résultat d’existence suivant, que nous admetons
(pour la preuve voir [5] Théoréme 8 Chapitre 4) :

Théoréme 4.3. Une matrice inversible A € M, (K) admet une décomposition LU si
et seulement si toutes les sous-matrices principales A, de A, avec p € [[1,n]] (voir la
Définition 2.11) sont inversibles. Dans ce cas on a

U =An
et det(A,)
e\ Ay
— ) 2, n]].
Upp det(Ap,l)’ Vp € [[2,n]]

Remarque 4.13. Toute matrice définie positive admet une décomposition LU car elle est
inversible et en plus toutes les sous-matrice principales de A sont définies positives donc
inversibles (voir Proposition 2.15 et Proposition 2.16).

4.3.3 Décomposition (ou factorisation) de Choleski

Nous admettons le résultat suivant
(pour la preuve voir [5] Théoréme 17 Chapitre 4) :

Théoréme 4.4. Soit A € M, (K) une matrice hermitienne et définie positive. Alors il
eriste une unique matrice R € M, (K) qui est triangulaire supérieure avec R;; € R et
R;; >0, Vielll,n] telle que

A=R"R. (4.22)
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La formule (4.22) donne ce qu’on appelle une décomposition (ou factorisation) de
Choleski.

Remarque 4.14. 1. 1l est possible d’obtenir par un algorithme d’identification les élé-
ments de la matrice R & partir des éléments de la matrice A.

2. L’avantage principal du fait d’avoir une factorisation de Choleski est le méme que
pour une décomposition LU : cela permet de résoudre trés facilement un systéme
algébrique linéaire de la forme Ax = b en faisant d’abord une descente et ensuite
une remontée. Un avantage supplémentaire pour la factorisation de Choleskr est le
fait de pouvoir faire une économie de mémoire : il suffit de stocker les éléments
R;; avec @ < j de la matrice R, qui sont en nombre de @, alors que pour une
décomposition LU il faut stocker n? éléments.

4.4 Meéthodes itératives de résolution des systémes al-
gébriques linéaires

4.4.1 Généralités sur les méthodes itératives

Dans cette section on cherche encore a résoudre des systémes algébriques linéaires de
la forme

Ax=b (4.23)

avec A € M,,(K) matrice inversible et b € K" vecteur données et vecteur inconnue z € K ;
on suppose n > 2. L’inconvenient principal des méthodes directes étudiées a la section
précédente est le fait que pour n trés grand il peut y avoir une grande accumulation des
erreurs d’arrondi d’'un pas a l'autre de 'algorithme; par contre, les méthodes itérative
peuvent permettre d’éviter cet inconvenient.

Le principe général des méthodes iteratives est le suivant : on écrit A sous la forme

A=M—N (4.24)
avec M, N € M,,(K) ce qui permet d’écrire (4.23) sous la forme
Mx = Nz +b.

Il faut faire en sorte que M soit une matrice inversible et "facile a inverser", c¢’est a dire,
la résolution d’un systéme algébrique linéaire du type : trouver y € K" tel que

My =c

avec ¢ € K" vecteur donné, soit facile a faire (c’est le cas par exemple si M est diagonale
ou triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure).

Alors I'idée est de construire par récurrence une suite {z("}icy C K" avec 20 € K
donnée et (1) définit en fonction de z®) par la formule de récurrence

Mz®D =Nz® +p VEeN (4.25)

o4



ce qui est équivalent a
g® ) = M Na® 4 My, VEeN. (4.26)

Remarque 4.15. La méme idée peut étre utilisée pour résoudre numériquement un pro-
bleme nonlinéaire du type : trouver x € K" tel que

F(z)=0
avec F': K" — K" une fonction donnée. L’idée sera encore de décomposer I' sous la forme
F(z) = Mz — G(z)

avec M matrice inversible et facile a inverser et écrire notre équation sous la forme équi-
valente

Mz = G(z).

Cette équation se résoud numériquement en construisant une suite définie par reccurence
par la formule

Mz*t) = G(2®)

et 0 donné.

4.4.2 Les méthodes itératives usuelles

Dans la suite pour toute matrice A € M,,(K) on utilise la décomposition
A=D-E-F (4.27)
avec D € M,,(K) matrice diagonale donnée par
Dij = Aijoi;, Vi, j € [[1,n]]

(c'est a dire : D = diag(Ai1, Asa -+ Apn)s
E € M,,(K) matrice triangulaire inférieure avec 0 sur la diagonale, donnée par

=Y 0 s i<y

et F' € M, (A) matrice triangulaire supérieure avec 0 sur la diagonale, donnée par

F.o— _Aij si 1 < j
K 0 si 1>7.

Remarque 4.16. Les matrice D, E et F dependent de A et on devrait donc les noter
Dy, Ey et Fa; mais assez souvent il est clair de quelle matrice A il s’agit et on préfere
pour des raisons de simplicité les notations sans indice "A".
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Nous avons les méthodes itératives suivantes :

1. Méthode de Jacobi
Cette méthode consiste & prendre en (4.24) M = D et donc N = E + F.
Pour que cette méthode puisse étre utilisée, la matrice D doit étre inversible, ce qui
est équivalent avec le fait que A doit satisfaire la condition suivante :

Au £0, Yie[[l,n] (4.28)

Donc la méthode de Jacobi consiste a construire une suite {2}y € K" avec
2 € K” donnée et £*+1) définit en fonction de 2® par la formule de récurrence

D2* ) = (E+ F)z® +b, VkeN (4.29)
ce qui est équivalent a

7" = DB+ F)a® 4+ Db, VEeN. (4.30)

ALH, A%z e A—}m) alors l'algorithme pour 'obtention des élé-

ments de D 4 partir des éléments de () s’écrit :

Comme D! = diag(

(k1) _ iz b; — i Aijxg.k) . Vie[[l,n]].
j=1,j#i
Nous introduisons la notation
J=D""(E+F)e M,A) (4.31)
donc I'égalité (4.30) s’écrit sous la forme
g* ) — J2®) 4 DLy, (4.32)

Cette matrice J s’appelle matrice de Jacobi relative a la matrice A.

2. Méthode de Gauss-Seidel
Cette méthode consiste a prendre en (4.24) M = D—FE et donc N = F' (remarquons
qu’ici M est une matrice triangulaire inférieure).
Pour que cette méthode puisse étre utilisée, la matrice D — E doit étre inversible,
ce qui est encore équivalent a (4.28).
Donc pour la méthode de Gauss-Seidel la formule de récurrence est

(D—E)g* ) = Fa® 1 VEeN (4.33)
ce qui est équivalent a

e* ) = (D-FE)'Fa® + (D-E)™'b, VEkeN. (4.34)
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Comme I'élément (D — E);; est A;; si j < i et I'élément Fj; est —A;; si j > i alors
de la formule (4.33) on déduit I'algorithme suivant, basé sur une descente, pour
obtenir les éléments de z(*+1) 3 partir des éléments de (%) -

( n
1
Y =1 by — Z A1jx§.k)
11 -
= (4.35)
Sl LD DU D DL §k+l>] . Vie[2.n].
\ j>t 7<i

Comme pour la méthode de Jacobi, nous introduisons ce qu’on va appeler la ma-
trice de Gauss-Seidel relative a A, a savoir la matrice

G=(D—-E)'FeM,A). (4.36)
donc (4.34) s’écrit sous la forme
g* ) = G2® (D - E)'h, VEkeN. (4.37)

. Méthode de relaxation
Cette méthode consiste & prendre

et donc )

N=-—"—YD+F

w

ol w > 0 est un paramétre de relaxation qui a le role de "pondérer"” les terms
diagonaux.
Pour que cette méthode puisse étre utilisée, la matrice %D — FE doit étre inversible,
ce qui est encore équivalent & (4.28) (car ici encore M est une matrice triangulaire
inférieure).
Donc pour la méthode de relaxation la formule de récurrence est

1 1—
(50 — E) g+ — (T“’D + F) +® b VEeEN (4.38)

Remarque 4.17. La méthode de Gauss-Seidel est un cas particulier (w = 1) de la
méthode de relazation.

De la formule (4.38) on déduit I'algorithme suivant, basé encore sur une descente,
pour obtenir les éléments de 2+ & partir des éléments de z(® :

An 2D k) (k)
— E A A
w 15 11551

A (k+1) (k) (k+1) l—w (k) .
o= bi — ;Aijxj - ;Aiﬂj + TA“xz . Vie[2,n].
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En multipliant par ALH et respectivement —= on peut voir que ceci est équivalent a

xEkH) = wxl(.kﬂ/z) + (1 - w)xik), Vie[[1,n]]
ol xEkH/ 2 est une valeur intermédiaire, qui est le "z
de Gauss-Seidel, donc le "z!*"™" donné par (4.35).

%

(k+1),

i

" obtenu par 'algorithme

4. Méthodes par blocs (description trés succincte)
Supposons que A s’écrit par blocs sous la forme

Ay A - Alp

Aoy A - - A2p
A= . . .o .

Apl Ap? e App

ou chaque bloc A;; est une matrice carrée.
On peut alors écrire
A=D—-FE-F

avec D, F, F comme au début de la partie 4.4.2 mais avec des écritures par blocs.

On introduit alors les méthodes de Jacobi par blocs, Gauss-Seidel par blocs
et relaxation par blocs qui sont définies comme les méthodes respectives données
en 1., 2. et 3. mais avec des opérations matricielles par blocs (il faut écrire (A;) ! a
la place de A%j ; en plus il faut que tous les blocs A;; soient des matrices inversibles).
Ces méthodes sont utiles pour résoudre numériquement des systémes algébriques
linéaires avec des matrices qui s’écrivent facilement par blocs, comme par exemple

la matrice du laplacien 2D.

4.4.3 Convergence des méthodes itératives

Dans cette partie nous considérons B € M, (K) et ¢ € K". Nous considérons aussi
x* € K" tel que
=Bz +ec. (4.39)

D’autre part, nous construisons une suite approximante {z("}.cy C K" définie par la
relation de récurrence
g* ) = pBa® 4 ¢ VEkeN (4.40)

avec (¥ € K" donné.

Nous allons donner des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir la convergence de la
suite £ vers z* pour k — 4o00: nous allons voir que ces conditions portent uniquement
sur la matrice B.

Remarque 4.18. Remarquons que toutes les méthodes itératives qu’on a considérées pour
résoudre numériquement le systéme algébrique linéaire (4.23) consistent & construire une
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suite {x™}ren C K™ avee (0 € K™ donné et avec toujours une relation de récurrence de
la forme (4.40) avec B= M"'N et c = M~'b (voir la décomposition générale (4.24)).
Nous avons B = J (matrice de Jacobi donnée par (4.31)) si on utilise la méthode de Jacobi
et B =G (matrice de Gauss-Seidel donnée par (4.36)) si on utilise la méthode de Gauss-
Seidel.

D’autre part, comme A= M — N alors * € K" est solution de (4.23) si et seulement si

Mz* = Nz*+b

c’est a dire (en multipliant o gauche par M~') z* est solution de (4.23) si et seulement si
x* satisfait (4.39), avec encore B = M"'N et c = M~'b.

Comme nous voulons étudier la convergence de z(*) vers 2*, on va introduire la notation
k k
EW =3® _2* VEkeN

donc E® représente I’erreur d’approximation de z* par ).
Par définition on va dire que la méthode itérative considérée est convergente si on a
a® — 2%, cest a dire E® — 0, done [|[E®| — 0 en R pour k — +oc. Ceci doit étre
vrai pour toute donnée initiale £(°) € K" donc pour tout E®) € K" (on peut utiliser ici
n’importe quelle norme sur K" grice a l’équivalence des normes).

En faisant la différence entre (4.40) et (4.39) on obtient par linéarité
EWD = BE®  VEeN
On a alors pour tout k € N* :
E® — ppk-1) — pppk-2 — ...
et on peut montrer trés facilement par récurrence sur k la formule
E® = pB*EO v eN. (4.41)

Dans la suite on donnera un théoréme qui va nous permettre d’étudier la convergence vers
0 de la suite £ donné par (4.41). Nous commencons par le lemme suivant :

Lemme 4.4. Soit S € M,,(C) une matrice arbitraire. Nous avons

1.
p(S) < ||S||, pour toute norme matricielle subordonnée || - ||

ot p(-) représente le rayon spectral.

2. Pour tout € > 0 il existe au moins une norme matricielle subordonnée || - || (qui va
dépendre de S et de €) telle que

151 < p(S) + e
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Démonstration. 1. Soit A € C tel que p(S) = |A| et soit z € C", = # 0 un vecteur
propre de S associé a la valeur propre A; on a alors

Sz =\x.
En appliquant la norme vectorielle || - || on déduit
(Al = (1S ]
Comme ||z|| > 0 on déduit
=Ll < sy

ce qui donne le résultat.

2. Résultat admis.
Remarque : si S est une matrice hermitienne alors ce résultat est vrai avec la norme
|- ll2 car |[S]l2 = p(S) < p(S) +e.
]

Remarque 4.19. Ce résultat nous dit qu’on a
p(S) =inf{||S]|, | -] est une norme subordonnée},

c’est a dire, pour une matrice complexe donnée il y a toujours une norme matricielle subor-
donnée qui est aussi proche que ’on veut du rayon spectral de la matrice. Remarquons que
dans le cas particulier d’une matrice hermitienne il y a une norme matricielle subordonnée
(c¢’est la norme || - ||2) qui est égale au rayon spectral (Iinfimum ci-dessus est atteint).

Gréce au (4.41), pour montrer la convergence de la suite z(¥) définie par (4.40) vers x*
donnée par (4.39) on pourra utiliser le théoréme général suivant (avec S = B) :

Théoréme 4.5. Pour toute matrice fizée S € M, (C), les 3 propositions suivantes sont
équivalentes :

1. Pour tout vecteur v € C" on a

Sk —0 pour k— +oo

2.
p(S) <1

3. Il existe une norme matricielle subordonnée || - || telle que
|S] < 1.
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Démonstration. Montrons 1. = 2.
Soit A € C une valeur propre arbitraire de S et x € C™\ {0} un vecteur propre associé.
On a alors

St = Ax.

Pour tout £ € N* on a
Sty =81 S =81 (\x) = ASF e =82 (S2) = N2 S 2 = ..
et on peut montrer trés facilement par récurrence sur k :
Stz =Nz, VkeN.
Comme ||S*z|| — 0 alors

|Nez| = 0 pour k — +oo. (4.42)

D’autre part on a
[Nz = [X*| |l = [A [

Comme ||z|| est un nombre fixé qui est strictement positif (car x # 0) on déduit de (4.42)
A" =0 pour k— +oo

ce qui nous donne |A| < 1. Comme ceci est valable pour toute valeur propre A de S on
obtient p(S) < 1 donc la partie 2.

Montrons 2. = 3.

On applique la partie 2. du Lemme 4.4 avec € = 1_+(S) > 0. On déduit l'existence d’une
norme matricielle subordonnée || - || telle que

1—p(5) _ 14p(5)

<
IS1 < p(S) + —% :

<1

ce qui finit la preuve.

Montrons 3. = 1.

On notera encore par || - || la norme vectorielle & laquelle la norme matricielle subordonnée
est associée. Soit v € C" un vecteur arbitraire. En utilisant les parties 2. et 4. de la
Proposition 4.4 on a pour tout k € N* :

IS o]l < ™ Hvll < ISI1* o]
ce qui nous donne la partie 1. car ||S|| < 1. O

Remarque 4.20. 1. C’est dans la preuve de ce théoréeme qu’on a besoin de la défini-
tion de la norme matricielle subordonnée avec "sup” sur C" au lieu de "sup" sur
R™ pour une matruice réelle.

2. De la preuve 3. = 1. de ce théoréme on voit que plus ||S|| est proche de 0 plus la
convergence de S*v vers 0 est rapide. Comme p(S) est aussi proche qu’on souhaite
d’une norme ||S|| alors on peut dire : "plus p(S) est petite plus la convergence de
Sk vers 0 est rapide”.
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Dans la suite nous donnons un exemple d’application du Théoréme 4.5. Nous avons la
définition suivante :

Définition 4.5. Soit A € M,,(K) une matrice.
1. On dit que A est & diagonale dominante si

n

| Ayl > Z |Aijl, Vi€ [[1,n]].

=15

2. On dit que A est & diagonale strictement dominante si

n

Al > > Ayl Vie[[Ln]).

j=1j#i
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.6. Soit A € M,,(K) une matrice a diagonale strictement dominante. On
a alors

1. A est une matrice inversible.

2. La méthode itérative de Jacobi pour la matrice A est bien définie et convergente.

Démonstration. 1. Vue en TD.

2. Nous considérons la décomposition standard (4.27)
A=D—-FE—-F.

Du fait que A est a diagonale strictement dominante on déduit que
|Ai;| >0, Vi€ l[l,n]] donc la condition

est satisfaite. Ceci nous dit que la matrice diagonale D est inversible, donc la mé-
thode de Jacobi est bien définie.
Considérons la matrice de Jacobi relative a A qui est

J=DYE+F).

Rappelons la norme subordonnée || - || de J :

| ]|c0 = maX} Z | Jike |-
k=1

i€[[1,n]
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L) on a de la définition de J :

-1 _ 5 11,
Comme D1 = dzag(AH, y e v

—Aw g kA

si k=1.

e}

J

(car la ligne 7 de J s’obtient en multipliant la ligne i de D™, qui est égale a feiT

par 4 F' et ceci donne A%-i multipliée par la ligne i de £+ F').
Nous avons alors pour tout ¢ € [[1,n]] :

i 1
| Jik| =
2l = 1]

En utilisant le fait que A est & diagonale strictement dominante on obtient

n

> 1Au

k=1k#i

S 1Tl <1, Vie[Ln)]
k=1

ce qui donne

[ ]loe < 1.

Le Théoréme 4.5 nous donnent le résultat de convergence de la méthode de Jacobi.
O

Nous avons le résultat général suivant :

Théoréme 4.6. Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne et définie positive (matrice
(HDP)). Supposons qu’on a la décomposition

A=M—-N

avec M, N € M,,(C) telles que M est inversible et M + N* est une matrice (HDP). Alors
on a
p(M™'N) < 1.

Démonstration. On donnera seulement 1'idée de la preuve; pour la preuve compléte voir
[1] Théoréme 5.3-1.
On considére I'application || - ||4 : C* — R définie par

|zl|a = /< Az, 2 > = VaorAz, YaecC"

et on admet que cette application est une norme sur C". On notera toujours par || - |4 la
norme matricielle subordonnée a cette norme vectorielle. On va demontrer qu’on a

M N4 <1 (4.43)
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ce qui va donner le résultat attendu, en utilisant la partie 1. du Lemme 4.4.
En écrivant N = M — A on a

|M2N|s= sup |M (M —Az||s= sup /[(I, — M—1A)x]*A(l, — M~1A)z.

el a=1 2+ Az=1

On développe lexpression [(I, — Mt A)x|*A(I,, — M~ A)z en posant aussi y = M~ Ax;
avec un peu de calcul on obtient

(I, — M7 ' A)x]*A(L, — M ' A)z =1 — y*(M + N*)y
et on peut montrer que cette derniére expression est < 1 —m avec m > 0 ce qui nous donne
(4.43) et finit la preuve. O

Comme exemple d’application de ce résultat on a la proposition suivante :

Proposition 4.7. Si A € M,,(C) est une matrice (HDP) et si w €]0,2[ alors la méthode
de relazation pour A est bien définie et converge (donc en particulier la méthode de Gauss-
Seidel est bien définie et converge).

Démonstration. Considérons la décomposition standard (4.27)
A=D—-FE—-F.

On va appliquer le Théoréme 4.6 avec M = %D —FE et N= (% —1)D+ F.

Remarquons d’abord que A;; € Ret A; >0, Vi€ [[1,n]] car A est (HDP). On déduit que
la matrice diagonale D est une matrice (HDP) donc inversible. On observe que M est une
matrice triangulaire inférieure avec %, t = 1,---n sur la diagonale, ce qui implique que
M est une matrice inversible, donc la méthode de relaxation est bien définie. Nous avons

1
v=(l-1)par

w
et remarquons qu’on a aussi D* = D et F* = E car A est hermitienne. Ceci nous donne

1 1 92—
M+N*:—D—E+(——1)D+E:—wD.
w w w

Par hypothese sur w on a Q’Tw > 0 et comme D est (HDP) on déduit que M + N* est
(HDP). On obtient le résultat attendu comme conséquence du Théoréme 4.6. O

64



Chapitre 5

Interpolation polynomiale

5.1 Quelques mots introductifs et rappels sur les poly-
nomes

Il arrive souvent de vouloir remplacer une fonction compliquée f par une fonction plus

simple, par exemple un polynome. On cherchera alors & trouver une fonction polynomiale
qui "approche" dans un certain sens la fonction donnée f.
Une autre situation qu’on peut rencontrer peut étre le fait d’avoir une connaissance in-
compléte de la fonction f, par exemple on la connait seulement dans un nombre donné
de points; on veux alors trouver un polynome qui va prendre les mémes valeurs que la
fonction f dans ces points.

On suppose encore ici K =R ou K = C.

Définition 5.1. 1. On appelle polynome sur K une fonction P : K — K telle que
dn € N et dag,a,---a, € K tels que

P(x):a0+a1x+a2x2+---anx”, VrekK

(on dira que a; est le coefficient d’ordre j du polynome).

Si a, # 0 on dit que P est de degré n (notation : deg(P) = n); le nombre a,
s’appelle aussi coefficient dominant du polynome P. Par convention si P est
identiquement nul on pose deg(P) = —oc.

2. On note par P(K) lensemble des polynomes sur K.
3. Pour tout n € N on note par P,(K) l’ensemble des polynomes sur K de degré
inférieur ou égal a n.

4. Soient P,Q € P(K) deux polynomes sur K. On dit que @ est un diviseur de P (on
dit aussi que P est divisible par Q ou Q divise P) s’il existe un autre polynome
R sur K tel que P = QR
(c’est a dire P(x) = Q(x)R(z), VaeK).
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On rappelle sans preuve le résultat suivant :

Proposition 5.1. 1. L’ensemble P(K) est un espace vectoriel sur K avec les opéra-
tions habituelles sur les fonctions : "+" (addition) et " " (multiplication par un
scalaire).

2. Pour tout n € N Uensemble P,(K) est un espace vectoriel sur K (vu comme sous-
espace vectoriel de P(K)) et il est fini dimensionel et de dimension n+ 1. Une base
dans P, (K) est {1,x,22,--- 2"} qui s’appelle la base canonique.

3. Si les polynomes Ay, Ay, -+ A, € Pn(K) sont tels que
deg(A;j) = j, ¥V j€[0,n]]

alors U'ensemble {Ag, Ay, -+ A, } est une base dans P,(K).
4. St P,Q € P(K), deg(P) = m et deg(Q) = n avec m,n € N U {—oo} alors
deg(PQ) = m+n.
Définition 5.2. Soit P € P(K) et zy € K.

1. On dit que xy est une racine de P si P(zo) =0
(rappel : ceci est équivalent avec le fail que le polynome (x — o) est un diviseur de
P).

2. On dit que mo est une racine d’ordre k de P avec k € N* si (x — x0)* est un
diviseur de P et (x — x9)*! ne lest pas.

Rappelons sans preuve le résultat suivant :

Proposition 5.2. 1. Supposons ici K = R. Alors a € R est une racine d’ordre k € N*
de P si et seulement si

Pla)=P'(a)=---=P*Y@a)=0 e PH®(a)#0

ot PY) désigne la dérivée ¢ l'ordre j € N de P.

2. Soient | € N avec | > 2, aj,as---a; € K distinctes deuz a deux et
ki, ko, -k € N*. Alors un polynome P € P(K) est divisible par chacun de poly-
nomes (x —ay)®, (x —a)*?, -+ (x — @)™ si et seulement si P est divisible par le
polynome produit (v — a)* (x — ax)k2 - (x — a;)™.

Nous rappelons que tout polynome P tel que deg(P) > 1 admet au moins une racine
complexe (c’est le Théoréme de d’Alembert-Gauss). On en déduit facilement le résultat
suivant :

Proposition 5.3. Soit P € P(K) un polynome tel que deg(P) = n > 1 et soit a, € K
avec a, # 0 le coefficient de x™ en P. Alors s € [[1,n]], Tu1, po, -+ pus € C distinctes
deur a deux et Imq, ma,---ms € N* avec mq + mqg + -+ - + mg = n tels que

P(2) = anz — )™ (@ — )™ - (@ — p)™, Vo €K (5.1)

Dans l'égalité (5.1) p,--- pus sont toutes les racines distinctes de P, my,---m; sont
leur ordres ou multiplicités et s est le nombre des racines distinctes de P.
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5.2 Interpolation de Lagrange

5.2.1 La définition du polynome d’interpolation

Soit I C R un intervalle et f : I — R une fonction donnée, n € N* et zg, xq,---x, € [
des éléments deux a deux distinctes de l'intervalle I.
On souhaite construire un polynome P € P, (R) tel que

P(z;) = f(z;), Vie€l0,n]]. (5.2)
Remarque : on peut imaginer qu’on ne connait f que dans ces points xg, Ty, - Tp.

Définition 5.3. On appelle polynomes fondamentaux de Lagrange relatifs aux points
X, T1, - - - Ty les polynomes L; € P,(R), ¢ € [[0,n]] définis par

Lz)= J] ==, veeR, Vielo,n) (5.3)
j=og T T
Ezemple : en classe
Proposition 5.4. Nous avons
1.

2. Les polynomes Lo, Ly, -+ , L, forment une base dans P, (R).

Démonstration. 1. C’est immeédiat !
2. 1l suffit de montrer que Lg, Ly, - - - , L,, forment une famille indépendante (car ils sont
en nombre de n + 1 qui est la dimension de P,(R)). Alors soient ag,ay,- - ,a, € R
tels que

n

> aiLi(x) =0, Vzel

i=0
En prenant = zy et en utilisant 1. on en déduit a;, = 0 et ceci pour tout k € [[0, n]],

ce qui finit la preuve.
]

On a le résultat suivant d’existence et unicité du polynome d’interpolation :
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Théoréme 5.1. Il existe un unique polynome P, € P,(R) tel que (5.2) soit vraie. Ce
polynome est donné par [’expression

v) =Y flax)Li(z), VzeR (5.5)

et il s’appelle le polynome d’interpolation de Lagrange de f auzx points xg, xq, - xp.

Démonstration. 1l est clair que le polynome donné par (5.5) appartient a P, (R). Pour tout

€ [[0,n]] on a
fok Ly(z:) Zf% i = [ (i)

donc P, satisfait (5.2).
Il reste & montrer I'unicité de P,. Soit @,, € P,(R) satisfaisant aussi

Qn(w:) = f(xi), Vie[0,n].
Ceci nous donne
Po(x;) = Qu(x;), Yiell0,n]].
donc
P,(x;) — Qun(x;) =0, VYie][0,n]]. (5.6)
Alors le polynome P, — Q,, est divisible par x — z; pour tout ¢ € [[0, n]] donc il est divisible
par le produit de ces polynomes simples. Alors il existe un polynome R tel que

P.(x)—Q Hl’—l’l Vzelk
=0
D’autre part, le fait que P,—@Q,, € P,(R) implique R = 0 (car si R # 0 alors deg(P,—Q,,) >
n + 1 ce qui est impossible). Ceci nous donne P, — Q,, = 0 d’ou l'uniciteé. O
Remarque 5.1. 1. Le définition du polynome d’interpolation P, (initialement défini

pour n € N*) peut s’étendre au cas n = 0. Si on se donne un seul point xq € I il
existe un unique polynome Py € Po(R) tel que Py(zo) = f(xo); c’est le polynome
constant Py(z) = f(xg).

2. En fait Uégalité (5.5) nous dit que les f(xo), f(x1), -+, f(x,) sont les coordonnées
de P, dans la base Ly, Ly, -+, L,.

5.2.2 La formule de Newton

La formule (5.5) est utile de point de vue théorique mais assez peu utilisée dans la pratique.
On va donner dans la suite une formule plus pratique basée sur la récurrence.
L’idé est d’écrire le polynome d’interpolation P, sous la forme

P.(x) =ap+ ar(x — xo) + as(x —xo)(x — 1) + -+ ap(z — xo)(x — 1) -+ (T — Tp1)

avec ag, ai, - - - a, € R des constantes a trouver.
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Définition 5.4. On appelle différence divisée de [ auxr points xg,x1, - ,x, notée

flzo, 1, -+, x,] le coefficient du polynome d’interpolation P,.
Théoréme 5.2. 1. Nous avons les relations de récurrence suivantes :
flem] = f(xm), ¥ mel0,n]] (5.7)
and
o, ar, - ] = LT Tl 2P0 T sl g g )
Tm+1 — Lo

(5.8)

2. La relation de récurrence suivante est satisfaite : pour tout m € [[0,n —1]] on a

Poii(z) = Pu(z) + flre, o1, Ty H(x —zj), VzekR. (5.9)
=0

J

3. Nous avons la formule suivante appellée formule de Newton pour le calcul de P, :

n i—1
P,(z) = f(xo) + Zf[a:’o,xl, -~ H(x —xz;), YzekR (5.10)
i=1 =0
Démonstration. 1. Pour montrer (5.7) il suffit d’observer que f[z,,| = P(xy,) = f(Tm)-

Pour montrer (5.8) nous introduisons le polynome

Q) = — Q. (z) + "L p, () (5.11)

Tm+1 — Lo Tm+1 — Lo

ol Qm € Pm(R) est le polynome d’interpolation de f aux points x1, za, -+ Ty 1
est facile de voir que @ € P,,11(R). Nous avons aussi

Q(z0) = Pu(z0) = f(z0)
Q($m+1) = Qm<xm+1) = f(xm—l—l)-

D’autre part, dans le cas ot m > 1 (possible uniquement pour n > 2) comme
Qm(zi) = Bn(x:) = f(xi), Vie][[l,m] ona
Q1) = ————f(x;) + " f(x;) = f(a:), Vi€ [Lm]].

ITm+1 — Lo Tm+1 — Lo

Nous déduisons alors par unicité que ) n’est autre que le polynome d’interpolation
de f aux points xg, 1, - a1, ce qui nous donne

P = Q. (5.12)

Par définition le coefficient de =™ dans P,,(z) est f[xg,x1,- - x,) et le coefficient
de 2™ dans Q,,(z) est flxy,x1, +* Tpmy1], ce qui nous dit que le coefficient de ™t
dans Q(z) (donc aussi dans Py, (x)) est {22 ’”x;ﬂ:];[:ozl 2] Nous avons donc
obtenu I'égalité (5.8).
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2. Comme le polynome P,,.1 — P, est dans P,,1(R) et qu’il s’annule aux points

Xo, X1, - Ty, alors il existe a,,11 € R tel que
Pi1(2) = Pr(z) + apm [ J(2 = 2:), VR (5.13)
i=0

En identifiant le coefficient de 2™*! dans cette égalité polynomiale on obtient

m41 = f[flfo,xl, ce xm-i-l]

ce qui avec (5.13) nous donne le résultat attendu.
3. De 2. on déduit :

n—1
P.(z) = Py_1(z) + flzo, 1, H T — ;)
7=0
n—2 n—1
= Pyo(x) + flxo, 21, ywna] | | (@ — 25) + flwo, 21, -+, H (z — ;)
=0 =0

ce qui donne "de proche en proche" la formule souhaitée.

Pour calculer les coefficients

f[IOL f[$0,371], f[x(),l'l,l‘g] U f[x07$17 c Ty
nécessaires au calcul de P, nous avons 'algorithme suivant :

Initialisation : on pose flx;] = f(x;), Vj€l0,n]]
pour i € [[1,n]] faire
pour k € [[0,n —i]] faire

f[$k+1, o '$k+z‘] - f[xkz; o '$k+z‘—1]
Thti — Tk

f[xk, o 'l‘k+i] =

fin pour
fin pour

L’avantage principal de la formule de Newton est le suivant : si on a déja calculé P,
correspondant aux points xg, - - - x, et si on ajoute un point x,; et on veut calculer P,
on se sert des coeficients obtenus pour le calcul de P,. Si on utilise la formule (5.5) qui
utilise les polynomes fondamentaux de Lagrange, alors pour passer de P, a P, il faut
tout recommencer.
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5.2.3 Estimation d’erreur

On donne ici une estimation de I'erreur faite quand on approche une fonction f par un
polynome d’interpolation de Lagrange. On commence par le résultat suivant :

Lemme 5.1. Soit [ = [a,b] avec a,b € R, a <b, n € N* et f: I — R une fonction
de classe C™ (donc f € C™(I)). Soient xg, 21, -, € I des points distinctes deur & deux.
Alors il existe £ € I avec min{zg, x1, - x,} < & < max{wg, 1, - x,} tel que

_ 1

n!

. (5.14)

f[x()axh T ,:L'n]
Démonstration. On introduit la fonction E, : I — R définie par
E.(x) = f(x) — P,(z), Vzel.

ot P, le polynome d’interpolation de Lagrange de f aux points xg,x1,- - z,. Comme E,
s’annule aux points xg, x1, - - - x,, alors elle a au moins n + 1 racines distinctes.

Rappelons le Théoremme de Rolle : pour une fonction de classe C*, entre deux racines de
la function il y a au moins une racine de la dérivée de cette fonction.

En appliquant ce théoréme pour E,, on déduit que E!/ a au moins n racines distinctes; en
I'appliquant encore pour E! on déduit que E! a au moins n — 1 racines distinctes .. et
ainsi de suite. On en déduit facilement que la fonction E™ a au moins une racine. Alors
il existe £ € R tel que

c’est & dire
(&) = P (e). (5.15)

D’autre part, comme P, est un polynome de degrée inférieur ou égal a n on a
P"W(z) =a,n!, YzeR

ol a, est le coefficient de ™ dans P,. Or nous savons de la Définition 5.4 que

aAn = f[$0ax17"' ,In]
donc
PT(L”)(m):n!f[xo,xl,--- aan VrzelR
En utilisant (5.15) on déduit facilement (5.14). O

Remarque 5.2. Dans le cas n = 1 le résultat de ce lemme n’est autre que le Théoréme
d’accroisements finis (TAF). En effet on voit facilement que f[zg, x1] = %ﬂ{ézo) ce qui
nous donne : il existe £ € I avec min{zo,z1} < & < max{xg,x,} tel que

f@1) = flxo)

1 — Zo

f'(€) =
qui est (TAF).
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On peut maintenant ennoncer le résultat principal de cette subsection :

Théoréme 5.3. Soit I = [a,b] aveca, b€ R, a <b, n € N* et f: I — R une fonction de

classe C™"L. Soient xg, 1, -z, € I des points distinctes deux o deuz et P, le polynome
d’interpolation de Lagrange de f aux points xq,x1,- - x,. Alors
(@) = Pa@)] < —2m 10 )], Vael (5.16)
" T (1) .

ot par définition

et

M, .1 = max
nt a<z<b f

(n+1)<x) ’

Démonstration. Six € I est I'un des points xg, 1, - - - T,, alors 'inégalité (5.16) est évidente
car |f(z) — P,(x)| = 0.

Supposons maintenant que x € I avec x & {xg, 1, - Ty }.

On va noter par () le polynome d’interpolation de f aux points xg, 1, - - z,, x, donc

Q@ € P,i1(R). Du Théoréme 5.2 partie 2. on déduit

Qy) = Puly) + flwo, 21, -, 2)(y — wo)(y —21) -+ (y — ), Vyel
En prenant y = x dans cette formule et en utilisant la fait que Q(z) = f(z) on déduit

En utilisant le Lemme 5.1 avec n + 1 a la place de n on déduit 'existence d’un £ € I tel
que

IAGRICI)
flro,x1, -+, 7] = m
ce qui avec (5.17) nous donne immédiatement (5.16). O

5.3 Interpolation d’Hermite

On suppose qu’on a un intervalle I C R et une fonction f : I — R avec f de classe C!.
On se donne aussi xg, z1, - - x, € I des points distinctes 2 a 2 et on se propose de trouver
un polynome H,, € Py,11(R) tel que

Hy(x;) = f(x;), Vi el0,n]]

H) (z;) = f'(z;), Vje][0,n]]

Nous avons le résultat suivant :

(5.18)
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Théoréme 5.4. I existe un unique polynome H,, € Pan11(R) tel que (5.18) soit vraie. Ce
polynome s’écrit sous la forme

H,(z) = Z Flxi)hi(z) + Z Flx)hi(z), Yzel

ot les polynomes h; et h; sont définis par
hi(x) = [1 — 2L} (z)(x — )] L3 (x), VYaxe€l, Vicl0,n]

et
hi(z) = (z — ;) L3(x), Yzel, Yiel0,n]

et o les L; sont les polynomes fondamentaux de Lagrange donnés par (5.3).

ldée de la preuve :

1. Il est facile de voir que les polynomes h; et h; pour i € [[0,n]] sont dans Pap11(R),
donc H,, € Popiq (R)

2. On vérifie que pour tous 7,7 € [[0,n]] on a

hi(x;) = b
hi(;) = 0
hi(z;) =0
7(%’) = 04

ce qui permet de montrer que H, satifait (5.18) (Ezxercice) et ceci nous donne la
partie existence.

3. Il nous reste a montrer 'unicité d’un tel polynome H,.
S’il y a un autre polynome H,, satisfaisant (5.18), en notant H = H,, — H,, on déduit
facilement par linéarité que H satisfait

H(x;) = H'(z;) =0, Viel0,n].
Alors H divise (z — x;)? pour tout i € [[0,n]] donc il existe un polynome R tel que
H(z) = R(x) [ [(z —:)?, Vael
i=0

Comme H € Pa,i1(R) alors nécéssairement R = 0 (car R # 0 implique deg(H) >
2n + 2). Donc H = 0, ce qui finit la preuve de I'unicité.
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5.4 Interpolation (ou approximation) au sense de moindres
carrés discrets

On suppose ici qu’on connait la fonction f en un nombre de points assez grand ; plus
précisément, on suppose qu’on connait f aux points g, z1, - -z, € R avec n € N* "grand".
On souhaite avoir une approximation polynomiale de f qui ne soit pas nécessairement le
polynome d’interpolation P, de f aux points zg, x1, - - x,, car P, serait un polynome de
degré trop grand ce qui n’est pas toujours convenable (un inconvenient est le fait que P,
peut étre trés "oscillant" quand n est grand).

L’idée est alors de se "contenter" d’un polynome @ € P,,(R) avec m € Nym < n (par
exemple m = 1). Il sera alors en général impossible d’avoir ) = f dans tous les points
To, X1, - T, mais on cherchera () tel que 'erreur qui est faite dans les points xg, x1,- -z,
en approchant f par () soit "la plus petite que possible".

On utilise le méme concept dans le cas ou les valeurs de f en z; ne sont pas connues de
maniére trés précise (par exemple si elles sont le résultat des mesures expérimentales qui
peuvent étre entachées d’erreurs). Dans ce cas, calculer le polynome d’interpolation P, n’a
pas de sens car il serait trop "sensible" aux erreurs de précision pour les f(x;).

La problématique est donc la suivante : on se donne n € N*, des éléments
Zo, X1, - T, € R distinctes deux a deux et aussi des éléments yo, y1, - - -y, € R qui sont des
valeurs connues ou approchées de la fonction f. On se donne aussi m € N avec m < n et
et on va chercher une approximation ) de f comme un élément de P,,(R).

En fait on cherche Q* € P,,(R) telle que

D oIQ (i) —uil* <D 1Q:) —wil’, YV Q € Pu(R).
i=0 =0

On préfére écrire ceci sous la forme équivalente :

n+1 n+1

SR (@ic) =y <D 1Q(wim1) —wisal’, ¥ Q € Pu(R).
=1 i=1

(I'idée est de rendre la plus petite que possible la norme euclidienne du vecteur de R**!
dont le i - éme élément est 'erreur Q(x; 1) — y;_1, © € [[1,n + 1]]).
Donc Q* devra minimiser sur P,,(R) Iapplication

n+1
Q € Pn(R) — Z Q(zi1) —yia]* € R,
i=1
D’autre part, un polynome arbitraire Q) € P,,(R) s’écrit sous la forme
Q(z) = up + upx + uzx® + - Upp 1™
c’est a dire

m+1

Qz) = Zujxj’l, VzelR
j=1
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avec Uy, Usg, - - Umr1 € R.

Uy
U2
En notant u = € R™*! et en introduisant la fonction J : R — R telle que
Um+1
n+1l [m+1 2
J(u) =Y [Z uir ) — yH] , YueR™!
i=1 =1
uy
(0

tout revient alors a chercher un point de minimum u* =

J. Autrement dit, on cherche u* € R™*! tel que

Jw) < J(u), VYueR™

€ R™*! de la fonction

Il est clair alors que le polynome recherché (Q* va s’obtenir par la formule

m+41

Q" = Zujxjfl, Vel
j=1

Ezemple : droite de regression  (en classe)
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Remarquons que pour tout u € R™*! le réel J(u) s’écrit sous la forme J(u) = |[[w — Y|?
ot w € R™! est un vecteur dont la i - éme composante est w; = Z;fll ujrl" et Y =

Yo
hn
e R (donc Y; =y; 1, 1 € [[1, N +1]]).
Yn
On introduit dans la suite la matrice B € M, 1 m+1(R) telle que

By =", Vie[l,n+1]], Vjell,m+1]

7

et on observe que w; = (Bu); donc w = Bu. Alors la fonction J s’écrit

Uy
Ug
Jw)=|Bu—-Y|? Vu= : c R™t!
Um+1

et le probléme qu’on cherche & résoudre peut s’écrire sous la forme équivalente :
Trouver u* € R™ tel que

|Bu* = Y|| < ||Bu—Y]|, VueR™™ (5.19)
En notant v = Bu € Im(B) et v* = Bu* € Im(B) ce probléme est équivalent au probléme

Trouver v* € Im(B) tel que

[v" =Y < |[v=Y]|, VwvelIm(B). (5.20)
On rappelle (et on admet) le résultat suivant sur la projection dans un espace euclidien
général R? :

Lemme 5.2. (Projection sur un espace vectoriel) Soit F' C RP ot F est un sous-espace
vectoriel de RP et a € RP. Alors il existe un unique a* € F qui s’appelle la projection de
a sur F tel que

|la —a*|| < ||la—=z|, VzeF

(en fait a* est l’élément de F' qui minimise la distance de a auz éléments de F).
En plus on a
<a—a,xr>=0, VxeF

(autrement dit, a — a* est orthogonal a F, ce qui s’écrit aussi a —a* L F).
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On peut alors montrer le résultat principal de cette section :

Théoréme 5.5. Il existe un unique u* € R™ solution de (5.19). En plus u* est ['unique
solution du systéme algébrique linéaire

BTBu* = B"Y. (5.21)

Démonstration. On utilise le Lemme 5.2 avec p=n+ 1, F = Im(B) et a =Y. On déduit
qu’il existe un unique v* € Im(B) tel qu’on a (5.20); on a en plus

<Y —-v",v>=0, Yvelmn(B).
On déduit qu’il existe u* € R™*! tel que
<Y —-Bu*, Bu>=0, VYueR™"

ce qui donne
<B'Y - B"Bu*, u>=0, YueR™?

Ceci nous dit que u* satisfait (5.21).
Il nous reste & démontrer que la matrice BT B € M,,,;1(R) est inversible ; pour cela il suffit
de montrer que Ker(BTB) = {0}. Considérons alors z € R™! tel que

B"Bz = 0.
En faisant le produit scalaire avec z on déduit
<B"Bz, z>=0.
Comme < B'Bz, 2 > =< Bz, Bz > = ||Bz|?* alors z satisfait || Bz|| = 0 donc
Bz =0. (5.22)

D’autre part on peut démontrer que rang(B) = m + 1. En effet si on considére la sous-
matrice carrée By de B de taille m 4+ 1 donnée par

(B1)ij = :cifill, Vi, je|[[1,m+ 1]

(ceci est possible car m < n) alors det(By) # 0, car les points xg, 1, - - - 2,, sont distinctes
2 a4 2 (c’est un déterminant de Vandermonde).

On déduit alors que Ker(B) = {0} (la matrice B est injective) ce qui avec (5.22) nous
donne z = 0 ce qui finit la preuve. [

Remarque 5.3. Nous pouvons donner une généralisation du résultat qu’on vient de voir.
Supposons que nous avons une fonction f : R — R? (avec p,q € N*) et nous voulons
trouver une approzimation de f de la forme g(z,a) avec a = (a1, aa,- - ,a5)T € R® avec
s € N* en utilisant le fait qu’on connait des mesures y©,yM ...y € RY de f auz points
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respectifs 0,z ... 2" ¢ RP. La méthode de moindres carrées ici consiste & chercher
a € R® qui minimise la fonction J : R® — R définie par

a = J@) =Y llg@? a) -y 9|2
=0

On dit aussi qu’on cherche a qui permet "d’ajuster” le modéle f = g(z,a) auz données

{9, v Yicrom-
La théorie de [interpolation au sens de moindres carrées discrétes vue dans ce chapitre
est un cas particulier de cette situation (avec p = q =1, = u,s = m+1 et g(z,a) =
— L, g
g(z,u) = Zj:l ujz? ).
Un autre exemple d’un tel modéle ce sont les réseaux des neurones qui sont des

fonctions de la forme g : RP X RP — R données par
g(x,a) =h(x-a—a)

avec h : R — R une fonction donnée et a € R donné (c’est Uexemple le plus simple de
réseau de neurones appellé " & simple couche” ou "perceptron”).
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Chapitre 6

Intégration numérique

6.1 Introduction

On se donne un intervalle [a,b] C R avec a,b € R, a < b et f : [a,b] — R une fonction

continue. On va noter
/ f(x)dz. (6.1)

En général il est difficile de calculer exactement (). Le but de ce chapitre est d’apprendre
a en calculer une approximation numeérique.

Nous connaissons une approximation numérique de I(f) a l'aides de sommes de Rieman.
On donnera ici des approximations plus performantes et on étudiera des erreurs d’approxi-
mations.

6.2 Formules simples

6.2.1 Introduction aux formules simples

Pour donner une formule approximative de l'intégrale I, on va utiliser des points
To, T1,- - Tp € [a, b] distinctes deux a deux appellés noeuds et des nombres
o, i1, - - - it € R appellés poids, ou p € N.

Définition 6.1. On appelle formule d’intégration numérique (on l’appelle aussi for-
mule de quadrature) pour le calcul de I(f) une formule du type

L(f) = 3 nsf(ws). (6.2)

Remarque 6.1. Pour désigner le fait que Z?:o wif(x;) approche fab f(z)dx on utilise
souvent la notation sutvante : I ~ I, c’est a dire

/ f(z)dx ~ Zujf(xj).
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On va noter dans la suite
ep(f) =1(f) — I,(f)

qui est ’erreur d’approximation de I(f) par L,(f).
Dans la suite on va supposer que les noeuds xg, x1, - - - z,, sont fixés et on choisira les poids
o, [, - - - pp tels que Perreur soit la plus petite que possible.

Définition 6.2. On dit que la formule de quadrature (6.2) pour approcher (6.1) (c’est a
dire pour approcher I1(f) donnée par (6.1)) est exacte pour une fonction donnée f si

L(f)=1(f) c’est a dire e,(f) = 0.

Définition 6.3. On dit que la formule de quadrature (6.2) pour approcher (6.1) est

1. d’ordre au moins m avec m € N (on peut dire aussi de degré de précision au
lieu de ordre) si elle est exacte pour tout polynome g € Pp(R) (on peut dire : si
elle est exacte sur P, (R)), c’est a dire si

I(9) = 1(9), Vg€ PuR). (6.3)
2. d’ordre m avec m € N si elle est exacte sur P, (R) et en plus
(™) # 1(a™*)
(c’est a dire, elle n’est pas exacte sur Ppy1(R)).
Remarque 6.2. Grice a la linéarité on a que (6.3) est équivalent au systéme de m + 1

égalités
L@*) = 12", ¥ ke [[0,m]].
Nous avons le résultat suivant

Proposition 6.1. On suppose que p € N ; Alors il existe des poids uniques fig, ft1,- - f1, € R
tels que la formule (6.2) pour approcher (6.1) soit d’ordre au moins p. En plus ces poids
sont données par les formules

o=b—a, st p=0 (6.4)
b
iy = / Lu(x)dz, Vke[0,p], s peN (6.5)

ot Lo, Ly, --- L, sont les polynomes fondamentauz de Lagrange auzx points xo,x1,- - Tp.

Démonstration. De la Remarque 6.2 il faut trouver pi, 11, - - - i1, € R tels que
Ly(a*) = I(z"), Yk € [[0,p]
ce qui nous donne

V4
> ik =by, VEel0,p]
j=0
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oll on a noté )
b :/ adr, ¥k el[o,p].

Il est facile de voir que ceci est équivalent au systéme algébrique linéaire :
Ho

M1
Trouver = | - | € RPT! tel que

Hp
Ap=1>

ot A € M, 1(R) est la matrice carrée donnée par

A=k Vkjel0,p]

]’
bo
b1
et b= | - | € RP™! est un vecteur donné.
bp
En rappelant que det(A) est un déterminant de Van der Monde et qu’il est non nul on
déduit que A est inversible, ce qui donne l'existence et 'unicité du vecteur p donc des

poids pio, fi1, -+ * pp.

Pour le calcul des poids p; nous avons :
Cas 1. Si p = 0 alors pq est tel que

b
p@l:/ ldr=b—a

ce qui donne bien (6.4).
Cas 2. Sip € N* alors comme Ly, Ly, - - - L, sont dans P,(R) la formule (6.2) pour approcher
(6.1) est exacte pour tous les Lo, Ly, - - - L,. On a alors

donc ) ,
> iLeley) = 1Lo) = [ Lul)da, k€ [0.5])
j=0 @
Comme Ly(x;) = 0x; on obtient (6.5), ce qui finit la preuve. O

Exemple 6.1. On va prendre ici p = 1 et les noeuds xg = a et x1 = b. On cherche les
poids o, 1 € R telle que la formule d’approximation

L(f) = pof(xo) + pa f(21)
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soit d’ordre au moins 1 pour approcher (6.1).
Les polynomes fondamentaux de Lagrange aux points xo = a et x1 = b sont

x—0b
Lo(x)z—a_b, VexelR
et respectivement
1‘_
Ll(:c):b_a, VzeR

En utilisant la formule (6.5) on a

NOI/abL()(x)dx:aib/ab(x_b)dx:aib l—(bz—a)z}

b—a

[’LO: 2 °

ce qui donne

De la méme maniére, en utilisant la formule

b
,ulz/ Li(x) dx

on trouve
b—a

M1:2-

On a alors la formule d’approximation

_b—a

=5

[f(a) + f(b)] (6.6)

qui est une formule d’ordre au moins 1 pour approcher (6.1).
La formule (6.6) s’appelle la formule du trapéze pour approcher (6.1).
Interprétation graphique : en classe

Exemple 6.2. On considére ici p = 2,29 = a,x1 = aTJ’b et xo = b. On cherche les poids
Lo, f1, o € R telle que la formule d’approximation

I(f) = pof(zo) + paf (1) + paf(w2)
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soit d’ordre au moins 2 pour approcher (6.1).
Les polynomes fondamentauz de Lagrange auz points xo = a, x1 = (a+b)/2 et xo = b sont

r=(a+b)/2(x—=b) 2 5 a+3b 1
L0<x>_[a—(a+b)/2}(a—b)—(a—b)2 {x - a:—l—gb(a—irb)}, VezelR
_ (z —a)(z —b) 4 2
Ll(x)_[(a+b)/2—a][(a+b)/2—b] P [2° — (a+b)z+ab], VzeR
et
_(r—a)lr—(a+b)/2] 2 o 3a+b 1
Ly(z) = b—ab—(atb)2 ~ Gb-a? [ 5 a:+2a(a+b)} VaxeR.

(Pour simplifier les notations on utilise les mémes notations pour les polynomes fonda-
mentauz de Lagrange qu’a lexemple précédent, méme si ces polynomes sont différents).
En utilisant la formule (6.5) on a

b 2 b a+3b [° 1 b
,uo—/aLg(m)dm_(a_b)2 {/am dx — 5 /aa:d:t—l—Eb(a—l—b)/a 1dx}

_ (a—2b)2 {bggag _ (a—;?)b) (62;“2> +%b(a+b)(b—a)} .

En utilisant les formules de factorisation :

bV —a®=(b—a)a* +ab+V*) et b*—a®>=(b—a)b+a)

on factorise la grande paranthése par (b— a) ce qui permet de simplifier [’expression de i
par (b—a). On obtient

2 [a*+ab+b? a2+4ab+362+ab+b2 2 (@ — 2ab + 1)
= — = a” —2a
Bo= 54 3 4 2 12(b — a)
ce qui donne
_b—a
Mo = 6

Le poid j1y s’obtient par la formule

b
,ulz/ Ly(z)dx

ce qui donne par le méme type de calculs qu’avant

;(b—a).

b
Mo = / LQ(Z’) dx
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ce qui donne comme ci-dessus
b—a

6

H2 =
On a alors la formule d’approzimation

_b—a
6

I>(f)

f+ar (U5) 4 10) (6.7

qui est une formule d’ordre au moins 2 pour approcher (6.1).
La formule (6.7) s’appelle la formule de Simpson pour approcher (6.1).

6.2.2 Formules de Newton-Cotes

Nous considérons ici le cas particulier ou les noeuds sont équidistants sur 'intervalle
Ja,b[. On se donne p € N* et on pose
b—a

h = .
p

Dans la suite on va considérer deux variantes.
Variante 1.
On pose
rp=a+kh, kel0,p]]

donc xg, x1, - - - ¥, sont des noeuds équidistantes sur I'intervalle [a, b]. On considére alors la
formule de quadrature pour approcher (6.1) :

p
L(f) =Y mef(z) (6.8)
k=0
ou les poids p sont données par la formule (6.5), donc

MZ/M@WEVkQNW

ou Ly, Ly, --- L, sont les polynomes fondamentaux de Lagrange aux points xg, z1, - - - Zp.
La formule (6.8) pour approcher (6.1) s’appelle formule de Newton-Cotes fermée a
(p+1) points. On lui dit "fermée" parce que les deux extrémitées a et b de I'intervalle font
partie des noeuds.

La Proposition 6.1 nous dit que la formule (6.8) est d’ordre au moins p.

Variante 2.

On suppose ici p > 2. On pose

ve=a+kh, kell,p—1]
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donc x4, xa, - - - x,—1 sont des noeuds équidistantes sur l'intervalle [a+h, b—h|. On considére
alors la formule de quadrature pour approcher (6.1) :

p—1
Loo(f) = it (zx) (6.9)
k=1
ou les poids uy sont donnés par les formules
fo=b—a, si p=2 (6.10)
Hr = /b Ly(z)dx, Vkell,p-—1], si p>3 (6.11)

et Ly, Ly, -+ L,_1 sont les polynomes fondamentaux de Lagrange aux points x1, za, - - - 21
(ces polynomes sont différents de ceux de la Variante 1).

La formules (6.9) pour approcher (6.1) s’appelle formule de Newton-Cotes ouverte a
(p—1) points. On lui dit "ouverte" parce que les deux extrémitées a et b de I'intervalle ne
font pas partie des noeuds.

La Proposition 6.1 nous dit que la formule (6.9) est d’ordre au moins p — 2.

Exemples :

1. La formule de trapézes (6.6) est une formule du type Newton-Cotes fermée a deux
points.

2. La formule de Simpson (6.7) est une formule du type Newton-Cotes fermée a 3
points.

3. La formule dite du rectangle définie par

I(f)=(b—a)f (a;b) (6.12)

est une formule de Newton-Cotes ouverte a un seul point.

La proposition suivante, que nous donnons sans preuve, dit que dans certains cas 'ordre
de ces formules peut étre amélioré par rapport a ce que donne la Proposition 6.1.

Proposition 6.2. Pour tout p € N* la formule de Newton-Cotes fermée a p points ainsi
que la formule de Newton-Cotes ouverte a p points sont d’ordre :

p—1 sip est un nombre pair

p si p est un nombre impair.

(on gagne un ordre si p est impair).

Exemple 6.3. la formule de Simpson est d’ordre 3 alors que les formules du trapéze et du
rectangle sont d’ordre 1.

Remarque : En choisissant de maniére "optimale" les points ¢, ¢y, - - - t, on peut beau-
coup améliorer I'ordre de la formule (les points de Gauss, voir TD ?)
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6.2.3 Estimation d’erreur

On considére de nouveau la formule de quadrature (6.2) pour approcher (6.1). Nous
notons dans la suite

ep(f) = I1(f) — L,(f)

qui est ’erreur d’approximation de (6.1) par (6.2).

On cherchera dans la suite & obtenir des estimations de Uerreur e,(f).

Remarque notation : nous utilisons dans la suite la convention y° =1, Yy > 0; donc on
pose aussi 0° = 1 ce qui est assez inhabituel.

Définition 6.4. Pour tout m € N on appelle noyau de Peano d ['ordre m relatif a la
formule de quadrature (6.2) la fonction G, : [a,b] — R donnée par

b p
Gm@wa/[@—yVFHM—Ejmek—wﬂm

ot 2t = max {x,0} est la partie positive de tout nombre réel z.
Lemme 6.1. 1. La fonction z € R — 2zt € R (fonction partie positive) est une
fonction continue sur R.

2. La fonction G, est bien définie et continue.

Démonstration. 1. Ezxercice facile

2. Par composition de fonctions continues la fonction y € [a,b] — [(zx — y)T|™ est
continue donc c’est pareil pour la fonction y € [a,b] — Y 1_ pl(xr —y) ™.
D’autre part, pour tout y € [a,b] la fonction x € [a,b] — [(z — y)T]™ est continue
et bornée. On déduit alors que U'intégrale fab [(z —y)T|™ dx est bien définie.
Finalement pour tout = € [a,b] la fonction y € [a,b] — [(z — y)*]™ est continue,

ce qui nous donne la continnuité de la fonction y — ff [(z —y)T]™ dx (résultat
admis!) Ceci finit la preuve.
[

Remarque 6.3. On peut écrire

Gm(y) = 6p(9m,y>
0l Gmy(x) = [(x —y)*]", Y €la,b].
Nous avons le résultat suivant :

Lemme 6.2. Supposons que la formule de quadrature (6.2) pour approcher (6.1) est d’ordre
au moins m € N el suppososns en plus que [ est de classe C™ ! sur Uintervalle [a, b]. Alors
on a

I0) = 5(H = [ 1" @Gl dy

ot G, est le noyau de Peano donné en Définition 6.4.
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Démonstration. On utilise le développement de Taylor de f avec reste intégral a 'ordre m
autour du point a; nous avons

f(z) = Qm(z) + Ryp(x), Yax€la,b
Qulr) = F(a) + F (@)~ a) + 5 f(0) & —af ++ - [ (@) (x — )"

et
z p(m+1)
e A

Nous observons qu’on peut écrire

b p(m+1)
Rufe) = [ E 0 4"

Par linéarité on a
ep(f) = ep(Q?ﬂ) + ep(Rm)-

D’autre part on a e,(Qn,) = 0 car Q,, € P, (R) et la formule de quadrature est exacte
pour tout polynome de P,,(R). Nous avons alors

o) =tk = [ [[ 2 )" o] a1 )"
@ @ k=0 a

(6.13)
En utilisant le théoréme de Fubini on peut intervertir les intégrales, ce qui donne

[U e s [ 5 ey

Nous avons aussi

P b p(m+1) b p(m+1) p
S i [ L (= [ S -
k=0 @ ' @ ' k=0
Ceci nous donne de (6.13) :

b f(m+1)
o= [ 6, w)a

et finit la preuve. ]

87



6.3 Formules composées

Pour avoir une trés bonne approximation de fab f(x)dx par la formule de quadrature
(6.2) la solution n’est pas d’augmenter le nombre p de noeuds ou poids (le Lemme 6.2 ne
permet pas de déduire en général que |L,(f) — I(f)| — 0 si p — +00).

La solution qui est utilisée est de diviser 'intervalle [a,b] en un nombre "grand" de sous-
intervalles et d’utiliser une formule de quadrature d’ordre pas trop élevé sur chaqun des
sous-intervalles.

Nous considérons alors des nombres ag, aq - - - , a, avec n € N* et

a=ap< a1 <a < - <ap1<a,=>ob.

On a alors , —_—
I(f)= [ f(z)dzx= f(z) dz.
[rma=y [

Pour tout ¢ € [[1,n]] on va faire le changement des variables © = a;_1 + t(a; — a;_1). Nous
considérons pour tout i € [[1,n]] la fonction 0; : R — R définie par

Qz(t) = a;—1 + t(CLi — ai_1>, VteR

et nous remarquons que 6; est une bijection de classe C' de [0,1] dans [a;_1, a;]. Nous
notons aussi g; = f o ;. En faisant le changement des variables x = 6;(t) on arrive a

/ f(x)dx:/Olf(ei(t))(g;(t)dt:/Olgi(t)(ai—ai_1>dt

ce qui nous donne
1
I(f) =) (ai— ai_l)/ gi(t) dt. (6.14)
i=1 0
On utilisera dans la suite une formule simple de quadrature sur Iintervalle [0,1]; nous

considérons p + 1 noeuds distinctes deux a deux tg,t1,--- ,t, € [0,1] (avec p € N) et les
poids g, 11, -+, ptp € R. Pour toute fonction continue g : [0,1] — R on va approcher

fol g(t) dt par la formule de quadrature
P
L(g) = mrg(te). (6.15)
k=0

On revient a la formule (6.14) et on approche fol g:(t) dt en utilisant la formule simple de
quadrature (6.15) avec g; a la place de g. On obtient une approximation I,,, de I(f) donnée
par la formule composée suivante :

n p

Lp(f) = Z(ai —ai1) Z i f(ai-y +t5(a; — ai-1)). (6.16)

i=1
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Remarque 6.4. On pourrait aussi dire qu’on approche faa,l f(z) dx par une formule simple
de quadrature du type y ;_ ka(x,(j)) avec

Vi = (a; — ai- ), @) = aioy + te(a; — a;1).
Remarque 6.5. Trés souvent on considére des points ag,aq, - - a, équidistantes, c’est a
dire, on pose
b—a
n
Dans ce cas on utilise trés souvent les formules composées suivantes :

h:

et a;=a+ih, i€][0,n]].

1. La formule du trapéze composée qui s’obtient en utilisant la formule du trapéze
simple sur [0,1] (prendre p=1,tg = 0,1 = 1, g = 11 = %)7 ce qui donne

b n
[ #a)dn ~ S hg(fa) + o)

/abf(x)dxwh

2. La formule du Simpson composée qui s obtient en utilisant la formule du Simp-
son simple sur [0,1] (prendre p = 2,ty = 0,t; = ,t = 1,19 = j1o = %,ul = %), ce
qui donne

c’est & dire

fla) + f(b)

S Z fa+ih) (6.17)

/abf(a:) dz ~ %Zn: {f(a,-_l) +4f (%) + f(ai)} : (6.18)

On posera dans la suite
enp(f) = ](f) - ]np(f)

qui donne P’erreur d’approximation que nous faisons en approchant I(f) par L,,(f).
On pose aussi

h = max (a; — a;_1)
i€[[1,n]]

et on va prendre en général h "petit". On a le résultat suivant concernant I'erreur d’ap-
proximation

Théoréme 6.1. Supposons que la formule simple de quadrature (6.15) sur [0, 1] est d’ordre
au moins m € N. Alors pour toute fonction f € C™([a,b]) on a la majoration suivante
pour lerreur d’approximation :

e < e E=5mes [,

ot Gy, est le noyau de Peano de la formule (6.15) et

Sp41 = max |f (m+1) (y)|
y€[a,b]
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Démonstration. En utilisant (6.14) et (6.16) on déduit

n

enp(f) = (ai — ai1)ei(f) (6.19)

i=1

avec

o) = [ st =3 walt). Viela)

En utilisant le Lemma 6.2 on déduit

e(f) = / g (1) Go(t) dt

m!

et comme
" () = (@i = ai)™ T F D a0 + ey — aia))

on obtient pour tout i € [[1,n]] :

g )t L
est)] < LZ I [0+ e = ) G
: 0

ol Gy, est le noyau de Peano & Uordre m relatif a la formule de quadrature (6.15).
En utilisant la définition de i on déduit

m+1

e < S / Gu(®)dt, Vi€ [L,n]].

Avec (6.19) cela donne

hm+1 n

eapl ) € oS [ 1G]t 3 (e = i)

=1

ce qui donne le résultat. O

Remarque 6.6. 1. Le noyau de Peano G, dépend uniquement deto,tq1,---t, et po, i1, - -

donc il ne dépend pas de n ou h. On peut donc voir fol |G ()| dt  comme une
constante.

2. On déduit que sous les hypothéses du Théoréme 6.1 il existe une constante C' > 0

telle que
lenp(f)] < Chmt

En général on cherche & avoir h petit (donc n grand) et m assez grand pour avoir
une bonne erreur d’approximation.
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3. Dans le cas des points ag,aq,- - - a, équidistantes (cas traité dans la Remarque 6.5)
nous avons :

pour la formule du trapéze composée :

’enp(f)’ < Ch?

car l'ordre de la formule du trapéze simple est m =1,
pour la formule de Simpson composée :

lenp(f)] < Ch'

car l'ordre de la formule du Simpson simple est m = 3.
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Chapitre 7

Résolution numérique des systémes
algébriques non-linéaires

7.1 Introduction

On se donne un ensemble D C R™ et une fonction f: D — R™ (f est un champ de
vecteurs de dimension n).
On va chercher des racines r de f, c’est a dire, on cherche r € D tel que

f(r)=0. (7.1)

Remarque 7.1. 1. Il n’est pas toujours possible de résoudre (7.1) "a la main" en
donnant une solution "exacte"; on va chercher alors a résoudre ce probléme numé-
riquement, par des algorithmes spécifiques.

2. Sin =1 alors (7.1) est une équation algébrique scalaire, c’est a dire, une équation
avec une inconnue.

3. Sin > 2 alors (7.1) est un systeme algébrique comportant n équations et n incon-
nues.

4. En particulier f peut étre une fonction affine de la forme f(x) = Ax—b, Vz € D
ot A € M, (R) est une matrice carrée de taillen etb € R™. Alors (7.1) est équivalent
au systeme algébrique linéaire Ax = b déja étudié dans des chapitres précédents.

5. Un exemple de situation ot on est amenés a résoudre un systéme du type (7.1)
apparait dans des problemes d’optimisation sans contraintes. St x* € R" est
un point de minimum d’une fonction J : R® — R de classe C' alors x* satisfait
l’équation d’Euler qui s’écrit

VJ(z*) =0.
C’est donc un probléeme du type (7.1) avec f =VJ.
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7.2 La méthode de dichotomie (ou de bissection)

On supposera dans cette section que n = 1, que D est un intervalle dans R et que
f D — R est une fonction continue.
On suppose aussi qu’on a trouvé a,b € D avec a < b tels que f(a)f(b) < 0 (donc f(a) et
f(b) ont des signes opposés).
Par le théoréme des valeurs intermédiaires on sait qu’il existe au moins un élément
r €la,b] (donc r € D car D est un intervalle), tel que f(r) = 0. La méthode de dichotomie
(ou bissection) est une méthode pour approcher numériquement une telle racine r de f.
Cette méthode consiste a encadrer r par des intervalles de longueur de plus en plus petites.
Initialement on sait que r € Ja, b[ donc cette intervalle |a, b est un premier encadrement
pour 7.
Ensuite on pose m = %X et on calcule f(m).
- Si f(m) = 0 alors r = m et on arréte 1’algorithme.
- Si f(m) # 0 alors comme [ est continue, la racine r va se trouver

- dans Ja,m[ si f(a) f(m) <0
- dans |m,b[si f(m) f(b) <0

(il est impossible d’avoir f(a)f(m) > 0 et f(m)f(b) > 0 car en multipliant les deux
inégalitées on trouve f(a)f(b) > 0 ce qui est contradictoire avec I'hypothése faite). Alors
un nouveau encadrement de r sera soit l'intervalle |a, m[ soit |m,b[ qui est chacun un
intervalle de longueur ¢ (la moitié de la longueur de I'encadrement initial). Et ainsi de
suite ...
Ceci nous donne 'algorithme suivant :
Algorithme
On considére a,b € D avec a < b et € >0 (e est le seuil de précision,).
On suppose f(a)f(b) <0; on posen =>b— a.
Tant que n > €

On pose m = aT*b

Test : si f(m)=0 alorsr=m STOP
sinon si f(a)f(m) <0 alorsb=m
sinon a4 =1m
Fin test

On pose n = 3.
Fin "tant que”
On pose r = a (on pourrait aussi poser r =b).

Cet algorithme construit deux suites a® et b*) (avec a?) = a et b = b) tels que

a® <r< pk)

et b — q®) = 89=aD " Ajqrq 1a distance entre la vraie solution qui est 7 et I'approximation

2k
e ) < b(0)_g(0) o .
a® de r est inférieure ou égale a ® 5, quantité qui tend vers 0 si k — +o0.
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7.3 Meéthodes de point fixe

7.3.1 Généralités

Nous écrivons ’équation (7.1) sous une forme équivalente : trouver r € D tel que

g(r)=r (7.2)

avec g : D — R™ une nouvelle fonction (qui dépend de f). En fait il faut introduire g tel
que r est solution de (7.1) si et seulement si 7 est solution de (7.2).

Exemple 7.1. 1. fir) =0 < f(r)+r =r < g(r) = r ou g est définie par
g(x) = f(z)+z, YaxeD.
2. On considére h : D — R avec h(z) # 0, Y @ € D (en particulier h peut étre une
constante non nulle). Alors
f(r)=0 <> h(r)f(r)=0 <> h(r)f(r)+r=r.
Donc Uéquation de départ (7.1) est équivalente & l’équation g(r) =r avec

g(x) =h(z)f(z)+z, VoeDl.
Définition 7.1. Soit Q C RP et ¢ : Q — RP.
a) On dit qu’un élément y € Q est un point fixe de ¢ si
v(y) =y
b) On dit qu’un sous ensemble S de Q) (S C Q) est un ensemble stable pour la fonction

st p(S)CS.

Alors avec les notations précédentes, chercher une racine r de f (voir (7.1)) revient a
chercher un point fixe r de g (voir (7.2)).

Exemple 7.2. Supposons qu’on veut résoudre [’équation suivante
r? —2r —3=0. (7.3)

1l est facile de voir que cette équation admet deux racines réelles qui sontr; = 3 et rg = —1.
Il y a plusieurs possibilités d’écrire (7.3) comme un probléme de point fize :

possibilité 1. On ajoute x ce qui donne : (7.3) <= 2°> —2r — 3 +x = x. Alors x esl
solution de (7.3) si et seulement si x est point fize de g1 avec g1 : R — R définie par

g(r)=2*-1-3, VzeR

possibilité 2. Nous avons

x?—3

(73) <= 2r=2"-3 < 1= 5
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done x est solution de (7.3) si et seulement si x est point fize de go avec go : R — R définie

par
2
-3
92(I)=x 5 Vel

possibilité 3. Nous avons
(7.3) <= 2> =22 +3.

Cette derniere égalité est équivalente a ’équation x = /2x + 3 si on se "contente” des
racine positives uniquement. On dira alors : x est racine positive de (7.3) si et seulement
st x est un point fize de g3 avec g3 : [0, 400 — R définie par

gs(x) =V2x+3, Vael0,+ool

Une maniére naturelle d’essayer d’approcher un point fixe d’une fonction g est la mé-
thode d’approximations successives (appellée aussi méthode de point fixe). Cette
méthode consiste & construire par récurrence une suite {z®},cy C D définie par

{x(k“) = g(2®), VEeN

20 e D donné. (7.4)

Une telle suite va s’appeller suite des approximations successives relatif a la fonction
g.

Remarque 7.2. 1. Pour qu’une telle suite soit définie on doit avoir
2% € D V k € N. Une condition suffisante qui nous assure qu’une telle suite x®
est bien définie pour tout 2(*) € D est

g(D) C D.

(donc D est un ensemble stable pour D).

2. Si g est une fonction continue et si on sait que la suite x¥) est convergente, avec
) — y pour k — 400 avec y € D, alors y est un point five de g (c’est évident en
passant & la limite k — 400 dans la premiére égalité de (7.4)).

7.3.2 Convergence de la méthode des approximations successives

On commence par définir la notion de fonction strictement contractante. Une telle
fonction a la propriété "qu’elle rapproche les images". La définition exacte est la suivante :

Définition 7.2. Soit E C RP et ¢ : E — RP une fonction. On dit que ¢ est stricte-
ment contractante sur E (on dit aussi : une contraction stricte sur E') s’il existe une
constante o avec 0 < a < 1 et une norme || - || sur RP telle que

[o(x) — oWl < alle —yll, Vz,yek. (7.5)

(ou équivalent, ¢ est une fonction lipschitzienne avec une constante de Lipschitz strictement
inférieure a 1).
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Remarque 7.3. Il est évident que toute fonction qui est strictement contractante est aussi
continue car elle est lipschitzienne.

Exemple 7.3. Soit ¢ : R — R avec ¢ de classe C' et telle que
¢ (z)| <a, VzeR

avec « € [0,1]. Alors ¢ est une contraction stricte sur R
(car ¥ x,y € R en utilisant le Théoréme d’accroissement finis (TAF) on a

6(x) — 6(y) = ¢/(2)(w —y), avee z€R

ce qui donne |p(x) — d(y)| = |9 (2)||(x — y)| < alx — y| et ceci donne le résultat).
Par exemple la fonction © +— %cosaz est telle que le module de sa dérivée est toujours
inférieur ou égal a %, donc c’est une contraction stricte sur R.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 7.1. (Théoréme du point fize de Banach-Picard)
Soit E C RP un ensemble fermé et ¢ : E — RP satisfaisant les deux hypothéses suivantes :

¢(E) C E
(donc E est un ensemble stable pour ®) et
¢ est une contraction stricte sur F.

Soit alors o € [0, 1] tel que (7.5) soit satisfaite. Alors
a) [l existe un unique point fize y € E de ¢.
b) Pour tout 0 € E la suite {x")}reny C E définie par récurrence par la relation

g* D) = (%)), VkeN (7.6)
converge vers la point fize y de ¢. En plus nous avons
lz® —yl| <oz —yll, VkeN (7.7)

(donc on a une convergence au moins géométrique de la suite des approximations suc-
cessives ¥ vers le point fize y).

Démonstration. Grace & la propriété de stabilité ®(E) C E de ® la suite z(*) est bien
définie. Pour tout k& € N* nous avons

2+ = 2 = [lg(2®) — 6 D) < alo® - 24D
ce qui nous donne par récurrence

|z — 2] < o ||l2® — 2D < a? |2V —2ED) < - < aF |z — 2O
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Nous avons donc

|z —2® ) < o |2 — 2@, VEeN.

Alors pour tous k,m € N avec m > k on a en utilisant 1'inégalité triangulaire :

m—1 m—1
|20 — 2 ®)|| = H Z[x(jﬂ) — V)] ‘ < Z |20 — 20|
j=k j=k

ce qui avec I'inégalité précédente nous donne
Hm(m) _ x(k)H < Hx(l) _ x(O)” (ak raftt g am—l) .

D’autre part nous avons

1
ak+ak+1+---+am_1 :O./k(l—l—a—f—---a/m_k_l) Sakl
-«
car 0 < o < 1. Nous avons donc
(1) _ 40
|2 — 2®)| < e = 2] of, VkmeN avec k<m. (7.8)

11—«

Cette derniére inégalité nous dit que la suite 2(*) est une suite de Cauchy. Comme le suite
est dans R? alors elle est convergente donc il existe y € RP tel que

+® =y pour k — +oo.

Comme l’ensemble E est fermé et la suite 2¥) est dans F alors y € E.

En passant a la limite £ — 400 dans I'égalité (7.6) et en utilisant la continuité de ¢ nous
déduisons que y est un point fixe de ¢.

[’inégalité (7.7) s’obtient en observant que pour tout k£ € N* on a

l2® =yl = (") = o)l < alla™V —y|

donc
[2® =yl < afa® ) —y|| < o?[a® D —y|| <o < P2 -y

ce qui nous donne (7.7).
Il nous reste & montrer 'unicité de y. Supposons que z € E est un autre point fixe de ¢.
Nous avons

ly = 2ll = lo(y) — o(2) || < ally — =]

ce qui donne ||y — z||[(1 — @) < 0 donc ||y — z|| = 0 (car o < 1) ce qui donne y = z; ceci
finit la preuve. O

On considére ici D € R™ avec D un ensemble ouvert et g : D — R"™ une fonction de
classe C'. On suppose que r € D est un point fixe de g donc r satisfait I'égalité (7.2).
Considérons la suite 2(*) définie par (7.4) (en supposant que cette suite est bien définie).
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Remarque 7.4. Si 29 = r alors la suite *) est bien définie et elle est constante égale &
r. De méme, s’il existe j € N tel que Y9 = r alors la suite est bien définie et est constante
égalle a r pour tout rang supérieur ou égal a 7.

Nous considérons un élément 2(©) arbitraire dans D.
On va noter dans la suite

k)

=z® — . pour tout k € N tel que z* est définie.

(c’est l'erreur d’approximation de r par z(*)). En faisant la différence entre la premiére
égalité de (7.4) et (7.2) on trouve

™D = g(a) — g(r). (7.9)

Commencons par le cas particulier de la dimension 1 (n = 1). En faisant un développement
de Taylor de g autour du point fixe » nous avons

9a®) = g(r) + g (1)(a® — ) + ofe®).
Nous avons alors de (7.9) en "négligeant” le terme o(e®)) :

o+ o)

~g'(r)

"

(ou "~" signifie "proche de"). On en déduit

[e0] ~ g ()] e,
Alors l'erreur d’approximation peut diminuer d’un pas a 'autre (en valeur absolue) si on a

lg'(r)] < 1.

(c’est uniquement une "intuition" qu’il faudra montrer rigoureusement).

Supposons maintenant qu’on est en dimension quelconque n € N*; nous avons un raison-
nement qui est trés analogue au cas n = 1. Dans ce cas aussi on a un développement de
Taylor de g autour de r, qui s’écrit

9() = g(r) + Jy(r) @) = 1) + o(|[e )
ol J,(r) est la matrice Jacobienne de ¢ en . Nous avons encore
e® ) T (r)e®)
et on peut voir que la condition pour avoir la convergence vers r est

1 (r)l| < 1

ou || - || doit étre une norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle notée encore

Avant d’énoncer un résultat rigoureux, donnons la définition suivante :

98



Définition 7.3. On appelle bassin d’attraction pour la méthode itérative (7.4) et pour
le point five r de g I'ensemble des °) € D tels que la suite 2*) donnée par (7.4) est bien
définie et en plus

k)

® S pour k— 4o

Remarque 7.5. 1. Le bassin d’attraction de (7.4) pour le point fize r contient toujours
le point r (car si 10 =1 alors 2 =7, Yk € N).
2. En général on souhaite savoir si le bassin d’attraction contient autre chose que le
point r; par exemple on veut savoir s’il contient un voisinage de r en D.

3. Si le bassin d’attraction est égal a l’ensemble D, qui est le domaine de définition de
g, alors on dira que la méthode itérative (7.4) converge globalement vers le point
fixe r.

Si le bassin d’attraction contient un voisinage de r dans D alors on dira que la
méthode itérative (7.4) converge localement vers le point fize r.

Remarquons que si une méthode itérative converge globalement alors elle converge
localement.

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 7.2. Soit D C R™ avec D ouvert, g : D — R™ une fonction de classe C et
r € D un point fize de g. Considérons || - || une norme en R™ et notons toujours par || - || la
norme matricielle subordonnée associce. Soit *) la suite définie par (7.4) avec %) € D
donnée.
a) Supposons qu’on a

1, < 1. (7.10)

Alors il existe un rayon 3 > 0 avec B(r, 3) C D tel que si 2°) € B(r, B) alors la suite ¥
est bien définie avec x¥) € B(r,8) Vk € N et

2 v pour k— +oo

(Ici B(r,B) est définie en utilisant la norme vectorielle || - || de l'hypothése) .
En plus la convergence est au moins géométrique, c’est & dire il existe o € [0, 1] et une
constante C' > 0 tels que
[z®) — || < Ca¥, VkeN.
On dira alors, quand Uhypothése (7.10) est satisfaite, que r est un point fize attractif de

g.
b) Supposons ici que n =1, D est un intervalle ouvert dans R et

lg'(r)| > 1. (7.11)
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Alors la suite %) si elle est bien définie, ne converge pas vers r (sauf dans le cas ot il
existe 7 € N tel que 29 = r). On dira alors, quand Uhypothése (7.11) est satisfaite, que v
est un point fize repulsif de g.

Démonstration. a) De I'hypothése (7.10), grace a la continuité de l'application z —
|J,(x)]| (car g est de classe C), on déduit qu'’il existe o € [0, 1] et 8 > 0 tels que

[ Jg(2)]| <, Ve B(r,p)

(prendre a € || Jy(r)]], 1[).
Le théoréme d’accroissements finis (TAF) nous donne

lg(z) =gl < sup [ Jy(2)[[ lz —yll, Va,y€ B(rB).
z€B(r,[)

On obtient donc

lg(z) =gl < elle —yll, Vaz,ye Brp). (7.12)
De (7.12) on déduit (prendre y = r)

lg(z) = g(r)ll < allz —rl| < |z —rl], Ve B Pp)
Comme g(r) = r cette derniére inégalité nous donne : ||z — r|| < g = ||g(x) — r|] < B, ce
qui veut dire :

9(B(r,p)) € B(r, B). (7.13)
On déduit de (7.12) et (7.13) que la restriction de g sur B(r, §) satisfait les hypothéses
du Théoréme de point fixe de Banach-Picard (Théoréme 7.1) avec ¢ = g (en fait ¢ =
la restriction de g sur B(r,3)) et E = B(r,). En appliquant ce théoréme, on obtient
immédiatement le résultat attendu.
b) Supposons par absurd que z*) # r. ¥V k € N et que 2% — r pour k — 4o0. Par
continuité de la fonction = — |¢/(z)| on déduit de 'hypothése (7.11) qu'il existe € > 0 tel

que

()] >1, Vaelr—er+e. (7.14)
D’autre part, comme z*) — r il existe un rang ko € N tel que
r—e<z® <r+e Vk2>k.
Comme g(r) = r, en utilsant (TAF), nous avons pour tout k > kg :
g® ) = g™ — g(r) = ¢'(yr) (@™ —7), avec r—e<yp<r+e
ce qui nous donne, grace a (7.14)
|25 — | > 2® — |, V> k.

Comme |z*) — 7| > 0 pour tout k € N, alors la suite réelle |z*) — r| est strictement
positive, croissante a partir du rang kg et elle tend vers 0, ce qui est impossible ; ceci finit

la preuve.
[
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Remarque 7.6. 1. En dimension 1 de l’espace, nous savons que la norme matricielle
subordonnée est la valeur absolue (voir Exemple 4.1). Alors dans le cas n = 1
Uhypothese (7.10) s’écrit

lg'(r)] < 1.

2. La partie a) du Théoreme 7.2 nous dit que si le point fize r de g est attractif alors
on a la convergence locale de la méthode de point fize respective.

Exemples : (en classe).

7.3.3 Ordre de convergence pour la méthode des approximations
successives

Nous donnons d’abord la notion générale d’ordre de convergence .
Définition 7.4. Soit {yxtren C R? une suite convergente, donc il existe y € RP tel que
Yr =y pour k — +o0.

On dit que yy, converge vers y a I’ordre au moins m avec m € [1,400| sl existe kg € N
et C' > 0 constante tels que

[yer1 =yl < Cllye —yll™, VE = ko. (7.15)

Dans la suite nous justifions l'affirmation suivante : plus l'ordre de convergence est
grand, plus la convergence de y; vers y est "rapide”.
En effet, supposons que m > 1 et soit C; > 0 tel que la constante C' de (7.15) s’écrit
C = 07! (donc C; = CY0"=V), En multipliant (7.15) par C; on arrive a

Cillyeer —yll < (Cillye —yl)™, YV E > k.

Notons z, = C|lyx — y|| pour tout k& € N. Alors z; est une suite réelle positive avec z — 0
pour k — 4o00. L’inégalité précédente s’écrit

2k <z YV k2> k.
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Nous avons alors pour tout k > kg assez grand :

2 2 3

2 Sty S ()™ =t < (k) =gl <
et nous obtenons facilement par récurrence
k—1
2 <z, VkI1eN avec k>12> k.

Comme la suite z;, converge vers 0 alors on peut fixer [ assez grand tel que z soit aussi
petit que I'on souhaite ; on peut prendre par exemple z; < % On déduit alors de I'inégalité

précédente
k—1

o < (%) CVE>L (7.16)

Comme m > 1 cela donne une convergence trés rapide de z; vers 0, donc de la suite y
vers la limite y en R? ; en plus on observe que "plus m est grande, plus la convergence sera
rapide".

Par exemple si m = 2 alors (7.16) nous donne la majoration

lye — yll < V>

1 1
a 92k=17
Nous avons le résultat suivant concernant la méthode des approximations successives :

Proposition 7.1. Soit D C R un intervalle ouvert, g : D — R une fonction de classe C?
et r € D un point fize de g. Supposons en plus qu’on a

g'(r)=0. (7.17)

Alors il existe B > 0 avec [r — 3, v+ B] C D tel que pour tout 0 € [r — B, r + ] la suite
=% donnée par (7.4) est bien définie et converge vers le point fize r. En plus le convergence
est au moins d’ordre 2 (on dit aussi que la convergence est au moins quadratique).

Démonstration. Les hypothéses de la partie a) du Théoréme 7.2 sont satisfaites (car
|g'(r)] = 0 < 1). On déduit de ce théoréme qu’il existe § > 0 avec [r — 8, r + 5] C D tel
que pour tout 2 € [r — 3, r + ] la suite 2*) donnée par (7.4) est bien définie, reste dans
lintervalle [r — 5, r + (] et converge vers le point fixe r.

Il nous reste & montrer que la convergence est d’ordre au moins 2. Pour cela nous faisons
le développement de Taylor a I'ordre 2 de g autour de r, ce qui nous donne

1
o2) = o) + (1) €%+ 1/ (0 + )
avec 0 €]0, 1] (rapppel : e®) = ) — 7). Comme g(r) = r et ¢'(r) = 0 ceci nous donne
1
gD o = 59”(7" + Ore®) (e™)2. (7.18)
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On va noter
My= sup |g"()]
xe[r—ﬁ,r—i-ﬁ]
et on a My < 400 car g € C?*(D). Remarquons aussi que
7+ 0re®™ € [r — B,7 + B] pour tout k € N. On déduit alors de (7.18) :

|e(k+1)\ < M2|e(k)|2, VkeN

ce qui nous donne le résultat. O

Exemple : (en classe)

7.4 La méthode de Newton

Dans cette section on suppose n = 1. Soit D C R un intervalle et f : D — R une
fonction de classe C'. Soit 7 € D une racine de f, donc r satisfait (7.1). On considére ici
une maniére particuliére d’obtenir une suite approximante de r. Pour un (¥ € D donné
on considére la droite tangente en (29, f(z(?))) au graph de la fonction f; 'équation de
cette droite est

y = f(@?) + (2 —20) f' ().

On va considérer la point d’abscisse x ol cette droite intersecte ’axe horizontale, c¢’est a
dire, on pose y = 0 dans 1’égalité précédente ; cela donne

OB f($(0)>
f(z)

et cette abscisse x sera I'élément () de la suite approximante. Il faut pour cela avoir
f'(z©) # 0. De la méme maniére on obtient ) a partir de 1), etc ..
Alors la suite que nous construisons se defini par la relation de réccurence suivante :

k+1) _ o .(k fa®)

29 ¢ D donné.

r =2

Cette méthode s’appelle méthode (ou algorithme) de Newton.

Remarque 7.7. Pour que la suite ¥ construite par cette méthode soit bien définie il faut

¥ eD et fa®™)#£0, VEeN.
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Dans la suite nous posons
Di={zeD, f(z)#0} D

et nous introduisons la fonction ¢ : D; — R définie par

_ . f=)
o) =x— Fila) Ve Dy. (7.20)
Nous avons pour tout z € D :
x:gp(x):)x:x—}f/(é)) <~ f(z)=0

c’est & dire x € D, est point fixe de ¢ si et seulement si = est racine de f.

Remarque 7.8. Supposons que la racine r de f est telle que f'(r) # 0, c¢’est a dire r € D;.
Alors r est un point fize de @. En plus la relation de réccurence (7.19) n’est autre que la
méthode des approzimations successives relative & la fonction ¢, car (7.19) s’écrit

) = (g ®),

Nous finissons ce chapitre par le résultat suivant de convergence pour la méthode de
Newton :

Théoréme 7.3. Soit D C R un intervalle ouvert, f : D — R de classe C% et r € D telle
que

f(r) = 0.
Supposons en plus que

fi(r) #0.
Alors il existe 3 > 0 avec [r — 8, r + 8] C D tel que pour tout ¥ € [r — 8, r+ 8] la
suite 1% donnée par la méthode itérative (7.19) est bien définie et on a %) — r pour
k — +o00. En plus la convergence de ) vers r est au moins d’ordre 2.
Démonstration. On fera la preuve sous 'hypothése plus forte f € C3(D) et on va admettre
le résultat pour f € C%(D).
Considérons la fonction ¢ définie par (7.20). Comme f'(r) # 0, par continuité de f’ il existe
un intervalle ouverte V' qui contient r avec V' C D tel que

f'(x)#0, VaxeV

(donc V' C Dy). Alors il est clair que o est bien définie sur V et o € C%(V) (car f € C?(D)).
Rappelons que 7 est un point fixe de ¢ (voir Remarque 7.8).
D’autre part nous avons pour tout z € V' :

f'(@) f'(x) = fe)f"(x) _ fx)f"(x)

/
Pl =t PP PP
Ceci nous donne
¢'(r) =0.
On peut alors appliquer la Proposition 7.1 avec V' a la place de D et ¢ a la place de g et
on obtient le résultat. O]
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Chapitre 8

Aspects théoriques et numérique sur les
systémes d’équations différentielles

ordinaires (EDO)

8.1 Cadre général théorique

8.1.1 Introduction

On se donne I C R un intervalle ouvert, un nombre d € N*, un ensemble ouvert U C R?

et une fonction continue
fi

2
f:IxU—=Rlavec f=]| - |oufp,=1xUrRpourtout k=1,2,--d.

fa
On va noter les variables de f par ¢t € [ et © = (1,29, --x4) € U, donc on a f(t,x) ou

f(thly Loy -+ 'In)
On cherche un intervalle ouvert J C I et une fonction y : J — U ou

1

Y2
y=1| - | et yo: J—>R VEk=1,2,---davecy € C'(J) et tels que

Ya

y(t)=ftylt), vteld (8.1)
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c’est a dire, pour tout t € J :

yi(t) = filt,ya(t),y2(t), - yalt))
= folt,y1(t),v2(t), - - - va(t))
(8.2)

) = St (8, 3m(0)s - val®)).

On dira que (8.1) ou (8.2) est un systéme d’équations différentielles ordinaire (EDO)
d’ordre 1 ou encore une équation différentielle ordinaire vectorielle d’ordre 1.

Remarque 8.1. 1. En général on cherche J le plus "grand" que possible; quand J
peut étre pris égal o I alors on dit que y est une solution globale.

2. Dans le cas d = 1 le systeme se réduit & une seule équation; on dit alors qu’on a
une équation différentielle scalaire d’ordre 1.

3. On dit que ’EDO (8.1) est d’ordre 1 car il fait intervenir la dérivée de l'inconnue
y a lordre 1 seulement.

En général on peut avoir une infinité des solutions de (8.1).

Le plus souvent on cherche a résoudre le systéme (8.1) avec ce qu’on appelle une “condition
initiale”, c’est & dire, on se donne ty € I et y° € U, y° = (3,49, ---y9)T € U et on cherche
un intervalle ouvert J C I tel que ty € J et une fonction y : J — U satisfaisant (8.1) ainsi
que la condition initiale

y(to) = ¢°. (8.3)
On appelle alors probléme de Cauchy le systéme (8.1) et (8.3).
On verra dans cette section un résultat d’existence et unicité d’une solution pour les pro-
blémes de Cauchy, sous des hypothéses appropriées.

Remarque 8.2. Si f est indépendante de t (donc f : U — R?) alors le systéme (8.1)
s’écrit y' = f(y) et s’appelle systéme d’équations différentielles autonome.

Nous avons a faire trés souvent & des équations différentielles scalaires d’ordre supérieur
a 1. Ce sont des équations différentielles du type suivant : on se donne une fonction continue
g: I xRY— R, g(t, o1, 79, -+ x4) et on cherche un intervalle ouvert J C I et une fonction
z:J — R de classe C? tels que

2D(t) = g(t, 2(t), 2 (1), 2" (1), - - - 2 V(t) Viel (8.4)

On dira alors que (8.4) est une ’équation différentielle scalaire d’ordre d.
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Remarque 8.3. On peut ramener la résolution de (8.4) a la résolution d’un systéme de
type (8.1) ou (8.2) de la maniére suivante : on introduit des nouvelles inconnues

(t)
'(t)

21 (t)

2(t) = z

zq(t) = 27V (1)

Si z satisfait (8.4) alors (21, 22, - zq4) satisfait le systéeme différentiel d’ordre 1 suivant :

2h =23
, —_—
Zd—l — Zd

Zéz = 9(t721722, T Zd)

et réciproquement, st 21, zZa, - - - 2q Ssatisfont ce dernier systéme alors en posant z = zy alors
z satisfait (8.4).
En posant Z = (21, 23, - 2q)T, le systéme ci-dessus s’écrit sous la forme vectorielle

Z'(t)y=F(t,2)
ot la fonction F :I xRY = RY est définie par

T2
T3
(t, w1, 2o, 2q)" > F(t, 21,20, 2q) =
Tq
g(t7 L1, T2y xd)

Exemple en mécanique :
Nous considérons le mouvement rectiligne d’un corp sous I'action d’une force donnée, qui
dépend uniquement de la position et de la vitesse du corp.
Nous notons t € R le temps, z(t) la position et 2'(¢) la vitesse du corp. En supposant que

la masse du corp est égale a 1 et en appliquant la deuxiéme loi de Newton on voit que z
satisfait 'EDO d’ordre 2 suivante :

Z(t) = g(2(1), 2 (1))

ot g : R? — R est une fonction donnée; g(z1,zs) représente la force qui s’exerce sur un
corp se trouvant a la position z; et ayant la vitesse .
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En notant z; = z et 29 = 2’ cette EDO d’ordre 2 est équivalente au systéme EDO d’ordre

1 suivant :
z(t) = Z(t)

() = g(z(t), 2(1))
En notant Z = (z1, 29)7, ce systéme peut s’écrire sous la forme vectorielle
Z'(t) = f(t, Z(1))

avec f:R3?+ R? la fonction donnée par

f(t,zy,20) = < g(x:f?xg) ) VY (t, 71, 75) € R,

Remarquer que f est indépendante du temps ¢ et donc ce systéme EDO est autonome.

8.1.2 Quelques cas particuliers de résolution "a la main" des EDO
Le cas linéaire a coefficients constants

C’est le cas ou dans (8.1) on a U =R?, f: ] x R?Y — R? avec
f(t,x) = Az +b(t), V (t,z)eIxR

Ici A et b sont données, A € My(R) matrice constante et b : I — R? est une fonction
continue. Le systéme EDO (8.1) s’écrit alors

Y = Ay + b(t) (8.5)

Rappelons que dans ce cas il existe une solution unique du probléme de Cauchy (8.5), (8.3)
qui est définie sur tout I'intervalle I et qui est donnée par la formule de Duhamel :

t
y(t) = e y0 / eI p(s)ds, Viel (8.6)

to

(Rappel : par définition Vp € N*, VB € M,(R) ona e = —B’ € M,(R)).

B n’est autre

Remarquons que si dans la formule ci-dessus on prend p =1 et B € R alors e
que 'exponentielle habituelle d’un nombre réel.

Rappelons que pour déduire (8.6) on montre d’abord que la solution de (8.5), (8.3) s’écrit
comme la somme de la solution générale de I’équation homogéne correspondante (celle
obtenue en prenant b = 0 en (8.5)) et d’une solution particuliére de (8.5) qui peut s’obtenir

en utilisant la méthode de variation de la constante.
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Le cas linéaire en dimension 1

C’est le cas ou dans (8.1) on prend d =1,U =R et f: I x R — R est donnée par
ft,z) =a(t)x+b(t), V(t,x)elxR

avec a,b: I — R des fonctions continues données.
L’EDO va donc s’écrire

"= a(t)y + b(t) (8.7)

Rappelons que dans ce cas aussi il existe une solution unique du probléme de Cauchy (8.7),
(8.3) qui est définie sur tout I'intervalle I et qui est donnée par la version suivante de la
formule de Duhamel :

y(t) = exp (/t:a(s)ds) y° + /t: exp (/:a(T)dT) b(s)ds, Vtel. (8.8)

Remarque 8.4. Si a est une constante a € R alors fst a(t)dr = a(t — s) et (8.8) devient
¢
y(t) = eltt0)ay0 4 / e =p(s)ds, Vtel
to

qui est aussi le cas particulier d =1 et A = a de (8.6).

Remarque : Il n’existe pas de méthode standard pour résoudre un systéme EDO a
coefficients variables de la forme

Yy =A(t)y +0b(t)

si d > 2 avec la matrice A dépendante de t¢.

Le cas des variables séparées

Dans cette partieonad=1et f: I x U — R de la forme : on considére I et U deux
intervalles ouvertes dans R

flt,x) =a(t) B(x), V(t,z)elxU

avec a: I - Ret f:U — R des fonctions données continues.
Alors (8.1) devient PEDO scalaire : trouver J intervalle avec J C I et y : J — R de classe
C* tels que

y(t) = a(t) By(t)), Vi (8.9)
On appelle une telle équation équation différentielle & variables séparées.
Dans la suite nous montrons comment résoudre en général une équation du type (8.9).
Nous supposons que  n’est pas la fonction constante 0.
Nous notons par M C U 'ensemble de toutes les racines de 3, donc

M={zeU, p(z)=0}
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(M C Uet M # U et peut étre 'ensemble vide @)). L’ensemble M est fermé (car
M = B371({0}) et le singleton {0} est un ensemble fermé) donc I'ensemble U\ M est ouvert.

Il est évident que si M n’est pas ’ensemble vide alors pour tout » € M la fonction constante
y(t) =r VYt € I, est une solution de I’équation différentielle (8.9) (Iintervalle ouvert J
ol y est définie sera alors J = I).

Pour trouver d’autres solutions que les fonctions constantes, nous considérons B une
primitive de la fonction %3 sur U \ M, donc B est une fonction de classe C! sur I'ensemble

ouvert U \ M tel que
VaeeU\M.

(une telle primitive existe car % est une fonction continue sur J \ M).
D’autre part, soit A une primitive de « sur I, c¢’est a dire :

At)y=at), Vtel.
Nous avons

Théoréme 8.1. Soit J C I un intervalle ouvert et y : J — U une fonction de classe C!
telle que

Bly(t)) #0, VielJ

(autrement dit : y(t) e U\ M, VtelJ).
Alors y est une solution de (8.9) si et seulement si il existe une constante C' € R tel que

B(y(t)) = A(t)+C, Vte (8.10)
Démonstration. * =" Si y est solution de (8.9) alors en divisant cette équation par
B(y(t)) (car non nulle) on a
VO _ ), vied
By(t))

ce qui est équivalent a
d d
—B(y(t)) = —A(t Vitel.

Il est clair alors qu'il existe C' € R tel qu’on a (8.10).
“<«=" Siy est solution de (8.10) alors en dérivant cette égalité en ¢ on trouve immé-
diatement (8.9). O

Exemple 8.1. On se propose de résoudre [’équation différentielle
y =ty (8.11)
C’est une équation différentielle du type (8.9) (& variables séparées) avec

I=R
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U=R
alt)=t, VteR
B(z) =2 VzecR
donc f : R xR — R donnée par

ft,x) =tz®, V(t,z) € R%.

Cherchons d’abord les racines de 3 : nous avons B(r) = 0 < 1> = 0 < r = 0, donc
M = {0}. Nous avons alors immédiatement une solution de (8.11) :
J=Retylt)=0 VteR.

Pour trouver d’éventuelles solutions non nulles, nous divisons l'équation (8.11) par
y*(t) (en supposant y(t) #0 Vt). On a alors

qui est équivalent a

1
- Y. 8.12
; (8.12)

Remarque : On aurait pu arriver o (8.12), en appliquant directement le Théoréme
8.1; pour ceci on introduit une primitive de ;7127 c’est a dire B : R\ {0} — R avec

1
B(z)=——, Yz #0
x
et une primitive de t, c’est a dire A : R — R avec
t2

Alors (8.12) est une conséquence directe de ['éqalité (8.10) du Théoréme 8.1.
Pour trowver les solutions non nulles de (8.11) il suffira alors d’exprimer y(t) en fonc-
tion de t a partir de (8.12). Nous avons

1 2
y(t) = T2/ 0 210
2)2+C £#+20
Done pour toute constante C' € R nous avons une solution

2

y(t) = o0 (8.13)
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Il reste a trouver lintervalle ouvert J de définition de la solution y. Nous avons les cas
suivants :

Cas1l): C>0.

Dans ce cas comme la solution (8.13) est définie pour tout t € R on a J = R.

Cas 2): C=0.

Dans ce cas comme la solution (8.13) est définie pour tout t # 0 on a J =] — oo, 0] ou
J =10, +o0l.

Cas 3): C<0.

Comme dans ce cas la solution (8.13) est définie pour tout t # £/ —2C on a

J=]—00, =vV/=2C[ou J =] —+-2C, V=2C] ou J = |v/—-2C, +o0|.

D’autre part, considérons ’équation différentielle (8.11) avec condition initiale
y(l) =2 (8.14)

(on a donc un probleme de Cauchy; ici to = 1 et y° = 2). Nous considérons d’abord la
solution constante y(t) = 0 VYt € R et nous observons que cette solution ne peut pas
satisfaire (8.14).

Regardons alors les solutions données par (8.13). On est amenés a résoudre ’équation avec

inconnue C : 5

“1r20 °
ce qui donne comme seule solution C = —1. Comme C' < 0 on est dans le Cas 3) et
il y a 3 choix possibles pour l'intervalle J ; on prendra celui qui contient to = 1, donc
J =1—+2, V2[. Donc en conclusion la solution du probléme de Cauchy (8.11) et (8.14)
est donnée pary:|— V2, \/5[ — R avec
y(t):L Vie]—v2, V2.

2 — 2’

8.1.3 Reésultat téoriques d’existence et unicité pour le probléme
de Cauchy

Nous admettons le résultat suivant d’existence et unicité pour le probléme de Cauchy
(8.1) et (8.3) :

Théoréme 8.2. (Théoreme de Cauchy-Lipschitz local). Supposons que f est continue et
qu’elle est "localement lipschitzienne en x", c¢’est a dire, il existe un voisinage I; de ty avec
I, C I, un voisinage Uy de y° avec Uy C U et aussi une constante L > 0 tels que

[t u) = F0)[ < Llu=vf|, Vielh, YVuvel

(n’importe quelle norme || - || sur R? peut étre utilisée).

Alors il existe v > 0 avec |tg — 1, to +7[C Iy et y: Jto — 71, to+ 7] — U avec

y € CY(Jto — 7, to + 7[), solution de (8.1) (8.3); en plus cette solution y est unique sur
Uintervalle |ty —r, to + r[. En plus pour tout m € N* si f est de classe C™ alors y est de
classe C™ 1.
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Remarque 8.5. 1. Ce théoréme nous donne seulement une solution "locale", c¢’est a
dire, définie sur un voisinage |to—r, to+r| de to ; ce résultat ne permet pas de savoir
st cette solution peut se "prolonger” en dehors de ce voisinage, éventuellement sur
tout le ouvert I pour obtenir une solution globale.

2. Les hypotheses de ce théoreme sont satisfaites dans le cas (trés fréquent) ou f € C*;
c¢’est une conséquence du (TAF).

Exemple 8.2. Considérons le probleme de Cauchy vu dans ’Exemple 8.1; icid =1, I =
U=R, f(t,z) =tx® V (t,x) € R? ty =1 et y* =2. Comme f € C' le théoreme 8.2
s’applique ce qui nous donne ['existence d’un r > 0 et d’une solution unique y définie au
moins sur Uintervalle |1 —r, 14+ 1r[ (ceci est confirmée par le calcul de la solution "a la
main" fait dans I’Fxemple 8.1. Mais dans ce cas cette solution ne se prolonges pas a une
solution globale (c’est a dire, définie sur R).

Une question importante qui se pose pour le probléme de Cauchy (8.1) et (8.3) donné
est : a-t-on une solution globale ?
Il y a deux types de résultats connus qui permettent de répondre positivement & cette
question :

— Un résultat appellé théoréme des bouts qui permet de prolonger la solution locale
donnée par le Théoréme 8.2 &4 une solution globale. C’est basé sur le fait de pouvoir
obtenir des estimations appropriées pour la solution locale; ce résultat dépasse le
cadre de ce cours.

— On a un résultat qui donne directement une solution globale; c’est le théoréme
suivant que nous admettons sans preuve.

Théoréme 8.3. (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz global). Supposons qu’on a :
U =R? f est une fonction continue et en plus f est une fonction globalement lipschit-
zienne en x, c’est a dire : il existe L > 0 telle que

If(tu) — f(t0)| < Lu—v|, Vtel, YuuveR (8.15)

Alors il existe y - I — RY avec y € CY(I) solution de (8.1) et (8.3) et cette solution est
unique sur I. En plus pour tout m € N* si f est de classe C™ alors y est de classe C™ 1L,

Remarque 8.6. L’hypothese "f est globalement lipschitzienne en x" est beaucoup plus
restrictive que l’hypothése "f est localement lipschitzienne en x" du Théoreme 8.2. Le fait
d’avoir f € C' ne suffit pas pour déduire que f est globalement lipschitzienne en x. Par
exemple la fonction f de UEzemple 8.1 est de classe C' mais elle n'est pas globalement
lipschitzienne en x (pour voir cela observer que

|f(17n+1) _f(lan)|

1 =(n+1)2-n*=2n+1— +oo, si n— +0c0.)
n+l-n

Donc le Théoréme 8.3 ne s’applique pas pour cet exemple et cela est cohérent avec le fait
qu’il n’y a pas de solution globale pour le probléme de Cauchy (8.11) et (8.14).
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Exemple 8.3. Considérons le systeme EDO linéaire avec coefficients constants qui est le
probléeme de Cauchy (8.5) et (8.3) avec U =R et f: I x R? — R¢ donnée par

f(t,z) = Ax +b(t), VY (t,x) €l xR?

avec A € M4(R) matrice constante et b= I — R? fonction continue.
Il est clair que f est une fonction continue. D’autre part, pour toust € I et u,v € R? on a

1f(tw) = f(& o)l = [|Au+b(t) — Av = b(E)|| = [|A(u — v)[| < [|A]l [lu — o]

ot la norme utilisée pour écrire ||A| est la norme matricielle subordonnée a la norme
vectorielle arbitraire || - ||. Ceci nous dit que 'hypothé (8.15) est satisfaite avec L = || A]|.
Alors le Théoreme 8.3 s’applique et on a existence et l'unicité globale d’une solution pour
ce probleme de Cauchy.

8.2 Reésolution numérique des systémes EDO

8.2.1 Généralités

Dans la plupart des cas il n’est pas possible d’obtenir des solution "a la main" (ou des
solutions explicites) pour les EDO ; on cherche alors & donner une approximation numérique
pour la solution du probléme qui nous intéresse.

Nous considérons dans cette section le probléme de Cauchy (8.1) et (8.3) et nous supposons
que ce probléme admet une solution y : J — U, y € C'(J) avec J C [ intervalle ouvert.
Soit T' > 0 et supposons que la solution y(t) est définie sur 'intervalle [to, ¢y + T (donc
on a forcément Iinclusion [tg,ty + T] C J). Pour obtenir une approximation numérique
de y nous faisons une discrétisation de Uintervalle [tg,to + T ; nous prennons N € N* et
to,tl, cee tN avec

to<ti < -+« <ty=to+T

et tels que si nous notons h, = t,41 — t, pour tout n € [[0, N — 1]] nous avons que
maxpe(o,n—1]) b est "petite" (donc forcément N est "grand").
Le plus souvent on prend h, constant, c’est a dire on pose h = % et on pose

th =to+nh, Vnel0,N]

donc h, = h pour tout n.

On construira dans chaque point ¢, de la discrétisation de intervalle [tg,to + T une
approximation de y(t,) que nous notons par y™ € U. On va écrire y™ ~ y(t,). Comme
y(tg) = y° connue alors il est naturel de poser

On va procéder par récurrence sur n : on suppose ™ connue et on va construire 31,
ceci pour tout n € [[0, N — 1]]. Ce type de méthodes s’appellent méthodes a un pas; il
y a aussi des méthodes a deux ou plusieurs pas qui ne seront pas abordées dans ce cours.
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8.2.2 Les méthodes explicites usuelles
La méthodes d’Euler explicite

Nous décrivons comment construire y(l) a partir de y(o) = 9% connue. Comme t; est
"proche" de ty alors pour tout i € [[1,d]] y;(t1) sera "proche" de z;(t1) ou z(t) est la
tangente au point (to,y;(to)) au graph de la fonction y;(t). On a

zi(t) = yi(to) + yi(to)(t1 — to)
(1)

) = zi(t)). Comme y!(ty) = fi(to,y”) on a alors

i =y + hofite, y™®)
et comme cette égalité est vraie pour tout i € [[1,d]] on obtient 'égalité vectorielle
y D =y + hof(to,y)

On va procéder de la méme maniére pour construire y® & partir de y(!), ce qui nous donne

y® =y + hy f(t,yD)

et on va prendre y

et ainsi de suite ..

Nous avons en général la relation suivante de récurrence qui donne y™*1) en fonction de
y™

y(n+1) = y(n) + o f (tn, y(n))a n < [[0’ N — 1“
y© =4° donnée.

C’est la méthode d’Euler explicite.

La méthode de Taylor

(C’est une méthode qui utilise le développement de Taylor a 'ordre 2. Nous supposons
ici f € C? donc la solution exacte y est dans C3. Pour tout n € [[0, N — 1]] la solution y
satisfait

Y(tnsr) = y(tn) + It/ (tn) + %hiy”(tn) +O0(hy). (8.16)
Nous avons pour tout t € [ :
y(t) = f(ty(t))
(done y'(tn) = f(tn, y(tn))) et

V(0= S0 = i) = %

ou Js, est la matrice Jacobienne de f par rapport a x, ce qui donne pour tout
ne[0,N—1]]:

(tv y(ﬂ) + ‘]f,z <t7 y<t)) y/<t)

(1) = (b0, 0(00)) + Tyt () St (00)
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En utilisant (8.16) nous obtenons :

tas2) = 9(0) I 00)) + 2 | T2 1))+ Tyt 1) (0] + 008

ot
En approchant y(t,) par ™ nous obtenons la méthode de Taylor qui s’écrit

n n n h?z af n n n
y( = y( ) + hnf(tnay( )) + ? |:E(tmy( )) + Jf,ac(tmy( ))f(tnyy( )):| , ne [[07N - 1”

y© = 4% donnée

Exemple 8.4. Sid=1, I=U=R et f(t,z) =tz V (t,x) € R? alors comme
%—{(t, x)=x et Jp,(t,x) = g—i(t,x) =t, la méthode de Taylor s’écrit

h2
y " =y hatay™ + [y + 5] 0 € [0, N = 1]).

Les méthodes de Runge-Kutta explicites

Nous présentons maintenant une autre maniére de construire un schéma numérique. En
intégrant 'EDO (8.1) pour ¢ de t,, a t,,1 on obtient

M%n:mm+[WUmMMﬁ,vnHMN—m. (8.17)

L’idée est d’approcher I'intégrale qui apparait dans cette égalité en utilisant des méthodes
d’approximations des intégrales, méthodes vues au Chapitre 6. En remplagant ensuite y(t)
par y*) on obtient un schéma numeérique.

Par exemple on peut utiliser une formule de rectange qui utilise le point de gauche de
I'intervalle, ce qui donne

/tt"“ Fty(t) dt ~ (tnpr —ta) f(tn, y(tn))

n

et nous retrouvons le schéma d’Euler explicite

y Y =yt (tnr — ) f(tn, ™).

Nous utilisons maintenant une méthode de rectangle qui utilise le point de milieu de 1'in-
tervalle, ce qui donne

[“V@mmﬁ~wm—mvmﬂmewm

oll nous notons t, /2 = t, + %", le milieu de Uintervalle [t,,, t,11].
Ensuite y(t,11/2) sera approché en utilisant un schéma d’Euler explicite sur I'intervalle
[tna tn+1/2] .

o)~ ylta) + 2t (i)
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Nous avons alors 'approximation

[ sty de s g (104 % )+ 5 A v(e))

qui nous donne le schéma suivant :

o, Py
YO Z ) g (tn pl ot y<ﬂ>>) S VneloN-1 (818

avec toujours y(© = ¢° donnée.
Il est plus pratique d’écrire ce schéma en deux étapes (ou "étages") :

B B
ko= f <tn + 5 y™ 4 7k1> (8.19)
yt =y 4 ke

Le schéma (8.18) ou (8.19) s’appelle schéma de Runge-Kutta explicit d’ordre 2 (ou &
2 étages).

Dans la suite nous allons généraliser ce schéma. Considérons n € [[0, N — 1]] fixé. Nous
introduisons une sous-division de Uintervalle [t,, t,11]; pour cela nous considérons s € N
avec s > 2 et des nombres réels ¢y, o, - - - 5 avec

O=c<e<ca<--<c <1

Nous posons
tnﬂ' = tn + Cihn, Vi€ [[1, SH

donc nous avons t, =t,1 <t,o <t,3 <t,s < thi1.
En intégrant 'EDO (8.1) pour ¢ de t,, a t,,; on obtient

tn,i
Y(tni) = y(tn) + / flty()dt, Viel2s]]. (8.20)
tn
Nous allons approcher I'intégrale ci-dessus en utilisant comme noeuds les points ¢,, 1, 52, - tn,i—1

et comme poids des nombres de la forme hna; 1, hypai, - - hnaii—1 o0 (aij)jeq,i—1) sont
des nombres & fixer. Nous avons alors

it )~ y(t) b D 00 b 9lts)) Vi [2,5])

Nous notons par y™ une approximation de y(tn;) et Iégalité précédente nous suggére la
définition suivante (récursive en i) pour y™? :

y(nvl) - y(n)
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et
i—1

y(mi) =y 4 hnzai,jf(tn,ja y "), Ve [[2,s]). (8.21)
j=1

Notons maintenant par k; une approximation de f(¢,,, y(t,,;)) donnée par
ki = f(tng, y™), Vie[[l,s].

Nous avons
kl - f(tm y(n)>

et grace a (8.21) nous obtenons la relation de récurrence en i :
i—1
ki = ftni, ™ + 0o Y aighy), Vi€ [[2,8]):
j=1

Finalement, nous utilisons (8.17) et nous approchons l'intégrale qui apparait dans cette
égalité en utilisant comme noeuds les points ¢, 1, ¢, 2, - - ¢, s €t comme poids des nombres
de la forme h,by, h,bs, - - - h,bs avec by, ---b, & fixer. Ceci nous donne le schéma suivant
appellé schéma de Runge-Kutta explicite a s étages :

( kl = f(tnv y(n))
ky = f (tn + cohy, y(n) + hna2,1k1)

ks = f (tn + c3hn, Y™ + hy(az1k; + asok
3 f( 3 Yy ( 3,171 3,2 2)) (8.22)
ks = f (tn + Cshn7 y(n) + hn(as,lkl + as,2k2 + -+ as,sflksfl>)
Ly =y + (b + bok + - - + boky)
avec les données : s € N, s > 2 et
(ci)iczsls (bi)ics]s  (@ig)i<jci<s
des nombres réels tels que 0 < ¢y < --- < ¢, < 1. On identifie un tel schéma de Runge-

Kutta par la donnée de tous ces nombres qui sont les paramétres du schéma. On peut
mettre ces donnés (donc le schéma de Runge-Kutta respectif) dans un tableau de la forme
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Par exemple le schéma de Runge-Kutta explicit d’ordre 2 (8.19) est un schéma de Runge-
Kutta explicit a 2 étages dont le tableau est le suivant :

Icionas=2c =120 =00b=1etay =1

Un autre exemple beaucoup utilisé dans la pratique est le schéma dont le tableau est le
suivant :

On a donc
s=4, cy=c3=
et
Q21 = Q32 = 57 a31 = Q4,1 = Q42 = 0, Q43 = 1.

Le schéma s’écrit alors
( kl = f(trw y(’ﬂ))

1 1
ko = f(t,+ =h,, " + =h,k
2 f ( + 2 9 3/ + 2 1>

1 1
ks = f | tn+ =hn, y™ + Zh,k
3 f ( + 9 , Y + 92 2>
ky = f (tn + hn7 ?/(n) + hnk?))

1 1 1 1
y "t =y 4 hy, (_kl + Sk + ks + —k’4>

6 3 3 6

et il est connu sous le nom de schéma de Runge-Kutta explicite d’ordre 4.

\

8.2.3 Meéthodes implicites

Remarquons d’abord qu’il y a une autre maniére d’obtenir le schéma d’Euler explicite.
Considérons de nouveau I'égalité (8.17) obtenue en intégrant (8.1) en ¢ de ¢, & t,41. On
appproche ensuite ftt,:’“ f(t,y(t)) dt avec une méthode de rectangle qui utilise le point de
gauche

/ T E ) dt ~ (st — ) (b y())

n
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Le schéma d’Euler explicite s’obtient alors en remplagant y(ty) par y(’“), ce qui donne
y(n+1) — y(n) + hnf(tm yn) t

Si maintenant on appproche ft:H f(t,y(t)) dt avec une méthode de rectangle qui utilise
le point, de droite :

/t @) b~ (g — 1) g (i)

et on remplace encore y(t;) par y**) on obtient ce quon appelle le schéma d’Euler
implicit qui s’écrit

y " =y b f(ta, y™Y), Ve [0, N - 1] (8.23)

avec toujours y(© = 40 donnée.
Ici nous supposons encore que y™ est connue et nous voulons trouver y™*Y. Le calcul
de y™*t1 & partir de I'égalité (8.23) n’est pas immédiat, car il faut résoudre une équation
algébrique avec inconnue y™*1) | en fait un systéme algébrique non-linéaire avec d équations
et d inconnues.
On peut utiliser pour cela des méthodes numériques apprises au Chapitre 7, par exemple
la méthode des approximations successives.

Il existe encore des méthodes de Runge-Kutta implicites, mais elles dépassent le cadre
de ce cours.

8.2.4 Estimations d’erreur pour les schémas explicites

On va supposer dans cette subsection que U = R? et que f est une fonction continue.
On va considérer ici des schémas numériques générales de la forme

y" ) =y 4 (8, Y™, hy), mo€ [0, N —1]] (8.24)
avec toujours
y @ =4° donnée. (8.25)
Ici la fonction @ est telle que @ : [tg, to + T] x RY x [0, h*] — R? avec 0 < h* < T et

h* "assez petit".

Remarque 8.7. Tous les schémas explicites vu dans la partie 8.2.2 sont des cas particuliers
de (8.24). Par exemple :
— Le schéma d’Euler explicite correspond au ®(t,z,h) = f(t,x)
— Pour le schéma de Runge-Kutta explicite d’ordre 2 on a
O(t,x, h) = ft+2 v+ Lf(t ).

Définition 8.1. On appelle erreur de consistance du schéma (8.24) pour approcher
(8.1) (on peut préciser : au temps t pour une solution y et pour le pas de temps h)
lexpression

1
R(t,y,h) = 2 ly(t+h) —y(t)] = @(t,y(t), )
avec 0 < h < h* to <t <ty+T —h ety solution de (8.1).
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Remarque 8.8. On a pour tout n € [0, N — 1]]

1 1
R(tm Y, hn) = h_{y(tn + hn) - [y(tn) + hn(I)(tm y(tn)y hn)]} = h_[y(tn—I—l) - Z(n+1)]
ot 2D serait Uapprozimation en t,,q1 si on utilisait la solution exacte en t, Donc pour

obtenir l’erreur de consistance on divise par h, [’erreur qu’on ferait au temps t,, 1 si on
avait la solution exacte en t,.

Définition 8.2. On dit que le schéma (8.24) pour approcher (8.1) est
— consistant si pour toute solution y de (8.1) on a

sup ||R(t,y,h)|| =0 pour h—O0.
tG[to,to+T[

— consistant a4 ’ordre au moins p avec p € N*, si pour toute solution y de (8.1)
il existe une constante C' > 0 telle que pour tous t,h avec
O<h<h", ty<t<to+T —hona

I1R(t,y, h)I| < CRP
(ici la constante C est indépendante de t et h).

Par exemple, pour le schéma d’Euler explicite nous avons

R(t,y,h) = %[y(t +h) —y@)] — 2t y(t),h) = %[y(t +h) —y(®)] = f(t,y(?)).

Comme y est une solution de (8.1) on a

R(t,y, ) = 3 [yl + h) — y(0)] — /(1)
et en utilisant (TAF) on obtient
R(t,y,h) =y (t+0()h) — y'(¢) (8.26)

avec 0(t) €]0,1][.
Comme y est de classe C' sur le compact [to,to + T alors ¢ est uniformément continue;
ceci nous donne
sup ||R(t,y,h)|| — 0 pour h—0
te[to,to+T][
donc le schéma est consistent.
D’autre part, si on suppose que f est de classe C' alors y est de classe C? sur [tg,to + T
et on déduit de (8.26) :
IR(t,y, W) < sup  [ly"(t)]| A
te(to,to+T)

En conclusion, si f est de classe C! alors le schéma d’Euler explicte pour approcher (8.1)
est consistant a 'ordre au moins 1.

Nous avons le résultat suivant :
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Proposition 8.1. (condition suffisante de consistance)
Supposons que ® est une fonction continue et en plus

O(t,r,0) = f(t,x), VtElto,to+T], VzeR™ (8.27)
Alors le schéma (8.24) pour approcher (8.1) est consistant.

Démonstration. Soit y une solution de (8.1) et ¢ € [ty, to+ T'[. Alors pour h > 0 assez petit
et pour tout ¢ € [[1,d]] on a en appliquant (TAF) :

avec 6; € ]0,1[. Ceci nous donne
avec
et
Rio(t,y,h) = yi(t) — @it y(1), h).

Nous avons
sup |Ri(t,y,h)] =0 pour h—0 (8.29)

tE[tQ,t0+T[

grace au fait que y. est une fonction uniformément continue sur [to, o + 7.
D’autre part

Ri?(tv Y, h) = y;@) - q)i(t7 y(t)7 h) = fi(t7 y(t)) - (I)i(tv y(t)v h) = (Di(ta y(t)a O) - (I)i(tv y(t)7 h)
Nous avons

sup |Rip(t,y,h)| =0 pour h—0 (8.30)

tE[t(),t()-‘rT[

grace au fait que la fonction (¢,h) € [to,to + T] % [0,h*] — ®;(t,y(t), h) est une fonction
uniformément continue.
En utilisant (8.28), (8.29) et (8.30) on obtient le résultat. O

Exemple 8.5. - Pour le schéma d’Euler explicite on a
d(t,x,0) = f(t,x), V(t,x)€ [ty, to+T] x R

ce qui nous donne la consistance.
- Pour le schéma de Runge-Kutta explicite d’ordre 2 on a

d(t,r,0) = f(t+0,2+0) = f(t,z), V(t, )€ [to, to+T] x R

ce qui nous donne la consistance de ce schéma ausst.
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Définition 8.3. On dit que le schéma (8.24) est stable si "deux schémas voisins donnent

des résultats voisins”, c’est a dire : si y©, yM ...yW™N) sont données par (8.24) et
20 2 2N sont données par la relation de récurrence :

2D — 20 L p B(t,, 2™ hy) 4 €n, noe[[0,N —1]] (8.31)
avec

20 = 0 cRY donnée

alors il existe des constantes C' > 0 et h, (indépendantes de N) avec 0 < h, < h* | tels
que si 0 < h, < h, Vnel[[0,N—1]] alors on a

N—-1
Iy =2 < € |Iy® =2+ Y lleall|, Ve (10, M)
n=0

Supposons dans la suite que les points t, sont équidistantes, c’est a dire

T
hy =h=—

R Vnel0,N—1].

Nous avons

Proposition 8.2. (condition suffisante de stabilité) Supposons qu’il existe des constantes
L >0 et h, avec 0 < h, < h* tels que

(¢, u, h) — &(t,v,h)|| < Lllu—v|, Vt€ltoto+T], hel0,h], u,v e R (8.32)
Alors le schéma (8.24) est stable.

Démonstration. En faisant le différence entre (8.24) et (8.31) et en utilisant ’hypothése
(8.32) on obtient

[y = 2D <y ™ = 2+ RLy™ = 2O+ [leal).
En notant e = ¢y — 2" on obtient
e D) < (14 AL |[e™ ] + e (8.33)

et ceci pour tout n € [[0, N — 1]]. Nous avons donc pour un n € [[1, N]] fixé

le™]] < (1 +AL)[[e® V]| + [lenll (8.34)
ensuite
eV < (1 4+ BL) [ + [lenall (8.35)
etc ... jusqu’a
le ] < (14 hL) [l + [leoll (8.36)
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On fait la somme de ces inégalitées aprés avoir multiplié (8.35) par 1 + hL, l'inégalité
suivante par (1 + hL)? etc ... et finalement (8.36) par (1 + hL)""'. On obtient aprés
plusieurs simplifications :

n—1

e < (14 RL)" [l + Y (1 + ALY *exl]. (8.37)

k=0

D’autre part on a pour tout j € [[0, N]]|
. T\"
(14 Lh)’ < (1 + LN) < et

(on utilise le fait que 1 + LL < exp (LL) donc (1+ L%)N < (exp (LE))N =€),
On obtient donc de (8.37)

n—1 N-1
le™] < T (||e<0>|r + ||ek||) < el (He“’)\l + ll@cll)
k=0 k=0

Ceci est vrai pour tout n € [[1, N]| et de maniére évidente pour n = 0 aussi, ce qui donne
le résultat. O

Exemple 8.6. Si f satisfait les hypothéses du Théoréme 8.3 (Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
global) alors le schéma de Euler explicite est stable, car

||(I)(t7u’ h) - @(t,v,h)” = Hf(t,u) - f(t7v)|| < L “u - UH? Vite [tOvtO +T]’ u,v € Rd'

Dans la suite nous supposons l'existence et 'unicité d’une solution y du probléme de
Cauchy (8.1), (8.3), définie sur Uintervalle [to, o + 7.

Définition 8.4. 1. On dit que le schéma général (8.24), (8.25) est convergent pour
le probléme de Cauchy (8.1), (8.3) si

Hﬁa}f/]] ly(tn) —y™|| =0 pour N — +oo (ou équivalent pour h — 0).
nel[0,

2. On dit que le schéma général (8.24), (8.25) est convergent a ’ordre au moins
p, pour le probléme de Cauchy (8.1), (8.3), avec p € N*, si

max t,) —y™| < ChP.
max [lg(ta) — 5] <

ot C' > 0 est une constante indépendante de N (ou de h).
Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Théoréme 8.4. Si le schéma numérique (8.24), (8.25) pour le probléme de Cauchy (8.1),
(8.3) est consistant et stable, alors il est convergent.

Si en plus il est consistant a l'ordre au moins p avec p € N* alors il est convergent & 'ordre
al Moins p.
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Démonstration. (rappel :ici h,, = h = constant). De la définition de I'erreur de consistance

R nous avons
y(tn—i-l) - y(tn)

. = R(tn,y,h) + ®(tn, x(tn), h)

ce qui donne
Y(tni1) = y(tn) + h @(t, x(tn), h) + h R(ty, y, h).

Nous utilisons la Définition 8.3 de la stabilité avec 2™ = y(t,) et €, = hR(t,,y,h). On
déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de N telle que

N—-1

ly(tn) =y < C lly° =yl + Y hllR(Ea, y, b))
n=0
Comme y° = y©@ et SV ' h = Nh = T nous obtenons

ly(tn) =™ < CT max }HR(tmy,h)H <CT sup |R(t,y,h)]. (8.38)

nel[0,N—1] te(to,to+T|

Comme le schéma est consistant (respectivement consistant a I'ordre p), nous obtenons les
deux résultats souhaités en utilisant la Définition 8.2. O
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