Polytech Lyon, MAMS3A, 2026-2027
Analyse Numérique (AN)
Partiel 1

Durée 1h et 30min - une page de notes manuscrites autorisée

Exercice 1.
Soit © =]a,b[ un ouvert borné dans R, avec a,b € R, a < b. On se donne aussi une

fonction f € C(Q2) et une constante v > 0. )
On considere I'quation différentielle suivante: trouver u € C*(Q) N C*() satisfaisant

(1) —u"(z) +yu(z) = f(z), VzeQ
avec les conditions aux limites périodiques suivantes:

(2) u(a) = u(b)

et

(3) u'(a) = /(D).

Dans la suite de l’exercice on va utiliser la méthode et les notations du cours pour
construire une approximation du probleme (1) - (2) - (3). On fixe N € N avec N > 3 assez

grand, on pose h = ]l\’,;fl, on pose x; = a + ih pour tout i € {0,1,--- N + 1} et on note par

U; une approximation de u(x;).
Pour tout ¢ = 1,2,--- N on approche en (1) u”(z;) par % et u(z;) par U;. On
approche en (2) u(a) par Uy et u(b) par Uy et ensuite on approche en (3) v/(a) par Y1520
Uni1—Un
N

et u/(b) par

a) Ecrire les approximations de (2) et (3) comme deux équations faisant intervenir
Uy, Ur, Uy et Unyq. Exprimer Uy et Uy, en fonction de U et Uy.

b) Ecrire un systeme algébrique linéaire d’inconnues Uy, Us, - - - Uy qui approche le probleme
(1) - (2) - (3). Ecrire ce systeme sous la forme matricielle AU = b avec A € My (R) et
b € RY & préciser (faire de tel sorte que Ay >0, Vi€ [[1,n]]).

c) Montrer que A est une matrice symétrique et positive.

d) On suppose que v > 0.

Montrer que A est définie positive.

e) On suppose ici que v = 0.

Montrer que A n’est pas une matrice inversible

Indication: mettre en évidence un élément non nul de Ker(A).

Exercice 2.

a) Calculer en fonction de a € R les normes subordonnées || - ||1, ]| - [l €t || - |2 de la
1



2

matrice réelle

a =2 0
B=|-2 a -2
0 -2 a
b) Montrer que la norme subordonnée || - ||3 de la matrice diagonale réelle

D = diag(—1,2,—-5,3) € My(R) est égale a 5.
Indication: écrire || D||3 comme un “sup” et montrer une double inégalité.

Exercice 3.
Pour un n € N* fixé on considere la matrice H € M,,(R) donnée par

1

Hij = %12/ —3 Vi, j € [[1,n]].
a) Montrer que H est une matrice symétrique.
b) Montrer que H est une matrice positive.
Indication: utiliser la définition et le fait que m = fol 224t

c) Montrer que H est une matrice définie positive.



