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On présente une relation entre la solution d’un systéme de Toeplitz biniveaux, Tu = g, et
les syzygies de polynémes a deux variables ou hyperplans mobiles. Cette approche nous
donne la possibilité de définir les générateurs pour les matrices de Toeplitz biniveaux
en utilisant les générateurs du module de syzygie correspondant. On démontre que ce
module est généralisé par 8 éléments et que la solution de T'u = g peut étre interprétée
comme le reste de la division d’un vecteur, dépendant de g, par ces générateurs.

Ce nouveau point de vu de résolution peut étre interprété comme une décomposition
de Gohberg-Semencul [3, 5] pour les matrices de Toeplitz biniveaux. La difficulté de
généraliser la notion de structure de déplacement [2, 4, 3] du cas scalaire (de niveau un)
au cas par blocs, et I'absence de notion de générateurs pour les matrices de Toeplitz
biniveaux sont & la base de ’absence d’une telle décomposition jusqu’a présent.

L’utilisation de cette idée pour résoudre les systemes de Toeplitz scalaires nous
permet de donner un algorithme de résolution ultra rapide. L’absence de la notion de
p-base pour les modules de syzygies en plusieurs variables complique la situation pour
les systemes de Toeplitz biniveaux, et I’obtention d’un algorithme de résolution ultra
rapide utilisant cette approche reste un probleme ouvert.

Keywords: Matrices de Toeplitz; matrices de Toeplitz biniveaux; hyperplans mobiles;
division polynomiale.
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1. Introduction

Les systemes linéaires de Toeplitz par bloc de Toeplitz (Toeplitz biniveaux) appa-
raissent dans beaucoup d’applications. Des tels systemes apparaissent, par exemple,
dans la résolution des équations aux dérivées partielles de dimension deux, la con-
struction des préconditionneurs, dans des problemes algébriques, comme le résultant
ou la construction des résidus. Ils apparaissent aussi en traitement d’images et du
signal.

En général, ces applications conduisent a des matrices de grande taille. Un
algorithme de résolution rapide est donc crucial. Malgré un progres remarquable
en étude des algorithmes de résolution rapides pour les systemes de Toeplitz
scalaires (de niveau un), les matrices de Toeplitz biniveaux restent un défi. A
ce jour, il n’existe pas de résultats théoriques décrivant un algorithme rapide
de résolution pour des systémes de Toeplitz biniveaux généraux. Voir [11] pour
plus d’informations sur les applications et les difficultés des matrices de Toeplitz
biniveaux.

Les algorithmes utilisés pour le cas scalaire ne s’adaptent pas au cas d’une
matrice de Toeplitz biniveaux. On peut prendre comme exemple la définition des
générateurs et la fameuse formule de Gohberg—Semencul, qui n’existent pas pour
les matrices de Toeplitz biniveaux. En exploitant les relations entre les matrices de
Toeplitz et les polyndmes (voir [7]) on a pu interpréter la résolution d’un systeme
de Toeplitz scalaire d’un autre point de vu (voir [9]). Cette approche, qui s’étend
naturellement aux cas biniveaux, ouvre des nouvelles pistes pour la résolution
rapide des systemes linéaires a matrices de Toeplitz biniveaux. Par exemple, en util-
isant cette approche, on peut définir des générateurs pour une matrice de Toeplitz
biniveaux T', et on peut interpréter le calcul d'une base d’'un module de syzygies
correspondant a T' comme le calcul d’une formule de Gohberg—Semencul de 7T'.

2. Matrices de Toeplitz Biniveaux et Hyperplans Mobiles

Soient m,n € N. On note 4, 'ensemble des racines n™° de 1'unité. Soient F =

{(i,j) eN30<i<m—1,0<j<n—1} et R=XK][z,y]. On note par K[z,yJm

I’ensemble des polynémes en deux variables de degré < m en x et < n en y. Pour

Di1,...,pr dans R, on dénote par (pi,...,px) l'idéal engendré par py,...,ps. Pour

une matrice M formée de m blocs de taille n x n, on utilisera la notation suivante:
M = (M(iy iz),(j1,j2) J0<ir.n<m—1 = (Mag)a,peE (2.1)

<ig,j2<n—1
les indices (i1, j1) et (i2, j2) donnent les positions des blocs et dans les blocs respec-
tivement.
Soit

T = (ta—ﬂ)aeE,ﬁeE e Kmnxmn (2.2)

une matrice de Toeplitz biniveaux de taille mn x mn, qui est formée de m x m blocs
de taille n x n. Soit g un vecteur de longueur mn et qu'on indexe de la maniere
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suivante:
9= (ga)ace € K™". (2:3)
Probleme 2.1. Trouver
U= (Ua)ack, (2.4)
tel que
Tu=g. (2.5)

On commence par définir les polyndémes en deux variables suivants:

Définition 2.1. Pour T, g et u définis dans (2.2), (2.3) et (2.4) respectivement,
on définit les polynomes associés suivants:

o T(x,y)= Y tia'y,

(i,j)€E—E
t; sit<m,j<n
2n—1,2m—1 t” o »J _ ’
~ ~ P ~ i—2m,j S172-~2Mm n
o T(z,y) = t;ix'y’ avec ty ;=< .. "7. ’
) »J ) t: - >
S ij—2n sii<m,j>n,

ti—om,j—2n SL12>m,i2>mn,
o u(r,y) = Z uij 'y,
(i,§)€E
o glzy) = Y g2’y
(i,7)€E
Remarquons qu’on peut décomposer T'(z,y) de la fagon suivante:
T(z,y) = Thy(z,y) + Tos(2,y) + T (2,y) + T-—(2,y),

avec Ty (x,y) contient les termes de degré positif en x et y, T (x,y) ceux de
degré négatif en = et positif en y, Ty _(x,y) ceux de degré positif en = et négatif en
yet T__(z,y) contient les termes de degré négatif en x et y. On a alors la remarque
suivante:

Remarque 2.1. On a
T(x,y) = Tyi(z,y) + 2" Ty (2,y) + y*" T (2,y) + 2"y*" T _(,y).

Définition 2.2. Soit a = (ay,...,ax) € K[z,y]¥ un vecteur, non nul, des
polynoémes en deux variables. On dénote par L(a) l'ensemble des vecteurs
(h1,...,h) € Kz, y]* tel que

i=1

L(a) est I'ensemble des syzygies de a.
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Pour p € K[z,y], 'ensemble des vecteurs (hy,...,hx) € K[z,y]* qui vérifient
i, ai hi = p est noté par L(a;p).

11 est facile de démontrer que £(a) est un Kz, y]-module de K[z,y]". On a le
théoréme suivant qui transforme le probleme (2.5) & un probléme polynomial.

Théoréme 2.1. Le vecteur u est solution de (2.5) si est seulement s'il existe
ha, ..., hg € K[z, ylm—1 tels que (u(z,y), ha(z,y), ..., ho(x,y)) soit dans L(T), avec
n—1
T = (T(]J,y),xm,me - Lyn,xmyn’ (me - 1)yn,y2n - l,xm(an - 1)a
(@™ = 1) (™" = 1);9)-

Preuve. Soit L = {zy*2,0 < a3 < m — 1,0 < ag < n — 1} l'ensemble des
monomes de degré < m — 1 en x et <n — 1 en y. Soit IIg la projection de R sur
I’espace vectoriel engendré par L.

Par [7] Proposition (3.5.3), on a

Tu =g Up(T(z,y)u(r,y)) = g(z,y). (2.7)

Or T(z,y)u(x,y) est un polynome de degré entre —m + 1 et 2m — 2 en x et
entre —n + 1 et 2n — 2 en y. On peut donc le décomposer de la facon suivante:

Tz, y)u(z,y) = Mp(T(z,y)u(z, y)) + "y " Ar(z,y) + 2™y " Az (2, y)
+a My " As(x,y) + 7 My " Ag(x, y) + 2 As (2, y)
+a7 " Ag(r,y) +y" Ar(2,y) +y " As(a, ),
ou, les A;(z,y) i =1,...,8 sont des polynoémes de degré au plusm —1lenxz et n—1
en y. Par suite (2.7) donne I’équation suivante:
T(z,y)u(z,y) = g(z,y) + 2"y " Ar(z,y) + 2™y "As(z,y) + o~ "y " As(x,y)
+am My g, y) + 2" As(2,y) + a7 Ag (2, y)

+y" Ar(z,y) +y " As(z,y). (2.8)

Soit w € Uy, et v € Uy, On a W™ = w™™ et v™ = v~ ™. De plus, d’apres la
Remarque 2.1,

T(w,v) = Ty (w,0) + T4 (w,0) + Ty _(w,v) + T—_(w,v) = T(w,v).

Donc, en tenant compte de ces remarques et en évaluant I’équation (2.8) en (w,v)
on trouve que

T(w,v)u(w,v) + w™ha(w,v) + V" hy(w,v) + W™ V" hs(w,v) — g(w,v) =0,

avec hg = —(As+Ag), hy = — (A7 + Ag), et hs = —(A1(z,y) + Aa(z, y) + As(z, y) +
A4(z,y)). Ca signifie que

p(z,y) = T(x,y)u(z,y) + 2" ho(x,y) + y" ha(, y)
+2™y"hs(x,y) — g(z,y) € (@™ — 1,y>" = 1).
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En réduisant par les polynomes z?™ — 1 et y?" — 1, et comme p(x,y) est

de degré < 3m — 1 en x et < 3n — 1 en y, on peut déduire l'existence de
hs(x,y), he(x,y), ..., hs(z,y) € K[x,y]mff tels que
T(x,y)u(z,y) + ™ ha(z,y) + (2™ — Dhs(x,y) + y"ha(2,y) + 2"y hs (2, 1)
+ (@™ = D)y he(x,y) + (" — Dhe(a,y) + 2™ (y*" — Dhe(z,y)
+ (@ = 1) (™" — Dhs(z,y) = g(x,y). (2.9)

Inversement, une solution de (2.9) peut étre transformée en une solution de
(2.8). L’idée de la transformation est la méme que celle utilisée pour le cas scalaire
(voir [12]). On utilise la matrice S donnée dans la preuve de la Proposition 2.1,
suivante. |

L’unicité est assurée par la proposition et le corollaire suivants.
Proposition 2.1. Il n'y a pas d’élément non nul dans 1’ensemble L(T) N
K[xay]ngl'

n—1

Preuve. On considere 'application suivante:

Kz, ylm—1 — Kz, ylgm-1, (2.10)
p(z,y) = (p1(2,y),...,po(z,y)) — T-p (2.11)

Sa matrice, de taille 9mn x 9mn, est de la forme suivante:

Ey —En+Esn —FE11 —Es1 En— Esn
TO . : .
E2m _Elm + ESm _Elm _E2m Elm - E3m
By Eoy —FEi + Eyy
s=| g S
Elm E2m _Elm + ESm
By Eyy —Ey + By
T, S :
Elm E2m _Elm + E3m

(2.12)

avec IJ;; est la matrice de taille 3n X mn e;; ® I,, ou e;; la matrice de taille 3 x m
avec des coefficients nuls sauf dans la position (7, j) le coefficient vaut 1. Et

Ty

Ty

T
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est la matrice, de taille 9mn x n, suivante:

to 0 ... 0 tio 0 ... 0
i1 to . 0 ti tio C. 0
tm—1 ty to tin—1 ti1 tio
0 tmo1 1 0 tin—1 ti1
t_m+r O ti—n+1 O
et ti =
t_m+1 ti,—n+1
t 1 tmt1 0O ti,—1 ti,nt1 0
0t t_m+1 0 ti—1 ti—n+1
t 1 ti—1
0 0 0 0

Pour des raisons semblables & celles données dans [9], en faisant des réductions dans
les blocs puis par blocs, la matrice S est inversible. C’est-a-dire ker S = {0}, ce qui
prouve la proposition. O

Corollaire 2.1. L’ensemble L(T;g) N K[z, y]%,_, contient evactement un seul
n—1
élément.

Preuve. Comme T est inversible, il existe un unique u tel que Tu = g. D’apres

le Théoréme 2.1, il existe ha, ..., hg € K[z, ylm—1 tels que U = (u, ha,..., hy) €
n—1

L(T;g).

L’unicité est évidente, parce que si U’ € L(T;g) NKx,y]),_, alors U — U’ €
n

-
L(T) NK[z,y]2,_, = {0} d’apres la proposition précédente. O

n—1

Dans la section suivante on étudiera les propriétés du module de syzygies £(T).

3. Générateurs et Réduction

On commence par le théoreme général suivant. La démonstration qu’on donne ici
est une nouvelle preuve élémentaire de ce résultat bien connu sur les modules de

syzygies.
Théoréme 3.1. Pour tout vecteur de polynomes a = (a;)i=1,.n € K[z, y]", le
K[z, y]-module L(as,...,ay) est libre de rang n — 1. Ainsi L(T) est libre de rang 8.

Preuve. Considérons tout d’abord, le cas ou les a; sont des monomes:
a; = 2%y, qu’on va ordonner dans l'ordre lexicographique tel que z < y. Et
on va supposer que ai > --- > a,. Dans ce cas, le module de syzygies de a est
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engendré par les S-polynomes:

o; 0y
S(ascay) = lem(asa5) (% = 2,
ol (0y)i=1,...n est la base canonique de K[z, y|", voir [1].
On peut vérifier simplement que:

_lem(a;, ax)
S(al,ak) = mS(a“aj)

lom(@i, @) g, gy iti > > k
lem(aj, ar)
et que lem(a;, aj) divise lem(a;, ax). Donc £(a) est engendré par les S(a;,a;) qui
sont minimales pour la division, c’est-a-dire par S(a;,a;+1) pour i = 1,...,n — 1,
parce que les monomes a; sont ordonnés lexicographiquement. De plus, comme les
syzygies S(a;, a;11) utilisent les éléments o;, 0511 de la base canonique, ils sont donc
indépendants dans K]z, y]™. Par suite £(a) est un module libre de rang n — 1 et
donc on a la résolution suivante:

0— Kz, 9" " — K[z,y]" — (a) — 0.

Supposons maintenant que les a; sont des polynémes quelconques dans K[z, y].
On va calculer la base de Grébner de a;, pour un ordre monomial qui raffine le
degré (voir [1]).

On dénote par my,...,ms les termes principaux de ces polynémes dans cette
base de Grobner, ordonnée par l'ordre lexicographique.

Cette construction précédente permet d’obtenir la résolution de (myq,...,ms)
suivante:

0— K[xvy]s_l - K[Ji’y]s e (mi)izl,...,s — 0.

En utilisant [6] (ou [1]), cette résolution peut étre déformée & une résolution de (a),
de la forme:

0 — Klz,y]" — K[z,y]" — (a) — 0,

pour un certain p. Ce qui montre que £(a) est aussi un module libre. Son rang p est
obligatoirement égal n — 1, parce que la somme alternée des dimensions des espaces
vectoriels des éléments de degrés < v dans chaque module de cette résolution,
égale 0, pour v € N. O

On va, maintenant, construire une base de £(T).

Définition 3.1. On note par {o1,...,09} la base canonique de K]z, y]-module
K[z, y)°.

Le polynéme T'(z,7) est de degré < 2m — 1 en x et < 2n —1 en y et comme la
fonction
K[z, ylm—1 — Kz, ylam—1
n—1 3n—1
p(z,y) = (11(2,9), .. ,po(z,y)) = T-p
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est surjective (voir la démonstration de la Proposition 2.1), alors il existe u;, ug €
K[z, y]?,_; tels que T - uy = T(z,y)z™ et T -ug = T(z,y)y". Clest a dire,
n—1

b1 :xmal—ul Eﬁ(T), b2:yn0'1—u2 Eﬁ(T)

9
m—1»
n—1

Pour les mémes raisons, il existe us € Kz, y] tel que T -uz =1 =2a"2™ —

(22 — 1) = y"y™ — (¥ — 1). On a donc
bs = 2oy — 03 — u3 Eﬁ(T), b4:yn0'4—0'7—U3 Eﬁ(T)
De plus, on a les relations évidentes suivantes:

bs = y"02 — 05 € L(T), bg = ™0y — 05 € L(T),
b7y = a™05 — 06 + 04 € L(T), bs =y o5 —os + 02 € L(T).

Proposition 3.1. Les relations by, ..., bg forment une base de L(T).

Preuve. Soit h = (hy,...,hg) € L(T). En réduisant par by,...,bs, on peut
admettre que les coefficients hy, ha, ha, hs sont dans K[z, y]m—1. Donc, T'(z,y)h1 +
n—1

2™hy + y"hy + 2™y hs € (22" — 1,9*™ — 1). Comme ce polyndome est de degré
<3m—1len z et < 3n—1 en y, par réduction par by, ..., bg, on déduit que les

coefficients hs, hg, ..., hg sont dans K[z, y]m—1. Par la Proposition 2.1, il n’existe
n—1

pas de syzygies non nul dans K[z, y]?, ;. Donc, apres réduction par by, ..., bg, on a
n—1

h = 0. Donc, n’importe quel élément de £L(T) peut étre réduit a 0 par les relations

précédentes. En d’autres mots, by, ..., bg engendrent le K[z, y]-module £(T). Par

le Théoreme 3.1, les relations b; ne peuvent pas étre dépendants sur K|z, y] et done,

elles forment une base de L£(T). m|

Proposition 3.2. Le reste de la division de (0,2™g,g,0,...,0)T par {by,... bg}

est Uunique vecteur de L(T;g) NK[z,y]9,_1, ce qui donne la solution u.

n—1

Preuve. Posons V = (0,2™g,g,0,...,0)" et £(T;9) N K[z, y]%_; = {U}. On
n—1
remarque facilement que V € L(T;g), donc V — U € L(T). Comme {by,...,bg}

forme une base de £(T) alors il existe des uniques py, ..., ps tels que
: O
i=1

Apres cette étude théorique qui nous permet de voir la solution du probleme
Tu = g comme la reste d'une division par une base de £(T), on s’intéresse main-
tenant a la recherche des algorithmes qui calculent rapidement une base de £(T)
puis a faire rapidement la division.
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On peut simplifier un peu le probleme du calcul d’une base, parce qu’on veut
calculer seulement les coefficients de o1, 09,04, 05 de by, ba, bs. Notons B(z,y) la
matrice de coefficients correspondante, elle est donc de la forme suivante:

™ y* 0

O O ij 4.3
0 0 0 )
0 0 0

Notons que les autres coefficients de relations by, bs, bs correspondent aux éléments
dans l'idéal (2?™ —1,4?" —1). Donc, on peut les obtenir en réduisant les coefficients
de (T(x,y),z™,y", 2™ y") - B(z,y) par les polynomes 22" — 1,>" — 1.

Notons aussi que la relation by peut étre déduite de bsz. En effet, on a bg —
"oy 4+ 03 + y" o4 — o7 = by. Comme les autres relations, b;, 4 < i < 8, sont
données explicitement et sont indépendantes de T'(z,), on peut donc déduire une
base de £(T) a partir de la matrice B(z,y).

Dans le cas scalaire on sait comment on peut faire ce calcul rapidement. Dans le
cas de Toeplitz par blocs de Toeplitz, le probleme est beaucoup plus difficile et on
ne dispose pas des algorithmes rapides qui calculent B ni des algorithmes rapides
qui font la division. Cette difficulté vient de la difficulté du calcul des syzygies rapidl
en deux variables, et de la difficulté de réduction rapide en deux variables.

4. Conclusion

Malgré un progres remarquable en étude des algorithmes de résolution rapides pour
les matrices structurées scalaires ces dernieres décennies, les matrices structurées
biniveaux, en particulier les matrices de Toeplitz biniveaux, restent un défi. L’étude
des matrices Toeplitz biniveaux a commencé en méme temps que I’étude des matri-
ces de Toeplitz scalaires au début des années 80. Malgré cela, il n’y a qu'un faible
nombre d’études qui portent sur la résolution ces systemes et, a ce jour, il n’existe
pas de résultats théoriques décrivant un algorithme rapide de résolution pour des
systemes de Toeplitz biniveaux généraux.

La difficulté de ce probleme s’explique par le fait que les algorithmes utilisés
pour le cas scalaire ne s’adaptent pas au cas d’'une matrice de Toeplitz biniveaux.
On peut prendre comme exemple la fameuse formule de Gohberg—Semencul, qui
n’existe pas pour les matrices de Toeplitz biniveaux.

Notons aussi que les méthodes itératives qui utilisent des préconditionneurs
superlinéaire rencontrent plusieurs problemes: premierement en [8], les auteurs mon-
trent que les préconditionneurs de type circulant ne sont pas superlinéaires, puis
que de tels préconditionneurs ne peuvent pas appartenir a ’algebre des matrices
de Toeplitz symétriques par blocs de Toeplitz symétriques ni a l'algebre des matri-
ces circulantes par blocs circulants. Un résultat plus négatif est donné en [10]. Ces
résultats indiquent que la construction de préconditionneurs efficaces n’est pas pos-
sible dans une classe encore plus vaste d’algebres de matrices.
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Cette étude ouvre la porte sur une nouvelle piste qui peut étre utile dans la

recherche d’un algorithme ultra rapide de résolution de systemes a matrice de
Toeplitz biniveaux.
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