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Codes correcteurs

1 Codes correcteurs

1.1 Généralités

On considére un corps fini Fy. Le poids w(x) d’un vecteur! z € Fg' est le nombre de compo-
santes non nulles de . On a 0 < w(x) < n. L’application :

dy :FPxF! — N

(z,y) — w(x-—y)

est une distance (distance de Hamming) sur F .

Un code linéaire C' de longueur n est un sous-Fg-espace vectoriel C' de Fg'.

Les vecteurs z = (21, ,2,) € C sont les mots du code C. Si C est de dimension k sur Fy le
code C posséde ¢F mots. La distance minimale du code C est définie par :

d = min{w(z)/z € C'\ {0}}
On dit alors que C est un [n, k, d],-code 2.

Lemme 1
Soit C un [n, k,d]g-code; on ad <n+1—k.

V Soit V' le sous-espace vectoriel de Fg* formé des vecteurs dont les k£ — 1 derniéres composantes
sont nulles; V est de dimension n — k + 1 et on a dim(C) + dim(V) = n + 1 de sorte que
CNV #{0};sizeCnNVonaw(x)<n—k+1. A

Lemme 2
Soit C' un [n,k,d)q-code; les boules de Hamming fermées centrées sur un mot du code C' et de

rayon t = [2] sont deuz o deux disjointes.

V Supposons que B(z1,t) N B(x,t) # 0 avec x1, 19 € C'; il existerait y € F tel que d(x1,y) <t
et d(xg,y) <t de sorte que d(z1,22) < d d’ou x1 = x9. A

Remarque : Lors d’une transmission du mot ¢ € C, supposons que le mot requ x € Iy vérifie
x € B(c,t). 11 s’agit d'une propriété du canal de transmission. Ainsi l'erreur de transmission
e = x — ¢ vérifie w(e) < t. Comme c est 'unique mot de C contenu dans B(x,t), on peut retrou-
ver ¢ & partir de x.

Une matrice génératrice du code C' est une matrice G € My, ,(F,) dont les lignes forment
une base de C' de sorte que C est ’image de I'application linéaire injective :

(Fq)k — (Fg)"
c — .G

1. considéré comme vecteur ligne
2. ou un [n, k, d]-code g-aire.



On a donc? :
z € C <= il existe ¢ € (F,)" tel que z = c.G

En particulier la matrice G € My, ,,(F,) est de rang k.
On considére la forme bilinéaire symétrique non dégénérée :

(Fg)" x (Fg)" — Fy
(.I’, y) — <(E, y> = szyz
=1

Le code dual d'un code C' de dimension k de (F,)" est le code de dimension n — & :
C={yeF)"/{x,y) =0 pour tout x € (x,)}

Une matrice de controle du code C' est une matrice génératrice H € M,,_j »,(F,) du code dual
C de sorte que :
C={xe[F,)"/H'z=0}

En particulier la matrice H € M,,_j, »(F,) est de rang n — k et I'on a :
H'G=0

Lemme 3

On considére un code C de dimension k dans Fy et une matrice H € M, ,(K) ot K est une
F,-extension de degré fini de degré m > 1* telle que C = {x € (F,)" /H.tz = 0}. Soit d la
distance minimale de C'; pour tout entier s € N on a d > s si et seulement si tout ensemble de
s colonnes de H est libre sur IFy.

V Supposons d’abord que tout ensemble de s colonnes de H est libre sur F, ; pour tout mot non
n

nul © = (z1, -+ ,2,) € C on a H'zx = 0 ce qui s’écrit encore Y x; C;(H) = 0 de sorte que
j=1

w(z) > s et donc® d > s.

Réciproquement supposons qu’il existe un ensemble de s colonnes de H qui est linéairement

n
dépendant sur F,. Il existe donc x = (21, -+ ,2n) € Fy \ {0} avec w(x) < set Y z;Cj(H) =0
j=1
de sorte que H.'z = 0 et par suite € C. Il en résulte que d < s. A

Lemme 4
Un [n, k,d]g-code posséde une matrice génératrice G € My, (Fq) de la forme G = (I, R) avec
R e My, ,,_1(Fy). De plus H = (—tR In,k) € M,,_j,n(F,) est une matrice de contréle de C.

V Soit G’ une matrice génératrice de C'; considérons la forme échelonnée réduite en lignes de la
matrice G' € My, ,(Fy), il existe U € GLy(Fy) telle que :

G=UG = (Ik R) avec R € My, ,,—(Fy)
Comme U est inversible, les applications linéaires :

(Fq)k — ()"
c — .G
d — .G

3. ce qui équivaut encore & 'z = 'G.'c je. que C est 'image de la matrice *G' € M, x(F,) de rang k dont les
colonnes forment une base de C.

4. par exemple une matrice de controle H € M,,_j ,(Fq) de C.

5. puisque C' est un ensemble fini.



ont la méme image et G est une matrice génératrice du code C.
Enfin soit H = (='R I,_); comme G est de rang k, H de rang n — k et que H'G =0 on a
Im(*G) = Ker(H) donc H est une matrice de controle de C. A

1.2 Codes cycliques

Un code linéaire C' C Fg* est cyclique s'il est stable par le décalage :
S:(zr, X1, Tn) — (T, @1, Tp—1)
Considérons l'algebre (de rang n sur Fy) :
R = F,[X]/(X" — 1)
On a l’application Fg-linéaire bijective :
(U (Fq)™ ~ Fy[X]
r=(x1ap) 2 f=am14+ 22X+ 2, X" — f=x + 22X+, XL

<n—1 R

Les codes linéaires C s’identifient donc aux sous-F,-espaces vectoriels 1(C') de R.
De plus, on a, pour tout x € F* :

boS(x) = X¢(z)
de sorte que le code C est cyclique si et seulement si ¢(C') est un idéal de la Fy-algébre R.
Il existe alors un unique polynéme unitaire g € Fy[X], de degré < n — 1, divisant X™ — 1 et tel
que l'idéal principal ¥(C') de R soit engendré par g (le polyndme générateur du code).
Dans l'isomorphisme :
F,[X] — R

f=zi4+z X+ 42, X" — f=z1+2.X+ - Fz,Xn!

<n—1

le sous-espace vectoriel (C) de R correspond au sous-espace (g) NFq[X]_ | de F[X]_, ;| de

base (X* 9)o<i<n—deg(g)—1 de sorte que C' est de dimension k& = n—deg(g). On a ainsi I'application
Fg-linéaire injective :

Mg

(Fq)k = FQ[X]gkfl — FQ[X]§n71 = (Fq>n
k-1 , n-t 4
(Cl,'-‘,Ck)iX h = 2:(%+1)(Z — f ::}Lg:: }E:$j+1)(jfﬁ($1,-",$n)
i=0 ,
7=0
n—k .
d’image C. Si l'on pose® g = 3 g; X, on obtient la matrice génératrice suivante du code C :
i=0
go 91 - go—t O - 0
G- 0 g g - gtk O 0
o - 0 g9 ¢ - In—k

Prenons” g = p. Supposons de plus que p ne divise pas n, le polynéme X" — 1 € F,[X] est
alors sans facteurs multiples. Soit m I'ordre de p dans (Z/Zn)* ; si K est un corps ayant p™

6. on a gn—r =1 et, puisque g| X" — 1, go # 0.
7. c’est encore vrai pour ¢ puissance quelconque de p, en utilisant la factorisation de @, dans Fq[X]. Les
résultats sont analogues a ceux que 'on a établis.



éléments, K contient le groupe (cyclique d’ordre n) p,(p) des racines ni®™® de I'unité. Si o est
un générateur de ce groupe on a alors :

g=]]x~a)

i€l
avec I C {0,1,--- ,n —1}; les o pour i € I sont appelés les racines du code C et 1'on a :
Y(C)={f/f €FpX]<n_1 et f(a') =0 pour tout i € I}

Le fait que g soit a coefficients dans F,, équivaut a ce que {a?/i € I} soit stable par ’automor-
phisme de Frobenius Fgr, : © — 2P de K i.e. que I soit stable par Iapplication ®

F:{0,1,,--,n—1} — {0,1,--- ,n—1}
i — pi mod n

Les facteurs irréductibles de X™ — 1 dans F,[X] correspondent aux parties stables minimales ée.

aux orbites de I’action de F dans 'ensemble {0,1,--- ,n — 1} (classes cyclotomiques)®.

1.3 Codes BCH - Bose-Chaudhuri-Hocquenghem

On prend n = p™ — 1 (avec m > 1) et K corps fini ayant p™ éléments. On a K = [F,[a] ou
Pa,F, (de degré m) est 'un des facteurs irréductibles de ®, dans [F,[X] de sorte que K * est le
groupe cyclique d’ordre n = p™ — 1 engendré par a.

On fixe un entier d tel que 2 < § < n, le code BOH C de distance apparente '° est le code cyclique
de polynéme générateur :
g=]](x -a)
jedJ
ou J est la plus petite partie de {0,1,--- ,n — 1} stable par F' : i — pi mod n et contenant
{1,---,6 —1}.

Le code C est de dimension k = n — Card(.J). Via I'isomorphisme canonique :

(Fp)" — FplX]
n—1

(.fl,"' ,:L'n) — f:2$j+1Xj
=0

<n—1

le code C s’identifie & 'ensemble des polynomes f € F,[X], de degré < n — 1, tels que f(a') =0
pour '’ 1 <i<§—1.On a ainsi :

C = {:B & (Fp>n/H.t:L’ = 0} oun H = (Oéi(j_l))lgig(;_L 1<j<n S M(;_l’n(K)

Lemme 5
Soit d la distance minimale du code C; on a d > 6.

8. ona ]:K/[pp(o/) =a@ pour0<i<n—1
9. Le polynome minimal p, F, est I'un de ces facteurs; c’est 'un des facteurs irréductibles de ®,, dans F,[X]
10. ou distance assignée.
11. puisque Fg/r, (f(ah)) = F(Fkyr, () la condition est équivalente a f(a’) = 0 pour tout i € I et donc a
g|f puisque les racines de g sont simples.



vV On a d > 9 si et seulement si tout ensemble de § — 1 colonnes de H est libre sur F,,.
Considérons donc § — 1 colonnes d’indices : 1 <d; +1< - <ds_1+1<n.
et la matrice M = (aidf)1§i7j§5,1 extraite de H. On a :

det(M) = (a® - a%-1)det((a"" D)<, <5 1)
= (ool )% —a®) #£0
1<J

puisque « est d’ordre n. A

Il s’agit maintenant de décrire 'opération de correction. Considérons un mot du code représenté

par f = gh € Fp[X]<n—1 tel que f(a’) = 0 pour 1 < i < § — 1; ce mot est brouillé par une

¢

erreur représentée par un polynome e = Y e; X% € F,[X] avec e; # 0 pour 1 < j < t et
7j=1

0<d <---<di <n—1. On suppose que 2t+1 < ¢. Ainsi le mot regu est représenté par le

polynome f = f + e; il s’agit de retrouver f a partir de f.

Le syndrome de f est la suite (S;)1<i<s—1 définie par :

t
S; = f(a') = e(al) = Zejaj», 1<i<d—1, avec o = a% pour 1< j<t
j=1

On définit alors le polyndme syndréme :
o—1 ‘
S=> 8X"'eK[X]
i=1

le polynome localisateur d’erreurs'? :

o=]](1-eX)ecK[X]

j=1
et le polynome évaluateur d’erreurs :
t LV
w= GZZ;I?ZZX € K[X]

Lemme 6 (équation clé)
On a deg(o) < 55—1, deg(w) < 55—1, les polynémes o et w sont premiers entre eux et vérifient
I’équation clé :
So = w mod X°!
o 5— 5—
V Par définition on deg(o) =t < 251 et deg(w) < t < %51,

1
Les racines de o sont —, 1 < j < t. Par ailleurs on a :

aj
0- .
o~ TI0 00 o1 250
d’ou )
af
MEJ:%%un*Eﬂ#O
’ k] i

12. o est donc le polyndéme réciproque du polyndéme unitaire ayant o, - - , ¢ pour racines.



de sorte que o et w sont premiers entre eux. On a enfin :

S = ZZGJ XZl

i=1 j=1
t 6—1
= Y Q) (ax)!
7=1 =1
5 1X5 1

- Zeja] 1-— an

t .00 t eja‘s s

J] J -1

= ) - —I_ X
Zl—an Zl—an

J=1 J=1

de sorte que :

1

£

=

o

[oN

gl
|

A

Lemme 7

Soient o et w deux polynomes tel que deg(a) < 55—1, deg(w) < 5_71 et vérifiant l'équation clé :
S =& mod X°*

il existe ¢ € K[X] tel que 0 = co et @ = cw. Si, de plus, 7 et W sont premiers entre euzx, ¢ est
une constante non nulle.

vV On a wo = Wo mod X% mais deg(ws — @o) < § — 1 donc wo = @o.
Ainsi w divise wo mais w et o sont premiers entre eux donc w divise w et 'on a w = cw avec
c € K[X]. On a alors wo = wo = cwo d'oit 0 = co. A

On résout alors I'équation clé au moyen de 1’algorithme d’Euclide-Sugiyama : une variante
de lalgorithme d’Euclide étendu appliquée aux polynémes Ry = X% ! et Ry = S.
Soient (R)r>o0 la suite des restes successifs non nuls dans 'algorithme d’Euclide étendu; A le
pged de X071 et S, (Ug)io et (Vi)i>o les suites telles que

Ry =U X1+ V.8

-1
Supposons que deg(A) > t; on aurait alors X = X*|S avec s > t et par suite X*|S = > 5; X!
i=1
d’ou S1 =--- =5 =0 et finalement on aurait :

Ze] J—Opour1<z<t

Les coefficients eq,---,e; seraient ainsi les solutions du systéme linéaire de matrice M’ =
(Oéldj)lgi’jgt. Mais on a :

det(M') = (a® - a®)det((a)1<; <)
= (ad1 e adt)H(adi - adj) #0

1<j



puisque « est d’ordre n. On aurait donc e = ---=¢; =0 ie. e = 0.
Ainsi deg(A) <t < 5;21 ; il existe un plus grand entier k tel que :

6—1
deg(Rg—1) > —

et l'on a :

Ry = Up X1+ V3.8
de sorte que SVj, = Ry, mod X°~1. Mais on a :

-1 _
et deg(Vi) = 6 — 1 — deg(Ry_1) < =

deg(Ry) < 5

Il existe donc ¢ € K[X] tel que Vy =co et Ry = cw et 'on a:
R, =
= c(SU—FWX&l)
= X'+ Vi S
= UX'4coS
d’ott :
Ug,=cW

Ainsi ¢ divise Uy, et Vi qui sont premiers entre eur donc ¢ € K* et puisque o(0) =1 on a :
¢ = Vi(0)

et finalement on a : )

Vi(0)

g =

Vietw=

Vi(0) i

1
On détermine alors (eg. par essais systématiques) les racines — = a~%, 1< j <t,de . On

J

en déduit, par un calcul de logarithme discret, les positions dj, 1 < j <t, des erreurs.

On détermine alors ces erreurs a l'aide du polynome évaluateur w en utilisant les formules de
Forney.

Lemme 8 (formules de Forney)
w(a=%)

o' (a~%)

vV Rappelons que :

Onaej=— pour 1 < j <t.

t
1;[1—@] w—azlizzz

On a, en considérant la dérivée logarithmique de o :

t
/ (67
o=—0c)y ———
Z 1 — OéiX
=1
de sorte que :

€; 0
Z; 1-— a,X
t
Z; 1-— ozZX

w
O./



Pour 1 < j <, on a alors :

1—oa; X
eja; + > eI
w T aX

o’ 1—an
aj +Z§jazl TaX

et en prenant la valeur en o % des deux membres on obtient :



