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����� �

���� K �� ���	
 ��� � ���� 
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������ A �� K �
� �� ���	
�

� ������ �
� A ��� �������  !�
� ��
� x ∈ A \ {0}" �#�!!�������� $

mx : A −→ A

y −→ xy

��� ��%������ ���� ��%������ !
���
� A ��� &��' (� !�����
���� x �� ����������' �

�����	���� 
� ���!� &�� K  �#����� �� �#�������!����� ���������
�����

cK : Z −→ K

k −→ k 1K

��� �� !�
� !���� ��
�)�����
 �� K *�� ��
�)���!� 	������ �� K+ �
� ��� ���� ������!�� �


���!� Fp = Z/pZ  �#������ 	������ p ��� �� ������	������
� �� K' �� ��
�)���!� !������ �� K ���

������ �#�������� KFK/Fp ��� !����� &,�� �� �#�
�����!����� �� -������
� *	���� �������� ��

������+ � $

FK/Fp
: K −→ K

x −→ xp

.� !�
� K ��� �������
����� �
�� �#
�� ���
��
�� �� Fp)��!��� ��������� �� ��������� &��� n'

�� � ���� $

K � (Z/Zp)n �� �� !�����
���� 
���(K) = pn

�� ��������� n ��� �� ����� n = [K : Fp] �� �� Fp)�,������� K'

/��� K 
� ���!� &�� �0��� q 	�	�����  !�
� ��
� ������ n ≥ 1" �� �	����� !�� 1��K(n)
�#�������� ��� !��0�2��� 
�������� " ���	�
������� �� ����	 n ���� K[X] �� �� !��� $

1K(n) = 
���(1��K(n))

����� �

���� ���� ������ n ≥ 1� �� � �

qn =
∑
d|n

d 1K(d)

�� ���� ����	
� x �� ����
����� ��	��	� �����	 xp = x ��
� 	�� ����
	 �� ����
��	 Xp − X 	� ����	 �	

�	�
�	� ������	 p ����
	� �
 � ���������



� ���� ���� ������ n ≥ 0	 
� ������ 
� ��
������ ��������� 
� K[X] 
� 
���� n ��� ���
 �� qn �

�� �������� ��� ������� �� ��� �	��� 
	�	������� �

∞∑
n=0

qn Tn =
1

1− q T
∈ Z[[T ]]

��� ��

����	 ���� ��
����� �������� F ∈ K[X] 
� 
���� n ≥ 1 ������� 
� ������� ������

F = P k1
1 · · ·P kr

r ���� Pi ��������	 ����
�����
� 
� 
���� di ≤ n ���� 1 ≤ i ≤ r	 �� 
��� �

n =
r∑

i=1
ki di�

���� n ≥ 1	 �� �����
��� 
� ����� �	 ��
����� ��
�� 
�� 
����� ����������	 P1, · · · , Pr(n) 
�� ��
��

����� ���������	 ����
�����
�� 
� 
���� ≤ n � 
� ������ 
� ��
������ ��������� 
� 
���� n ≥ 0

��� ����� 
� ������ 
� r(n)���
�� (k1, · · · , kr(n)) ��
� ��� � n =
r(n)∑
i=1

ki di� ����� 
��� 
� ���������


� Tn 
��� 
� 
���
�������� �� �����  ����

� 
� ���
��� �

1

1− T d1
· · · 1

1− T dr(n)
=

n∏
d=1

(
1

1− T d

)�K(d)

�� ������ 
� ��������� 
� Tn 
��� 
� ��
���� ����� �

∞∏
d=1

(
1

1− T d

)�K(d)


� ����� ��� 
��� � !��
����� �

∞∏
d=1

(
1

1− T d

)�K(d)

=
1

1− q T

"� ������� 
� �	���	� �

���������� � 
�� 
��# ������� �� �� ��
���
���� ��� T �� ������� �

∞∑
d=1

d $K(d)
T d

1− T d
=

q T

1− q T

��� �
����!������ 
�� ����������	 �� ������� 
� ����
���� �

����������� 	

�
�� �
�� ������ n ≥ 1� ���������� $��K(n) ��� �
� �����

� %� � qn =
∑
d|n

d $K(d)�

%� � �
���	 ���� ���� d �

qd =
∑
r|d

r$K(r) ≥ d$K(d)

�� �� � r(n) =
n∑

d=1

�K(d)�

�� di = �	
(Pi) ���
 1 ≤ i ≤ r(n)
�� ������
�����	 �	 

���	� �� : Z[[T ]]× −→ Z[[T ]] �	� ��	 ��(1−Xn) = −nXn−1 + · · · ���
 ���� n ≥ 1



��� �����	
��� 


qn =
∑
d|n

d�K(d) = n�K(n) +
∑
d|n
d �=n

d�K(d)

≤ n�K(n) +
∑
d|n
d �=n

qd ≤ n�K(n) +
n−1∑
d=0

qd ≤ n�K(n) +
qn − 1

q − 1

���� �

n�K(n) ≥ qn − qn − 1

q − 1
≥ 1

�� ��������� �K(n) ≥ 1� �

���������� �

���� ���� ������ 	��
��� p �� ���� n ∈ N∗� �� �
���� �� ���	� ��� K ����� pn ���
���� ��

� ��
� ��
� ������ ������� p �� ��
� n ∈ N∗� �� ������ 
� �������� 
������� �����
������ P ∈ Fp[X]
�� ����� n � ����� K = Fp[X]/(P ) ��� 
� ����� �� 
� Fp ������ ��������� �� ��������� n ���� K
��� ��� �� ���� �� pn ��������� !� � K = Fp[x] �� x = X �� px,Fp = P �

��

	�

� �

���� K �� ���	� ��� ����� q = pn ���
���� � ����� �� ����	� 
����	������� K� ��� �������� �������

q − 1 �

K� � Z/Z(q − 1)

� "� ���
�� ������� ��� K� ��� ������� q− 1 �� ���
	����� � e� "������ �� �#�	
� ������� �� K�

������ e �� �� ������ 
� ������� x ∈ K� 	
� ��� ������� e�
!� � ���� ze = 1 ��
� ��
� z ∈ K�� ���� ze+1 − z = 0 ��
� ��
� z ∈ K�

$��� e ������ q−1� ���� e ≤ q−1� %� ���� ����� e+1 < q� �� �������� Ze+1−Z ∈ Fp ���� ������

q ������� ���� K �� 	
� ����� ��� ��������� !� � ���� e = q− 1 �� x ��� 
� ��������
� �� K�� �
�� �� � q ≥ 2
�� ��	
 ����
�������� ��	
 ��	� ��
�
 ���K ���� ��
�(K) = q� �� ���
�� 	��K������
��� L ���� ��
�(L) = qn�

�� ��	� �����
� � �� ���
� ��
 
�
	����
 �� �� ������
��

�� ������
��� ��	� �
�	�� � ����� ��� �
� �� ��	
 �
��� �� 
�
 !����	

 ����
����
� �� ��	� �	

� �����
��	�
�

�� ����"
� ��	
 ���������
� �� �� ����"
� 
	������ #

� ������ x, y ��� 	
	����� ���
�
� ���� m = o(x) �� n = o(y) ���� �
���� G ��
� ��� xy = yx � �� m �� n
���� �
����
� ���
� ���� �
�
� xy ��� ���
�
� o(xy) = mn�
� �� � ���������� (xy)mn = (xm)n(yn)m = 1 �� 
�
�� $	� o(xy) ����
� mn�
%	���
��
 $	� (xy)h = 1 �� 
�
�� $	� xh = y−h ∈< x > ∩ < y >� �	�
$	� m �� n 
��� �
����

 ���
�

�	�� �� � < x > ∩ < y >= {1}� m �� n ����
��� h & ���

 mn ����
� h �� xy �
� ���
�
� mn� �

� ������ x, y ��� 	
	����� ���
�
� ���� m = o(x) �� n = o(y) ���� �
���� G ��
� ��� xy = yx � �
�
� �
 ������

�� 	
	���� z ���� 
� ������
���� < x, y > �� G ������
	 ��
 x �� y ���� 
��
�
� ��� o(z) = ����(m,n)�

� �� � m = pa1
1 · · · par

r p
ar+1
r+1 · · · par+s

r+s �� n = pb11 · · · pbrr p
br+1
r+1 · · · pbr+s

r+s ���� ai ≥ bi ��	
 1 ≤ i ≤ r ��

ar+j < br+j ��	
 1 ≤ j ≤ s�

��
��
 m′ = pa1
1 · · · par

r �� n′ = p
br+1
r+1 · · · pbr+s

r+s � '��

 x
m/m′

�
� ���
�
� m′ �� yn/n′
�
� ���
�
� n′ �� 
�
��

$	� z = xm/m′
yn/n′

�
� ���
�
� m′n′ = ����(m,n)� �

� ���� G �� �
���� ��	
��� ��� �� e 
� ������� ��� �
�
�� ��� 	
	����� �� G� �
�
� e ������ 
��
�
� �� G
�� ��� 	��
 �� ���� ��� �
�
�� ��� 	
	����� �� G� � %��� x ∈ G 	� ������� ���
�
� ������� o(x) = e &
��	
 ��	� y ∈ G ���
�
� o(y)� �� ���
�� 	� ������� z ∈< x, y > ��� $	� o(z) = ����(e, o(y))� �	�
$	� e �
�
������� �� � o(z) = e �� 
�
�� $	� o(y) ����
� e� �



���������� � 	
����
�� �� ��������
 �����
���

���� K �� ���	
 ��� �
��� q = pn �������
 � �� ���
�� x ∈ K ��� ��� K = Fp[x]� �� 	����������

�� � K � Fp[X]/〈P 〉 ���� P = px,Fp ��������� ������������ �� ����� n

� �� ���� �� 	
���
� 	��
 x �� 
���
����
 � �� 

��	� K�� �

���������� �

���� K �� ���	
 ��� �
��� q = pn �������
 � ���������	��
�� �� ��������
 FK/Fp
�
� ������� n�

� �� � Fn
K/Fp

= ��� ���� x �� 
���
����
 �� K� �� Fk
K/Fp

= �� �� � Fk
K/Fp

(x) = x �� ��
�� ���

xp
k − 1 = 0 ���� q − 1 = pn − 1|pk − 1 �� ��������� � n|k� �

����� �

���� 	��
� �� ������������ P ∈ Fp[X] �
� 
��
 !������
 �����	��
�

� ������ Δ = 	
��(P, P ′)� ��		����� ��� P ��� �� ������
 �����	�� �� ��
�� ��� ��
(Δ) ≥ 1�
���� P ����� �

��������� � Δ �� P ���� ��������� � P ������ ���
� P ′ �� ��
�� ��� P ′ = 0� ����

�� ��� �� � P = arX
rp + · · · + a1X

p + a0 ���� ai ∈ Fp[X]� ���� ai = api � 	��
 0 ≤ i ≤ n� �� �

����� P = (arX
r + · · ·+ a1X + a0)

p �� P �� ��
��� 	�� �

���������� �

����� �

���� K �� ���	
 ��� �
��� q = pn �������
 � ���� 	��
� �� ������������ P ∈ Fp[X] ��� 	�

"��
��� ������ x ���
 K 	�

"�� �����
 
�
 ������
 ���
 K #��� �� Fp$�����
��� K �
� �����
�����%�

� ���
 P ∈ Fp[X] ������
� �� �

���������� ���� R = {y ∈ K/P (y) = 0} ���������� �� ��� 
������

���� K � �� � x ∈ R� �� ������ 
� �� 	��!�"�� Q =
∏
y∈R

(X − y) ∈ K[X]� �� � FK/Fp
(R) = R

���# FK/Fp
(Q) = Q �� ��
�� ���� ���	
 � �� 	���� �����"�� �� ������� Q ∈ Fp[X] �� 	�
 �����

Q = P 	������ Q|P � $���� ������ ��� 
������ �� P ���� ���� K� �

�� ��������� 	 
� ���
��� ���
���� �� �� Fp���������� K ��� ��� �
� K = Fp[x] ����� ��� ����������
��� 
�
��������
� �
 ���
�� K�

�� ������ m �� n ��
� ������� ���
���� � ��� ���������� �
������� ���� ��
��������� �

�� m ������ n

��� pm − 1 ������ pn − 1

���� Xpm −X ������ Xpn −X

� �������� n = mq + r ���� 0 ≤ r ≤ m− 1 � �� �

pn − 1 = pmq+r − 1

= (pmq − 1)pr + (pr − 1)

= (pm − 1)pr((pm)q−1 + · · ·+ pm + 1)
︸ ︷︷ ︸

=h

+ (pr − 1)

�� ����� �
� m ������ n �� �� ��
��
��� �� pm − 1 ������ pn − 1�
 � 
!
� �� �

Xpn−1 − 1 = X(pm−1)hXpr−1 − 1

= (X(pm−1)h − 1)Xpr−1 +Xpr−1 − 1

= (Xpm−1 − 1)((Xpm−1)h−1 + · · ·+Xpm−1 + 1)Xpr−1 +Xpr−1 − 1

= Xpn−1 − 1 = (Xpm−1 − 1)Q+ (Xpr−1 − 1)

�

%



����� �

���� K �� ���	
 ��� �
��� q = pn �������
 � �� ���
����� �� 	��
���� ������������ ��������

P ∈ Fp[X] �� ����� m 	�

����� ��� ������ x ���
 K � �� � m|n �� ����
����� ��
 ������
 �� P

���
 K �
� Z(P ) = {x, xp, · · · , xpm−1}� �� 	��
 P |Xpm −X�

� Fp[x] ��� ��� �����������	�� 
� K ������������� �
����	�� � Fp[X]/〈P 〉 
��� 
� 
�
�� m ��

��� �����	���������� ��
 �����
 �� � m|n� ��� �	������ �

FFp[x]/Fp
: Fp[x] −→ Fp[x]

y −→ yp

��� 
���
�� �� m 
� ����� ��� ��� xi = xp
i ∈ Fp[x]� 0 ≤ i ≤ m− 1 
� P ���� 
��� � 
��� 
	��	����

�� ���	��� 
� P �

�� ����� �	 x 	= 0 ���� P 	= X�� ��	���� �� 
����� Fp[x]
� ��� 
���
�� pm − 1� �� � xp

m−1
i = 1 ����

0 ≤ i ≤ m− 1 �� P |Xpm−1 − 1� �

����� �

���� K �� ���	
 ��� �
��� pn �������
� 	��� L ���	
 ���� �� ���
�� �� ���	��
�� ϕ : K −→ L


� �� 
�������� 
� L �
� �� ���������
����� p �� n|[L : Fp]� ���
 ��
 ���������
� ϕ(K) = L
Fn

L/Fp

�
� �������� 
��
 ���	
 �� L �
��� pn �������


� ��	� ��	��� �� �����	��� ϕ : K −→ L� ϕ ��� 	�����	 
��� K �� L ���� 
� �!�� ��������	��	���

p �� ϕ(K) ��� �� ���������� 
� L �
����	�� � K� "���� �� K� ��� 	�������� � �� �����
�����


� L� 
��# pn − 1|pN − 1 �# $��
(L) = pN �� n|N �

%��	���������� ��������� ��� n|N & �� �� ��� �� �����'�� 
� ��������� ��	�	�	 K = Fp[x]� (�

L ��� ����
����� 
�� ���	��� 
� ���)�*�� XpN − X & ����� P = px,Fp 
	+	�� Xpn − X 
���


	+	�� XpN − X � P ����'
� ��� ���	�� y ∈ L 
� ����� ���	� ��	��� �� ��	��� ���������	���

ϕ : K −→ L ��� ��� ϕ(x) = y�

,�-� �	 K ′ ����� �� ���������� 
� L �)��� pn ��������� K ′ ��� �������.�� 
�� ���	��� 
� Xpn−X


��� ��� �
�� � L
Fn

L/Fp � ��

����		
��� �

���� ���	
 ���
 K �� L 
��� �
����	��
 
� �� 
�������� 
���
 ��� �!�� ���������
����� �� �!��

����� "��� 
� �� 
�������� 
� $��
(K) = $��
(L)#�

� ��������� ��� $��
(K) = $��
(L)� 	� ��	��� �� �����	��� ϕ : K −→ L ��	 ��� �������	������

	�����	 � �� ��� ���
	���	��� ��	 ��� �������	 � ��

� �������	
 ��������
��	


��	� p ����	�� & �� ����	
'�� �� ���	�� n ��� ��� p �� ����
� 	�
 n �� �� 
��	
�� ��� m �������


� p 
��� �� 
����� (Z/nZ)× 
�� �������� �����
����
 
� �������� Z/nZ� (� � m|ϕ(n) �� ��

���)�*�� Xn − 1 ∈ Fp[X] ��� 
��
 $������ �����	���

(� 
��	
�� ��� K �� ����� -�	 �)��� pm ���������

/������.�� 
�� ���	��� 
� Xn− 1 
��� K  ���� �������� �����
����� �� μn(K) 
���
�� n 
� K� &

�� 
����� μn(K) ��� �)��	��� 
���
�� n� (� ������ Πn(K) �������.�� 
�� 
���������� 
� μn(K) &

�� � �

$��
(Πn(K)) = ϕ(n) �� FK/Fp
(Πn(K)) = Πn(K)

��� ����� Fn
Fp[x]/Fp

= �	|Fp[x] �
 �����
�� �
� m|n
��� �
 ��
� �
��� 
������� �� �
�������������� 	�� 	����� [L : Fp] = [L : ϕ(K)] [ϕ(K) : Fp]
��� �
���
� �� ���
�� K� ��� �������� 	���	�� pm − 1 �� �
� n|pm − 1



��� ��������	 �
�� �

μn(C) = {ek 2π i
n / 0 ≤ k ≤ n− 1}

�� 
�
��� �������� ��
���� n ��� ������� n���� �� ������� ���� C � ���������� �� ��� 
���������� �

Πn(C) = {ek 2π i
n / 0 ≤ k ≤ n− 1, k ������� ���� n}

������ �� ������ �� �
������ ����
�
�����

Φn =
∏

z∈Πn(C)

(X − z) ∈ Z[X]

�� � Φn ∈ Z[X] ��������	 ������������ �� �� ��
�� ϕ(n)� �� � ��
�� �� ���
��
����
� �� ��������

������������� �

Xn − 1 =
∏
d|n

Φd

�
������
�� Φn ∈ Fp[X] �� �������
� �
���
 p �� �
������ ����
�
����� Φn ∈ Z[X] ��� ���

���������� �������� �� �� ��
�� ϕ(n) �

����� �

�� �

Φn =
∏

x∈Πn(K)

(X − x) ∈ K[X]

� �� � ���� Fp[X]  p ������� �� �������� ��� n! �

Xn − 1 = Φd
d|n

"���� �
�� x ∈ Πn(K) ��� ������ �� ���� ��� �
������� Φd	 ���� �
��� Φd ������ Xd− 1 �� ���

x ��� ��
���� n	 �� �� ������� ��� x ��� ������ �� Φn�

"����	 �
��� Φn ��� ��
�� ϕ(n) �� ���� �������� ���������	 ���� K[X]	 
� 
������ �� ��������� �

����� �

���� ���� x ∈ Πn(K)	 
� ��

���� ������
 px,Fp ∈ Fp[X] �� x ∈ Πn(K) ��� �� ������� ��������

���
� �� ����� m �� Φn �� ����� ��� �� K = Fp[x] �� 
�������
� �

Z(px,Fp) = {x, xp, · · · , xpm−1}

�� ��� ������� ���� K ��� �� �
�
� �� 
� ����������� FK/Fp
�� Πn(K)�

� �
������
�� �� �
��#Fp#�$�����
� Fp[x] ⊂ K �� �
�
�� �

m′ = ��
(px,Fp) = [Fp[x] : Fp]

�� � x ∈ Fp[x]
� �� �
��� x ��� ��
���� n 
� � n|pm′ − 1 �� �
��� ��� m|m′�

%��� 
� � Fp[x]
� ⊂ K� �
�� pm

′ − 1|pm − 1 ��
& m′|m	 m′ = m �� Fp[x] = K�

"���� x ��� ������ ���� K �� �
������ ������������ px,Fp ��� ��� �� ��
�� m �� �
��� ���

Z(px,Fp) = {x, xp, · · · , xpm−1} ���� (xp
m−1

)p = xp
m
= x� �

��� K ��� ��	�� 
��	�
�
�� �	 ��������������� p �� ����� ���
�������� Q[e
2π i
n ]



���������� �

Φn �� ��������� �	
� Fp[X] �
 �
 �����
� ��
ϕ(n)

m
����
���� �

�	
��� 
�������
���� �
��

���

�� ����� m ��������
�	
� � �	 ��������
�
�
 �� �
 ������ � ������� �
���

�� �� �	 ������	�
�


FK/Fp
�� Πn(K)�

� ���� ���� x ∈ Πn(K)� ��	 �
��
�	 �� px,Fp 	�
� ��	 xp
i
Πn(K) ���� 0 ≤ i ≤ m− 1 �� 	���� ���

px,Fp �	� ���
 ��	 �
�����	 ������������	 �� Φn �

	 Fp[X]�
������������
� 	��� P ∈ Fp[X] �
 �
����� ������������ ��
��
���� �� Φn � �� ���	�� x ∈ Πn(K) ���
��� P (x) = 0 ��
� px,Fp |P �� ����� P �	� ������������ �
 
 P = px,Fp �

�
�
 px,Fp = px′,Fp 	� �� 	������
� 	���	 �
� ��	 ����	 �
��
�	 �� ��� �����
�  ���� ��� x �� x′

	�
� �

	 �� ���� �!��� �� �
 ������
���
 FK/Fp
�� Πn(K)� �

���������� 	

��� ����
���� P ∈ Fp[X] �

�	
���� 
�������
���� ���� ��� x = X ��
� ������� n �	
� K� ��

K = Fp[X]/〈P 〉 = Fp[x] ��
� ��� �	������ 
�������
���� �� Φn� �
 �	��
���
�� ��"(P ) = [Fp[x] : Fp]
��� ������� m �� p �	
� (Z/Zn)×�

� #
 
 P = px,Fp �� x ������� n �� 	���� P |Φn � $� �
 ��	���� ��� ��"(P ) = m� �

��

� ��

� P ∈ $��p(m) �� K = Fp[X]/PFp[X] = Fp[x] �% x = X� &��� �����
� �� a ∈ K

	������ 
���	 �� �

�'�� �
���� a =
m−1∑
i=0

aix
i 
��� ai ∈ Fp ���� 0 ≤ i ≤ m − 1� ��������
�	�
�


	��
�
�� ��	 �����
�	 �� K��

���� a =
m−1∑
i=0

aix
i, b =

m−1∑
i=0

bix
i �
 
 a + b =

m−1∑
i=0

(ai + bi)x
i� �
� ��
��� �
 
 ab =

m−1∑
i=0

cix
i

�% R =
m−1∑
i=0

ciX
i �	� �� ��	�� �� �
 ����	��
 ��������

� �
� �� ���!
(�� ��
��
� P �� �������

(
m−1∑
i=0

aiX
i)(

m−1∑
j=0

bjX
j)�

)�	 ���!
(��	 P ∈ $��p(m) ���� ��	����	 �
 �	�

� ������
��� x �	� �
 "�
��
���� �� "�����

�!������ K� 	�
� 
�����	 ��	 ���!
(��	 ��
�
�
��� *� 	�
� ���� ���� ��	����	 n = pm − 1 
��

��	 �
����� ������������	 P �� Φpm−1� +

	 ��	 ��
�����
	 ���� �����
� a ∈ K� 	������ �� �
,


�'�� �
���� a = xk 
��� k ∈ Z/(pm − 1)Z ��������
�	�
�
 ����
��
�	�
���� #
 �����
� 
�
	� �


�	�����-�	�� �� "�����	 .

)+x : K� −→ Z/(pm − 1)Z

a = xk −→ k = ��"x(a)


����� ���	�
���� �
����� �� �
	� x�

��� ��� ��	 
��
�� ��
ϕ(n)

m
m�������

/


