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Corrigé de ’examen

Exercice 1.
On considére la courbe algébrique C d’équation

F=X3+Y3-3XY

1. Montrer que C est un ensemble infini.

2. Montrer que C est #rréductible

3. Montrer que C posséde un unique point singulier.

4. Préciser la nature de ce point.

Corrigé.
1.Ona F=Y3-3XY + X3
Pour tout = € C, le polynéme F(z,Y) = Y? — 32Y + 2% € C[Y] posséde une racine y dans C.
On peut aussi dire que (F') N C[X]| = {0} donc que Z(F) est infini.

2. On se place dans C[X][Y] et 'on suppose que :

F=Y?-3XY+X’=Y+a)(Y?+bY +¢) =Y+ (a+b)Y?+ (ab+c)Y +ac

de sorte que 'on a le systéme

a+b=0 (1)
ab+c= -3XY (2)
ac= X3 (3)

On a alors ¢ —a? =3XY maisa = AX" et c= puX’ aveci+j=3et A\u=1
d’ott pX7 — A2X?% = 3XY ce qui n’est pas possible.
OF
. — =3X?-3Y
8FS OnaaX 3 3Y et
— =3Y?-3X.
Y

On a le systéme :

23493 —3xy =0 (4)
xQ—y:O (5)
y —z=0 (6)

en multipliant par x ’équation (2), par y ’équation (3) est en effectuant la somme on a
23 493 —6xy =0 (7)

d’ott xy = 0 d’oil une seule solution x =0 et y = 0.

4. Le cone tangent a pour équation —3XY d’oti un point double ordinaire.



Exercice 2.

1. Soient Z = (f1,---, fr) et T = (g1, "+ ,gs) deux idéaux de K[X1,---,X,] ot K est un
corps; on considére I'idéal

’C:<Yfla )Yfr‘v(l_y)gla 7(1_Y)gs>

de K[X1,---,X,,Y]. Montrer que KN K[X1,---, X, =ZNJ.

2. En déduire un algorithme qui étant donnés un systéme générateur [f,--- , f,] de Z et un
systéme générateur [g1,- - , gs] de J permet de construire un systéme générateur de ZNJ.

3. Montrer que si la formule de Bezout est valide dans K[Xy,---,X,], onan = 1.

4. Expliquer comment calculer le pged de deux polynomes f,g € K[X1,---, X,] (n > 2) sans
factoriser f et g.
Corrigé.
1.Soit FeEZINJ;oma F=YF+(1-Y)FeKn K[Xy,---,X,]
Réciproquement soit F' € KN K[X1,---,X,];on a:

T S
F=YYhifi+Y (1-Y)hg; avec h; € K[Xy,--+ , X, Y] pour 1<i<r+s
i=1 j=1

En prenant Y = 1 on obtient F' € 7 et en prenant Y = 0 on obtient F' € J.

2. Soit G une base de Grobner de I pour un ordre d’élimination tel que Y = Xy, -+, X,.
Alors, par le th d’élimination, GN K[X1, -+, X,] est une base de Grébner de KN K[X7, -+, X,,]
donc un systéme générateur de cet idéal.

3. La formule de Bezout signifie qu’un idéal engendré par deux éléments (f, g) est principal.
Par récurrence sur le nombre de générateurs, tout idéal de type fini est principal. Il en résulte
que K[Xi,---,X,] est principal, donc que n = 1.

4. Posons T = (f), J = (g) idéaux de K[Xy,---,X,]| Considérons h = ppcm(f,g). On a
heInJ.
Réciproquement si H € ZNJ on a f|H et g|H donc h|H ainsi ZN J = (h).
Considérons £ = (Y f,(1 —Y)g) idéal de de K[X1,---,X,,Y]. Ona KN K[Xy,---,X,] =
INg = (h).
Ainsi si G est la base de Grobner réduite de K pour un ordre d’élimination tel que Y >
Xi,-+,Xp,ona GN K[Xy, -+ ,X,] ={h} avec h = ppem(f, g).
On a finalement pged(f,g) = f—hg
Exercice 3.
Soient F, un corps fini de caractéristique p avec Card(F,) = g et Q une cloture algébrique de F,,.
Pour tout sous-corps K C Q de Q et tout idéal I de K[X7,---, X,], on désigne par Zx(I) C K"
I’ensemble des zéros de I dans K".
De méme, pour toute partie algébrique E C Q" on deésigne par Zx (E) l'idéal de K[X, -+, X,)]
formé des polynomes f € K[Xq,---,X,] tels que ]7|E = 0 ou f: Q" — Q est Uapplication
polynomiale associée & f.

1. Montrer que V' = est une partie algébrique de Q".

2. Montrer que G = {X{ — X1,--- , X} — X,,} est une base de Grébner universelle de 1'idéal
N = (X0 = Xy, XE— X)) de Fy[X1, -, X,).



3. Montrer que N = Zp (V)
4. Déterminer le rang de la Fg-algebre Fy[Xy, -+, X,]/N.

5. On désigne par F(Fy,F,) la Fy-algebre des applications de Fjy dans Fy. Montrer que I'ho-
momorphisme canonique :

Fo[ X1, , Xn] — F(F),Fy)
f — fleg
induit un isomorphisme de IF -algébres :

FQ[le"' 7Xn]/-/\/’i>]:(F(;L>Fq)

6. Montrer que toute partie E' C F;' de F' est une partie algébrique de Q"
7. Pour tout idéal I de F,[Xy,--- , X,,], montrer que Zp (Zr,(I)) = I+ N

8. Montrer que l'application I — Zg(I) est une bijection de I'ensemble des idéaux I D N
de Fy[X1,- -+, Xp] contenant A sur 'ensemble des parties de IF,'.

9. Pour tout idéal I de F,[Xy,---, Xy], montrer que Card(Zg, (1)) est égal au rang de la
Fg-algebre Fy[ Xy, -+, Xp]/ (I +N).

10. On prend g =7 et n = 2 et on considére la courbe elliptique C d’équation :
F=Y*-X3-2X -4

Déterminer le nombre de points rationnels de C (de. les points (z,y) € CNF2).
La base de Grobner réduite de lidéal (F, X" — X, Y =Y de F7[X,Y], pour lordre lexico-
graphique tel que X <Y, calculée avec SAGE, est :

B=[Y?-X?+5X+3, VX" +3VX?+YVX? - YX,X°+2X* +5X% + 5X* + X]

Corrigé.
1. Soit z € Q" ; pour 1 <7 < nona z] = z; si et seulement si z € F}y de sorte que Zo(N) = Fp.
2. On a X;|X/; quelque soit l'ordre admissible choisi on a donc donc X; < X! et par suite
Im< (X! — X;) = X pour 1 <i <mn (¢>2). Ainsi les éléments de Im<(G) sont deux a deux
premiers entre eux et G est une base de Grobner de I = (X{ — Xq,--- , X — X,,).

3. On a évidemment N C Zg, (V).
Remarquons aussi que V = Zo(N) = Zg, (N).
On a alors , par le théoréme des zéros de Hilbert : Zp (V) = Zr, (Zo(N)) = rac(N) mais, pour
1 <i < n,le polynome X! — X; a pour dérivée —1 donc est séparable, le lemme de Seidenberg
montrer que N est radiciel et finalement on a N = Zp (V).

4. Par le théoréme de Macaulay on a F,[X1, -+, X,] = N @ R; le Fy-espace vectoriel R a
pour base les mondémes standards Xf‘l. co X0 avec 0 < o < g—1pour 1 <4 < nde sorte que
dimp, (R) = ¢".

5. On a l'application Fg-linéaire injective :
gOIIFq[Xl,"',Xn]/N — F(FtvatI)

f — f



1 siz=a

mais (Jq)aerp avec dq(z) = { est une base de F(F ', F,) donc dimp, (F(F7,F,)) = ¢"

et ¢ et un isomorphisme.
On pourrait aussi utiliser que le cardinal de chacun des deux membres est g9 .

0 sinon

6. Soit £ C Fj'; on prend un polynéme F € Fy[Xy, -+, X,] tel que ﬁhp; soit la fonction
caracteristique de E. Alors si I = (F) + N on a Zo(I) = E.

7. Notons d’abord que I + N est radiciel par le lemme de Seidenberg.
Par le théoreme des zéros de Hilbert appliqué a I'idéal T + N de Fy[X1,---, X,;,] on a alors :

Zo(I+N) = Zo(I) N ZoN) = Zo(I) NV = Zg,(I)

et par suite :
IIFq(Z]Fq(I)) :IFq(ZQ(I-‘rN)) = I'&C(I-‘r./\/) =I+N

8.8i1 >N onaZp,/(Zr,(I)) = I de sorte que l'application I — Zp (I) est injective; en
reprenant 1'idéal I = (F) + N de la question 6. on a I D N et Zy, (I) = Zo(I) = E.

9. Puisque ’idéal I + N est radiciel on a Card(Zp, (1)) = dimp, (Fy[X1,---, X,]/ (I +N).

10. On a Card(C N F2) = dimp,(F7[X,Y]/(F, X7 — X,Y7 — Y). Cette dimension est le
nombre de monémes réduits. On considére la base de Grobner B. Les mondmes dominants sont
X® Y2 X*Y de sorte que les monomes réduits sont 1, X, X2, X3, X4 Y, XY, X?Y, X3Y.

On a donc Card(C NF2) = 9.



