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1 Matrices sur un anneau euclidien

On considère un anneau euclidien A ie un anneau intègre muni d'une application :

φ : A \ {0} −→ N

telle que :

1. soient a, b ∈ A \ {0} ; si b|a on a φ(b) ≤ φ(a)

2. pour a ∈ A et b ∈ A \ {0}, il existe q, r ∈ A tels que a = bq + r avec r = 0 ou φ(r) < φ(b).

Alors l'anneau A est principal.

La formule de Cramer M.M̃ = det(M)I, dans laquelle M̃ désigne la transposée de la comatrice

de M , montre qu'une matrice M ∈Mn(A) est inversible si et seulement si det(M) est inversible
dans A. On notera GLn(A) le groupe des matrices carrées d'ordre n inversibles.

Soit Mm,n(A) le A-module des matrices à coe�cients dans A avec m lignes et n colonnes ; on

considère l'action du groupe GLm(A)×GLn(A) agit sur Mm,n(A) dé�nie par :

(GLm(A)×GLn(A))×Mm,n(A) −→ Mm,n(A)

((U, V ),M) −→ U M V −1

L'orbite d'une matrice M ∈Mm,n(A) est :

{M ′ ∈Mm,n(A) / il existe U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A) tels que M ′ = U M V }

Deux matrices M,M ′ ∈Mm,n(A) sont équivalentes si et seulement si elles sont dans une même

orbite.

1.1 Invariants déterminantiels

Considérons une matrice M ∈ Mm,n(A) à m lignes et n colonnes. Pour tout entier k avec

1 ≤ k ≤ min(m,n), on désigne par dk(M) 1 le pgcd des mineurs d'ordre k de M . Notons rg(M) 2

le plus grand entier k pour lequel on a dk(M) 6= 0 (ie. pour lequel il existe un mineur d'ordre k
de M qui est non nul).

Proposition 1

On a dk(M) 6= 0 pour 1 ≤ k ≤ rg(M). De plus dk−1(M) divise dk(M) pour 2 ≤ k ≤ rg(M).

1. dk(M) n'est dé�ni qu'à un élément inversible de A près puisqu'il en est ainsi du pgcd. Lorsque A = Z
on pourra supposer que dk(M) ∈ N et lorsque A = K[X] que dk(M) est nul ou unitaire. Ainsi normalisés, les
éléments dk(A) sont uniques.

2. rg(M) n'est autre que le rang de la matrice M considérée comme matrice à coe�cients dans K = Frac(A),
le corps des fractions de A

1



O Supposons que dk(M) 6= 0 ce qui est vrai pour k = rg(M) ; la matrice M possède donc un

mineur d'ordre k qui est non nul. Mais chaque mineur d'ordre k de M est combinaison linéaire

à coe�cients dans A de mineurs d'ordre k − 1 de sorte que l'on a dk−1(M) 6= 0.
De plus dk−1(M) divise chaque mineur d'ordre k − 1 de M , donc divise chaque mineur d'ordre

k, donc leur pgcd dk(M). M

Pourm,n ∈ N et R anneau commutatif, soitMm,n(R) le R-module des matrices à coe�cients

dans R à m lignes et n colonnes. Pour m,n, q ∈ N le produit des matrices dé�nit une application

bilinéaire :

Mm,n(R)×Mn,q(R) −→Mm,q(R)

Considérons un produit de matrices C = AB avec A = (ai,k)1≤i≤m,1≤k≤n, B = (bk,j)1≤k≤n,1≤j≤q
et C = (ci,j)1≤i≤m,1≤j≤q. Pour 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ m et 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ q où p ≤ min(m, q)

on désigne par C

∣∣∣∣i1, · · · , ipj1, · · · , jp

∣∣∣∣ le mineur correspondant. 3.

Lemme 1 (formule de Binet-Cauchy)

Soit C = A.B avec A ∈Mm,n(R), B ∈Mn,q(R) et C ∈Mm,q(R) ; on a :

C

∣∣∣∣i1, · · · , ipj1, · · · , jp

∣∣∣∣ =
∑

1≤k1<···<kp≤n
A

∣∣∣∣ i1, · · · , ipk1, · · · , kp

∣∣∣∣B ∣∣∣∣k1, · · · , kp
j1, · · · , jp

∣∣∣∣
O Remarquons que l'on aci1,j1 · · · ci1,jp

...
...

cip,j1 · · · cip,jp

 =

ai1,1 · · · ai1,n
...

...

aip,1 · · · aip,n


b1,j1 · · · b1,jp

...
...

bn,j1 · · · bn,jp


de sorte que l'on ait ramené à calculer le déterminant d'une matrice carrée C d'ordre p produit

de deux matrices rectangulaires A et B :

C =

c1,1 · · · c1,p
...

...

cp,1 · · · cp,p

 =

a1,1 · · · a1,n
...

...

ap,1 · · · ap,n


︸ ︷︷ ︸

=A

b1,1 · · · b1,p
...

...

bn,1 · · · bn,p


︸ ︷︷ ︸

=B

On a alors :

det(C) = |ci,j |1≤i,j≤p

= |
n∑
k=1

ai,kbk,j |1≤i,j≤p

=
n∑

k1,··· ,kp=1

bkj ,j |ai,kj |1≤i,j≤p

=
n∑

k1,··· ,kp=1

bk1,1 · · · bkp,pA
∣∣∣∣ 1, · · · , p
k1, · · · , kp

∣∣∣∣
Si p > n on a det(C) = 0.
Dans le cas p ≤ n, seuls restent dans la somme les termes pour lesquels on a :

1 ≤ k1 < · · · < kp ≤ n

3. ie. le déterminant de la sous-matrice de C formée des ligne d'indices i1, · · · , ip et des colonnes j1, · · · , jp.
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On regroupe ces termes par paquets de p! termes chacun qui ne di�èrent que par l'ordre des

indices. La somme des termes d'un même paquet est alors égale à∑
ε(k1, · · · , kp)A

∣∣∣∣ 1, · · · , p
k1, · · · , kp

∣∣∣∣ bk1,1 · · · bkp,p = A

∣∣∣∣ 1, · · · , p
k1, · · · , kp

∣∣∣∣B ∣∣∣∣k1, · · · , kp
1, · · · , p

∣∣∣∣
où ε(k1, · · · , kp) est la signature de la permutation

(
1 2 · · · p
k1 k2 · · · kp

)
et �nalement on a :

det(C) =
∑

1≤k1<···<kp≤n
A

∣∣∣∣ 1, · · · , p
k1, · · · , kp

∣∣∣∣B ∣∣∣∣k1, · · · , kp
1, · · · , p

∣∣∣∣
M
Remarque : On peut exprimer la formule de Binet-Cauchy de manière plus synthétique.

Pour 1 ≤ p ≤ n, on désignera par Λ(p, n) l'ensemble des suites i = (i1, · · · , ip) d'entiers telles

que :

1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n

Pour toute matrice A ∈ Mm,n(R) et tout entier p ≤ min(m,n), on considère la matrice des

p-mineurs de A :

Λp(A) = (A

∣∣∣∣ij
∣∣∣∣)i∈Λ(p,m),j∈Λ(p,n) ∈MCpm,C

p
n
(K)

La formule de Binet-Cauchy s'écrit alors :

Λp(C) = Λp(A) Λp(B)

Proposition 2

Soient M,M ′ ∈Mm,n(A) des matrices équivalentes ; alors dk(M) et dk(M
′) sont associés 4 pour

k ≥ 1. En particulier on a rg(M) = rg(M ′).

O Considérons d'abord le cas où M ′ = M V avec V ∈ GLn(A). Pour tout mineur ∆′ d'ordre
k de M ′ la formule de Binet-Cauchy montrer que ∆′ =

∑
i

∆iΞi où ∆i (resp. Ξi) est un mineur

d'ordre k de M (resp. de V ). Alors si dk(M) = 0 on a ∆i = 0 pour tout i de sorte que ∆′ = 0
et par suite dk(M

′) = 0. Si dk(M) 6= 0, on a dk(M)|∆i pour tout i de sorte que dk(M)||∆′ = 0
et par suite dk(M)|dk(M ′).
Comme on aM = M ′ V −1, on a aussi dk(M) = 0 si dk(M

′) = 0 et dk(M
′)Idk(M) si dk(M

′) 6= 0.
Ainsi on a dk(M) 6= 0 si et seulement dk(M

′) 6= 0, dk(M) et dk(M
′) sont associés et rg(M) =

rg(M ′).
On en déduit par transposition la propriété lorsque M ′ = U M avec U ∈ GLm(A). M

1.2 Forme réduite de Smith

Une matrice S ∈Mm,n(A) est de (la forme réduite de) Smith si l'on a 5 :

Si,j = 0 pour i 6= j

Si,i 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ r
Si,i | Si+1,i+1 pour 1 ≤ i ≤ r − 1

Si,i = 0 pour r < i ≤ min(m,n)

4. ie. on a dk(M ′) = u dk(M) avec u inversible dans A. Si les pgcd sont normalisés on a dk(M ′) = dk(M).
5. Lorsque A = Z on normalise S par la condition Si,i ≥ 0 et si ou A = K[X] par la condition Si,i est nul ou

unitaire
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Lemme 2

Soit S ∈Mm,n(A) une matrice de la forme réduite de Smith ; pour tout k ≥ 1 on a

dk(S) = S1,1 · · ·Sk,k

En particulier on a rg(S) = r où 0 ≤ r ≤ min(m,n) est le plus grand indice tel que Sr,r 6= 0.

O Soit ∆ = S

∣∣∣∣i1, · · · , ikj1, · · · , jk

∣∣∣∣ un mineur d'ordre k de S ; si ∆ n'est pas centré sur la diagonale (ie.

si (i1, · · · , ik) 6= (j1, · · · , jk)), une ligne ou une colonne de ∆ est nulle de sorte que ∆ = 0.

Supposons que ∆ = S

∣∣∣∣i1, · · · , iki1, · · · , ik

∣∣∣∣. S'il existe l'un des indices ij > r on a encore ∆ = 0. C'est

en particulier le cas lorsque k > r de sorte que l'on a dk(S) = 0. Supposons alors que k ≤ r et

que 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ r ; on a alors S1,1|Si1,i1 , · · · , Sk,k|Sik,ik de sorte que S1,1 · · ·Sk,k|∆ =
Si1,i1 · · ·Sik,ik et l'on a dk(S) = S1,1 · · ·Sk,k 6= 0. M

Théorème 1 (forme réduite de Smith)

Toute matriceM ∈Mm,n(A) est équivalente à une matrice de la forme réduite de Smith S unique

à la multiplication de ses coe�cients par des éléments inversibles de A près 6.

O Pour établir l'unicité il su�t de remarquer que si S est une matrice de la forme réduite de

Smith équivalente à M , on a rg(M) = rg(S) = r et dk(M) = dk(S) pour 1 ≤ k ≤ r de sorte que

S1,1 = d1(M) et Sk,k =
dk(M)

dk−1(M)
pour 2 ≤ k ≤ r.

L'existence est fournie par l'algorithme décrit ci-dessous. M.
Soit M ∈ Mm,n(A) ; les coe�cients non nuls S1,1, · · · , Sr,r d'une forme réduite de Smith S de

M sont appelés les facteurs invariants 7 de M .

Corollaire 1

Soient M,M ′ ∈ Mm,n(A) alors M et M ′ sont équivalentes si et seulement si leurs facteurs

invariants dk(M) et dk(M
′) sont associés 8 pour tout k ≥ 1.

O Si rg(M) = rg(M ′) = r et dk(M) = dk(M
′) pour 1 ≤ k ≤ r (à un élément inversible de

A près), M et M ′ sont équivalentes à une même matrice de Smith donc sont équivalentes. La

réciproque a déjà été établie. M

1.3 Réduction à la forme de Smith

1.3.1 Matrices élémentaires

Pour des indices 1 ≤ i < j ≤ n et des coe�cients a, b, c, d ∈ A on considère la matrice carrée

d'ordre n :

X
(n)
i,j

(
a b
c d

)
=



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 a · · · b · · · . . .
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 c · · · d · · ·
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


6. S est unique si l'on impose que ses coe�cients sont normalisés.

7. Ils sont donc dé�nis à la multiplication par des éléments inversibles de A près. Ils sont uniques dans le cas
normalisé.

8. égaux dans le cas normalisé.
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(a, b sont sur la ligne i ; c, d sur la ligne j ; a, c sur la colonne i et b, d sur la colonne j ;
les coe�cients de la diagonale autres que a, d sont égaux à 1).

Remarquons que la matrice X
(n)
i,j

(
a b
c d

)
a pour déterminant ad− bc.

En particulier on a un homomorphisme injectif de groupes :

SL2(A) −→ SLn(A)(
a b
c d

)
−→ X

(n)
i,j

(
a b
c d

)
Considérons une matrice M ∈ Mm,n(A) . Pour 1 ≤ i ≤ m, on désigne par Li(M) la ligne i de
M et pour 1 ≤ j ≤ n, on désigne par Cj(M) la colonne j de M .

On a alors, pour 1 ≤ i < r ≤ m et k 6= i, r :

Li(X
(m)
i,r

(
a b
c d

)
M) = aLi(M) + bLr(M)

Lr(X
(m)
i,r

(
a b
c d

)
M) = cLi(M) + dLr(M)

Lk(X
(m)
i,r

(
a b
c d

)
M) = Lk(M)

et pour 1 ≤ j < s ≤ n et k 6= j, s :

Cj(M X
(n)
j,s

(
a c
b d

)
) = aCj(M) + bCs(M)

Cs(M X
(n)
j,s

(
a c
b d

)
) = cCj(M) + dCs(M)

Ck(M X
(n)
j,s

(
a c
b d

)
) = Ck(M)

1.3.2 Elimination de Gauss sans dénominateurs

Ainsi certaines combinaisons linéaires à coe�cients dans A de lignes (de colonnes) de M
s'expriment matriciellement par une multiplication à gauche ( à droite) de M par une matrice

élémentaire de déterminant égal à 1. Ceci va nous permettre d'annuler des coe�cients deM sans

changer de classe d'équivalence.

Lemme 3 (élimination d'une �n de ligne)

Soit M ∈ Mm,n(A) telle que Mi,j 6= 0, alors il existe une matrice V ∈ GLn(A), produit de

matrices élémentaires de déterminant égal à 1, telle que la matrice M ′ = M V véri�e :

M ′i,j | Mi,j (1)

M ′i,s = 0 pour tout s > j (2)

Lorsque Mi,j |Mi,s pour tout s ≥ j, on a Cj(M
′) = Cj(M) (en particulier M ′i,j = Mi,j) sinon

M ′i,j est un diviseur strict de Mi,j.

O Pour tout s, j < s ≤ n, tel que Mi,s 6= 0 on pose x = Mi,j et y = Mi,s. Si z est le pgcd de x
et y, il existe a, b ∈ A tels que ax+ by = z (formule de Bezout).

On prend c = −y/z et d = x/z et V = X
(n)
j,s

(
a c
b d

)
. On a det(V ) = ad− bc = 1.

De plus Cj(M
′) = aCj(M) + bCs(M). En particulier M ′i,j = ax + by = z|Mi,j . On a encore

Cs(M
′) = cCj(M) + dCs(M) de sorte que M ′i,s = cx+ dy = 0.

Si x = Mi,j |y = Mi,s on a z = x de sorte que a = 1 et b = 0 d'où Cj(M
′) = Cj(M) sinon

M ′i,j = z est un diviseur strict de Mi,j = x. M.
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Lemme 4 (élimination d'une �n de colonne)

Soit M ∈ Mm,n(A) telle que Mi,j 6= 0, alors il existe une matrice U ∈ GLm(A) , produit de

matrices élémentaires de déterminant égal à 1, telle que la matrice M ′ = U M véri�e :

M ′i,j | Mi,j (3)

M ′r,j = 0 pour tout r > i (4)

Lorsque Mi,j |Mr,j pour tout r ≥ i, on a Li(M
′) = Li(M) (en particulier M ′i,j = Mi,j) sinon M

′
i,j

est un diviseur strict de Mi,j.

O Pour tout r, i < r ≤ m, tel que Mr,j 6= 0 on pose x = Mi,j et y = Mr,j . Si z est le pgcd de x
et y, il existe a, b ∈ A tels que ax+ by = z (formule de Bezout). On prend c = −y/z et d = x/z

et on a U = X
(m)
i,r

(
a b
c d

)
. On a det(U) = ad− bc = 1.

De plus Li(M
′) = aLi(M) + bLr(M). En particulier M ′i,j = ax + by = z|Mi,j . On a encore

Lr(M
′) = cLi(M) + dLr(M) de sorte que M ′r,j = cx+ dy = 0.

Si x = Mi,j |y = Mr,j on a z = x de sorte que a = 1 et b = 0 d'où Li(M
′) = Li(M) sinonM ′i,j = z

est un diviseur strict de Mi,j = x. M

Corollaire 2 (élimination d'une �n de ligne et de colonne)

Soient M ∈Mm,n(A) telle que Mi,j 6= 0 ; alors il existe U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A), produits
de matrices élémentaires de déterminant égal à 1, telles que la matrice M ′ = U M V véri�e :

M ′i,j | Mi,j (5)

M ′i,s = 0 pour s > j (6)

M ′r,j = 0 pour r > i (7)

O On répète la boucle d'opérations suivante :

1. On élimine la �n de la ligne i à partir de la position (i, j)

2. On élimine la �n de la colonne j à partir de la position (i, j)

jusqu'à ce que la �n de la ligne i et la �n de la colonne j soient simultanément nulles (l'une de

ces opérations pouvant partiellement annuler l'autre).

Supposons qu'après une étape Mi,j n'a pas changé ; cela signi�e que Mi,j divisait la �n de la

ligne i et la �n de la colonne j ; mais alors on a pu annuler la �n de la ligne i sans changer la

colonne j puis annuler la �n de la colonne j sans changer la ligne i et on sort donc de la boucle.

Ainsi tant que l'on reste dans la boucle on remplace le coe�cient Mi,j par un diviseur strict et

comme A est noethérien on sort de la boucle après un nombre �ni d'étapes. M

Cependant pour appliquer ce résultat on doit avoir Mi,j 6= 0 ; un pivotage permet de se

ramener à ce cas.

Lemme 5 (pivot)

Soient M ∈ Mm,n(A) telle que Mi,j = 0 ; on suppose qu'il existe r > i tel que Mr,j 6= 0 ou

qu'il existe s > j tel que Mi,s 6= 0 alors il existe une matrice élémentaire U ∈ GLm(A) ou

V ∈ GLn(A) de déterminant 1, telle que M ′ = U M ou M ′ = M V véri�e M ′i,j 6= 0.

O Il su�t de prendre l'une des matrices U = X
(m)
i,r

(
0 1
−1 0

)
ou V = X

(n)
j,s

(
0 1
−1 0

)
. M
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1.3.3 Calcul de la forme réduite de Smith.

En combinant les méthodes d'élimination linéaire et du pivot, on construit à partir d'une

matrice M ∈ Mm,n(A) des matrices U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A), produits de matrices

élémentaires de déterminant égal à 1, telles que M ′ = U M V soit diagonale. Pour obtenir une

forme réduite de Smith, il faut de plus assurer la condition de divisibilité des coe�cients successifs.

Lemme 6

Soit M ∈ Mm,n(A) une matrice diagonale pour laquelle existent des indices i, j tels que x =
Mi,i 6= 0 ne divise pas y = Mj,j 6= 0 ; il existe des matrices U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A),
produits de matrices élémentaires de déterminant égal à 1, telles si M ′ = U M V on a M ′i,i = z
et M ′j,j = z′ avec z = pgcd(x, y) et z′ = ppcm(x, y).

O On a la formule de Bezout ax+ by = z et l'on remarque que :(
1 0

−by
z

1

)(
1 1
0 1

)(
x 0
0 y

)a −y
z

b
x

z

 =

(
z 0
0 z′

)

On prend alors 9

U = X
(m)
i,j

(
1 0

−by
z

1

)(
1 1
0 1

)
et V = X

(n)
i,j

a −y
z

b
x

z


M

On en déduit l'existence d'une forme réduite de Smith d'une matrice M . on ramène d'abord

M à la forme diagonale. Ensuite, en multipliant M à gauche ou à droite par une matrice de

9. plus en détail : on commence par ajouter à la ligne i de M la ligne j ; pour cela on multiplie M à gauche

par la matrice U = X
(m)
i,j

(
1 1
0 1

)
. Appelons encore M la matrice ainsi obtenue. On annule la �n de la ligne i

de M au delà de la position (i, i) : on pose donc x = Mi,i et y = Mj,j . Si z est le pgcd de x et y, il existe a, b ∈ A
tels que ax+ by = z (formule de Bezout). On prend c = −y/z et d = x/z et on multiplie à droite par la matrice

X
(n)
i,j

(
a c
b d

)
pour obtenir une matrice M ′.
On a alors Lk(M ′) = Lk(M) pour k 6= i, j et l'on a :

M ′i,i = z

M ′i,j = 0

M ′j,i = by

M ′j,j = z′

où z′ est le ppcm de x et y.
Puisque M ′i,i = z divise M ′j,i = by on peut annuler la �n de la colonne i au delà de la position (i, i) sans changer

la ligne i. Il su�t pour cela de multiplierM ′ à gauche par la matrice X
(m)
i,j

(
1 0
bc 1

)
On obtient alors la matrice

diagonale M ′′ avec

M ′′k,k = Mk,k pour k 6= i, j

M ′′i,i = z

M ′′j,j = z′
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la forme U = X
(m)
i,r

(
0 1
−1 0

)
( ou V = X

(n)
j,s

(
0 1
−1 0

)
) on peut de plus supposer que les

termes diagonaux nuls sont regroupés à la �n de la diagonale deM . Soit r = rg(M). On applique

alors le lemme précédent, pour tout i, 1 ≤ i ≤ r − 1, à tous les couples non nuls Mi,i, Mj,j avec

i+ 1 ≤ j ≤ r.

2 Modules sur un anneau euclidien

Soit A un anneau euclidien de corps des fractions K = Frac(A) ; un A-module E est un

groupe abélien E, noté additivement, muni d'une loi de composition :

A× E −→ E

(a, x) −→ a.x

véri�ant les propriétés :

1. a.(x+ y) = a.x+ a.y pour a ∈ A et x, y ∈ E
2. 1.x = x pour x ∈ E
3. (a.(b.x) = (ab).x pour a, b ∈ A et x ∈ E.

Un sous-A-module de E est un sous-groupe E′ tel que pour tout a ∈ A et tout x ∈ E′ on a

ax ∈ E′ ; le groupe quotient E/E′ est alors un A-module pour la loi de composition (a, x) −→ ax.
Les sous-A-modules de A sont les idéaux de A.
Etant donnés des A-modules E et F un A-homomorphisme est un homomorphisme de groupes

u : E −→ F tel que u(a.x) = a.u(x) pour a ∈ A et x ∈ E.
Un A-isomorphisme est un A-homomorphisme bijectif.

Si u : E −→ F est un A-homomorphisme, le noyau Ker(u) = {x ∈ E/u(x) = 0} est un sous-A-
module de E, l'image Im(u) = u(E) est un sous-A-module de F et f induit un A-isomorphisme

u : E/Ker(u) −→ Im(u).
Une suite exacte courte est la donnée de deux A-homomorphismes u : E −→ F et u : F −→ G :

0 −→ E
u−→ F

v−→ G −→ 0

tels que u est injectif, Im(u) = Ker(v) et v est surjectif.

Exemples :

1) A = Z : un Z-module est un groupe abélien.

2) Un K[X]-module E est caractérisé par le K-espace vectoriel sous-jacent (noté encore) E et le

K-endomorphisme :

ϕ = mX : E −→ E

x −→ X.x

de sorte que les K[X]-modules s'identi�ent aux couples (E,ϕ) où E est un K-espace vectoriel et

ϕ ∈ EndK(E). UnK[X]-homomorphisme u : E −→ F est une applicationK-linéaire u : E −→ F
telle que u ◦ϕ = ψ ◦ u où ϕ (resp. ψ) est l'homothétie de rapport X sur E (resp. F ). On a donc

le diagramme commutatif :

E

ϕ

��

u // F

ψ
��

E
u // F
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Soit E un A-module ; une famille (ei)1≤i≤m d'éléments de E est un système générateur (resp.

une base) si, pour tout x ∈ E il existe des éléments (resp. il existe des éléments uniques) (ai)1≤i≤m

de A tels que
m∑
i=1
aixi = x. On dit alors que le A-module E est de type �ni (resp. libre de rang

�ni).

Lemme 7

Soient A un anneau euclidien et L un A-module libre de rang �ni ; toutes les bases de L possèdent

le même nombre d'éléments m (appelé de rang de E) ; m est égal à la dimension du K-espace

vectoriel E(K) = E ⊗A K.

O Soit (ei)1≤i≤m une base de L ; on a :

E(K) = {a
b
x /

a

b
∈ K , x ∈ E et

a

b
x =

a′

b′
x′ ⇔ il existe c ∈ A \ {0} tel que caxb′ = ca′x′b}

(ei)1≤i≤m est alors une famille génératrice du K-espace vectoriel E(K) ; supposons alors que

l'on ait une combinaison linéaire nulle des (ei)1≤i≤m à coe�cients dans F ; quitte à réduire les

coe�cients au même dénominateur on a
m∑
i=1

ai
b
ei = 0 donc

m∑
i=1
aiei = 0 dans K de sorte qu'il

existe c ∈ A \ {0} tel que
m∑
i=1
caiei = 0 dans A ; on a donc cai = 0 et comme A est intègre, on a

ai = 0 pour 1 ≤ i ≤ m. M

Lemme 8

Soit L un A-module ; alors L est libre de rang �ni m si et seulement s'il existe une suite �nie de

longueur m :

L0 = {0} ⊂ · · · ⊂ Li ⊂ Li+1 ⊂ Lm = L

avec Li+1/Li ' A pour 0 ≤ i ≤ m− 1.

O Supposons L libre de rang m, il existe donc une base (ei)1≤i≤m de L. On prend Li =
i⊕

j=1
Aej

pour 1 ≤ i ≤ m.

Réciproquement supposons que L possède une suite véri�ant les conditions de l'énoncé. Pour

tout i, 0 ≤ i ≤ m − 1, Li+1/Li est un A-module libre de rang 1 ; prenons ei+1 ∈ Li+1 tel que

Li+1/Li = Aei+1. On a alors :

Li+1 = Li ⊕Aei+1

En e�et si x ∈ Li+1, on a x = λei+1 de sorte que x = λei+1 + y avec y ∈ Li. on a donc

Li+1 = Li+Aei+1. D'autre part si x ∈ Li∩Aei+1 on a x = λei+1 ∈ Li de sorte que x = λei+1 = 0
d'où λ = 0 et x = 0.
Par récurrence sur i, on obtient donc que (ej)1≤j≤i est une base de Li. M

Proposition 3

Soit L un A-module libre de rang �ni m sur un anneau euclidien A ; tout sous-module L′ de L
est libre de rang �ni n ≤ m.

O Considérons une suite L0 = {0} ⊂ · · · ⊂ Li ⊂ Li+1 ⊂ Lm = L de sous-modules de L avec

Li+1/Li ' A pour 0 ≤ i ≤ m − 1. Posons L′i = Li ∩ L′ et soit n ≤ m le plus petit entier tel

que L′n = L′. On a donc L′0 = {0} ⊂ · · · ⊂ L′i ⊂ L′i+1 ⊂ L′n = L′. De plus l'homomorphisme

canonique L′i+1/L
′
i −→ Li+1/Li ' A est injectif ; son image est donc un idéal Aa de A, mais on

a a = 0 ou Aa ' A de sorte que L′ est libre de rang ≤ n. M
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Proposition 4 (théorème de la base adaptée)

Soient L un A-module libre de rang �ni m sur un anneau euclidien A et L′ un sous-module de L,
r ≤ m le rang de L′ ; alors il existe une base (εi)1≤i≤m de L et des éléments d1, · · · , dr non nuls

tels que d1| · · · |dr et (di εi)1≤i≤r soit une base de L′. De plus les facteurs invariants di, 1 ≤ i ≤ r,
sont uniques à la multiplication par des éléments inversibles de A près.

O Soit (xi)1≤i≤m une base de L, on a le A-isomorphisme associé :

h : Am −→ L

(ai)1≤i≤m −→
n∑
i=1

aixi

Munissons Am de la base canonique (e
(m)
i )1≤i≤m

10 ainsi que An de la base canonique (e
(n)
j )1≤j≤n.

Soit (yj)1≤i≤n un système générateur de L′ ; on désigne par M ∈ Mm,n(A) la matrice dont la

colonne Cj(M) 11 (1 ≤ j ≤ n) est constituée des composantes de yj dans la base (xi)1≤i≤m.
Il existe des matrices U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A) telles que S = U M V soit de la forme réduite

de Smith.

On considère, f : An −→ Am(resp. u : Am −→ Am, resp. v : An −→ An, resp. f ′ : An −→ Am)
l'homomorphisme dont la matrice dans les bases canoniques de Am et An est M (resp. U ,resp.
V −1, resp. S) ; on a f ′ ◦ v = u ◦ f et u et v sont des isomorphismes. Ainsi le diagramme suivant

est commutatif :

An

v '
��

f //

F

&&
Am

u '
��

h
'

// L

w'
��

An
f ′ //

F ′

88Am
h
'

// L

On a

Im(F ) = L′

et :

f ′(e
(n)
j ) =

{
dje

(m)
j pour 1 ≤ j ≤ r

0 pour r + 1 ≤ j ≤ n
avec d1, · · · , dr ∈ A \ {0} et d1| · · · |dr, de sorte que :

F ′(e
(n)
j ) = (h ◦ f ′)(e(n)

j )(=

{
djxj pour 1 ≤ j ≤ r
0 pour r + 1 ≤ j ≤ n

d'où :

(w ◦ F )(v−1(e
(n)
j )) = (F ′ ◦ v)(v−1(e

(n)
j )) =

{
djxj pour 1 ≤ j ≤ r
0 pour r + 1 ≤ j ≤ n

Pour 1 ≤ i ≤ m on pose εi = w−1(xi) 12 de sorte que (εi)1≤i≤m est une base de L et l'on a

�nalement :

F (v−1(e
(n)
j )) =

{
djεj pour 1 ≤ j ≤ r
0 pour r + 1 ≤ j ≤ n

10. on a donc h(e
(m)
i ) = xi pour 1 ≤ i ≤ m.

11. on a donc h(Cj(M)) = yj
12. on a donc εi = w−1(h(emi )) = h(u−1emi ) = h(Ci(U

−1)) ie. εi est l'élément de L dont les composantes dans
la base (xi)1≤i≤m forment la colonne Ci(U

−1)

10



Puisque Im(F ) = L′, la famille (djεj)1≤j≤r engendre L′ et comme elle est libre, il s'agit d'une

base de L′.
Considérons alors (ε′i)1≤i≤m une base de L et des éléments d′1, · · · , d′r non nuls tels que d′1| · · · |d′r
et (d′i ε

′
i)1≤i≤r soit une base de L′. Soit U ∈ GLm(A) (resp. V ∈ GLr(A)) la matrice dont les

colonnes sont les composantes des vecteurs εj , 1 ≤ j ≤ m, (resp. djεj , 1 ≤ j ≤ r) dans la

base (ε′i)1≤i≤m (resp. (d′i ε
′
i)1≤i≤r). On a S′ = U S V −1 où S′ ∈ Mm,r(A) est la matrice de forme

réduite de Smith dont les termes diagonaux sont les d′i pour 1 ≤ i ≤ r. Ainsi les matrices S et

S′ sont équivalentes donc di et d
′
i sont associés pour 1 ≤ i ≤ r. M

Lemme 9

Tout A-module de type �ni E est de présentation �nie ie. on a une suite exacte 13

An
f // Am

ϕ // E // 0

O Soit E de type �ni ; il possède un système générateur �ni (x1, · · · , xm) d'où un unique ho-

momorphisme ϕ : Am −→ E dé�ni par ϕ(e
(m)
i ) = xi (1 ≤ i ≤ m) où (e

(m)
i )1≤i≤m est la base

canonique de Am.
Mais Ker(ϕ) est un sous-module de Am donc est de type �ni : soit (y1, · · · , yn) un système géné-

rateur de Ker(ϕ) ; on a donc un unique homomorphisme f : An −→ Am dé�ni par f(e
(n)
j ) = yj

(1 ≤ j ≤ n) où (e
(n)
j )1≤j≤n est la base canonique de An et E est le conoyau de f . M

Proposition 5 (structure des A-modules de type �ni)

Soit A un anneau euclidien ; tout A-module de type �ni E est de la forme :

E ' Ar ⊕A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads

avec d1, · · · , ds non nuls et non inversibles tels que d1| · · · |ds. De plus l'entier r est indépendant

de la décomposition et les facteurs invariants di, 1 ≤ i ≤ s, sont uniques à la multiplication par

des éléments inversibles de A près.

O On a une suite exacte :

An
f // Am

ϕ // E // 0

Munissons Am de la base canonique (e
(m)
i )1≤i≤m ainsi que An de la base canonique (e

(n)
j )1≤j≤n ;

les A-homomorphismes f : An −→ Am s'identi�ent alors aux matricesM ∈Mm,n(A) : la colonne

Cj(M) ∈ Am deM (1 ≤ j ≤ n) est formée des composantes de f(e
(n)
j ) dans la base (e

(m)
i )1≤i≤m.

Il existe des matrices U ∈ GLm(A) et V ∈ GLn(A) telles que S = U M V soit de la forme

réduite de Smith. On considère, u : Am −→ Am (resp. v : An −→ An, resp. f ′ : An −→ Am)
l'homomorphisme dont la matrice dans les bases canoniques de Am et An est U (resp. V −1,

resp. S) ; on a f ′ ◦ v = u ◦ f et u et v sont des isomorphismes. Ainsi le diagramme suivant est

commutatif :

An

v
��

f // Am

u
��

ϕ // E

w
��

// 0

An
f ′ // Am

ϕ′ // E′ // 0

13. on a même une suite exacte 0 // An
f // Am

ϕ // E // 0 ; dans la démonstration il su�t de
prendre pour (y1, · · · , yn) une base de Ker(ϕ). De plus, on verra que pour A = K[X] et E un K[X]-module de
type �ni de torsion, la suite exacte caractéristique sera un choix canonique d'une telle suite exacte.

11



d'où l'existence d'un A-isomorphisme w entre E et le conoyau E′ de f ′. Or on a :

f ′(e
(n)
j )(=

{
dje

(m)
j pour 1 ≤ j ≤ s

0 pour s+ 1 ≤ j ≤ n

avec d1, · · · , ds ∈ A \ {0} et d1| · · · |ds. On a ainsi 14 :

E ' Ar ⊕A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads

de sorte que E(K) ' Kr. En particulier r = dimK(E(K)) et r ne dépend pas de la décomposition

de E.
L'unicité des facteurs invariants est étudiée ci-dessous. M

Soient A un anneau euclidien et E un A-module de type �ni ; alors

T (E) = {x ∈ E / il existe a ∈ A \ {0} tel que ax = 0}

est un sous-A-module de E.

Corollaire 3

Le sous-A-module de T (E) possède un supplémentaire L qui est libre 15 ; on a E = T (E)⊕ L.

O Il existe un A-isomorphisme :

f : E −→ Ar ⊕A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads

on a f(T (E)) = A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads et on prend L = f−1(Ar). M

On dit qu'un A-module L est sans torsion si T (L) = {0}. On a donc le résultat suivant :

Corollaire 4

Soient A un anneau euclidien et L un A-module de type �ni ; alors L est libre si et seulement si

L est sans torsion.

O Si L est libre, L possède une base (ei)1≤i≤m ; si x =
m∑
i=1
aiei véri�e ax = 0 avec a 6= 0 on a

aai = 0 et ai = 0 pour 1 ≤ i ≤ m d'où x = 0.
Réciproquement supposons L sans torsion ; on a L ' A/Ad1 ⊕ · · · ⊕ A/Ads ⊕ Ar ; si s ≥ 1,
l'élément 1 ∈ A/Ad1 véri�erait d11 = 0 ce qui n'est pas possible ; on a donc s = 0 et L ' Ar. M

On dit qu'un A-module E est de torsion si T (E) = E.

Corollaire 5

Soient A un anneau euclidien et E un A-module de type �ni de torsion ;

E ' A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads

avec d1, · · · , ds non nuls et non inversibles tels que d1| · · · |ds.
Les facteurs invariants di, 1 ≤ i ≤ s, sont uniques à la multiplication par un élément inversible

de A près.

14. Lorsque di est inversible dans A, on a A/〈di〉 = {0} ; il faut donc supprimer les éléments di inversibles de
la liste (d1, · · · , ds)
15. T (E) et L sont de type �ni puisque A est noethérien.
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O On a E ' Ar ⊕ A/Ad1 ⊕ · · · ⊕ A/Ads ; si on avait r ≥ 1, E contiendrait un élément non nul

x ∈ E libre donc non de torsion.

L'unicité des facteurs invariants est étudiée ci-dessous. M

Corollaire 6

Un Z-module E est de type �ni et de torsion si et seulement si E est un groupe abélien �ni.

O Tout groupe abélien �ni est de torsion. Réciproquement soit E un Z-module E est de type

�ni et de torsion ; on a : E ' Z/〈d1〉 ⊕ · · · ⊕ Z/〈ds〉 ; avec les di 6= 0 ; alors E est �ni. M

Etude de l'unicité des facteurs invariants :

Soit E un A-module ; l'annulateur de x ∈ E est l'idéal ann(x) = {a ∈ A/ax = 0} de A.
Un A-module E est cyclique s'il est engendré par un élément x avec ann(x) non trivial 16 de sorte

que E ' A/ann(x).

Lemme 10

Soient A un anneau euclidien, E = A/〈d〉 un A-module cyclique, π est un élément irréductible

de A, k = A/〈π〉 le corps résiduel ; alors π|d si et seulement si le k-espace vectoriel E/π E est

de dimension 1 17.

O Supposons que π|d. Les sous-modules de E correspondent aux idéaux de A contenant 〈d〉 ;
on a 〈d〉 ⊂ 〈π〉 de sorte que le sous-module π E de E correspond à l'idéal 〈π〉 de A et l'on a

E/π E ' A/〈π〉 = k.
Par ailleurs si π ne divise pas d, π et d sont premiers entre eux et la formule de Bezout montre

que E = π E. M

Pour un A-module de type �ni E, on désigne par ρ(E) le minimum du nombre d'éléments

des systèmes générateurs de E 18.

Lemme 11

Si E est de type �ni et de torsion avec E ' A/〈d1〉 ⊕ · · · ⊕ A/〈Ads〉, somme directe de modules

cycliques tels que d1| · · · |ds ; on a ρ(E) = s.

O Remarquons que la famille (ei)1≤i≤s avec ei = (δi,j)1≤j≤s est un système générateur de E de

sorte que ρ(E) ≤ s.
Réciproquement soit π un élément irréductible de A divisant d1 ; on a l'isomorphisme de k-espaces
vectoriels :

E/π E ' ks

Si l'on avait ρ(E) < s il existerait un système générateur (xi)1≤i≤t de E avec t < s ; mais

(xi)1≤i≤t serait un système générateur de E/π E ' ks ce qui n'est pas possible. M.
Ainsi s ne dépend pas de la décomposition de E.

Lemme 12

Soient E = A/〈d〉 un A-module cyclique et a ∈ A, on a :

aE =

{
{0} si a ∈ 〈d〉
〈∆〉 si a 6∈ 〈d〉

16. On a donc ann(x) = 〈d〉 avec d non nul et non inversible.
17. On a dimk(E/π E) ≤ 1.
18. lorsque L est libre de rang r, on a ρ(L) = r, lorsque E est cyclique on a ρ(E) = 1.
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où ∆ = pgcd(a, d) et 〈∆〉 désigne le sous-A-module cyclique de E engendré par ∆. De plus,

lorsque a 6∈ 〈d〉, on a :

ann(∆) = {x ∈ A/ax ∈ 〈d〉}

O Pour tout x ∈ E, comme a = ∆ b on a ax = ∆ bx et comme on a la formule de Bezout

a a′ + d d′ = ∆, il en résulte que ∆x = (a a′ + d d′)x = a a′x. Ainsi aE est engendré par ∆.

D'autre part a ∈ ann(∆) si et seulement si d|a∆. Comme on a a x a′ + d d′ x = ∆x, on a d|a∆
si et seulement si d|a x. M.

Corollaire 7 (unicité des facteurs invariants)

Soit A un anneau ; considérons un A-module E somme directe de modules cycliques

E ' A/Ad1 ⊕ · · · ⊕A/Ads

tels que d1| · · · |ds ; on a 〈dk〉 = {a ∈ A/ρ(aE) ≤ s− k} pour 1 ≤ k ≤ s.

O Soit a ∈ A ; on a :

aE ' A/ann(∆1)× · · · ×A/ann(∆s) avec ann(∆1) ⊃ · · · ⊃ ann(∆s)

et ∆i = pgcd(a, di) pour 1 ≤ i ≤ r. Considérons a 6∈ 〈dk〉, donc ann(∆k) 6= A de sorte que

ann(∆t) 6= A pour k ≤ t ≤ s et l'on a ρ(aE) ≥ s− k + 1 > s− k 19.

Réciproquement si a ∈ 〈dk〉 on a ann(∆k) = A, donc ann(∆1) = · · · = ann(∆k−1) = A d'où

ρ(aE) ≤ s− k. M

3 Réduction des endomorphismes

3.1 K[X]-modules

Rappelons qu'un K[X]-module E est caractérisé par le K-espace vectoriel sous-jacent (noté

encore) E et le K-endomorphisme :

ϕ = mX : E −→ E

x −→ X.x

de sorte que les K[X]-modules s'identi�ent aux couples (E,ϕ) où E est un K-espace vectoriel et

ϕ ∈ EndK(E). UnK[X]-homomorphisme u : E −→ F est une applicationK-linéaire u : E −→ F
telle que u ◦ϕ = ψ ◦ u où ϕ (resp. ψ) est l'homothétie de rapport X sur E (resp. F ). On a donc

le diagramme commutatif :

E

ϕ

��

u // F

ψ
��

E
u // F

Lemme 13

Soit E un K[X]-module ; E est de type �ni et de torsion si et seulement si E est un K-espace

vectoriel de dimension �nie.

19. de sorte que ρ(aE) ≤ s− k ⇒ a ∈ ann(∆k)
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O Soit E un K[X]-module avec E ; on pose ϕ = mX ; si E est un K-espace vectoriel de dimension

�nie, le K[X]-module E est de dimension �nie. De plus pour tout x ∈ E, ann(x) 6= {0} sinon
l'homomorphisme f −→ f.x de K[X] dans E serait injectif de sorte que E est de torsion.

Réciproquement supposons que E est de type �ni et de torsion ; on a donc :

E ' K[X]/〈f1〉 × · · · ×K[X]/〈fs〉

avec les polynômes fi, 1 ≤ i ≤ s non nuls, de sorte que E est un K-espace vectoriel de dimension

�nie. M

Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie m ; considérons l'espace vectoriel LE = E(N)

des suites à support �ni (xk)k∈N d'éléments de E muni du K-endomorphisme D de décalage :

D(x0, x1, x2, · · · · · · ) = (0, x0, x1, x2, · · · · · · )

de sorte que LE est un K[X]-module 20 caractérisé par mX = D.
On a l'application K-linéaire injective :

E −→ LE

x −→ x̃ = (x, 0, 0, · · · )

Tout ξ = (xk)k≥0 ∈ LE s'écrit donc de manière unique ξ =
d∑

k=0

Xkx̃k
21 avec ad 6= 0 et ak = 0

pour tout k ≥ d+ 1 (de sorte que LE est le K[X]-module des polynômes vectoriels à coe�cients

dans E).

Lemme 14

LE est un K[X]-module libre de rang �ni m.

O Soient (ei)1≤i≤m une base du K-espace vectoriel E et ξ = (xk)k∈N ∈ LE ; pour tout k ≥ 0,

on a xk =
m∑
i=1
λi,kek avec les coe�cients λi,k ∈ K uniques et xk = 0 pour k ≥ d + 1. Formons

alors les polynômes Pi =
d∑

k=0

λi,kX
k ∈ K[X] pour 1 ≤ k ≤ m. On a alors, de manière unique,

ξ =
m∑
i=1
Pi.ẽi. Ainsi (ẽi)1≤i≤m est une base du K[X]-module LE . M

Pour toute base (ei)1≤i≤m de E, on obtient donc un isomorphisme de K[X]-module

K[X]m −→ LE

(Pi)1≤i≤m −→
m∑
i=1

Pi.ẽi

permettant d'identi�er les polynômes vectoriels à coe�cients dans E aux vecteurs polynômiaux

de K[X]m.

Soit ϕ un K-endomorphisme de E ; l'application :

Lϕ : LE −→ LE

(xk)k≥0 −→ (ϕ(xk))k≥0

20. On a LE ' E ⊗K K[X]
21. pour tout x ∈ E on a x̃ = x⊗ 1.
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est un K[X]-endomorphisme de LE
22.

Remarquons que la matrice M de Lϕ dans la base (ẽi)1≤i≤m de LE est la matrice M de ϕ dans

la base (ei)1≤i≤m de E de sorte que la matrice du K[X]-homomorphisme :

Cϕ = XidLX − Lϕ : LE −→ LE

est la matrice caractéristique CM ∈ Mn(K[X]) de M .

De plus, désignons par Eϕ le K[X]-module dont l'espace vectoriel sous-jacent est E et dont la

multiplication par X est mX = ϕ. On considère alors le K[X]-homomorphisme 23 :

Tϕ : LE −→ Eϕ

(xk)k≥0 −→
+∞∑
k=0

ϕk(xk)

Proposition 6 (suite exacte caractéristique)

La suite de K[X]-homomorphismes :

0→ LE
Cϕ=XidLX−Lϕ−−−−−−−−−−→ LE

Tϕ−→ Eϕ → 0

est exacte.

O Pour tout x ∈ E on a Tϕ(x̃) = x de sorte que Tϕ est surjectif.

Considérons ensuite (en sous-entendant le ˜) ξ =
d∑

k=0

Xkxk ∈ LE ; on a alors :

Cϕ(ξ) = Xd+1xd +
d∑

k=1

Xk(xk−1 − ϕ(xk))− ϕ(x0)

de sorte que Cϕ(ξ) =⇒ ξ = 0 et Cϕ est injectif.

Puisque :

Tϕ(Cϕ(ξ)) = Tϕ(Xd+1xd +

d∑
k=1

Xk(xk−1 − ϕ(xk))− ϕ(x0))

= T d+1
ϕ (xd) +

d∑
k=1

T kϕ(xk−1 − ϕ(xk))− ϕ(x0))

= T d+1
ϕ (xd) +

d∑
k=1

T kϕ(xk−1)−
d∑

k=1

T k+1
ϕ (xk)− ϕ(x0)

= 0

on a Im(Cϕ) ⊂ Ker(Tϕ).

Considérons en�n η =
d+1∑
k=0

Xkyk ∈ Ker(Tϕ) i.e.
d+1∑
k=0

ϕk(yk) = 0.

On pose alors ξ =
d∑

k=0

Xkxk avec :

xk =

{
yd+1 si k = d

yk+1 + ϕ(xk+1) si 0 ≤ k ≤ d− 1

22. on a Lϕ = ϕ⊗ idK[X].
23. Tϕ est l'uniqueK[X]-homomorphisme Tϕ : LE −→ Eϕ tel que Tϕ(x⊗1) = x) d'après la propriété universelle

des produits tensoriels de sorte que l'on a Tϕ(x⊗X) = Tϕ(X.(x⊗ 1)) = X.Tϕ(x⊗ 1) = X.x = ϕ(x).
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Mais x0 = y1 + ϕ(x1) de sorte que :

ϕ(x0) = ϕ(y1) + ϕ2(x1)

= ϕ(y1) + ϕ2(y2) + ϕ3(x2)

...

= ϕ(y1) + ϕ2(y2) + · · ·+ ϕd+1(yd+1)

= −y0

On a �nalement y0 = −ϕ(x0) de sorte que η = Cϕ(ξ) d'où Im(Cϕ) = Ker(Tϕ). M

3.2 Applications

3.2.1 Le théorème de Cayley-Hamilton

On a vu que la matrice M de Lϕ dans la base (ẽi)1≤i≤m de LE est la matrice M de ϕ dans

la base (ei)1≤i≤m de E. La matrice CM de Cϕ dans la base (ẽi)1≤i≤m de LE est la matrice

caractéristique de M , ainsi χϕ = det(Cϕ) ∈ K[X] est le polynôme caractéristique de ϕ.

Proposition 7 (Cayley-Hamilton)

On a χϕ(ϕ) = 0.

O La formule de Cramer s'écrit C̃ϕCϕ = C̃ϕCϕ = χϕIdLE .

Pour tout x ∈ Eϕ, il existe ξ ∈ LE tel que x = Tϕ(ξ). On a donc Cϕ C̃ϕ ξ = χϕ ξ. Comme

Tϕ ◦ Cϕ = 0 on a :

Tϕ(χϕ ξ) = χϕ(ϕ)(x) = 0

Comme cette dernière égalité est véri�ée pour tout x ∈ Eϕ on a χϕ = 0. M

3.2.2 Equivalence et similitude

Proposition 8

Deux endomorphismes ϕ,ψ sont semblables si et seulement si les endomorphismes caractéris-

tiques Cϕ, Cψ sont équivalents.

O Considérons un K[X]-isomorphisme w : Eϕ −→ Vψ ; on a l'isomorphisme :

Lw : LE −→ LV

(xk)k≥0 −→ (w(xk))k≥0

tel que

Lw ◦ Cϕ = Lw ◦ (XidLX − Lϕ)

= Lw − Lw ◦ Lϕ
= Lw − Lψ ◦ Lw
= (XidLX − Lψ) ◦ Lw
= Cψ ◦ Lw

de sorte que l'on a le diagramme commutatif :

LE

Tw
��

Cϕ=XidLX−Lϕ // LE

Tw
��

LV
Cψ=XidLX−Lψ // LV
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Supposons réciproquement que l'on ait le diagramme commutatif :

LE

u

��

Cϕ=XidLX−Lϕ // LE

v

��
LV

Cψ=XidLX−Lψ // LV

dans lequel u est v sont des isomorphismes deK[X]-modules ; on en déduit unK[X]-isomorphisme

w : Eϕ −→ Vψ rendant commutatif le diagramme :

0 // LE

u

��

Cϕ=XidLX−Lϕ // LE

v

��

Tϕ // Eϕ

w

��

// 0

0 // LV
Cψ=XidLX−Lψ // LV

Tψ // Vψ // 0

comme u est v sont des isomorphismes, il en est de même 24 de w M

3.2.3 Invariants de similitude

Considérons un endomorphisme ϕ d'un K-espace vectoriel E de dimension �niem ; reprenons

la suite exacte caractéristique 25

0→ LE
Cϕ=XidLX−Lϕ−−−−−−−−−−→ LE

Tϕ−→ Eϕ → 0

Compte tenu du fait que LE est un K[X]-module libre de rang �ni m et que Cϕ est injectif, on

peut alors appliquer le théorème de la base adaptée à L′ = Im(Cϕ) = Ker(Tϕ) ⊂ L = LE : il

existe une base (ε1, · · · , εm) de L et des polynômes unitaires 26 P1, · · ·Pm ∈ K[X] uniques tels
que P1| · · · |Pm et que (P1ε1, · · · , Pmεm) soit une base de L′.
On a P1 = · · · = Pm−r = 1 tandis que I1(ϕ) = Pm−r+1, · · · Ir(ϕ) = Pm sont de degré ≥ 1 ; ces
derniers sont les invariants de similitude de ϕ. Pour 1 ≤ k ≤ m le produit P1 · · ·Pk est égal

au pgcd des mineurs d'ordre k de la matrice caractéristique de ϕ (dans une base quelconque de

V ). En particulier le polynôme caractéristique χϕ de ϕ est égal au produit I1(ϕ) · · · Ir(ϕ) des

invariants de similitude de ϕ.
On a alors l'isomorphisme de K[X]-modules :

L/L′ ' K[X]/〈I1(ϕ)〉 × · · · ×K[X]/〈Ir(ϕ)〉 Tϕ−→ Eϕ

Il en résulte en particulier que

? pm est le polynôme minimal pϕ,K de ϕ. Ce résulte précise le théorème de Cayley-Hamilton

en explicitant le quotient (exact) χϕ/pϕ,K .
? Deux endomorphismes ϕ et ψ d'un K-espace vectoriel V de dimension �nie sont semblables

(i.e. les K[X]-modules Vϕ et Vψ sont isomorphes) si et seulement s'ils ont les mêmes inva-

riants de similitude.

24. c'est le lemme des cinq

25. que l'on peut considérer aussi comme une présentation du K[X]-module Eϕ ou encore une résolution libre

de ce dernier
26. aucun des ces polynômes n'est nul car leur produit est égal au polynôme caractéristique χϕ ; on peut donc

supposer ces polynômes unitaires.
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