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Matrices sur un anneau euclhidien

1 Matrices sur un anneau euclidien
On considére un anneau euclidien A ie un anneau intégre muni d’une application :
¢: A\ {0} — N

telle que :

1. soient a,b € A\ {0}; si bla on a ¢(b) < ¢(a)

2. poura € Aet be A\ {0}, il existe q,r € A tels que a = bg + 1 avec r = 0 ou ¢(r) < ¢(b).
Alors I'anneau A est principal. s
La formule de Cramer M.M = det(M)I, dans laquelle M désigne la transposée de la comatrice
de M, montre qu'une matrice M € M,,(A) est inversible si et seulement si det(M) est inversible
dans A. On notera GL,(A) le groupe des matrices carrées d’ordre n inversibles.

Soit My, n(A) le A-module des matrices a coefficients dans A avec m lignes et n colonnes; on
considére I’action du groupe GL,,(A) x GL,,(A) agit sur M,, ,,(A) définie par :

(GLy(A) X GL,(A)) X Myn(A) — Myn(A)
(U, V), M) — UMV!

L’orbite d’une matrice M € M, ,(A) est :
{M" € M, ,(A) /il existe U € GLy,(A) et V € GL,(A) tels que M =U MV}

Deux matrices M, M’ € M,,, ,,(A) sont équivalentes si et seulement si elles sont dans une méme
orbite.

1.1 Invariants déterminantiels

Considérons une matrice M € M,, ,(A) a m lignes et n colonnes. Pour tout entier k avec
1 < k < min(m,n), on désigne par d(M) ! le pged des mineurs d’ordre k de M. Notons rg(M)?
le plus grand entier k£ pour lequel on a di (M) # 0 (ie. pour lequel il existe un mineur d’ordre &
de M qui est non nul).

Proposition 1
On a dp(M) # 0 pour 1 < k <rg(M). De plus di_1(M) divise di(M) pour 2 < k <rg(M).

1. di(M) n’est défini qu’a un élément inversible de A prés puisqu’il en est ainsi du pged. Lorsque A = Z
on pourra supposer que dix(M) € N et lorsque A = K[X] que di(M) est nul ou unitaire. Ainsi normalisés, les
éléments dy(A) sont uniques.

2. rg(M) n’est autre que le rang de la matrice M considérée comme matrice a coefficients dans K = Frac(A),
le corps des fractions de A



V Supposons que di(M) # 0 ce qui est vrai pour k = rg(M); la matrice M posséde donc un
mineur d’ordre k£ qui est non nul. Mais chaque mineur d’ordre £ de M est combinaison linéaire
a coefficients dans A de mineurs d’ordre k — 1 de sorte que l'on a di_1(M) # 0.

De plus di_1(M) divise chaque mineur d’ordre k — 1 de M, donc divise chaque mineur d’ordre
k, donc leur pged di(M). A

Pour m,n € N et R anneau commutatif, soit M, ,(R) le R-module des matrices a coefficients
dans R & m lignes et n colonnes. Pour m,n,q € N le produit des matrices définit une application
bilinéaire :

Minn(R) X Mpg(R) — Mm4(R)
Considérons un produit de matrices C' = AB avec A = (ai,k)lgigm,lgkgna B = (bk,j)lékﬁmléjﬁq
et C' = (¢ij)1<i<m,1<j<q- Pour 1 <y <--- <y <met 1 < ji < -+ < jp < qoit p<min(m,q)
on désigne par C' ']Z,l’ o ’;,p‘ le mineur correspondant. 3.
L s dp

Lemme 1 (formule de Binet-Cauchy)
Soit C = A.B avec A € My, ,(R), B € M, 4(R) et C € My, o(R); on a :

Z'la"'7ip o Z A ilv"'aip kl)"'vkp
J1, y Jp 1<k <<kp<n 1 s vp J1, » Jp
V Remarquons que 'on a
Cirgi **° Cigp @iy vt G\ [big o big,
Cipji """ Cipjp @iy o Gign) \bngi o bng,

de sorte que l'on ait ramené a calculer le déterminant d’'une matrice carrée C' d’ordre p produit
de deux matrices rectangulaires A et B :

1 o Clp aii v g bii - bip
C=|: =
Cp1 0 Cpp ap1 - dpn [ R
A —B
On a alors :
det(C) = leijh<ij<p
n
= > aikbrjhi<ij<p
k=1
n
= > blaikh<ij<p
ki, kp=1
n
1o ,p

= bk,l"'bkz,A‘
- 1 PP k,l’,_,’k,p

ki, kp=1

Sip>mnonadet(C)=0.
Dans le cas p < n, seuls restent dans la somme les termes pour lesquels on a :

1<k <---<kp,<n

3. ie. le déterminant de la sous-matrice de C formée des ligne d’indices i1, - - ,ip et des colonnes ji,--- , jp-



On regroupe ces termes par paquets de p! termes chacun qui ne difféerent que par 1'ordre des
indices. La somme des termes d’'un méme paquet est alors égale a

1,---,p 1,---,p ki, k
. A ) 9 . —_ A ) 9 B ) s 'vp
Ze(kl’  kp) ki, kp Oky 17+ bk p ki, ky L---,p
. . . 2 - p
ot €(ki,- -, kp) est la signature de la permutation et finalement on a :
ki ky - Ky
B 1, ,p ki, -k
det(C) = Z Akl’...,kpB 1,---.,p
1<k < <kp<n
A
Remarque : On peut exprimer la formule de Binet-Cauchy de maniére plus synthétique.
Pour 1 < p < n, on désignera par A(p,n) I'ensemble des suites i = (i1,--- ,4,) d’entiers telles
que :

1<iy<---<ip<n

Pour toute matrice A € M,,, ,(R) et tout entier p < min(m,n), on considére la matrice des
p-mineurs de A :
1

J

La formule de Binet-Cauchy s’écrit alors :

AP(A) = (A >16A(p,m)7z€/\(p7n) = MC%,C?L(K)

AP(C) = AP(A) AP(B)

Proposition 2
Soient M, M' € My, n(A) des matrices équivalentes ; alors dy,(M) et d(M') sont associés* pour
k > 1. En particulier on a rg(M) =rg(M").

v Considérons d’abord le cas ou M’ = MV avec V € GL,(A). Pour tout mineur A" d’ordre
k de M’ la formule de Binet-Cauchy montrer que A’ = Y A;E; ot A; (resp. Z;) est un mineur

d’ordre k de M (resp. de V'). Alors si di(M) =0 on a A; = 0 pour tout i de sorte que A’ =0
et par suite dg(M') = 0. Si di,(M) # 0, on a di(M)|A; pour tout i de sorte que dx(M)||A" =0
et par suite di(M)|dx(M’).

Comme on a M = M’ V=1 on a aussi di(M) = 0 si dp(M') = 0 et dp(M')Idy(M) si d.(M') # 0.
Ainsi on a di(M) # 0 si et seulement di(M’) # 0, di,(M) et dp(M') sont associés et rg(M) =
rg(M’).

On en déduit par transposition la propriété lorsque M’ = U M avec U € GL;,(A). A

1.2 Forme réduite de Smith
Une matrice S € My, ,(A) est de (la forme réduite de) Smith si I'on a® :

Sij = Opouri#j

Sii # Opour1<i<r

Sii | Siyripipour1<i<r—1
S;i = 0pourr <i < min(m,n)

4. je. on a di(M') = udi (M) avec u inversible dans A. Si les pged sont normalisés on a di(M') = dy(M).
5. Lorsque A = Z on normalise S par la condition S;; > 0 et si ou A = K[X] par la condition S;; est nul ou
unitaire



Lemme 2
Soit S € My, n(A) une matrice de la forme réduite de Smith ; pour tout k > 1 on a

di(S) = S11- Sk

En particulier on a rg(S) =1 o2 0 <r <min(m,n) est le plus grand indice tel que S, , # 0.

vV Soit A =S5 ;1’ ’;k un mineur d’ordre k de S'; si A n’est pas centré sur la diagonale (ie.
si (1, i) # 1(;'1, L ljjk)), une ligne ou une colonne de A est nulle de sorte que A = 0.

Supposons que A = § 2: :z: . 57l existe I'un des indices i; > r on a encore A = 0. C’est
en particulier le cas lorsque k£ > r de sorte que 'on a di(S) = 0. Supposons alors que k < r et
que 1 < iy < -+ < <7r;onaalors 5118, Skk|Sig,i, de sorte que Sy SkilA =

Siriv - Sip, et l'on a dp(S) = S11 Sk #0. A

Théoréme 1 (forme réduite de Smith)

Toute matrice M € M, ,,(A) est équivalente & une matrice de la forme réduite de Smith S unique
a la multiplication de ses coefficients par des éléments inversibles de A presS.

V Pour établir 'unicité il suffit de remarquer que si S est une matrice de la forme réduite de
Smith équivalente & M, on a rg(M) =rg(S) =r et dp(M) = di(S) pour 1 < k < r de sorte que

di (M
Sip=di(M) et Spp = —+"~ pour 2 <k <.
( ) , dkfl (M)
Lexistence est fournie par lalgorithme décrit ci-dessous. A.
Soit M € My, ,(A); les coefficients non nuls Si1,---,S,, d'une forme réduite de Smith S de

M sont appelés les facteurs invariants” de M.

Corollaire 1
Sotent M,M' € M, ,(A) alors M et M’ sont équivalentes si et seulement si leurs facteurs
invariants d(M) et d,(M') sont associés® pour tout k > 1.

vV Sirg(M) =rg(M') = r et dg(M) = dp(M') pour 1 < k < r (& un élément inversible de
A prés), M et M’ sont équivalentes & une méme matrice de Smith donc sont équivalentes. La
réciproque a déja été établie. A

1.3 Réduction a la forme de Smith

1.3.1 Matrices élémentaires

Pour des indices 1 <4 < j < n et des coefficients a,b,c,d € A on considére la matrice carrée
d’ordre n :

1 -+ 0 -~ 0 --- 0
0 a b
m)y [ a b\ _ .
Xij <c d>_ :
0 c d
0O --- 0 - 0 --- 1

6. S est unique si 'on impose que ses coefficients sont normalisés.

7. 1ls sont donc définis a la multiplication par des éléments inversibles de A prés. Ils sont uniques dans le cas
normalisé.

8. égaux dans le cas normalisé.



(a,b sont sur la ligne i; ¢, d sur la ligne j; a, c sur la colonne ¢ et b, d sur la colonne j;
les coefficients de la diagonale autres que a,d sont égaux a 1).

Remarquons que la matrice X z'(,?‘) < CCL Z > a pour déterminant ad — bc.
En particulier on a un homomorphisme injectif de groupes :
SLy(A) — SL,(A)
a b m)( a b
(ta) = xo(is)

Considérons une matrice M € M, ,(A) . Pour 1 < i < m, on désigne par L;(M) la ligne i de
M et pour 1 < j < n, on désigne par C;(M) la colonne j de M.
Onaalors,pour1§i<r<metk7£z' T

Li(X! <
Lo
e (

etpour 1l <j<s<mnetk=#js

=
[

aLi(M) + er(M)

cLi(M) + dL,(M)

=
[

0O 2 o0 8 o e

~— N —
=
I

QA oS &

Ly (M)

@(MXQ(Z 2)) = aC;(M) + bCy(M)
CS(MX§g)<Z ;)) = ¢Cj(M) + dCy(M)
awrx (4 5N = aon

1.3.2 Elimination de Gauss sans dénominateurs

Ainsi certaines combinaisons linéaires & coefficients dans A de lignes (de colonnes) de M
s’expriment matriciellement par une multiplication a gauche ( & droite) de M par une matrice
élémentaire de déterminant égal & 1. Ceci va nous permettre d’annuler des coefficients de M sans
changer de classe d’équivalence.

Lemme 3 (élimination d’une fin de ligne)
Soit M € M,,,(A) telle que M;; # 0, alors il existe une matrice V. € GLy,(A), produit de
matrices élémentaires de déterminant égal a 1, telle que la matrice M' = MV vérifie :

Mi; | My (1)
M, = 0 pour tout s > j (2)

Lorsque M; j|M; s pour tout s > j, on a C;j(M') = Cj(M) (en particulier M]; = M; ;) sinon
M; ; est un diviseur strict de M, ;.

V Pour tout s, j < s < n, tel que M; s # 0 on pose x = M; j et y = M; 5. Si z est le pged de @
et y, il existe a,b € A tels que ax + by = z (formule de Bezout).

Onprend c = —y/zetd=z/zet V = X](Z) < b d ) On a det(V) = ad — bc = 1.

De plus Cj(M') = aCj(M) + bCs(M). En particulier M]; = ax + by = z|M;;. On a encore
Cs(M') = cCj(M) + dCs(M) de sorte que M; ; = cx + dy = 0.

Siz = Mjly =M, onaz=uxdesorte que a =1 et b= 0 dou Cj(M') = C;(M) sinon
M;j ; = z est un diviseur strict de M; j = z. A.



Lemme 4 (élimination d’une fin de colonne)
Soit M € M, n(A) telle que M;; # 0, alors il existe une matrice U € GLy,(A) , produit de
matrices élémentaires de déterminant égal a 1, telle que la matrice M' = U M wvérifie :

M; | M (3)
M, ; = 0 pour tout r > i (4)

Lorsque M; j| M, j pour tout r > i, on a Li(M') = L;(M) (en particulier M ; = M, ;) sinon M|
est un diwiseur strict de M; ;.

vV Pour tout r, i <r < m, tel que M, ; # 0 on pose x = M; ; et y = M, ;. Si z est le pged de x
et y, il existe a,b € A tels que ax + by = z (formule de Bezout). On prend ¢ = —y/z et d = z/2

etonaU:Xi(’T)(Z Z).Onadet(U):ad—bc:l.

De plus L;(M') = aLi(M) + bL,(M). En particulier M;; = ax + by = 2|M; ;. On a encore
Ly(M') = cLi(M) + dL;(M) de sorte que M, ; = cx +dy = 0.

Six = M;;ly=M,;onaz=uxdesortequea=1etb=0douL;(M')=L;(M)sinon M;; = 2
est un diviseur strict de M; ; = x. A

Corollaire 2 (élimination d’une fin de ligne et de colonne)
Soient M € M, ,(A) telle que M; j # 0; alors il existe U € GLy,(A) et V € GL,(A), produits
de matrices élémentaires de déterminant égal a 1, telles que la matrice M' = U MV wvérifie :

Mi; | M, (5)
M, = 0 pours>j (6)
M ; = 0 pourr>i (7)

Vv On répete la boucle d’opérations suivante :
1. On élimine la fin de la ligne i a partir de la position (i, 7)
2. On élimine la fin de la colonne j a partir de la position (4, j)

Jusqu’a ce que la fin de la ligne i et la fin de la colonne j soient simultanément nulles (I'une de
ces opérations pouvant partiellement annuler l'autre).

Supposons qu’apres une étape M; ; n’a pas changé; cela signifie que M; ; divisait la fin de la
ligne 7 et la fin de la colonne j; mais alors on a pu annuler la fin de la ligne ¢ sans changer la
colonne j puis annuler la fin de la colonne j sans changer la ligne i et on sort donc de la boucle.
Ainsi tant que l'on reste dans la boucle on remplace le coefficient M; ; par un diviseur strict et
comme A est noethérien on sort de la boucle aprés un nombre fini d’étapes. A

Cependant pour appliquer ce résultat on doit avoir M;; # 0; un pivotage permet de se
ramener a ce cas.

Lemme 5 (pivot)

Soient M € My, ,(A) telle que M;; = 0; on suppose qu’il existe v > i tel que M,; # 0 ou
qu’il existe s > j tel que M;s # 0 alors il existe une matrice élémentaire U € GLy(A) ou
V € GLy(A) de déterminant 1, telle que M' =U M ou M' = MV wvérifie M ; # 0.

v 1l suffit de prendre I'une des matrices U = XZ-(ZL) ( _01 (1) > ouV = XJ(-Z) < _01 (1) ) A



1.3.3 Calcul de la forme réduite de Smith.

En combinant les méthodes d’élimination linéaire et du pivot, on construit a partir d’une
matrice M € My, (A) des matrices U € GL,(A) et V € GL,(A), produits de matrices
¢éléementaires de déterminant égal a 1, telles que M’ = U MV soit diagonale. Pour obtenir une
forme réduite de Smith, il faut de plus assurer la condition de divisibilité des coefficients successifs.

Lemme 6

Soit M € My, ,(A) une matrice diagonale pour laquelle existent des indices i,j tels que x =
M;; # 0 ne divise pas y = M;; # 0; il existe des matrices U € GL;,(A) et V € GL,(A
produits de matrices élémentaires de déterminant égal a 1, telles si M' = UMYV on a M|; =
et Mj ; = 2" avec z = pged(w,y) et 2’ = ppem(z, y).

IS

¥V On a la formule de Bezout ax + by = z et ’on remarque que :

Y
1()011 J:Oa_x;_zo
_7y1 1/\0 y p =] \o 2
z

)

z

On prend alors?

y
U=xm %) N (1 cvexm | Tz

g\ ) \o 1) Y T A
z z

A

On en déduit 'existence d’une forme réduite de Smith d’une matrice M. on raméne d’abord
M & la forme diagonale. Ensuite, en multipliant M & gauche ou & droite par une matrice de

9. plus en détail : on commence par ajouter & la ligne 7 de M la ligne j; pour cela on multiplie M & gauche

par la matrice U = Xf?) ( (1) 1 ) Appelons encore M la matrice ainsi obtenue. On annule la fin de la ligne 4
de M au dela de la position (i,%) : on pose donc x = M, ; et y = M;, ;. Si z est le pged de z et y, il existe a,b € A
tels que ax + by = z (formule de Bezout). On prend ¢ = —y/z et d = z/z et on multiplie a droite par la matrice

SH

m (a c
< (5 4)
pour obtenir une matrice M’.
On a alors Ly(M') = Li,(M) pour k #1i,j et l'on a :

Mi/,i = z
/

Mi,j = 0

Mjlz = by

M; = 2

ot 2’ est le ppcm de z et y.
Puisque M;; = z divise MJ'Z = by on peut annuler la fin de la colonne ¢ au dela de la position (i,4) sans changer

la ligne i. Il suffit pour cela de multiplier M’ & gauche par la matrice XEZ-L) ( blc (1) ) On obtient alors la matrice

diagonale M" avec

My, = My, pour k #1,j
M, = =z
M” = 7

J:J



la forme U = XZ-ET) < _01 (1) ) (ouV = XJ(.Z) ( _01 (1) >) on peut de plus supposer que les

termes diagonaux nuls sont regroupés a la fin de la diagonale de M. Soit r = rg(M). On applique
alors le lemme précédent, pour tout 7, 1 < ¢ <r — 1, a tous les couples non nuls M;;, M; ; avec
i1+1<j<r

2 Modules sur un anneau euclidien

Soit A un anneau euclidien de corps des fractions K = Frac(A); un A-module E est un
groupe abélien F, noté additivement, muni d’une loi de composition :

AxE — FE
(a,) — ax

vérifiant les propriétés :
l. a(r+y)=ax+aypoura € Aet x,y € £
2. lx=xpourx € F
3. (a.(b.x) = (ab).x pour a,b € Aet x € E.

Un sous-A-module de E est un sous-groupe E’ tel que pour tout a € A et tout z € E' on a
ax € E'; le groupe quotient F/FE’ est alors un A-module pour la loi de composition (a,Z) — az.
Les sous-A-modules de A sont les idéaux de A.

Etant donnés des A-modules E et F' un A-homomorphisme est un homomorphisme de groupes
u: FE — F tel que u(a.z) = a.u(x) pour a € A et x € E.

Un A-isomorphisme est un A-homomorphisme bijectif.

Siu:FE — F est un A-homomorphisme, le noyau Ker(u) = {x € E/u(x) = 0} est un sous-A-
module de F, I'image Im(u) = u(F) est un sous-A-module de F et f induit un A-isomorphisme
u: E/Ker(u) — Im(u).

Une suite exacte courte est la donnée de deux A-homomorphismesu: F — Fetu: F — G :

0—F -5 F-5G—0

tels que u est injectif, Im(u) = Ker(v) et v est surjectif.

Ezxemples :

1) A =7 : un Z-module est un groupe abélien.

2) Un K[X]-module E est caractérisé par le K-espace vectoriel sous-jacent (noté encore) E et le
K-endomorphisme :

p=mx:E — FE
r — Xz

de sorte que les K[X]-modules s’identifient aux couples (F, ¢) ou E est un K-espace vectoriel et
¢ € Endg (F). Un K[X]-homomorphisme u : E — F est une application K-linéaire u : E — F
telle que uwo @ =1 ou ou ¢ (resp. 1) est 'homothétie de rapport X sur E (resp. F'). On a donc
le diagramme commutatif :




Soit E un A-module; une famille (€;)1<ij<nm d’éléments de E est un systéme générateur (resp.
une base) si, pour tout x € E il existe des éléments (resp. il existe des éléments uniques) (a;)1<i<m

de A tels que > a;x; = x. On dit alors que le A-module E est de type fini (resp. libre de rang
i=1
fint).

Lemme 7

Soient A un anneau euclidien et L un A-module libre de rang fini ; toutes les bases de L possédent
le méme nombre d’éléments m (appelé de rang de E); m est égal a la dimension du K-espace
vectoriel By =FE ®4 K.

V Soit (e;)1<i<m une base de L; on a :

/
a ,a a a
By = {Eac/ 5 € K ,zeFEet 7%= y:r’ & il existe c € A\ {0} tel que caxb’ = ca’z'b}
(€i)1<i<m est alors une famille génératrice du K-espace vectoriel E(fy; supposons alors que
lon ait une combinaison linéaire nulle des (e;)1<i<m & coeflicients dans F'; quitte & réduire les
coeflicients au méme dénominateur on a Zfei = 0 donc Y ae; = 0 dans K de sorte qu’il
i=1 i=1

m

existe ¢ € A\ {0} tel que > caje; =0 dans A; on a donc ca; = 0 et comme A est intégre, on a
i=1

a; =0pourl<i<m. A

Lemme 8
Soit L un A-module ; alors L est libre de rang fini m si et seulement s’il existe une suite finie de
longueur m :

LQZ{O}C"'CLiCLi+1CLm:L

avec Liy1/L; ~ A pour 0 <i<m—1.

(3
V Supposons L libre de rang m, il existe donc une base (e;)1<i<m de L. On prend L; = @ Ae;
=1
pour 1 <t < m. ’
Réciproquement supposons que L posséde une suite vérifiant les conditions de ’énoncé. Pour
tout i, 0 < i < m —1, Liy1/L; est un A-module libre de rang 1; prenons e;11 € L;11 tel que
Liy1/L; = A€;;1. On a alors :
Liy1=L;®Aeiq

En effet si x € L;11, on a T = Aejp1 de sorte que x = Aej41 +y avec y € L;. on a donc
Livy = Li+Ae; 1. D'autre part siz € LyNAe; 1 onax = \ej11 € L; desorte que T = \ejr1 =0
don A=0et x =0.

Par récurrence sur ¢, on obtient donc que (ej)lgjgi est une base de L;. A

Proposition 3
Soit L un A-module libre de rang fini m sur un anneau euclidien A ; tout sous-module L' de L
est libre de rang fini n < m.

v Considérons une suite Lo = {0} C --- C L; C Lj41 C Ly, = L de sous-modules de L avec
Lit1/L; ~ Apour 0 < i <m — 1. Posons L, = L; N L’ et soit n < m le plus petit entier tel
que Lj, = L'. On a donc Ly = {0} C --- C L; C Lj,; C L;, = L. De plus 'homomorphisme
canonique Lj, | /L; — Liy1/L; ~ A est injectif; son image est donc un idéal Aa de A, mais on
aa=0ou Aa ~ A de sorte que L' est libre de rang < n. A



Proposition 4 (théoréme de la base adaptée)

Soient L un A-module libre de rang fini m sur un anneau euclidien A et L' un sous-module de L,
r < m le rang de L' ; alors il existe une base (€i)1<i<m de L et des éléments dy,--- ,d, non nuls
tels que dy| - - |d, et (d; €;)1<i<y s0it une base de L'. De plus les facteurs invariants d;, 1 < i <,
sont uniques & la multiplication par des éléments inversibles de A pres.

V Soit (x;)1<i<m une base de L, on a le A-isomorphisme associé :
h: A™ — L

n
(@i)i<icm — Y _ai;
i=1

Munissons A™ de la base canonique (egm))lgigm 10 ainsi que A™ de la base canonique (eg-n))lgjgn.
Soit (yj)1<i<n un systéme générateur de L'; on désigne par M € M,, ,(A) la matrice dont la
colonne C;(M) (1 < j < n) est constituée des composantes de y;j dans la base (2;)1<i<m.

Il existe des matrices U € GL,,,(A) et V € GL,,(A) telles que S = U M V soit de la forme réduite
de Smith.

On considére, f: A" — A™(resp. u: A™ — A™ resp. v : A" — A" resp. f/: A" — A™)
I’homomorphisme dont la matrice dans les bases canoniques de A™ et A™ est M (resp. U,resp.
V=L resp. S);ona flov=wuo f et uetvsont des isomorphismes. Ainsi le diagramme suivant
est commutatif :

F
AnmL
- |
vi: ul: ~ | w
’ \
Fl
On a
Im(F) =1L
et :

f’(e(n)) _ djeg.m) pour 1 <j5<r
0 pourr+1<j5<n

avec dy,--- ,d, € A\ {0} et dy|---|dy, de sorte que :

dixz; pourl<j<r
Fl e(n) — ho !/ e(n) — 7]
(j )= f)(J ) 0 pourr+1<j5<n
d’ou :
djz; pour1<j<r

0 pourr+1<j53<n

(wo F)(v (el™)) = (F o) (v (e{™)) = {

Pour 1 <4 < m on pose ¢; = w~!(xi)!? de sorte que (€;)1<i<m est une base de L et l'on a
finalement :
di€; our1<j3<r
F(v_l(e(.n))) _ %% P =7 = .
J 0 pourr+1<j53<n

10. on a donc h(egm)) =z; pour 1 <i<m.

11. on a donc h(C;(M)) =y,

12. on a donc ¢; = w™(h(el™)) = h(u™'el™) = h(Ci(U™Y)) ie. € est 'élément de L dont les composantes dans
la base (2;)1<i<m forment la colonne C;(U™")



Puisque Im(F') = L', la famille (dj¢;)i1<j<r engendre L' et comme elle est libre, il s’agit d’une
base de L.

Considérons alors (€;)1<;<m une base de L et des éléments d}, - - -, d,. non nuls tels que d}| - - |d.
et (d €;)1<i<r soit une base de L'. Soit U € GL,,(A) (resp. V € GL,(A)) la matrice dont les
colonnes sont les composantes des vecteurs €;, 1 < j < m, (resp. dje;, 1 < j < r) dans la
base (€})1<i<m (resp. (d,€))1<i<r). Ona S’ =U SV~ ot §' € My (A) est la matrice de forme
réduite de Smith dont les termes diagonaux sont les d’i pour 1 < i < r. Ainsi les matrices S et
S’ sont équivalentes donc d; et d} sont associés pour 1 <7 <r. A

Lemme 9
Tout A-module de type fini E est de présentation finie ie. on a une suite ezacte ™

f

Am Am P .| 0

V Soit E de type fini; il posséde un systéme générateur fini (x1,--- ,Z,,) d’odl un unique ho-
(m)

momorphisme ¢ : A™ — E défini par p(e; ') = z; (1 < i < m) ou (egm))lgigm est la base
canonique de A™.

Mais Ker () est un sous-module de A™ donc est de type fini : soit (y1,- -, yn) un systéme géné-
rateur de Ker(p); on a donc un unique homomorphisme f : A" — A™ défini par f (egn)) =y

(1<j<n)ou (eg-n))lgjgn est la base canonique de A™ et E est le conoyau de f. A

Proposition 5 (structure des A-modules de type fini)
Soit A un anneau euclidien ; tout A-module de type fini E est de la forme :

E~A"®A/Ad @ - ® AJAds

avec di, -+ ,ds non nuls et non inversibles tels que di|---|ds. De plus Uentier r est indépendant
de la décomposition et les facteurs invariants d;, 1 < i < s, sont uniques & la multiplication par
des éléments inversibles de A prés.

¥ On a une suite exacte :

f

An Am _f .| 0

Munissons A™ de la base canonique (egm))lggm ainsi que A™ de la base canonique (eg.n))lgjgn ;
les A-homomorphismes f : A" — A™ s’identifient alors aux matrices M € M,, ,,(A) : la colonne
Cj(M) e A™ de M (1 < j < n) est formée des composantes de f(eg.n)) dans la base (egm))lgigm.
Il existe des matrices U € GL,,(A) et V € GL,(A) telles que S = UMV soit de la forme
réduite de Smith. On consideére, u : A™ — A™ (resp. v : A" — A" resp. f': A" — A™)
I’homomorphisme dont la matrice dans les bases canoniques de A™ et A" est U (resp. V1,
resp. S);on a ffov =wo f et u et v sont des isomorphismes. Ainsi le diagramme suivant est

commutatif :

/T AV S J—
I
vl ui lw
f/ 4)0/ v
A" A E' 0
13. on a méme une suite exacte 0 A" ! A" 2 S | 0 ; dans la démonstration il suffit de
prendre pour (yi,---,yn) une base de Ker(p). De plus, on verra que pour A = K[X] et E un K[X]-module de

type fini de torsion, la suite ezacte caractéristique sera un choix canonique d’une telle suite exacte.



d’on Dexistence d’un A-isomorphisme w entre F et le conoyau E' de f’. Or on a :

// (n) djeg-m) pour 1 <j<s
fe; ) (= .
0 pour s+1<j5<n
avec dy,--- ,ds € A\ {0} et dy|---|ds. On a ainsi* :
E~A"®A/Ad; & --- ® AJAd;

de sorte que E(xy ~ K". En particulier r = dimK(E(K)) et r ne dépend pas de la décomposition
de E.
L’unicité des facteurs invariants est étudiée ci-dessous. A

Soient A un anneau euclidien et E un A-module de type fini; alors
T(E)={x € E /il existe a € A\ {0} tel que ax = 0}
est un sous-A-module de F.

Corollaire 3
Le sous-A-module de T(E) posséde un supplémentaire L qui est libre' ; on a E = T(E) @ L.

¥ 1l existe un A-isomorphisme :
f:E—A"®A/Ad @ - D AJAd
ona f(T(E)) = AJAdy @ --- ® A/Ads et on prend L = f~1(A"). A

On dit qu'un A-module L est sans torsion si T'(L) = {0}. On a donc le résultat suivant :

Corollaire 4
Soient A un anneau euclidien et L un A-module de type fini; alors L est libre si et seulement si
L est sans torsion.

m

V Si L est libre, L posséde une base (e;)1<i<m; sl ¢ = > a;e; vérifie ar = 0 avec a # 0 on a
i=1

aa; =0et a; =0pour 1 <i<mdouxz=0.

Réciproquement supposons L sans torsion; on a L ~ A/Ady ® --- ® A/Ads & A"; si s > 1,
I'éléement 1 € A/Ad; vérifierait di1 = 0 ce qui n’est pas possible; on a donc s =0 et L ~ A". A

On dit qu'un A-module E est de torsion si T(E) = E.

Corollaire 5
Soient A un anneau euclidien et E un A-module de type fini de torsion ;

E~AJ/Ady @ ---® AJAd,

avec dy,- - ,ds non nuls et non inversibles tels que di|-- - |ds.
Les facteurs invariants d;, 1 <1 < s, sont uniques a la multiplication par un élément inversible
de A pres.

14. Lorsque d; est inversible dans A, on a A/(d;) = {0} ; il faut donc supprimer les éléments d; inversibles de
la liste (di,--- ,ds)
15. T(E) et L sont de type fini puisque A est noethérien.



VOnaFE~A"® A/Ady @ ---® A/Ads; si on avait r > 1, E contiendrait un élément non nul
x € FE libre donc non de torsion.
L’unicité des facteurs invariants est étudiée ci-dessous. A

Corollaire 6
Un Z-module E est de type fini et de torsion si el seulement si E/ est un groupe abélien fini.

vV Tout groupe abélien fini est de torsion. Réciproquement soit E un Z-module E est de type
fini et de torsion; ona: E~Z/(d;) ®-- - ®Z/(ds); avec les d; # 0; alors E est fini. A

Ftude de U'unicité des facteurs invariants :
Soit E un A-module ; V'annulateur de x € E est I'idéal ann(z) = {a € A/ ax =0} de A.
Un A-module E est cyclique sil est engendré par un élément  avec ann(z) non trivial ‘¢ de sorte
que E ~ A/ann(x).

Lemme 10

Soient A un anneau euclidien, E = A/{(d) un A-module cyclique, 7 est un élément irréductible
de A, k = A/(rm) le corps résiduel; alors 7|d si et seulement si le k-espace vectoriel E/m E est
de dimension 1'7.

V Supposons que 7|d. Les sous-modules de E correspondent aux idéaux de A contenant (d);
on a (d) C (m) de sorte que le sous-module 7 E de E correspond a l'idéal (7) de A et 'on a
E/mnE~A/(r)=k.

Par ailleurs si 7 ne divise pas d, 7w et d sont premiers entre eux et la formule de Bezout montre
que E=nFE. A

Pour un A-module de type fini E, on désigne par p(E) le minimum du nombre d’éléments
des systémes générateurs de E18.

Lemme 11
Si E est de type fini et de torsion avec E ~ A/(d1) & --- ® A/(Ads), somme directe de modules
cycliques tels que di|---|ds; on a p(E) = s.

vV Remarquons que la famille (€;)1<;<s avec e; = (5i7j)1§j§s est un systéme générateur de F de
sorte que p(E) < s.

Réciproquement soit 7 un élément irréductible de A divisant d; ; on a l’isomorphisme de k-espaces
vectoriels :

E/mE ~k*
Si 'on avait p(E) < s il existerait un systéme générateur (z;)1<i<¢+ de E avec t < s; mais
(T7)1<i<t serait un systéme générateur de E/m E ~ k® ce qui n’est pas possible. A.
Ainsi s ne dépend pas de la décomposition de E.

Lemme 12
Soient E = A/{(d) un A-module cyclique et a € A, on a :

WE - {E} sia € (d)
&) siagd)
16. On a donc ann(z) = (d) avec d non nul et non inversible.

17. On a dimy(E/7m E) < 1.
18. lorsque L est libre de rang 7, on a p(L) = r, lorsque E est cyclique on a p(E) = 1.




ot A = pged(a,d) et (A) désigne le sous-A-module cyclique de E engendré par A. De plus,
lorsque a & (d), on a :

ann(A) = {z € A/az € (d)}

vV Pour tout T € E, comme a = Ab on a aT = AbT et comme on a la formule de Bezout
aa' +dd = A, il en résulte que AT = (ad’ + dd')T = ad'Z. Ainsi aF est engendré par A.

D’autre part a € ann(A) si et seulement si djaA. Comme on a axa’ +dd z = Ax, on a dlaA
si et seulement si djaz. A.

Corollaire 7 (unicité des facteurs invariants)
Soit A un anneau ; considérons un A-module E somme directe de modules cycliques

E~A/Adi @ ® AJAds
tels que di|---|ds; on a (dy) = {a € A/p(aE) < s—k} pour 1 <k <s.

vV Soit a € A; on a:
aFE ~ A/ann(A;) x --- x A/ann(Ag) avec ann(A;) D --- D ann(Ay)

et A; = pged(a,d;) pour 1 < ¢ < r. Considérons a ¢ (di), donc ann(Ag) # A de sorte que
ann(A;) # Apour k<t <setlonap(aE)>s—k+1>s—Fk'".

Réciproquement si a € (di) on a ann(Ag) = A, donc ann(A;) = --- = ann(Ag_1) = A d’ou
plaE) <s—k. A

3 Réduction des endomorphismes

3.1 K[X]|-modules

Rappelons qu'un K[X]-module E est caractérisé par le K-espace vectoriel sous-jacent (noté
encore) E et le K-endomorphisme :

p=myxy:F — FE
r — Xz

de sorte que les K[X]-modules s’identifient aux couples (E, @) ou E est un K-espace vectoriel et
¢ € Endg (F). Un K[X]-homomorphisme u : E — F est une application K-linéaire v : E — F
telle que uo @ =1 ou ol ¢ (resp. 1) est 'homothétie de rapport X sur E (resp. F'). On a donc
le diagramme commutatif :

‘| |!

E = F

Lemme 13
Soit E un K[X]-module; E est de type fini et de torsion si et seulement si E est un K-espace
vectoriel de dimension finie.

19. de sorte que p(aFE) < s — k = a € ann(Ayg)



V Soit E un K[X]-module avec E'; on pose ¢ = mx ; si E est un K-espace vectoriel de dimension
finie, le K[X]-module F est de dimension finie. De plus pour tout z € F, ann(x) # {0} sinon
I’homomorphisme f — f.x de K[X]| dans E serait injectif de sorte que E est de torsion.
Réciproquement supposons que E est de type fini et de torsion; on a donc :

E~ K[X]/(f1) x - x K[X]/(fs)

avec les polynomes f;, 1 < i < s non nuls, de sorte que E est un K-espace vectoriel de dimension
finie. A

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie m ; considérons l’espace vectoriel Ly = EM)

des suites a support fini (x)reny d’éléments de E muni du K-endomorphisme D de décalage :
D($07x1,x2’ ...... ) e (O,xo’xl’xQ’ ...... )

de sorte que Lg est un K[X]-module?® caractérisé par my = D.
On a l'application K-linéaire injective :

E — LE'
r — Z=(2,0,0,--)

1

d
Tout & = (zx)k>0 € LE s’écrit donc de maniére unique § = ST XFrp? avec ag # O et ap, = 0

k=0
pour tout k > d+ 1 (de sorte que Ly est le K[X]-module des polynémes vectoriels a coefficients

dans F).

Lemme 14
Lg est un K[X]-module libre de rang fini m.

V Soient (e;)1<i<m une base du K-espace vectoriel E et & = (x)ken € Lp; pour tout k > 0,

m
on a xyp = » A pei avec les coefficients \; , € K uniques et z;, = 0 pour k > d + 1. Formons
i=1

d
alors les polynomes P; = > \; . X* € K[X] pour 1 < k < m. On a alors, de maniére unique,
k=0

m
€= > P,.¢;. Ainsi (€;)1<i<m est une base du K[X]-module Lg. A
i=1
Pour toute base (e;)1<i<m de E, on obtient donc un isomorphisme de K[X]-module
KIXI™ —  Lg

m
(Pi<icm — > P&
i=1

permettant d’identifier les polyndmes vectoriels a coefficients dans F aux vecteurs polynémiaux

de K[X]™.
Soit ¢ un K-endomorphisme de E'; 'application :

L(p: LE—) LE

(Tr)r>0 —  (P(k)) k>0

20. Ona Lg ~ F QK K[X}
21. pourtout t€ EonaT=x® 1.



est un K[X]-endomorphisme de Lg 2.
Remarquons que la matrice M de L, dans la base (€;)1<i<m de Lg est la matrice M de ¢ dans
la base (e;)1<i<m de E de sorte que la matrice du K[X]-homomorphisme :

Cgo:XidLX —L¢:LE —)LE

est la matrice caractéristique Cpr € My, (K[X]) de M.
De plus, désignons par E, le K[X]-module dont I’espace vectoriel sous-jacent est £ et dont la
multiplication par X est my = . On considére alors le K[X]-homomorphisme 23 :

T,: Lp—> E,

+oo
(@e)kz0 — Y@ (wk)
k=0

Proposition 6 (suite exacte caractéristique)
La suite de K[X]-homomorphismes :

Cp=Xidy  —Ly
e

T

est exacte.

V Pour tout x € E on a T,(Z) = x de sorte que T, est surjectif.
d
Considérons ensuite (en sous-entendant le ~) ¢ = >° X*z;, € Ly ; on a alors :
k=0

d
Co(§) = XM ag +> XF (w1 — p(z1)) — ¢(0)
k=1
de sorte que C,(§) = £ = 0 et C, est injectif.
Puisque :

d
To(Cu(§)) = Tcp(XdJrll’d + ZXk(wk—l — ¢(xk)) — ¢(z0))
k=1
d
= Tg“(a:d) + ZT:;(Q%—I —p(zk)) — ¢(x0))
k=1
d d
= TgM(wa) + Y _Thae) — D TE () — plo)
k=1 k=1
=0

on a Im(C,) C Ker(T,).
d+1 d+1
Considérons enfin n = > X*y,. € Ker(T},) i.e. Y. ¢"(yx) = 0.
k=0 k=0

d
On pose alors £ = Zkak avec :
k=0

Yd+1 sik=d
Tr =
. Y1 T @(xpq1) si0<k<d-1

22. on a Lg; =@ ®1dK[X]
23. T, est 'unique K [X|-homomorphisme T, : Lg — E,, tel que T, (z®1) = x) d’apreés la propriété universelle
des produits tensoriels de sorte que 'on a T, (z @ X) =T, (X. (2 ® 1)) = X.T,(z® 1) = X.z = ¢(x).



Mais xg = y1 + ¢(x1) de sorte que :

o(x0) = @y1)+ ¢*(x1)
= o) + ¢ (y2) + ©*(x2)

p(y1) + () + -+ 0 (yas1)
= %
On a finalement yo = —¢(xo) de sorte que n = C,(§) d’ott Im(Cy,) = Ker(T},). A

3.2 Applications
3.2.1 Le théoréme de Cayley-Hamilton

On a vu que la matrice M de L, dans la base (€i)1<i<m de L est la matrice M de ¢ dans
la base (e;)i<i<m de E. La matrice Cyy de C, dans la base (€)i<i<m de Lg est la matrice
caractéristique de M, ainsi x, = det(C,) € K[X] est le polynéme caractéristique de ¢.
Proposition 7 (Cayley-Hamilton)

On a xo(p) = 0.
V La formule de Cramer s’écrit 6’; Cp = 6’; Cyp = xpld .
Pour tout € E,, il existe £ € Lg tel que x = T,(£). On a donc C, Cp, & = x, & Comme
T,o0C,=0o0na:
Tp(xp &) = Xp(p)(z) =0

Comme cette derniére égalité est vérifiée pour tout z € E, on a x, = 0. A

3.2.2 Equivalence et similitude

Proposition 8
Deuz endomorphismes @, sont semblables si et seulement si les endomorphismes caractéris-
tiqgues C,, Cy sont équivalents.

v Considérons un K[X]-isomorphisme w : E, — Vy;; on a l'isomorphisme :
Lw : LE — LV
(@k)k>0 —  (w(zk))k>0

tel que

LyoCy, = Lyo(Xidr, — L)
Ly—LyoL,
Lu — Ly o Ly,
(XidLX - Lw) o Lw
= Cyoly

de sorte que 'on a le diagramme commutatif :

Co=Xidr,  — L
Lg X Lg

Twi Twi
Cy=Xidp  —Ly

LV LV




Supposons réciproquement, que I'on ait le diagramme commutatif :

Cy=Xidy,,, — Ly
Ly X Ly

Cy=Xidr, —Ly
Ly X Ly

dans lequel w est v sont des isomorphismes de K [X]-modules; on en déduit un K[X]-isomorphisme
w: E, — Vy rendant commutatif le diagramme :

C,=X1id —L T
0 Lp—— " " . Iy > 0
|
ul vl | w
Cy=Xidy . —L T, \
0 Ly — T g L, 0

comme u est v sont des isomorphismes, il en est de méme?2?* de w A

3.2.3 Invariants de similitude

Considérons un endomorphisme ¢ d'un K-espace vectoriel F de dimension finie m ; reprenons
la suite exacte caractéristique 2°

Cp=Xidy  —Ly
—

0 Lg Ly 25 E, -0

Compte tenu du fait que Lg est un K[X]-module libre de rang fini m et que C, est injectif, on
peut alors appliquer le théoréme de la base adaptée a L' = Im(Cy,) = Ker(T,,) C L = Lg : il

existe une base (€1, ,€y) de L et des polynomes unitaires? Py, --- P, € K[X] uniques tels
que Pi|---|Py, et que (Piey, - , Pnén) soit une base de L'.
Ona P, =---= P, =1 tandis que [1(¢) = Pp—ry1, - Ir(¢) = Pp, sont de degré > 1; ces

derniers sont les invariants de similitude de p. Pour 1 < k < m le produit P; --- Py est égal
au pged des mineurs d’ordre k de la matrice caractéristique de ¢ (dans une base quelconque de
V). En particulier le polynome caractéristique x, de ¢ est égal au produit I1(p)---I.(¢) des
invariants de similitude de .

On a alors l'isomorphisme de K[X]-modules :

L/L" ~ K[X]/(Ii(¢)) x - -~ x K[X]/{I;(¢)) = E,

Il en résulte en particulier que
* pm est le polynoéme minimal p, g de ¢. Ce résulte précise le théoréme de Cayley-Hamilton
en explicitant le quotient (exact) x, /Py K-
* Deux endomorphismes ¢ et 1 d’'un K-espace vectoriel V' de dimension finie sont semblables
(i.e. les K[X]-modules V,, et V,, sont isomorphes) si et seulement s’ils ont les mémes inva-
riants de similitude.

24. c’est le lemme des cing

25. que l'on peut considérer aussi comme une présentation du K[X]-module E, ou encore une résolution libre
de ce dernier

26. aucun des ces polyndmes n’est nul car leur produit est égal au polynoéme caractéristique x, ; on peut donc
supposer ces polynémes unitaires.



