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Polynémes multivariés

1 Monomes
Etant donné un ensemble fini {X1,---, X, } d indéterminées, on désignera par
Fl[Xl,--' ,Xn] = {Xa = Xfll Xﬁ‘"/a = (Ozl,-" ,Oén) € Nn}

le monoide commutatif lsbre des monémes relativement aux indéterminées X1, - - - , X,, caractérisé
par la propriété universelle suivante : pour tout monoide commutatif! R, toute application
¢ {X1, -+ ,Xn} — R se prolonge en un unique homomorphisme ® : F1[Xy, -, X,] — R.
En particulier? Fy est le monoide unité3 {1} .

Le degré est 'unique homomorphisme

deg : Fl[Xl, s ,Xn] — N
tel que deg(X;) =1 pour 1 < i < n de sorte que deg(X®) = |a| = > ;.
Le multidegré est 'unique homomorphisme
mdeg : Fl[Xl, s ,Xn] — N7”

tel que mdeg(X;) = (0;;)1<j<n pour 1 < i < n de sorte que mdeg(X*) = . C’est un isomor-
phisme de monoides dont I'isomorphisme réciproque est :

N?’L — Fl[—Xlu"' 7Xn]

a=(ay, - ,ay) — X = XM ... Xon
Une partie s de F1[X, -+, X,,] est un idéal si pour tout M € Fi[ Xy, -+, X,] et tout F € s on
aMFe€s.
En particulier si s est un idéal de Fq[X1, -+, X,] on a s = F1[X;, -+, X,] si et seulement si
les.
Une partie b d’'un idéal s de F1[ X7, -+, X,,] est un systéme générateur de s si et seulement si s
est le plus petit idéal de F1[X7, -+, X},] contenant b ie. pour tout E € s, il existe B € b tel que
B divise E.
Proposition 1 (Dickson)
Tout idéal s de F1[ X1, -, X,] posséde un systéme générateur b fini.

v Pour n = 1, soit d le plus petit élément de {deg(E)/E € s}; b = {X{} est alors un systéme
générateur de s.

Supposons, par hypotheése de récurrence, la propriété vraie pour Fq[Xy, -+, X,,—1] et considérons
un idéal non trivial s de F1[X1, -, X,,].

1. par exemple le monoide multiplicatif sous-jacent & une K-algébre commutative unitaire R.
2. en appliquant la propriété universelle & un ensemble vide d’indéterminées.
3. avatar naif du mythique "corps d un élément’.



L’ensemble 5. des E' € F1[X1, -, X, 1] pour lesquels il existe k& € N tel que E'XF ¢ 5 est

un idéal de F1[X1, -+, X,,—1] qui posséde donc un systéme générateur fini b’_. Il existe alors un
entier d tel que B'X? € s pour tout B’ € b’_.
De méme, pour k < d — 1, 'ensemble s, des E' € F1[X1,- -+, X,—1] tels que E'XE € s est un
idéal de Fq[X71, -+, X,—1] qui posséde un systéme générateur fini bj.
Alors ’ensemble :

d—1

b={B'Xi/B eb, }u| J{BX}/B €t}
k=0

est un systéme générateur de s. Pour E € sona E = E'XF;sik>dona E' € s/ et il existe
B’ € bl divisant E’ de sorte que B’X? € b divise E tandis que si k < d—1on a E' € s}, et il
existe B’ € b}, divisant E’ de sorte que B'X} € b divise E. A

La relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel dans le monoide Fi[ Xy, -, X,];
on a :

i) 1|M pour tout M € Fi[Xq, -, X,

ii) M|N = M P|N P pour tout M,N,P € F{[Xy, -, X,].

Un systéme générateur b d'un idéal s de Fy[Xq, -+, X,,] est minimal si pour tout B € b,
b\ {B} n’est pas un systéme générateur de s.

Corollaire 1
Un systéme générateur b d’un idéal s est minimal si et seulement si ses éléments sont deuzx a
deuz incomparables pour la relation de divisibilité.

V Soit b un systéme générateur; s’il existe B, B’ € b avec B|B’ alors b\ {B’} est encore un
systéme générateur et b n’est pas minimal.

Réciproquement supposons que b n’est pas minimal ; il existe B’ € b tel que b\ {B’} soit un
systéme générateur de sorte qu’il existe B € b\ {B’} avec B|B’ de sorte que b contient des
éléments comparables. A

Corollaire 2
Tout idéal s de F1[X1, -, X,] posséde un unique systéme générateur minimal b. Ce systéme
générateur minimal b est fini. Pour tout systéme générateur b’ de s on a b C b'.

vV Tout d’abord soient b’ un systéeme générateur fini de s et b 'ensemble (fini) des éléments
minimaux (pour la relation de divisibilité) de b’; un élément B’ € b’ \ b n’est pas minimal donc
il existe B € b’ \ {B’} tel que B|B’; si B ¢ b on recommence. Finalement en un nombre fini
d’étapes on obtient qu'il existe B € b tel que B|B’ et par conséquent b est un systéme générateur
de s et comme les éléments de b sont deux a deux incomparables ce systéme est minimal.
Considérons maitenant un systéme générateur quelconque b’ de s; pour B € b il existe donc
B’ € bt/ tel que B'|B et il existe B € b tel que B|B’. Comme b est minimal on a B = B d’ou
B = B’ € b’ et finalement b C b’. De plus si b et b’ sont tous deux minimaux on a b =b" A

Une relation d’ordre total < sur le monoide F1[X1,--- , X,] est monomiale? si elle vérifie les
conditions :

i) 1 < M pour tout M € F1[X1, -, X,,].

ii) M X< N= MP <N P pour tout M\, N, P € Fy[Xy,---,X,].
En particulier une relation d’ordre monomiale est plus fine® que la relation d’ordre de divisibilité.

Proposition 2
L’ensemble F1[X1, -, X,] muni d’un ordre monomial < est bien ordonné.

4. ou admassible
5. si M|[Nona N=MP;commel <PonaM<MP=N.



v Considérons une partie non vide S de Fy[X1,---, X,,]. Compte tenu du lemme de Dickson,
soit b le systéme générateur minimal de I'idéal s du monoide Fy[X;, -+, X,]. Ona b C S.
En particulier pour tout S € S il existe B € b telle que B|S de sorte que B < S. Le plus petit
élément de b est alors le plus petit élément de S. A
Eremples d’ordres monomiaux :

* ordre lezicographique pur : X = X” si et seulement si on a o > §; ou i est le plus petit
indice tel que «; # 5;.
ordre gradué-lezicographique inversé : X® = XP si et seulement si on a |a| > |B| ou bien
la| = |B] et o < B; ot i est le plus grand indice tel que «; # ;.
Pour ces ordres on a X1 = -+ = X,,.

*

2 Polynoémes

Soit K un corps; on désigne par K[Xy, -, X,] Palgébre des polynomes a coefficients dans
K relativement aux indéterminées Xy, ---,X,. Elle est caractérisée par la propriété univer-
selle suivante : pour toute K-algébre R (associative, commutative et unitaire), toute appli-
cation ¢ : {Xi1,---,Xn,} — R se prolonge de maniére unique en un K-homomorphisme
¢: K[Xq, - ,X,] — R.
Alors® K[X7, -, X,] est un K-espace vectoriel de base I'ensemble F1[X7, - -+, X,,] ce qui signifie

qu'un polynoéme f € K[Xy,---,X,] s’écrit de maniére unique :
=Y axe
aeN™

ol pour tout @ € N™ ¢, € K. Si ¢y # 0 on dira que le mondme X figure dans f et que c, est
son coefficient”. On définit alors le degré total de f par :

deg(f) = max{[a| / ca # 0}

On fize alors un ordre monomial < sur Fi[Xq, -+, X,].
Etant donné un polynome non nul f = > coX* € K[X1, -+, X,], on ordonne f selon ’ordre
acN™n

= décroissant de ses monomes et on définit :
¢ le monéme dominant Im<(f) de f comme le plus grand élément pour I'ordre monomial <
de I’ensemble des monoémes figurant dans f (ie. des X tels que ¢, # 0).
¢ le multi-degré mdeg~(f) € N™ de f comme le multidegré du monéme dominant Im<(f).
O le coefficient dominant le<(f) de f comme le coefficient du terme dominant Im<(f).
¢ le terme dominant lt<(f) de f comme le terme le<(f)lm<(f). On a alors :

< (fg) =< (f)lt<(g)

pour f,g € K[Xy,--, Xy]
Soit {g1,- -, gr} un ensemble fini de polynéme de K[X,---, X, ], on dit que f € K[X1, -+, X,)]
est réduit relativement a l’ensemble® {g1,--- , g} si f = 0 ou si aucun mondme de f n’est divisible
par le monéme dominant Im<(g;) de 'un des g;, 1 <i < k.
L’algorithme de division euclidienne se généralise, au cas d’un dividende f et d’un ensemble
ordonné de diviseurs non nuls [g1,- -, gx|; on calcule alors un ensemble ordonné de quotients
[q1,- -+ ,q] et un reste r tels que? :

6. on peut imaginer que 'on a "K[X1, -+, Xn]| =F1[ X1, -+, X»n] ®p, K"

7. caX® est un terme de f.

8. dans K[X], f est réduit relativement & {g} si f = 0 ou si deg(f) < deg(g).

9. les quotients g1, - - - , g et 7 ne sont pas nécessairement uniques, dépendent en général de ’ordre des diviseurs
g1, -, gk et on peut avoir f € (g1, - ,gr) et 7 # 0.



L f=qgn+ - +age+r
2. r est réduit relativement a {g1, -+, gr}

3. Im<(gigi) = lm<(f) pour tout 1 < i <k tel que ¢; # 0.

Algorithme 1 (Division multivariée)
1. entrée : le dividende f, la liste des diviseurs [g1,- - , gk]
2. initialisations : f = f,q1:=0,--- ;g :==0,7:=0

3. tant que f_ # 0 boucle :
{

s'il existe i, 1 <1i <k tel que lm<(g;) divise lm<(f_) alors

_ < (f)
1t<(g:)
¢ =q¢+T
fo=f_-Tg
sinon
T:=n<(f)
re=r+T
f_=7_
/
4. sortie : les polynomes q1,--- ,qx et r.

Proposition 3 (preuve de 'algorithme de division multivariée)
a. terminaison : L’algorithme de division se termine en un nombre fini d’étapes.
b. correction : Etant donnés f € A et G = [g1,--- , gx|, Ualgorithme de division renvoie des
polynémes q1,- - ,qi et r tels que

f=an+ - +ag+r
ou r est G-réduit et lIm<(q;g;) < lm<(f) pour tout 1 <1i <k tel que g; # 0.

\%
[terminaison/ A linitialisation de l’algorithme on a lm<(f ) = lm<(f). A chaque étape de la

It
boucle on exécute 'une des affectations f = f — Mgl ou f :=f —1lt<(f_ ), mais

16<(g:) h

It
on alm<(f — 1:((f—))gi) < lm<(f_) ou bien lm<(f_ —lt<(f_)) < Im<(f ). Ainsi la suite
= - (9 = = = =
(Im<(f_))s est strictement décroissante et comme I'ensemble F1[Xy, -+, X;;] muni de I'ordre
< est bien-ordonné cette suite est nécessairement finie.
k
[correction] Montrons que l'expression f_ + ) q;g; + 7 est un invariant de boucle de valeur f.
j=1

C’est vrai lors de l'initialisation. |

t
Si Pon exécute affectation f = f —Tg; avecT = L—) on a :

t<(g:)

k
iy Tgi+y 49+ (G +Dgi+r=f_+D ajgj+r=1f
f i i Jj=1



tandis que si l'on exécute Uaffectation f = f —T avecT =1t<(f )ona:

k k

f —T+qugj+r+T:f +Zngj+’f':f
— -
Py j=1 M j=1

k
de sorte qu’a la sortie on a ) gjg; +r = f.
j=1
A partir de la valeur initiale » = 0, on construit r en lui ajoutant des monomes qui ne sont
divisibles par aucun des monémes dominants Im<(g;), 1 < ¢ <k de sorte que r est G-réduit.
Il reste & montrer que 'on a Im<(g;g;) < Ilm<(f) pour tout 1 < j < k tel que g # 0 ce qui est

vrai a Dinitialisation 0.
t<(f_)
16<(9:)

q;9j, j 7 1 sont inchangés tandis que g;g; est remplacé par (g; +7")g; et 'on a

A chaque étape si on exécute laffectation f := f —Tg; avec T = les termes

Im<(gigi + Tg;) = max(Im<(f),lm<(f )) =Im<(f)

tandis que si 'on exécute D'affectation f_ := f_ —T avec T' = lt<(f_) tous les termes g;gj,
1 < j < k sont inchangés. A

3 Idéaux de l’algébre K[X;, -, X,)]

Lemme 1
Considérons un ordre monomial < sur F1[Xy, -+, X,]; pour tout idéal I de K[X1,---,X,],
Im< (1) = {lm<(f)/ f € I\ {0}} est un idéal de F1[X1, -, X;].

v Pour tout M € Fq[Xq,---,X,] et tout Im<(f) € Im<([) avec f € I, f#0,ona M f el et
par suite Mlm<(f) =lm<(M f) € lm<(I). A

On a ainsi une application I — lm<(I) de Uensemble des idéauxr de K[Xy,---,X,] dans U'en-
semble des idéaux de F1[Xq, -, X,].

Une partie finie G = {g1,---,gr} de l'idéal I de la K-algebre K[Xi,---,X,] telle que
I'ensemble Im<(G) = {lm<(g1),--- ,1lm<(gx)} soit un systéme générateur de I'idéal Im<(7) du
monoide Fy[ X1, -+, X,,] est appelée une base de Grébner de I.

Ainsi, une partie finie G = {g1, - ,gr} de I est une base de Grobner de I si et seulement si
pour tout f € I\ {0}, il ezxiste g; € G tel que Im<(g;) divise Im<(f).

Lemme 2
Considérons un ordre monomial < sur Fi[Xy, -+, X,]; tout idéal I de K[X,---,X,] possede
une base de Grébner G relativement ¢ ['ordre <.

V En effet, d’aprés le lemme de Dickson, I'idéal lm< (1) de F;[X1,- -, X,] posséde un systéme
générateur fini. A

Lemme 3

Soit G = {q1,--- , 9K} une base de Grobner d’un idéal I de K[Xy,---,X,] relativement a un
ordre monomial < sur F1[X1,---,X,]; alors un monéme M € Fi[Xy, -, X,] est réduit'!

relativement & G si et seulement si M € F1[Xq,---, X,] \ lm< (1)

10. on peut aussi remarquer que si & une étape on a ¢; = 0, & I’étape suivante on a ¢; = T de sorte que
Im<(gigi) = m<(Tg:) = Ilm<(f_) = lm<(f)
11. ou monéme standard ; ces mondémes ne dépendent donc que de 'ordre <.



V On a M € Ilm<([]) si et seulement s’il existe g; € G tel que Im<(g;)|M c’est & dire si et
seulement si M n’est pas réduit relativement & G. A

Proposition 4 (th de la base finie de Hilbert)

Soit G ={g1, -+, gk} une base de Grébner de I, alors G est un systéme générateur'? de l’idéal
I de la K-algébre K[X; -+, X,].
En particulier tout idéal I de K[X;--- ,X,]| posséde un systéme générateur fini.

V Soit f € I; par la division multivariée on a :

f=qa+ - +ag+r

Supposons r # 0. D’une part on a r € I donc lm<(r) € lm<(I). D’autre part r est G-réduit de
sorte que lm<(r) € F1[Xy, -+, Xp] \ Im<(]). d’ott une contradiction et r = 0. A

Proposition 5 (th de Macaulay)
On considére une base de Grobner G = {g1,- - , gr}, relativement & un ordre monomial <, d’un
idéal I de K[X1,---,Xy]; le sous-K-espace vectoriel R des polynémes réduits relativement ¢ G
a pour base Fi[X1, -+, X,] \ lm<(I). En particulier R ne dépend que de l'idéal I et de l’ordre
monomial < et l'on al?

IToR=K[Xy, -, X,]

V Soit f € INR;si f #0, on aurait Im<(f) € F1[X1,---, X,] \Im<(I) ce qui n’est pas puisque
Im<(f) € lm<(I), donc I NR = {0}.

Etant donné f € K[Xi,---,X,], la division multivariée de f par gi1,--- ,gs montre 'existence
de q1, -+ ,qs,7 € K[X1,---, Xp] tel que f =qig1 + -+ qsgs + 7 avec 7 € R.

A

Ainsi Uapplication K -linéaire canonique :

R — K[Xy, -, X,)/1
fo— f
est bijective. Pour tout f € K[Xy, -+, X,]| Uunique polynome réduit r € R tel que :

f=rmod I

est appelé la forme normale de f relativement ¢ I pour lordre <.

On considére un ordre monomial <xy sur Fi[Xy, -+, X, Y1, -+ ,Y,]; on note <x (resp.
=<y) I’ ordre monomial induit sur F1[X1,---, X,,] (resp. sur Fi[Y1,---,Y,] ). On dit que <xy
est un ordre d’élimination de X1,--- , X,, si la propriété suivante est vérifiée :

M <x M
M.N <xy M'N' < ou

M=M"et N <y N’

ou M, M' € F1[Xy, -+, X}n] et N,N' € F1[Y1,---,Y,].
Par exemple 'ordre lexicographique est un ordre d’élimination tandis que 'ordre gradué-lezicographique
tnversé ne 'est pas.

12. base signifie systéme générateur, provient du mot allemand Basis

13. Ainsi dans la division multivariée f = gig1 + -+ + qugr + 7, out {g1,-- , gk} est une base de Grobumer, le
reste r € R et le polynome q1g1 + - - - + qrgr € I sont uniques et ne dépendent que de 'ordre monomial < et non
du choix d’une base de Grobner relativement a cet ordre.



Lemme 4
Soit = X, Y un ordre d’élimination de Xy,--- , Xy, ; pour tout f € K[Xq, -+, X, Y1, , Y]
ona f e KI[Y1, Y] si el seulement silm<, , (f) € K[Y1,---,Yy].

v Tout mondéme de Fy[Xy, -+, X, Y1, -+ ,Y,] qui contient au moins l'une des indéterminées
X est strictement supérieur a tout monéme N € Fy[Y7,---,Y,] contenant uniquement les indé-
terminées Y1, -+ ,Y,. A

Proposition 6 (élimination)

Soit G une base de Grobner d’un idéal I de K[X1, -+, Xm, Y1, -, Y] pour un ordre d’éli-
mination <xy de Xq,---, Xy, ; alors GN K[Y1,---,Y,] est une base de Grébner de l’idéal
INK[Y, - ,Y,] de K[Y1,---,Y,] relativement & 'ordre monomial <y

v Soit fe INKI[Y1,---, Y]\ {0}; il existe g € G tel que Im, , (g) divise Im<, . (f) de sorte
que Im~, . (9) € K[Y1,---,Yy] et par suite g € K[Y1,---,Yy]. Ainsi g € G N K[Y7,---,Y,] et
Im_, (g) divise Im~, (f). A

4 Questions d’unicité

Une base de Grébner G d’un idéal I de K[Xq,---,X,], relativement & un ordre monomial
=, est minimale si pour tout g € G, G\ {g} n’est pas une base de Grobner de I.

Lemme 5

Soit G une base de Grobner, relativement a un ordre monomial X, d’un idéal I de K[X1, -, X,],
alors G est minimale si et seulement lm<(G) = {lm<(g)/g € G} est le systéme générateur
minimal de l'idéal lm<(I) du monoide F1[X1, -+, X,].

De plus I de K[X1,---,Xy] posséde une base de Grébner minimale.

A Soit G une base de Grobner de I'; supposons qu’il existe g € G tel que G\ {g} soit une base
de Grobner de I; alors il existe § € G\ {g} tel que Im(g) divise lm(g) donc lm<(G) contient
deux éléments comparables.

Réciproquement supposons que Im<(G) contienne deux éléments comparables, par exemple lm(g)
qui divise Im(g), alors G \ {g} est une base de Grébner de 1.

Soit b I'unique systéme générateur minimal de Im<(I); si G est une base de Grébner de I on a
b C Im<(G). Pour chaque M € b soit gy € G tel que Im(gpr) = M ; Gmin = {gm/M € b} est
alors une base de Grébner minimale de I. v

Une base de Grobner G d’un idéal I, relativement & un ordre monomial <, est réduite si
tout g € G est unitaire* et réduit relativement 4 G \ {g}. Une base réduite est évidemment
minimale.

Proposition 7
Soit < un ordre monomial sur F1[X1,- -+, X,] ; tout idéal I de K[X1,--- , X,]| posséde une unique
base de Grobner réduite G relativement a lordre <.

A Montrons d’abord l"unicité. Soient G et H deux bases de Grobner réduites de [ ; puisqu’elles
sont minimales on a :

Im(G) = lm(H)

Supposons qu'il existe g € G \ H; il existe h € H tel que Im(g) = Im(h) d’ou lt(g) = 1t(h)
puisque g et h sont unitaires.

14. lorsque K = Frac(A), avec A factoriel, on peut supposer que g est primitif plutot qu’unitaire.



Onag—heI\{0} et il existe g1 € G tel que Im(g;) divise Im(g — h). On a g1 # ¢ puisque
Im(g1) <1m(g — h) < 1m(g) et lm(g1) divise un monéme N < lm(h) figurant dans h puisque G
est réduite.

Mais il existe h; € H tel que Im(h1) = lm(gy). On a h; # h; si on avait hy = h on aurait
Im(hy) = Im(h) =1Im(g1) = Im(g) or Im(g1) < Im(g). Ainsi Im(hy) divise N ce qui contredit H
réduite.

Il reste & établir [’existence. Soit G une base de Grobner minimale de I dont tous les éléments
sont unitaires; on a lm<(G) = b o b est le systéme générateur minimal de lm<(I).

Pour g € G soit g le reste de la division multivariée de g par G \ {g} : on a donc :

> g +3
g'€G\{g}

avec g réduit relativement & G \ {g} et Im(qyg’) < 1m(g) pour tout ¢’ € G\ {g}. On a ainsi :

Im(g) < max(Im(g),Im(qyg’)/¢" € G\ {g}

S'il existait ¢’ € G\ {g} tel que Im(gyg’) = lm(g), on aurait que lm(g')[lm(g) ce qui contredirait
le fait que G est minimale. On a donc Im(gyg’) < Im(g) pour tout ¢" € G\ {g} et finalement
Im(g) = lm(g) de sorte que si on pose :

G=G\{g}U{g}

on a lmj(é) = b; G est une base de Grobner minimale de I avec § réduit relativement a
G\ {3} = G\ {g}. De plus tout éléement g’ # g de G qui était réduit relativement a G\ {g'},
reste réduit relativement a G\ {¢’} puisque lm(g) = lm(g).

Ainsi {g/g € G} est une base de Grobner réduite de I. v

5 Aspects effectifs

5.1 Le critére de Buchberger
Soient f,g € K[X1, -, X,]; le S-polynéme (polynome de syzygy) associé est défini par :

[ [

_ Im<(g) 1m<(f)
le<(f)o” ~ le(g)0?
ou on a posé p = ppem(lm<(f),lm<(g)) et & = pged(lm<(f),Im=<(g))
de sorte que p 0 = Ilm<(f)lm<(g) (avec 1t(f) = le<(f)lm<(f) et 1t(g) = le<(g)lm<(g)).

Lemme 6
Soient f,g € K[Xq,---,Xp]; on alm<(S<(f,9)) < p.

V 1l suffit de remarquer que :

Im<(f)
le<(g)6

—lm<(g)) < 1lm<(g) A

1m<(g)
S<(f.9) = (f)é(f—ltj(f))—
(9

et que Im<(f —1t<(f)) < 1m<(f), Im<

(9 —1t<(9))

On considére la sous-algebre de K (X, -, X,)

KIXH, - X1 = {%/f € K[X1,-+, Xo, M € Fi[Xy, -+, Xol}



contenant K[X1, -, X,] et 'application K-bilinéaire :
KT'XK[Xitlf”ﬂerl]r — K[XitlvaXnil]

T

(s = (sk)icker @ = (PR)1<kar —> (5,90) = Y skpn

k=1
Lemme 7
Soient F={f1,---, fr} C K[X1,---,Xu] \ {0} et a; = le<(fi) pour 1 <i <r. considérons :
h= > spMgfr
1<k<r

ou s € K, M € F1[Xy, -+, X5, avec Im<(My, fr,) = M pour 1 < k <r. Alors silm<(h) < M,
on a :

h = Z Si,jMi,ij(fiafj)

1<i<j<r
avec s;j € K , M;; € F1[ X1, -+, Xp] et lm<(M; ;S<(fi, fj)) < M pour 1 <i,j <r.
VOnaO= > splm<(Mgpfr)=( > sgar)M de sorte que s = (s1,---,s,) € Ker(¢) ou ¢

1<k<r 1<k<r
est la forme K-linéaire sur K" :

¢:§:(Sla”'7ST)—>CL151+"'QTST

définie par a; = ¢(e;) # 0 pour 1 < i <7 ol (e;)1<i<r est la base canonique de K. Alors Ker(¢)
est un hyperplan de K" et un systéme générateur de cet hyperplan est constitué par les vecteurs

€= a;lei — a;lej, pour 1 <i<j <.
Onadoncs= }  s;j¢ ; avec s;; € K. Posons :
1<i<j<r
o= ( fk )1<k:< c K[X:I:l . Xil]?‘
27 Sy rshsr S B

de sorte que :
h = (s, Mf> = Z 5i,j<§i,j’M£>

1<i<j<r

Pour 1 < ¢ < j <7 posons p;; = ppem(Im<(fi),Im<(f;)); comme Im<(f;) et Im<(f;) divisent
M, p;; divise M de sorte qu’il existe M; ; € F1[Xq, -+, X,,] tel que

M = pi,; M
d’ou :
ho= > sijle migMije)
1<i<j<r
_ R D S
= E sijla; € — a,; €5, 1 M ;o)
1<i<j<r
. 1 1
= Y siMiy (ai (€i, 1) — a; <ej,m,j£>)
1<i<j<r
_ Y G S
= E , si,jMi,; (ai HijPi — a; ﬂw%)
1<i<j<r

— Z siiM; jS<(fi, f7)

1<i<j<r



On a, d’aprés le lemme précédent :
Im<(M;;S<(fi, f5)) = Mijpi; = M

A
Tout d’abord notons que 'on a la caractérisation suivante des systémes générateurs qui sont
des bases de Grobner :

Proposition 8
Un systéeme générateur G = {g1,--- ,gs} d’un idéal I de K[X1,---,X,] est une base de Grébner
de I si et seulement si, pour tout f € I on a :

= qu gr avec Im<(qx gr) < lm<(f) pour tout k tel que g # 0
k=1

V = Si G est une base de Grobner de I, pour tout f € I, le reste de la division multivariée de
f par G est nul.

< Soit f € I;onadonc f =737 qrgr avec Im<(gi gx) = Im<(f) pour 1 <k <'s. Sil’on avait
Im<(gr gr) # lm<(f) pour tout 1 < k < s on aurait évidemment > ;_;lm<(qr gx) < lm<(f).
Ainsi il existe k tel que Im< (g, gx) = Im<(f) ie. Im<(gx) divise lm<(f). Ainsi G est une base
de Grébner de I. A

Proposition 9 (Critére de Buchberger)
Un systeme générateur G = {g1,--- ,gs} d'un idéal I de K[X1,---,Xy] est une base de Grobner
de I si et seulement si, pour tout 1 < j on a :

S
S<(9i-95) = Y _ Gijkgk avec Im<(gi ik gk) = Im<(S<(gs, 9;)) pour tout i, 7,k tel que g; ;) 7 0
k=1

V = On a 5<(¢gs,9;) € I doncsi G est une base de Grobner de I, le reste de la division multivariée

de S<(¢i,9;) par G est nul.

< On considére f € I. Puisque G = {g1, - ,¢gs} est un systéme générateur de I, on a une

S

écriture f = > h;g; avec h; € K[X1, -, X,] et comme Fi[X1,---,X,] est bien ordonné par
i=1

l’ordre monomiale < on peut supposer que M = max(Im<(h;g;)/1 <i <s) minimal.

Supposons que M > lm<(f); on a alors :

F=Imz(hi) g+ > (hi —Im<(hi) gi+ > higi
i=1 =1

i=r+1

=F

avec lm<(h;g;) = M pour tout 7, 1 <i <r et lm<(h;g;) < M pour tout i, r+1 <1i <s.
Notons que l'on a lm< ((h; —Im<(h;))gi) < M pour tout 4, 1 < ¢ < r En utilisant le lemme
précédent on obtient que :

T
f="si;Mi;S<(gi,9;) + F
ij=1
avec s;; € K, M; ; € F1[X1, -+, X,] et Im<(M; jS<(gi,94)) < M pour 1 <i,j <r.
Or par hypotheése on a :

S
S<(9i»95) = qu’,k Ik
k=1



avec ¢; jr € K[ X1, , Xy] et Im<(qijk 9x) = lm=<(S<(gs,g9j)) pour tout i, j, k de sorte que :

f= Z ;i M; (Z%’,j,l q1) + Z(hk —Im<(hi)) gk + Z hie i
=1 k=1

ij=1 k=r+1

avec lm<(M; ;q; jr 9x) = lm<(M; ;5<(9:,9;)) < M d’ott une contradiction avec la minimalité de
M.
Ainsi on a M <1m<(f) et le systéme générateur gi,--- , gs est une base de Grobner. A

Corollaire 3

Un systeme générateur fini G d’un idéal I de K[Xy,---,X,] tel que les monémes dominants
Im<(g) pour g € G sont deux & deux premiers entre euz est une base de Grébner de I pour
lordre monomial <.

¥V On peut évidemment supposer les polynoémes unitaires. Soient f,g € G avec f # g; on a :

S<(f,9) = Im<(9)f —Im<(f)g
= Im<(g)(f —Im<(f)) — Im<(f)(g — Im<(g))

Les mondmes figurant dans la derniére expression sont deux & deux distincts car si I’on avait par
exemple Im<(g)P = lm<(f)M ou P figure dans f — lm<(f) et M figure dans g — lm<(g), on
aurait Im<(f)M multiple de Im<(f) et de Im<(g) donc du produit (puisque ces monémes sont
premiers entre eux) de sorte que :

Im<(f)lm=<(g) = Im<(f)M

et par suite :
Im<(g) = M

ce qui est contradictoire.

On a donc Im<(g)P < Im<(S<(f,g)) (resp. Im<(f)M =< 1m<(S<(f,g))) pour tout monéme P
(resp. M) figurant dans f —1lm<(f) (resp. ¢ —lm<(g)).

On a donc Im<((f —1m<(f))g) = Im<(S<(f,9)) (resp. Im<((g —Im<(g))f) = Im<(S=(f,9)))-

| S<(f,9) = (f — m<(f)g — (g — Im=(g))f

le critére de Buchberger est vérifié. A

5.2 Algorithme de Buchberger

Tout d’abord une version sommaire de l'algorithme de Buchsberger qui permet de calculer
une base de Grobner d’un idéal I pour un ordre monomial < & partir d’un systéme générateur
fini de l'idéal I.

Algorithme 2
1. entrée : F={f1, -, fr} systéme générateur fini de I
2. initialisations :
(a) G:=F
(b) & :={{f.g}/f.9€ G}
3. boucle tant que : & £ :

(a) choisir {f,g} € &



() &=\ {91}
(¢) calculer le reste r de la division multivariée de S<(f,g) par G
(d) sir #0 alors :
& :=6U{{r,h}/h e G}
G:=GU{r}
sortie : G base de Grébner de I

Proposition 10
L’algorithme de Buchberger se termine et permet de calculer une base de Grébner G de I & partir
d’un systeme générateur fini de I.

V terminaison : Soit (Gy). la suite des valeurs successives !> de G ; si la boucle était infinie il
existerait une suite strictement croissante d’entiers (k;); telle que Gg, = Gy,_, U {r;} avec r;
réduit ' relativement & Gy,_, et 7; # 0 . En particulier, pour tout i, le monome lm<(r;) ne serait
divisible par aucun des monoémes Im<(r;) avec j < ¢ ce qui n’est pas possible puisque le systéme
générateur minimal 17 b de 'idéal s de F1[X7,- -+, X,,] engendré par b’ = {lm<(r;) /i > 0} est
fini et vérifie b C b’.

correction : On a F C G C I de sorte que G est un systéme générateur de I. D’autre part, pour
que & = () il faut que pour tout f,g € G, f # g le reste de la division multivariée de S<(f,g)
par G soit nul. Le critére de Buchberger montre alors que G est une base de Grébner de I. A

I’algorithme suivant permet de déterminer une base minimale & partir d’une base quelconque.

Algorithme 3
1. enirée : G base de Grébner de lidéal I pour 'ordre <
2. initialisation : Gun =0
3. boucle pour : f € G :
(a) soit M :=1m<(f)
(b) s’il n'existe aucun g € G\ {f} tel que lIm<(g)|M :
Gin = Gmin U{f}
4. sortie Gpn base de Grébner minimale de I

Proposition 11
L’algorithme permet de calculer une base minimale G de I 4 partir d’une base de Grébner.

V terminaison : la boucle est énumeérée par ’ensemble fini G.

correction : Im<(Gip) est Uensemble des éléments minimaux de lm<(G) qui est un systéme
générateur de l'idéal Im< (7). 11 en résulte que Im<(Gpin) est le systéme générateur minimal de
Im<(I) de sorte que Gip, est une base de Grébner minimale de 1. A

Ce dernier algorithme permet de déterminer la base réduite & partir d’une base minimale.

Algorithme 4
1. entrée : Guipn base de Grébner minimale de I, pour 'ordre monomial <

2. initialisation : Greq == 0

15. ona Go =F.
16. ie. aucun des monomes figurant dans r; divisible par 'un des monoémes Im<(g) pour g € Gy, _, -
17. qui est fini



3. boucle pour g € Gin -
(a) calculer le reste g de la division multivariée de g par Gun \ {9}
(b) normaliser g en divisant par lc<(q)
(¢) Grea = GreaU{g}

4. sortie : Greq base de Grébner réduite de 1

Proposition 12

L’algorithme permet de calculer une base de Grobner réduite Greq de I a partir d’une base
manimale.

V terminaison : la boucle est énumeérée par I’ensemble fini G-

correction : pour tout g € g € Gpin on a lm<(g) = lm<(g) de sorte que G,.q est une base
minimale et tout g € G,eq est réduit relativement a Gyeq \ {g}. A



