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Exercice 1.

Soient f =
m∑
i=0
aiX

i ∈ K[X] et g =
n∑
j=0

bjX
j ∈ K[X] des polynômes non constants de degrés

respectifs m et n où K est un corps de caractéristique nulle.

1. Montrer que si h1 ≡ h2 mod f on a a−d1m RX(f, h1) = a−d2m RX(f, h2) avec h1, h2 ∈ K[X]
non nuls de degrés respectifs d1 et d2.

2. Montrer que RX(f g, (f g)′) = (−1)mnRX(f, f ′)RX(g, g′)RX(f, g)2

3. En conclure que discrimX(f g) = discrimX(f) discrimX(g) RX(f, g)2

Corrigé.

On a la formule de Poisson RX(f, h1) = ad1mdet(mh1) et RX(f, h2) = ad2mdet(mh2) et l'on a

mh1 = mh2 . En utilisant la multiplicativité des degrés et la question précédent en remarquant

que m+ n− 1 = deg((f g)′) = deg(f ′g + f g′) = deg(f ′g) = deg(f g′)

RX(f g, (f g)′) = RX(f g, f ′g + f g′)

= RX(f, f ′g + f g′)RX(g, f ′g + f g′)

= RX(f, f ′g)RX(g, f g′)

= RX(f, f ′)RX(f, g)RX(g, g′)RX(g, f)

= (−1)mnRX(f, f ′)RX(g, g′)RX(f, g)2

Or on a :

discrimX(f) = (−1)m(m−1)/2a−1m RX(f, f ′)

discrimX(g) = (−1)n(n−1)/2b−1n RX(g, g′)

discrimX(f g) = (−1)(m+n)(m+n−1)/2(ambn)−1RX(f g, (f g)′)

Il reste donc à véri�er que :

(−1)(m+n)(m+n−1)/2 = (−1)mn(−1)m(m−1)/2(−1)n(n−1)/2

or on a mn+m(m− 1)/2 + n(n− 1)/2 = (m+ n)(m+ n− 1).

Exercice 2.

Soit M ∈Mm,n(K) de rang r ; on considère la forme échelonnée réduite en lignes L ∈Mm,n(K)
de M ;

1. Montrer que Ker(L) = Ker(M).

2. On suppose que M ∈ Mm,n(K) est telle que L soit de la forme L =

(
Ir L′

0 0

)
avec

L′ ∈ Mr,n−r(K). Montrer que les colonnes de la matrice K =

(
L′

−In−r

)
∈ Mn,n−r(K)

forment une base de Ker(M).
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3. Pour M ∈ Mm,n(K) quelconque, montrer qu'il existe une matrice de permutation πσ ∈

GLn(K) telle que Lπσ soit de la forme

(
Ir L′

0 0

)
.

4. En déduire une base de Ker(M).

Corrigé.

Il existe U ∈ GLm(K) tel que L = U M de sorte que Ker(M) = Ker(L). M s'identi�e à une

application K-linéaire Kn −→ Km ; comme cette application est de rang r dimK(Ker(M)) =
n− r.

Or on a L =

(
Ir L′

0 0

)
de sorte que :

LK =

(
Ir L′

0 0

)(
L′

−In−r

)
=

(
0
0

)
et K est de rang n− r donc ses colonnes forment une base du noyau.

Dans le cas général, soit s(i) la colonne de pivot de la ième ligne (1 ≤ i ≤ r) et considérons la

matrice πσ associée à la permutation (1, s(1)) · · · (r, s(r)) de sorte que l'on a Lπσ =

(
Ir L′

0 0

)
.

Comme L = U M avec U ∈ GLm(K) on a Lπσ = U Mπσ de sorte que Lπσ est la forme

échelonnée réduite de Mπσ.

Alors les colonnes de la matrice K =

(
L′

−In−r

)
∈ Mn,n−r(K) forment une base de Ker(M πσ).

Or on a Ker(M πσ) = π−1σ .Ker(M).
Il en résulte que les colonnes de la matrice πσK forment une base de Ker(M)

Exercice 3.

1. Soient Fq un corps �ni avec q = pm, S = {x1, . . . , xn} ⊂ Fq et k ≤ n un entier non nul ; on

considère l'application Fq-linéaire :

c : Fq[X]≤k−1 −→ (Fq)n

f −→ c(f) = (f(x1), · · · , f(xn))

(a) Montrer que Ck,S = Im(c) est un code linéaire et déterminer sa dimension.

(b) Montrer que tout mot du code Ck,S de poids w < n − k + 1 est nul. En déduire la

distance minimale d du code Ck,S .

(c) Donner une matrice génératrice pour le code Ck,S .

2. (a) Déterminer la forme de la décomposition en facteurs irréductibles (ie. nombre de

facteurs et degrés de chacun) de Φ7 dans F2[X].

(b) Factoriser Φ7 dans F2[X].

3. On pose q = 8. On considère le corps �ni Fq = F2[α] où pα,F2 est l'un des facteurs irréduc-

tibles de Φ7 dans F2[X].

(a) Véri�er que (Fq)? = 〈α〉.
(b) On prend n = q − 1, k = 4 et S = {1, α, α2, · · · , αn−1} ;

i. Quels sont les paramètres (ie. la longueur, la dimension et la distance minimale)

du code Ck,S .

ii. Montrer que le code Ck,S est cyclique.
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Corrigé.

C est un sous-espace vectoriel de (Fq)n ie. un code linéaire. c est injective car si c(f) = 0, le
polynôme f avec deg(f) ≤ k − 1 possède n ≥ k racines donc f = 0. Il en résulte que le code C
est de dimension k.
Tout mot du code C est de la forme c(f) = (f(x1), · · · , f(xn)) avec deg(f) ≤ k − 1. Soit w
le poids de f et supposons que w < n − k + 1. Le nombre de racines de f est n − w et l'on

n − w > k − 1 donc f = 0. Ainsi tout mot non nul de C est de poids w ≥ n − k + 1 d'où

d ≥ n− k + 1 et comme on a que d ≤ n− k + 1 on a �nalement d = n− k + 1.
Une matrice génératrice de C est de la forme :

1 1 · · · 1 · · · 1
x1 x2 · · · xj · · · xn
...

... · · ·
... · · ·

...

xk−11 xk−12 · · · xk−1j · · · xk−1n


Soit m l'ordre de 2 dans (Z/Z7)× ; on a 2

2
= 4 et 2

3
= 1 de sorte que m = 3.

Le nombre de facteurs irréductibles de Φ7 dans F2 et donc

ϕ(7)

m
=

6

3
= 2

On a donc 2 facteurs irréductibles, chacun de degré 3.

Or Φ7 = X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1 Les polynômes unitaires de degré 3 sont :

X3 + aX2 + bX + c avec a, b, c ∈ F2

Il faut déterminer ceux qui sont irréductibles : on doit avoir a = 1 et et il faut que polynôme

X3 + aX2 + bX + 1 n'ait pas de racine. Il faut donc qu'il n'ait que 3 coe�cients non nul on

obtient donc deux polynômes X3 +X2 + 1 et X3 +X + 1.
On a bien :

X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1 = (X3 +X2 + 1)(X3 +X + 1)

On q = 2m = 8. On considère le corps �ni Fq = F2[α]. Comme pα,F2 est l'un des facteurs

irréductibles de Φ7 dans F2[X] α est d'ordre 7 dans (Fq)? donc est un générateur.

On prend n = q − 1 = 7, k = 4 et S = {1, α, α2, · · · , α6} ; d'après la première partie le code

Ck,S est de longueur n = 7, de dimension k = 4 et de distance minimale d = n− k + 1 = 4.
Le code Ck,S est l'image de l'application F8-linéaire :

c : F8[X]≤3 −→ (F8)
7

f −→ c(f) = (f(1), f(α) · · · , f(α5), f(α6))

Il faut montrer pour tout mot c(f) du code, (f(α6), f(1), f(α) · · · , f(α5)) est encore un mot du

code. Si f =
k−1∑
i=0

ciX
i, on pose f+ =

k−1∑
i=0

α6iciX
i. on a alors f+(1) =

k−1∑
i=0

α6ici = f(α6) et pour

1 ≤ j ≤ 6 f+(αj) =
k−1∑
i=0

α6iciα
ji =

k−1∑
i=0

ciα
(j−1)i = f(αj−1). On a ainsi :

(f(α6), f(1), f(α) · · · , f(α5)) = c(f+)

Ainsi le code Ck,S est cyclique.
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