Université Claude Bernard LYON 1
Master MA Mathématiques générales
Algebre et calcul formel

Corrigé du partiel

Exercice 1. . .
Soient f = Y a; X’ € K[X] et g = >.b;X7 € K[X] des polynoémes non constants de degrés
i=0 j=0
respectifs m et n ot K est un corps de caractéristique nulle.
1. Montrer que si hy = ho mod f on a a;lleX(f, hi) = a;LdQRX(f, he) avec hy, hy € K[X]
non nuls de degrés respectifs d; et da.

2. Montrer que Rx(fg,(f9)) = (=1)""Rx(f, f')Rx(g,9)Rx(f,9)*

3. En conclure que discrimy (f ¢) = discrimx (f) discrimx (g) Rx(f,g)?

Corrigé.
On a la formule de Poisson Rx(f,h1) = a%idet(my,) et Rx(f, ha) = al2det(mp,) et I'on a
mp, = mp,. En utilisant la multiplicativité des degrés et la question précédent en remarquant

que m+n —1=deg((fg)) = deg(f'g + f ¢') = deg(f'g) = deg(f ¢')

Rx(fg,(f9)) = Rx(fg.fla+[9)

= Rx(f,f'9+ fd)Rx(g,f'g+f9g)
= Rx(f,f'9)Rx(9,fd")

= (=1)™Rx(f, f")Rx(9.9)Rx(f.9)°
Oron a :
discrimx (f) = (—1)m(m71)/2afanX(f7 I
discrim x (g) (—1)"=D2p 1Ry (g, ¢')
discrimx (fg) = (—1)(m+n)(m+n71)/2(ambn)flRX(f 9, (f9))

Il reste donc & vérifier que :

(_1)(m+n)(m+nfl)/2 _ (_1)mn(_1)m(m71)/2(_1)n(n71)/2

oronamn+m(m-—1)/2+nn—1)/2=(m+n)(m+n-—1).

Exercice 2.
Soit M € M, ,(K) de rang r; on considére la forme échelonnée réduite en lignes L € M,, ,,(K)
de M ;

1. Montrer que Ker(L) = Ker(M).
/
2. On suppose que M € My, ,(K) est telle que L soit de la forme L = (Ig [(/]> avec

L/

_In—r

L' € M, ,,—(K). Montrer que les colonnes de la matrice K = < > eM,,—(K)

forment une base de Ker(M).



3. Pour M € M,, »,(K) quelconque, montrer qu’il existe une matrice de permutation 7, €

/
GL,(K) telle que L, soit de la forme <I(; Ié)

4. En déduire une base de Ker(M).

Corrigé.
I existe U € GL,,,(K) tel que L = U M de sorte que Ker(M) = Ker(L). M s’identifie & une
application K-linéaire K™ — K" ; comme cette application est de rang r dimg(Ker(M)) =

n-—r.

OronaL—(Ir

L/
0 O) de sorte que :

(L N[ L'\ _ (0
=5 0) (1) =G
et K est de rang n — r donc ses colonnes forment une base du noyau.
Dans le cas général, soit s(7) la colonne de pivot de la i®® ligne (1 < i < r) et considérons la

0 0
Comme L = UM avec U € GL,(K) on a Lr, = U Mm, de sorte que L7, est la forme
échelonnée réduite de M.

. . . I, L
matrice 7, associée a la permutation (1,s(1))---(r,s(r)) de sorte que l'on a L, = ( ! )

Ll

Alors les colonnes de la matrice K = (—I

) € M,, ,—r(K) forment une base de Ker(M 7).

Or on a Ker(M 7,) = m, L.Ker(M).
Il en résulte que les colonnes de la matrice 7,/C forment une base de Ker(M)

Exercice 3.
1. Soient F, un corps fini avec ¢ = p™, S = {z1,...,2,} C Fy et k < n un entier non nul; on
considere 'application [Fy-linéaire :
c:Fe[X]<p—1 — (Fq)"
f — c(f) = (f(@1),--, flan))

(a) Montrer que Cj g = Im(c) est un code linéaire et déterminer sa dimension.

(b) Montrer que tout mot du code C g de poids w < n — k + 1 est nul. En déduire la
distance minimale d du code Cj_g.

(c) Donner une matrice génératrice pour le code Cj s.

2. (a) Déterminer la forme de la décomposition en facteurs irréductibles (ie. nombre de
facteurs et degrés de chacun) de ®; dans Fa[X].

(b) Factoriser ®7 dans Fo[X].

3. On pose ¢ = 8. On considere le corps fini Fy = Fa[a] ol par, est I'un des facteurs irréduc-
tibles de ®7 dans Fo[X].

(a) Vérifier que (Fy)* = (a).
(b) Onprendn=q—1,k=4et S={1,a,0?, - ,a" 1};

i. Quels sont les paramétres (ie. la longueur, la dimension et la distance minimale)

du code Cj s.

ii. Montrer que le code C}, g est cyclique.



Corrigé.
C est un sous-espace vectoriel de (F,)" ie. un code linéaire. ¢ est injective car si ¢(f) = 0, le
polynome f avec deg(f) < k — 1 posséde n > k racines donc f = 0. Il en résulte que le code C
est de dimension k.
Tout mot du code C est de la forme c(f) = (f(z1), -+, f(zn)) avec deg(f) < k — 1. Soit w
le poids de f et supposons que w < n — k + 1. Le nombre de racines de f est n —w et l'on
n—w >k—1donc f = 0. Ainsi tout mot non nul de C est de poids w > n —k + 1 d’ou
d>n—k+1et commeonaqued<n-—*k+1on afinalement d=n—Fk+ 1.
Une matrice génératrice de C est de la forme :

1 1 e 1 1
X i) l'] Tn
k—1 k—1 k—1 k—1

xq To :Uj Xy

Soit m l'ordre de 2 dans (Z/Z7) ;on a 2> = 4 et 2° = 1 de sorte que m = 3.
Le nombre de facteurs irréductibles de ®7 dans Fy et donc

On a donc 2 facteurs irréductibles, chacun de degré 3.
Or &7 = X0+ X° + X% + X3+ X2 + X + 1 Les polynémes unitaires de degré 3 sont :

X3+ aX?+bX 4 c avec a,b,c € Fy

Il faut déterminer ceux qui sont irréductibles : on doit avoir @ = 1 et et il faut que polyndme
X3 4+ aX? +bX + 1 n’ait pas de racine. Il faut donc qu’il n’ait que 3 coefficients non nul on
obtient donc deux polynomes X3 + X2 +1 et X3 + X + 1.

On a bien :

X0+ X0+ X+ X34+ X2+ X +1=(X3+ X2+ D)X+ X +1)

On ¢ = 2™ = 8. On consideére le corps fini F; = Faa]. Comme p,F, est I'un des facteurs
irréductibles de ®7 dans Fo[X] a est d’ordre 7 dans (F,)* donc est un générateur.

Onprendn=q¢—1=7k=4et S={l,a,0? --,a5}; d’aprés la premiére partie le code
Ci,s est de longueur n = 7, de dimension £ = 4 et de distance minimale d =n — k+ 1 = 4.

Le code C}, s est I'image de 'application Fg-linéaire :

c:Fg[X]<zs — (F8)7
f — o) = (f), f(a) -+ f(a®), f(a?))

1l faut montrer pour tout mot ¢(f) du code, (f(a®), f(1), f(a)---, f(a®)) est encore un mot du

k—1 ) k-1 ) k=1
code. Si f = Y ¢; X% on pose fr = Y. a%¢; X% on a alors fi(1) = Y. a%¢ = f(a) et pour
i=0 i=0 i=0

. kil 4. .. ki]‘ . . .
1<j<6 fi(ad) = a%%ad' = 3 ¢;aP=D = f(a?~1). On a ainsi :
' i=0

=0

(f(@®), f(), fla) -+ fa®) = e(fs)

Ainsi le code Cy g est cyclique.



