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Systémes d’équations algébriques

1 Ensembles algébriques

Soient K un corps et € une K-extension algébriquement close!; pour une partie S de
K[X1, -+, Xy,] on pose?

Z(S) ={(x1, -+ ,2n) € Q" [ f(21,--- ,2n) = 0 pour tout f € S}

Soit I = (S) l'idéal de K[X1,---,X,] engendré par S; ona Z(I) = Z(S).

De plus, tout idéal I de K[Xy,---,X,] étant de la forme I = (f1,---, f,) (théoréme de la base
finie de Hilbert) on a Z(I) = Z(f1,---, fr).

Pour tout idéal I de K[X1, -+, Xy], le sous-Q-espace vectoriel Iy de Q[X1,---, X,] engendré
par I est un idéal® de Q[X1,---,X,]; et on a :

Z(I) = Z(I(Q)) pour tout idéal I de K[Xl, e >Xn]

Proposition 1
Soit G une base de Grébner, pour un ordre monomial <, d’un idéal I de K[X1,---,X,]; alors
G est une base de Grobner, pour lordre < de l"idéal 1) de Q[X1,--, Xl
En particulier on a :
Im< (1) = Im<(/(0))
vV Considérons une base de Grobner G de I; comme G est un systéme générateur de I, c’est

aussi un systéme générateur de [(q). Pour f,g € G, f # g, le reste de la division multivariée

de S<(f,g) par G est nul* de sorte que S<(f,g) = Y hea n b avec Im< (g h) = Im<(S<(f,9))
pour tout h tel que gy # 0. Comme g, € K[X1, -+, X,] C Q[X1, -, X,] pour tout h € G, le
critere de Buchberger est vérifié et G est une base de Grobner de (). A

Corollaire 1
Pour tout idéal I de K[X1,---,X,] on a :

I:I(Q)QK[Xl, ,Xn]

de sorte que lapplication : I — Iiq) de l'ensemble des idéauz de K[Xy, -+ ,X,] dans Uensemble

des idéauz de Q[X1,---, X,] est injective®.

V On a évidemment I C I(g) N K[X1,- -+, X,]. Réciproquement soit f € Iy N K[X1, -+, Xy];
alors % le reste de la division multivariée de f par une base de Grébner G de I, qui est aussi
une base de Grobner de I(q) est nul de sorte que 'on a f = deG qq g avec, pour tout g € G,

qq € Q[X1, -+, X,] done ¢4 € K[Xy, -+, X,,] par rationalité de la division multivariée. A
1. on considérera principalement K = Q et Q = Q ou 2 = C ou bien K =F, et Q =T,
2. ou bien Zn(S) lorsqu'’il est nécessaire de préciser 2.
3. on a I(Q) =1k O
4. d’apreés le th. de Macaulay puisque S<(f,g) € I
5. un idéal appartenant a I'image de I'application I — I(q) est dit défini sur K.
6. ona f=73"  afi avec a; € Q et f; € I. Le sous-K-espace vectoriel de  engendré par 1 et par les

coefficients a;, 1 < ¢ < r, est de dimension finie et posséde une base (b;)1<;<s avec by = 1. Pour tout ¢ on a
alors a; = 337, ci,;bj avec ¢;; € K de sorte que f =37, (>-i_ 1 cijfi) by et finalement, par identification des
coefficients,on a f =3 " ciafi € 1.



Lemme 1
1 Z(Q[Xy, -, X)) = 0 et Z((0)) = Q"
2. Soit (In)aen une famille d’idéauzr de Q[X1,--- ,X,]; alors on a :

Z(Y I = ()21

AEA AEA
3. Soient I et J des idéauz de Q[X1,---,X,], alors on a :
Z(HUZ(J) = Z(1.J) = Z(IN.J)

V Posons J = ) I, ; puisque Iy C J pour tout A € A, on a Z(J) C () Z(I,).
AEA A€A
Réciproquement, soit © € () Z(Iy); pour tout f = > fy € J (on a f\ = 0 sauf pour un nombre
AEA AEA
fini d’indices A € A), on a f(x) = > fa(z) = 0 de sorte que z € Z(J) d’ou le premier point.

AEA
Pour le second, on a I.J C INJ C I,J de sorte que Z(I)U Z(J) Cc Z(InNnJ) C Z(1.J).
Réciproquement supposons qu’il existe z € Z(I.J) \ (Z(I) U Z(J)); il existe f € I tel que
f(x) # 0 et g € J tel que g(x) # 0 de sorte que (fg)(z) # 0 ce qui contredit le fait que
x e Z(I.J). A

Une partie E C Q" est un ensemble algébrique s’il existe un idéal I de Q[X1,---, X,] tel que
E = Z(I). Ainsi les ensembles algébriques sont les ensembles fermés d’une topologie sur Q"

appelée la topologie de Zariski.

Lemme 2

Pour tout x = (z1,--- ,x,) € QF, Vidéal my = {f € Q[X1,---,X,]/ f(x) = 0} est mazimal,
{X1 — 1, , Xy, — 2} est une base de Grébner universelle” de my et l'on a Z(my) = {z}.

En particulier Uapplication x — m,, de Q" dans 'ensemble des idéaux mazimauz de Q[ X1, --- , X;,]

est injective.

V Soit m’ = (X7 —xq, -+ ,2p — xy,); on a évidemment m’ C m,. Réciproquement soit f € m, ; la
division multivariée de f par (X7 —x1,--+, X, —x,) (pour un ordre admissible quelconque) ; on
n

alm(X; —x;) = X; pour 1 <i < n)) dans anneau Q[X1, -+, X,] donne f = > (X; —z;)q; +¢
i=1

avec ¢ € Q et l'onac= f(z) =0donc f € m' et m" = m,. Soit < un ordre monomial ; on a
Im(X; — ;) = X; pour 1 < i < n;soit f €m' non nul alors f n’est pas constant de sorte que
Im(f) # 1 et il existe i, 1 < i < n, tel que X;|lm(f). Ainsi {X; — 21, -+, X,, — z,} est une base
de Grobner de m,.

On a z = (21, - ,2n) € my si et seulement si (X; — x;)(z) = 0 de. z; = x; pour 1 < i < n de
sorte que Z(my) = {x}.. A.

2 Théoréme d’élimination de Kronecker

Théoréme 1 (élimination de Kronecker)
On considére la projection canonique :

T Qn — -t
—

(xla"' axn—laxn) (.’L’l,"' 7xn—1)

7. ie. pour tout ordre monomial



Soient f1,--- , fr € K[X1, -+, Xy] des polynomes non constants; on suppose l'un des polynomes
fi, 1 <4 < r quasi-unitaire® en X,,. Soient I = (f1,---, f,) Uidéal engendré par f1,--- , f- et
J=INK[Xy, -, Xn1] lidéal d’élimination de X,, ; on a :

V Supposons par exemple que fi est quasi-unitaire en X,,, de degré d > 1 (comme f; n’est pas
constant) , et s’écrit donc :

fi= cXg +ag_1(Xq,- - ,Xn,l)Xg_l + - +ag(Xy, -, Xpo1) avec c € K*
Supposons d’abord que r = 1. Pour tout (z1,--+ ,2Z,_1) € Q"1 le polynome :
Xt an 1(z1, - xn )X 4 bag(an, - zno1) € QX0
a une racine x, € Q et Uon a (z1,--- ,zp_1,2,) € Z(f1) de sorte que :
m(Z(f1)) = Q" = Z(0)
On suppose maintenant que r = 2. On a :
R=Rx,(f1,f2) e INK[Xy1, -, Xp1]=J

d’ou :
R(z1,--+ ,xp—1) = 0 pour tout z = (1, -+ ,x,) € Z(I)

de sorte que :
m(Z(I)) C Z(J) C Z(R)

Réciproquement, soit (x1,---,2,_1) € Q" ! tel que :
R(J:lu e )xn—l) =0
Le théoreme de spécialisation du résultant s’applique (puisque fi est quasi-unitaire) via :

K[Xl,"- ,Xn_l] — 0
X1 — I

Xn-1 — Tp—1
si R est le résultant (relativement & X,,) des polynomes :

{ fl(xla"' ,ZL’n_l,Xn>
fQ(xla"' ,iUn_l,Xn)

on a :

R:R(.’El,"‘ 71"71—1):0

de sorte que les polynémes
fl(xla'“ 71‘n711Xn)
fQ(xla"' 7$n—17Xn)

8. Un polynéme f € A[X], oit A est un anneau commutatif, est quasi-unitaire si le coefficient dominant de f
est un élément inversible de A.



de Q[X,,] ont une racine commune x,.
Ainsi z = (21, ,xp) € Z(I); on a alors Z(R) C w(Z(I)) et finalement

On suppose maintenant que r > 3.
On introduit une nouvelle indéterminée U et les polyndémes

9=h
h=fotUfs+--+U2f,

On a:
gah € K[Uyle"' 7Xn717Xn] et R = RXn(gvh) € K[U7X1>"' 7Xn71]

De plus :

S
R= ZRkUI€ avec R € K[X1,---,X,_1] pour tout 0 <k <'s
k=0

Alors, la formule de Bezout sans dénominateur :
R=Sg+Thou S,TeK[U X1, -, Xn-1,X]
montre, par identification des coefficients en U, que 'on a :
RyeINK[Xy, - ,Xp-1] =J pour tout 0 < k <s
En particulier on a :
Ry(x1, -+ ,2p—1) = 0 pour tout 0 < k < s et pour tout z = (z1, -+ ,x,) € Z(I)

de sorte que :
m(Z(I)) C Z(J) C Z(Ro,--- , Ry)

Réciproquement, soit (z1,--+,z,_1) € Q"1 tel que :
Rp(z1, - ,2p—1) =0pour 0 < k <s

Pour tout u € Q, le théoréme de spécialisation du résultant s’applique (puisque fi est quasi-
unitaire) via :

K[U,Xl,-“ ,Xn_l] — Q0

U —u
X1 — 1
Xn-1 — Tp—1

si R est le résultant (relativement & X,,) des polynomes :

{ fl(xla e 7$n—1)Xn)
fo(mr, o1, Xp) +ufs(xr, o s Tpe1, Xn) -+ U2 (w21, X))

on a :

R=R(u,x1, - ,xp_1) = ZRk(l‘l, e ,mn,l)uk =0
k=0



Il en résulte que, pour tout u € €2, les polynémes

{ fl(qjla”' 77571—1;Xn)
fo(zr, s on—1, Xp) +ufs(xr, o s Tne1, Xn) -+ U 2 (w21, Xp)

de Q[X,,] ont une racine commune.
Comume cette racine commune ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs, il existe une racine
xn du polynoéme fi(z1, - ,zp—1, X,) € Q[X,] qui est racine du polynome

folxy, -y xn—1, Xn) +ufs(xy, -+ xn_1,Xp) -+ ur_er(azl, e X1, X)) € Q[X)
pour une infinité d’entiers de u € 2. Finalement le polynéme :
fo(wr, - s wno1, ) + f3(@1, - w1, 20)U -+ fr(@r, - @01, 20)U" 2 € QU
est nul. Ainsi, il existe x,, € Q tel que z = (x1,--- ,x,) € Z(I). Finalement on obtient que :
m(Z(I)) = Z(Ro, -, Rs) = Z(J)

A

Remarque : Le résultat est fauz si aucun des polynoémes fi,-- - , fr n’est quasi-unitaire par rapport
a 'une des indéterminées X;, 1 < i < n. Pour f = XY —1 € Q[X,Y], n(Z(f)) = C* ne peut
pas étre de la forme E = Z(Ry,--- , Rs) pour Ry, -, Rs € C[X], car E est fini ou égal a C.

3 Le théoréme des zéros de Hilbert

3.1 Une tranformation linéaire

Etant donné ¢ = (c1,- -+ ,c,1) € Q"1 on définit 'application linéaire injective :
Oe - Qr — Qr
(w1, ,2n) — (T1+e1Tp, ,Tpo1 + Ca1Tn, Tn)

Par ailleurs on a 'automorphisme d’algébres : d’algébres :

SOC:Q[le"' 7XTL] — Q[Xb 7Xn]

f — fowe
tel que :
Soc(f) = f(Xl + Cana o 7Xn—1 + Cn—anvXn) pour tout f € Q[Xla o 7Xn]
Ainsi @, est 'unique automorphisme de 'algébre Q[X7, -+, X,,] tel que
Xi+c¢X, pourl <i:<n-—1
(pC(XZ) — { K3 (] n »
X pour i =n
On a alors :
Z(Soc(fl), o 7¢C(fT)> = @_I(Z(fla T 7f7’))
Lemme 3
Soient f1, -, fr € K[X1,---,Xn] avec K infini; il existe ¢ € K" ! tel que les polynomes

oe(fi) € K[ X1, , Xp], 1 <i <r, soient quasi-unitaires en X,.



v Soit f =Y anX{" - X € K[X1,--+,X,] de degré d; pour tout c € K" on a :

(;Oc(f) = f(Xl + Can, c 7Xn71 + Cnlena Xn)
= Zaa(Xl + Can)al te (Xn—l + Cn—lxn—l)anilen
ey

= ,Y(C)Xg + Pd—l(X’na e ’X’nfla C)Xg_l + -+ PO(Xn7 e aanlv C)

avec :
_ (051 Qn—1
W)=Y aactt -y
(0%
|a|=d

Pour chaque f; (1 < i <) soit v;(c) le coeficient dominant relativement & X,, de .(fi); en
considérant le produit des 7;, puisque K est infini, il existe ¢ € K™~! tel que ~;(c) # 0 pour tout
i. A

3.2 Le théoréme des zéros de Hilbert

Théoréme 2 (théoréme des zéros de Hilbert)
Soit I = (f1,---, fr) un idéal de K[X1,---,X,]; les conditions suivantes sonl équivalentes :

1. Z(I) = 0.
2. 1€l

3. pour un (resp. pour tout) ordre monomial <, si G est la base de Grébner réduite de I,
relativement & <, on a G = {1}.

vV Silel onaévidemment Z(I)=0.

Comme Z(I) = Z(I()) et que 1 € [ si et seulement si 1 € [(q) on peut supposer que K = (2 et
I'on établit la réciproque par récurrence sur le nombre d’indéterminées n.

Pour n = 1 la propriété résulte de ce que Q est algébriguement clos et de ce que anneau
Q[X] est principal® . Supposons par hypothése de récurrence le théoréme vérifié pour n — 1
et considérons I = (f1,---, f;) un idéal de Q[Xy, -, X,]. De plus, on peut supposer que les
polynémes fq,--- , fn sont quasi-unitaires en X,. Par le théoréme d’élimination de Kronecker,
onaalors m(Z(1)) = Z(INQ[X1, -+, Xp_1])si Z(I) =0, ona Z(INQ[X1, -+, X,—1]) =0 d’on
lel. A

3.2.1 1Idéaux radiciels

La racine d’un idéal I de K[Xi,---,X,] est 'idéal rac(I) de K[X1,---,X,] formé des
polynoémes f € K[Xy, -, X,] pour lesquels il existe un entier k& > 1 tel que f¥ € I. On a
évidemment I C rac(I) et Z(rac(I)) = Z(I). Un idéal I est radiciel si’on a I = rac(I).

Lemme 4 (Rabinowitch)
Soit I un idéal de K[ X1, -+, X,]; ona f € rac(I) si et seulement si (I,1-T f) = K[ Xy, -+, X, T]

V Supposons que 1 € (I,1-T f);ilexistedonc f1, -+, fr € [, g1, ,Gr,gr+1 € K[ X1, -+ , Xp, T
tels que :

r
ZgZ(Xla 7Xn7T)fi(X17' o 7Xn) +gT+1(X17' o 7XTL7T>(1 _Xn+1f<X1;' o 7Xn)) =1
i=1

9. Si I = (g) est un idéal principal, {g} est la base de Grobner réduite de I.



il vient alors :

;gz(Xl, , Xns m)fz(XI’ 7Xn) -1

et finalement :

Z@(Xl’”' X)) (X0, X)) = F(X, ,Xn)k
i=1

avec g;(X1, -+, Xyn) € K[X1, -, X,] pour 1 <i <r de sorte que f¥ € I.
Réciproquement supposons que f¥ € I'; on a alors

L= =THT P e+ TP+ 1)+ T e (1,1 =T f)
A

Proposition 2
Pour tout idéal I de K[ X1, -+ ,Xy], on a :

rac(I) = Z(Z(I))

o, pour E C Q" on pose Z(E) = {f € K[X1,---,Xy]/ f(z) =0 pour toutz € E}.
En particulier on a rac(l(q)) = rac(l) N K[X1, -, Xy].

v Soit f € rac(I); on f* € I pour un entier k > 1, d’ou f*(z) = 0 et donc f(z) = 0 pour tout
x e Z(I).
Réciproquement supposons que f(x) = 0 pour tout x € Z(I) et considérons 1'idéal :

J=(I,1-Xps1f)

de K[X1,--+ , X, Xnt1]. Ona Z(J) =0 d'ou 1 € Z(J) d’aprés le théoreme des zéros de Hilbert.
On a donc f € rac(l). A

Corollaire 2
Pour I et J idéaux de K[X1,---,X,], on a Z(I) = Z(J) si et seulement si rac(I) = rac(J).

V Ona Z(rac(I)) = Z(I) et Z(rac(J)) = Z(J) de sorte que sirac(l) =rac(J)ona Z(I) = Z(J).
Réciproquement supposons que Z(I) = Z(J). Pour f € rac(I), on a donc f(x) = 0 pour tout
x € Z(J) de sorte que f € rac(J) et donc rac(l) C rac(J). De méme rac(J) C rac(l). A

Corollaire 3
Les applications E — Z(E) et I — Z(I) sont des bijections décroissantes réciproques ['une
de Uautre entre ['ensemble des parties algébriques de Q" et l'ensemble des idéauz radiciels de
QX1 X,

v Pour tout £ C Q" Z(E) est un idéal radiciel. Pour I idéal radiciel on a Z(Z(I)) =rac(l) =1
donc I'application Z de ’ensemble des ensembles algébriques dans ’ensemble des idéaux radiciels
est surjective.

Cette application est injective puisque si F = Z(I) et F' = Z(J) sont des ensembles algébriques
avec I et J radiciels ! tels que Z(E) = Z(F),on a [ = Z(Z(I)) = Z(Z(J)) = J donc E = F A
Corollaire 4

L’application v — my de Q" dans l'ensemble des idéaur mazimauz de Q[X1, -, X,] est une
bijection.

v Puisque Z(my) = {z} 'application x — m, est injective.

Soit m un idéal maximal de Q[X1, -+, X,,]; on a Z(m) # 0. Pour x € Z(m) on a Z(m,) C Z(m)
de sorte que rac(m) = m C rac(m,) = m, et finalement m = m,. A

10. ce que l'on peut supposer puisque Z(I) = Z(rac(I))



4 Systémes d’équations algébriques avec un nombre fini de solu-
tions.
Proposition 3
Soit I un idéal de K[X1,--- ,X,]; les conditions suivantes sont équivalentes :
1. On a INK[X;] # {0} pour 1 <i<n.
K[X1, -, X,]/I est un K-espace vectoriel de dimension finie d.
Q[X1,- -, Xp]/ L) est un Q-espace vectoriel de dimension finie d.
Z(I) est une partie finie de K™.

Cuo o e

Pour un (resp. pour tout) ordre monomial < pour tout i, 1 < i < n, Xl-ki ne soit pas un
mondéme réduit pour k; >> 0.

6. Pour un (resp. pour tout) ordre monomial < et pour une (resp. pour toute) base de Grébner
G de I, relativement o <, pour tout i, 1 < i < n il existe g; € G tel que Im<(g;) = Xf””',
ki > 1.
Lorsque ces conditions sont vérifiées on dit que lidéal I est de dimension nulle et l'on a'! :
dimg (K[X1,- -, Xp]/T) = dimo(Q[Xy, -+, Xu]/ L))

v Chaque condition implique que I n’est pas nul et on peut supposer que 1 & I.

1.= 2. Pour 1 <i <mn,onalnNK[X;]#{0}de sorte qu’il existe d; > 1 et f; € K[X] tel que

a% = fi(x;) avec deg(f;) < di. Tl en résulte que (28" - 25" ) o<, <y .. 0<h,<d, €t un systéme

géneérateur du K espace vectoriel K[X, -+, X,]/I qui est donc de dimension finie.

2. = 1. la famille (XF)g>o est lice dans K[Xi,---,X,]/I donc il existe une combimaison

linéaire non triviale des (X¥)x>0 qui appartient a I.

2. <= 3. Comme on a Im<(/) = lm<((q)), les mondmes réduits sont le mémes pour I et

pour I(q); d’aprés le théoréme de Macaulay K[X1,---, X,]/I est de dimension finie sur K si et

seulement si Q[X71, -+, X;,]/[q) est de dimension finie sur € et, dans ce cas, les dimensions sont

égales.

1. = 4. Soit p; non nul appartenant & INK[X;] # {0} pour 1 <i <nj;onaalors Z(I) C [[Z(p:)
(2

qui est fini.

4. == 3. On a Z(I) = Z(I(g)) fini. Pour tout 1 <i < n, il existe un polynome P; € Q[X;] tel que
Z(F;) = mi(Z(I(q))) de sorte que Pilz(; ) = 0. Par le théoreme des zéros de Hilbert, il existe
k; > 1 tel que f; = Pfl € Iigy N Q[X;]. Par 1. = 3. le Q-espace vectoriel Q[X7, - ,Xn]/I(Q) est
de dimension finie.

2. = 5. Comme le nombre de mondmes réduits est égal a dimg (K[ X1, -+, X,]/I), il n’y a qu’un
nombre fini de mondémes réduits donc Xf n’est pas réduit pour k >> 0.

5. = 2 L’ensemble des mondmes réduits est fini et on conclut par le th. de Macaulay.

5. = 6. Si X¥ n’est pas réduit, il existe g; € G tel que lm<(g;)|z¥ de sorte que Im<(g;) = X¢.
6. = 5. Silm<(g;) = Xidi, Xf n’est pas réduit pour k > d;. A

Corollaire 5
Soit I un idéal de K[X1,---,X,| de dimension nulle; on a :

Card(Z(1)) < dimg (K[X1, -, Xp]/T)

11. on a plus précisément Q[X1,--- , X,|/I(q) > (K[X1, -, X,]/]) @k Q.



v Soit (t1,---,tn) € QY ; pour 1 <i < N on pose :

II (T'—t)
1<j<N
i tj#t
Ly oy = ————— € Q[T
(t1, ) 1 (ti—t;) 71
1<j<N
ti#ti
On a L(t1 )( ;) = 1 tandis que pour 1 < j < N, t; #t; ona Létl,---,tN)(tj) =0.
Considérons Z(I) ={z1, -+ ,zn}. Pour tout 1 <1i < N posons

Ly = HLZ (@) () (Xk) € QX1+, X0

On a alors pour 1 <i < N :

HLZ o (a0 (@)R) =1

tandis que pour 1 <j < Netj#iona:

n

Ly (#7) = [T L@y wn (@ir) =0
k=1

puisque x; # x;, il existe [, 1 <1 < n, tel que (x;); # (;); de sorte que L((xl)l (xN)z)(( i) =0.

Alors (Liz(j))léiSN est libre dans Q[X1,---, Xp]/I(q) : la relation alL 2ot aNLZ(I) 0

donne alle(I) 4+ 4 aNLg(I) € I(q) et en prenant la valeur sur x; on a a; = 0. On a donc :
A

Lemme 5
1. Soit I un idéal de K[X1,---,Xp], si Lo est radiciel, alors I est radiciel.
2. Tout idéal mazimal m de K[X1, -+, X,] est radiciel.

3. Soit (In)aen une famille d’idéaux radiciels de K[X1, -, Xy], alors si () I\ est radiciel.
AEA

V 1. Soit f € K[X1, -+, Xp] tel que f* € Taveck>1;0na f € [N K[X1, -+, X,] =1I.
2. On a m C rac(m) % K[Xy,--+,X,] de sorte que m = rac(m).

3. Supposons que f* € (N I, avec k> 1; on a donc f* € I(yy donc f € I pour tout A € A. A
AEA

Lemme 6
Soient I un idéal de K[Xy,--- ,Xn], g1, -+, gr € K[X1]| des polynomes, deuxr & deuz premiers
entre euz dans K[X1]. Posons f =g1...g9, € K[X1]; on a alors :

[+ KXy, Xa)f = (I +K[X1, -, Xalg))
j=1



,
vV On a évidemment [ + K[Xy,--- , X,]f C ([ + K[X1, -, Xn]gj)-
j=1

Posons f = g;h; avec hj = []gk. Ainsi hq,---,h, sont premiers entre eux dans K[X;] de
=
T T
sorte que Y ujh; = 1 avec u; € K[X;] d’aprés la formule de Bezout. Soit h € () (I +
j=1 j=1

K[X1,---,Xnlgj); onadonc, pour 1 < j <r, h=b;+ajg; avecbj € [ et a; € K[X1,---,X,].
On a donc :

h= ushjh =" ujhibj+ (Y uja;)f € I+ K[X1,---, Xu]f

A

Proposition 4 (Lemme de Seidenberg)
Soit I un idéal de dimension nulle de K[X1, -, X,] tel que pour tout i, 1 < i < n, il existe un
polynome unitaire f; € K[X;] N1 tel que pged(fi, f1) = 1; alors l'idéal I est radiciel.

V Montrons par récurrence sur n que I est 'intersection d’'un nombre fini d’idéaux maximaux
de K[X1, -, Xy]..
Dans le cas n = 1 on a I = (f) avec f|f; de sorte que f1 = g1...9, avec g1, ,g, € K[X1]

T

unitaires, irréductibles et deux & deux distincts et 'on a I = [ (g;) et les idéaux (g;) sont
j=1

maximaux.

La propriété étant supposée vérifiée dan le cas de n — 1 indéterminées, considérons un idéal I

de K[X3,---,X,]. On a encore fi = g1...g, avec g1, -+, gr € K[X1] unitaires, irréductibles et

deux & deux distincts de sorte que 'on a :
.
I:I+K[X17 7X’fl]f1 = m(I+K[X17 7Xn]gj)
j=1

Il suffit alors de montrer que les idéaux I + K[ X1, -+, X,]g;, 1 < j < r sont intersections d'un
nombre fini d’idéaux maximaux. Comme ces idéaux vérifient les hypothéses de la proposition on
peut supposer que fi est irréductible.

Dans ces conditions L = K[X;]/(f1) = K[z1] est une K-extension de degré fini et I'on a un
K-morphisme surjectif de noyau K[X1, -, X,]f1:

Y K[X1,Xa,, Xy — L(Xa,--, Xy]
He S hp()xfoxfo — 3 hale)X§ e xp
6:(621"'76n) 6:(/827"'718n)
L’idéal J = ¢ (1) et les polyndomes ¥ (f;) pour 2 < ¢ < n vérifient les conditions de la propriété
S

de sorte que J = (\nj avec n; , 1 < j < s, idéaux maximaux de L[Xs, -+, X,]. On a alors?
J=1

S
I=v"1J)= Nvt(n;); mais m = ¢y~1(n) est un idéal maximal de K[X1, Xa,- -+, X,] pour
j=1
tout idéal maximal '3 n de L[Xy, -, X,] contenant J.

Corollaire 6
Soit I un idéal de K[X1,---,X,] de dimension nulle; on désigne par p; le générateur unitaire

12. puisque Ker(¢) C I
13. contenant [



de l'idéal I N K[X;] pour 1 <i<mn; on a alors :

n

rac(l) =1+ ZK[Xl, o, Xalpi et rac(lg)) = rac(I)(q)
i=1

ol p; désigne la partie sans facteur multiple de p;. En particulier I est radiciel si et seulement
si Iy est radiciel.

vV On a p; € rac(I) pour 1 <4 <n de sorte que l'on a :

n
ICI+) KXy, -, X, crac(l) C K[Xy, -+, Xu)

i=1

=J
Mais l’idéal : .
J=T+> K[X1,---, Xulp;
i=1
est radiciel et il en est de méme de 1'idéal :

n

Joy = Iy + > QX1+, Xulfi = rac(La))
=1

A

Corollaire 7
Soit I un idéal de K[X1,---,X,| de dimension nulle; on a :

Card(Z(I)) = dimp (K[X1, - - , Xn]/rac(]))

vV Posons Z(I) = {z1,--- ,zn}. Pour tout 1 < i < N, considérons LiZ(I) €c Q[X1,---,Xn]; on
a LiZ(I)(wi) =1 tandis que pour 1 <j < N, j#iona LiZ(I)(xj) =0.
Alors (LiZ([))lfiSN est libre dans Q[ X1, - -+, X, ]/rac(I(q); de plus c’est une famille génératrice :

N .
pour tout f € Q[Xq,---, X, ona f— Zf(a:i)LZZ(I) € rac(l(q)). Ainsi on a :
i=1

N = dimq(Q[X71, -+, Xp]/rac({(q))

5 Courbes algébriques

Une courbe algébrique plane affine est un ensemble de la forme C = Z(f) ou f € Q[X,Y] est
non constant et sans facteurs multiples.

Lemme 7
Soit C une courbe algébrique ; alors C est infinie.

V On a C = Z(f). En particulier f n’est pas constant, on peut écrire (par exemple) f =
caYl+cg Y3+ fcpaveccg #Oet ¢y, - ,cq € C[X] .

Pour tout x € C\ {x1, -+ ,x5} on a ¢4(z) # 0.

Le polynome F = f(x,Y) € C[Y] n’est pas constant et posséde une racine y dans C. A



Lemme 8

Soient f,g € K[X1,---,X,] des polynémes non constants et sans facteurs multiples tels que
Z(f)=2Z(g9); onag=cf avec c € K*.

V Soient f € K[X1,---,X,] et f la partie sans facteur multiple de f. Comme il existe k > 1 tel
que f|f* on a f € rac((f)). Réciproquement si g € rac((f)) il existe k > 1 tel que f|g* de sorte

que tout facteur irréductible h de f divise g et I'on a f|g. On a ainsi :

rac((f)) = (f)

Par le théoreme des zéros de Hilbert, on a donc Z(Z(f)) = (). A

On dit alors que f est une équation de C = Z(f). Le degré d’une équation f est le degré deg(C)
de la courbe C. Si f € K[X,Y] on dit que C est définie sur K.

Lorsque f est irréductible '* dans Q[X, Y] on dit que la courbe C est drréductible. Sinon on a la
décomposition en facteurs irréductibles f = fi--- f, de f dans Q[X,Y] avec les f; € Q[X,Y]
irréductibles et deux & deux non associés. Les courbes C; sont appelées les composantes irréduc-

tibles de C , sont irréductibles et 'on a C = |JC;.

=1
Considérons une courbe plane affine C d’équation f € Q[X,Y]; un point (z,y) € C (i.e. tel que

0
f(z,y) = 0) est un point singulier si et seulement si on a 8)f( (z,y) = a—Y(x,y) = 0 sinon le

point est régulier.

Lemme 9

Tout polynéme homogéne F € Q[X,Y] de degré d est de la forme F = ¢

p
=1

(ai X + bY)" avec

P
Zri =d.
i=1
v Considérons ’application linéaire :
Ha: QX]<y — QX,Y]?
X
— Yif(=
f IiES
de I'espace vectoriel Q[X]<4 des polynomes nul ou de degré < d dans I'espace vectoriel Q[X,Y]¢

des polynomes nul ou homogeénes de degré d. On a f = Hq(f)y_,; pour tout f € Q[X]<4 et
F = Hq(Fy_1) pour tout F € Q[X,Y]? de sorte que Hq est bijective.

q
Soit F' € Q[X,Y]%; on a F = Hy(f) avec f € Q[X]|<q doit f = c[[(X — 2;)" de sorte que
i=1

q

F = Y4 [ (X —2;Y)" On adoncp = q+ 1, ry = d— deg(f), a; = 1 et b; = —x; pour
i=1

1<i<qa,=0et b, =1.A

Soit (z,y) un point d'une courbe algébrique C irréductible; le cone tangent T(,,)(C) & la
courbe C au point (z,y) est la partie principale du développement de Taylor de f au point (x,y).
C’est un polynéome homogéne de degré men X —x et Y —y : m est la multiplicité de C en (z,y).
Lemme 10

1. (w,y) est un point régulier de C si est seulement s’il est de multiplicité m = 1; T(,,)(C) est

0 0
alors la droite affine d’équation 8—)J;(x,y)(X —z)+ %(x,y)(Y —y) (i.e. la tangente a C
en (,y).

14. on dit absolument irréductible pour distinguer d’irréductible dans K[X,Y]



2. Lorsque m > 2 (i.e. (x,y)) point singulier de C), on a :

p
7290711) (€)= CH<aiX +bY +¢;)"

i=1
les droites affines d’équations a; X +b;Y +¢;, 1 < i < p, étant deur & deux distinctes et

concourantes en (x,y).

V Notons P la partie principale du développement de Taylor.

af of
= 87X(w’y)(X —z)+ 8—Y(x,y)(Y —y) .
Pour un point singulier, on a m > 2 mais P, ,)(f) est un polynéme homogéne de degré m de

Si (z,y) est un point régulier de C on a P, . (f)

p
QX —z,Y —y] de sorte que 'on a la factorisation P, ,)(f) = c]] (a;: X +b;Y +¢;)" A
i=1
La multiplicité m = mult(, ) (C) et les exposants (r;)1<;<, caractérisent le type de la singu-
larité du point (z,y) de la courbe C. La singularité est ordinaire si 'on a r; = 1 pour 1 <i < p.
Pour un point double (mult(, ,y(C) = 2), on a p =2 et r; = rp = 1 (point double ordinaire ou

node) ou bien p =1 et 7, = 2 (point de rebroussement ou cusp).

Proposition 5
Soient f,g € A[X1, -, X,,Y] avec m = deg(f) et n = deg(g); on a

Ry(f,9) € A[Xq,---, X;] et deg(Ry (f,9)) <mn

VOnaf=>fiY'et g= > g;Y’ avec fi,g; € A[ X1, ,X,] et
i=0 §=0

deg(fi) <m —ipour 0 <i<metdeg(g;) <n—jpour0<j<n

Le résultant
Rx(f,g) = det(SY""(f,9))

est le déterminant de la matrice de Sylvester S (f, 9) = (Sij)1<ij<m-n :
* pour 1 <5< n:
{ Sjtij = fm—ipour 0 <i<m
Sk.j =0 pour k & [j,m + j]
* pour 1 <i<m:
{ Sitjnti = gn—j pour 0 < j<n
Skn+i = 0 pour k & [i,n + i

On a ainsi :
Fn 0 0O ... 0 n 0 ... 0
fm—1 fm gn—-1  Yn .
SR R In—1 0
S 0 In
S = g : fm Gn1
0 Jo fm—1 90
0 fo ' 0 9
0 0

g0




On a alors, en utilisant la formule de Leibniz :

Z So(1),17 " Se(),j " Sa(n)mOc(nt1)mt1 " Oo(nti)i " Oo(mn)mtn

U€6m+n

Considérons alors un terme non-nul de cette somme :

T = Sa(l),l T Sa(j),j T Sa(n),nSa(nJrl),nJrl T Scr(n+1l),i T So'(m+n),m+n
La permutation o € &, 1, vérifie nécessairement :

j<o(j)<m+jpourl1<j<n
i<om+i)<n+ipourl<i<m

de sorte que 'on a :
{ So(j)g = fm—o@)rj Pour 1 <j<n
SO'(TL+’L) i = In—o(n+i)+i Pour I1<i<m

Puisque T #0 on a :

deg(T) = Zdeg Jm— o)+ +Zdeg In— J(n—i—z)-i-z)
7j=1 =1
< Y (o) = i)+ ) (a(n+i) =)
7j=1 =1
= (St S| - (330
7=1 =1 J=1 =1
m+n n
-3 (s
k=1 j=1 =1
~ (m4n)m+n—-1) nn-1) m(m-—1)
- 2 22
= mn

A

Remarque : Si les polynoémes f et g sont homogénes de degrés respectifs m et n , le polynéme
Ry (f,g) est homogéne de degré mn.

vV On a deg(fi) = m —ipour 0 < i < m et deg(g;) =n — j pour 0 < j < n Il en résulte que
pour tout terme non-nul T = Sy1)1° " So(j),j*** So(n)nSe(n+1)m+1 " So(nti)i ** Oo(mtn)mtn
dans la formule de Leibniz on a deg T) mn A

Proposition 6 (forme faible du théoréme de Bezout)
Soient C et D deuz courbes algébriques planes affines irréductibles distinctes; alors CND est un
ensemble fini et l'on a :

Card(CND) < deg(C) deg(D)

VOnaC=Z(f)et D=Z(g) avec f,g € K[X] non associés et irréductibles dans C[X,Y].
Quitte & appliquer une transformation du type ¢. on peut supposer que 15

f=amn Y™+ an 1 (X)Y™ 1 .. 4 ag(X)

15. puisque g~ (Z(f) N Z(9)) = Z(we(f), pe(9))-



g=bp Y™ + by (X)Y" !+ 4 by(X)

avec am, by, € C* et ag(X), - ,am-1(X),bo(X),- - ,bp—1(X) € C[X] avec m,n > 1.

Par ailleurs !0 les racines x du résultant R = Ry (f, g) sont les abscisses des points d’intersection
(x,y) € CN D et pour un tel x, les ordonnées de ces points d’intersection sont les racines du
polynome pged(f(z,Y), g(x,Y)) € C[Y] de sorte que C N D est un ensemble fini }7. On a ainsi :

CND={(zi,y;) /1 <i < N}
Soit ce C*; on a:

@ CND) ={(zi+cyi,y) /1 <i <N} =Z(¢c(f), pe(9))

et on peut choisir ¢ de sorte que les polynomes p.(f) et p.(g) soient quasi-unitaires en Y et
les x; + cy; pour 1 < ¢ < N deux & deux distincts. Si z; = x; on a y; # y; de sorte que
x; + cy; # xj + cy; pour tout ¢ # 0. Si z; # x; et y; = y; on a encore x; + cy; # x; + cy; pour

tout ¢ # 0. Il suffit alors de prendre ¢ distinct des _M et tel que les polynomes @.(f) et

Tj— X —
©c(g) soient quasi-unitaires en Y. On a alors :

N = Card(C N D) = deg(Ry (¢c(f): pc(9))) < deg(we(f))deg(pc(g)) = deg(f)deg(g)

16. cf. le théoréme d’élimination de Kronecker
17. ona R € (f,g9) N K[X] et de méme Rx(f,g) € (f,g9) N K[Y] de sorte que CND = Z(f, g) est fini.



