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Exercice 1.
Soient f,g € K[X] de degrés respectifs m et n; on considére I'application K-linéaire :

6;’?{;” : K[X]Snfl @K[X]Smfl — K[X]Sm+n71
(’LL,U) — uf+’Ug

Déterminer I'image et le noyau de 9§

Exercice 2.

m .
1. Soit f = > a; X" € K[X] de degré m; on considére 'application K-linéaire :
i=1
et K[ X]<man1 — K[X]<p1 @ K[X]<m
h — (q7 T')

ou, pour tout h € K[X] ¢ et r sont le quotient et le reste de la division euclidienne de h

par f.
Montrer que ;" est bijective et calculer det(e}"").

2. Pour tout g € K[X] de degré n, on considere I'application K-linéaire :
my : KIX]/(f) — K[X]/(f)
h — gh
Montrer que
det(myg) = det(pg)
ol fug : K[ X]<m—1 — K[X]<m—1 est I'application K-linéaire définie par la condition que,
pg(h) est le reste de la division euclidienne de gh par f pour tout h € K[X]<p—1.

3. En déduire que :
Rx(f,9) = apdet(myg)

Exercice 3.
1. Considérons un corps K et f € K[X];
(a) Si K est de caractéristique nulle on a f’ = 0 si et seulement si f est constant.
(b) Si K est de caractéristique p on a f" = 0 si et seulement §’il existe g € K[X] avec
f=g(XP).
(c) Si K est parfait de caractéristique p on a f/ = 0 si et seulement s’il existe g € K[X]
avec f = gP.
2. On suppose K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p; oient f,g € K[X]
avec g irréductible; on suppose que ¢¥|f mais que g**! Jf; montrer que :



(a) sip [k ona ¢gF ! f mais que g* Jf'.

(b) si p|k on a gF|f’.

. Montrer que

(a) Si f et f’ sont premiers entre eux montrer que f est sans facteurs multiples.

(b) Supposons K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p; si f est sans
facteurs multiples montrer que f et f’ sont premiers entre eux,

. Soit f € K[X], exprimer pged(f, f’) en fonction de la décomposition de f en facteurs

irréductibles dans les cas ou K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p.

Exprimer la partie sans facteur multiple de f lorsque K est de caractéristique nulle.

. Montrer que 'on a les conditions équivalentes suivantes :

(a) f et f’ sont premiers entre eux.

(b) f est sans facteurs multiples dans L[ X] pour toute K-extension L.

(c) f est séparable

(a) Si K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p montrer que les condi-

tions précédentes équivalents & ce que f n’a pas de facteur multiple.

(b) Soit K = F,(T); vérifier que le polynéme f = XP — T € K[X] est sans facteur
multiple mais n’est pas séparable.
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