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Exercice 1.

Soient f, g ∈ K[X] de degrés respectifs m et n ; on considère l'application K-linéaire :

∂m,nf,g : K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1 −→ K[X]≤m+n−1

(u, v) −→ u f + v g

Déterminer l'image et le noyau de ∂m,nf,g .

Corrigé.

Soit ∆ = pgcd(f, g) ; on a : {
f = ∆f̃

g = ∆G̃

avec f̃ et g̃ premiers entre eux. On a donc que :

Im(∂m,nf,g ) ⊂ K[X]≤m+n−d−1∆

Soient (u, v) ∈ Ker(∂m,nf,g ) ; on a uf̃ + vg̃ de sorte que v = f̃ q et par suite u = −qg̃. On a donc

que :

Ker(∂m,nf,g ) ⊂ K[X]≤d−1(−f̃ , g̃)

On conclut par un argument de dimension.

Exercice 2.

1. Soit f =
m∑
i=1
aiX

i ∈ K[X] de degré m ; on considère l'application K-linéaire :

εm,nf : K[X]≤m+n−1 −→ K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1

h −→ (q, r)

où, pour tout h ∈ K[X] q et r sont le quotient et le reste de la division euclidienne de h
par f .
Montrer que εm,nf est bijective et calculer det(εm,nf ).

2. Pour tout g ∈ K[X] de degré n, on considère l'application K-linéaire :

mg : K[X]/〈f〉 −→ K[X]/〈f〉
h −→ gh

Montrer que

det(mg) = det(µg)

où µg : K[X]≤m−1 −→ K[X]≤m−1 est l'application K-linéaire dé�nie par la condition que,

µg(h) est le reste de la division euclidienne de gh par f pour tout h ∈ K[X]≤m−1.
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3. En déduire que :

RX(f, g) = anmdet(mg)

Corrigé.

1. l'application induite par la division euclidienne par f :

εm,nf : K[X]≤m+n−1 −→ K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1

h −→ (qf (h), rf (h))

où h = fqf (h) + rf (h) avec rf (h) ∈ K[X]≤m−1 de sorte que qf (h) ∈ K[X]≤n−1.
La matrice de εm,nf dans les bases canoniques est de la forme :(

T 0
? I

)
où T est une matrice triangulaire inférieure de la forme :

T =


a−1m 0 · · · 0
? a−1m · · · 0
...

...
. . .

...

? ? · · · am−1


de sorte que :

det(εm,nf ) = a−nm

2. Soit f =
m∑
i=1
aiX

i ∈ K[X] un polynôme de degré m ; on lui associe la K-algèbre

A = K[X]/K[X]f

de rang m ; l'application K-linéaire :

K[X]≤m−1 −→ A

r −→ r

est bijective, l'application réciproque :

rf : A −→ K[X]≤m−1

étant induite par l'application rf associant h ∈ K[X] le reste rf (h) de la division euclidienne de

h par r.

K[X]

��

rf // K[X]≤m−1

A

rf

88

Pour tout g ∈ K[X] on considère :

mg : A −→ A

h −→ gh
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l'endomorphisme du K-espace vectoriel A induit par la multiplication par g. On a le diagramme

commutatif :

A

mg

��

rf// K[X]≤m−1

µg

��
A

rf
// K[X]≤m−1

avec µg(r) = rf (gr) pour tout r ∈ K[X]≤m−1. On a en particulier :

det(µg) = det(mg)

3. Soit n le degré de g ; on considère l'application de Bezout-Sylvester :

∂m,nf,g : K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1 −→ K[X]≤m+n−1

(u, v) −→ u f + v g

Par composition on a : :

εm,nf ◦ ∂m,nf,g : K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1 −→ K[X]≤n−1 ⊕K[X]≤m−1

(u, v) −→ (u+ qf (vg), µg(v))

ie. est décomposée en blocs de la forme : (
Id ?
0 µg

)
On a donc :

det(εm,nf ◦ ∂m,nf,g ) = det(µg)

= det(mg)

= det(εm,nf )det(∂m,nf,g ))

= det(εm,nf )RX(f, g)

= a−nm RX(f, g)

Exercice 3.

1. Considérons un corps K et f ∈ K[X] ;

(a) Si K est de caractéristique nulle on a f ′ = 0 si et seulement si f est constant.

(b) Si K est de caractéristique p on a f ′ = 0 si et seulement s'il existe g ∈ K[X] avec
f = g(Xp).

(c) Si K est parfait de caractéristique p on a f ′ = 0 si et seulement s'il existe g ∈ K[X]
avec f = gp.

2. On suppose K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p ; oient f, g ∈ K[X]
avec g irréductible ; on suppose que gk|f mais que gk+1 6 | f ; montrer que :

(a) si p 6 | k on a gk−1|f ′ mais que gk 6 | f ′.
(b) si p|k on a gk|f ′.

3. Montrer que

(a) Si f et f ′ sont premiers entre eux montrer que f est sans facteurs multiples.
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(b) Supposons K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p ; si f est sans

facteurs multiples montrer que f et f ′ sont premiers entre eux,

4. Soit f ∈ K[X], exprimer pgcd(f, f ′) en fonction de la décomposition de f en facteurs

irréductibles dans les cas où K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p.
Exprimer la partie sans facteur multiple de f lorsque K est de caractéristique nulle.

5. Montrer que l'on a les conditions équivalentes suivantes :

(a) f et f ′ sont premiers entre eux.

(b) f est sans facteurs multiples dans L[X] pour toute K-extension L.

(c) f est séparable

6. (a) Si K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p montrer que les condi-

tions précédentes équivalents à ce que f n'a pas de facteur multiple.

(b) Soit K = Fp(T ) ; véri�er que le polynôme f = Xp − T ∈ K[X] est sans facteur

multiple mais n'est pas séparable.

Corrigé.

1.

Soit f =
n∑
i=0
aiX

i on a f ′ =
n∑
i=1
aiX

i−1.

(a) Si K est de caractéristique nulle on a ai = 0 pour i ≥ 1 d'où f = a0.
(b) Si K est de caractéristique p, on a ai = 0 pour tout i ≥ 1 non divisible par p de sorte que

f =
[n/p]∑
i=0

aipX
ip = g(Xp).

(c) Soit F : x → xp le morphisme de Frobenius de K ; ce morphime est injectif (comme tout

morphisme de corps) ; par dé�nition si parfait de caractéristique p c'est un isomorphisme. Pre-

nant g =
r∑
i=0
ciX

i, on a ci = c̃i
p pour 0 ≤ i ≤ r de sorte que f = g̃p avec g̃ =

r∑
i=0
c̃iX

i.

2.

Soit f ∈ K[X] avec K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p, g est un facteur

irréductible de f et k ≥ 1 le plus grand entier tel que gk|f .
(a) on suppose que p ne divise pas k : on a f = gkh avec g ne divise pas h ; or f ′ = kg′gk−1h+gkh′.
On a kg′gk−1h 6= 0 puisque d'une part p ne divise pas k et d'autre part g′ 6= 0 sinon on aurait

g = g̃p et g ne serait pas irréductible. Ainsi gk−1|f ′. De plus si gk divisait f ′ on aurait g qui

diviserait g′h et comme g ne divise pas h on aurait g qui diviserait g′ d'après le lemme d'Euclide

d'où g′ = 0 ce qui contredit l'irréductibilité de g.
(b) on suppose que p|k : on a f ′ = gkh′ et gk|f ′.

3.

(a)⇒ (b) Supposons que f possède un facteur multiple ; il existe donc un polynôme irréductible

g tel que f = gkh avec g ne divise pas h et k ≥ 2. On a f ′ = kg′gk−1h + gkh′ de sorte que g
divise f ′ par suite f et f ′ ne sont pas premiers entre eux.

(b) ⇒ (a) K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p ; considérons f sans facteur

multiple. Soit g un facteur premier de f ; on a k = 1 de sorte que d'après 2(b) g ne divise pas

f ′. Ainsi f et f ′ sont premiers entre eux.

4.

Supposons K de caractéristique nulle : on a

f = fa11 · · · f
ar
r
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et

f ′ =
r∑
i=1

aif
′
if
ai−1
i

∏
1≤j≤r
j 6=i

f
aj
j

de sorte que :

pgcd(f, f ′) = fa1−11 · · · far−1r

On a ainsi :
f

pgcd(f, f ′)
= f1 · · · fr

Supposons K de caractéristique p : on a

f = fa11 · · · f
ar
r fp b1r+1 · · · f

p bs
r+s

avec f1, · · · , fr+s irréductibles et deux à eux distincts, r ≥ 1 et a1, · · · , ar non multiples de p et

f ′ =

r∑
i=1

aif
′
if
ai−1
i

∏
1≤j≤r
j 6=i

f
aj
j

∏
1≤k≤s

fp bkr+k

et l'on a :

pgcd(f, f ′) = fa1−11 · · · far−1r fp b1r+1 · · · f
p bs
r+s

5.

(a)⇒ (b) si f et f ′ sont premiers entre eux dans K[X], la formule de Bezout montre que f et f ′

restent premiers entre eux dans L[X] pour toute K-extension L. D'après 2.(a), f est sans facteur

multiple dans L[X].
(b)⇒ (c) En particulier f est sans facteur multiple dans la clôture algébrique K de K ; mais les

facteurs irréductibles de f sont alors les X − a où a ∈ K est une racine de f de sorte que les

racines sont simples.

(c) ⇒ (a) Puisque f a toutes ses racines simples dans K , f et f ′ sont premiers entre eux dans

K et comme la formule de Bezout est rationnelle il sont premiers entre eux dans K[X].

6.

Dans le corps Fp(T ) le morphisme de Frobenius n'est pas surjectif.

Le polynôme f = Xp − T ∈ Fp(T )[X] véri�e f ′ = 0 mais n'est pas une puissance pème. Il est
irréductible (donc sans facteurs multiples) mais n'est pas séparable : il possède une unique racine

T
1
p ∈ Fp(T ) qui est d'ordre p.
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