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Corrigé de la fiche de TD 1

Exercice 1.
Soient f,g € K[X] de degrés respectifs m et n; on considére 'application K-linéaire :

3}’:}” : K[X]Snfl ® K[X]Smfl — K[X]§m+n71
(u,v) — uf+4uwvg
Déterminer 'image et le noyau de 97"

Corrigé.
Soit A = pged(f,g); on a :

f=Af
g=AG

avec fet g premiers entre eux. On a donc que :
Im(9%,") C K[X]<min—a—14A

Soient (u,v) € Ker(@?@n); on a uf 4+ vg de sorte que v = fq et par suite u = —qg. On a donc
que : N
Ker(9)"") € K[X]<a1(~f§)

On conclut par un argument de dimension.

Exercice 2.

m .
1. Soit f = Y a; X" € K[X] de degré m; on considére 'application K-linéaire :
i=1
"t K[ X]<man1 — K[X]<p1 @ K[X]<m
h — ((L ’I”)

ot, pour tout h € K[X] ¢ et r sont le quotient et le reste de la division euclidienne de h
par f.
Montrer que e;n’” est bijective et calculer det(e?’”).

2. Pour tout g € K[X] de degré n, on considére 'application K-linéaire :
mg : K[X|/{f) — K[X]/(f)
h — gh
Montrer que
det(myg) = det(uy)

ol fug : K[ X]<m—1 — K[X]<m—1 est I'application K-linéaire définie par la condition que,
pg(h) est le reste de la division euclidienne de gh par f pour tout h € K[X]<p—1.



3. En déduire que :
Rx(f,9) = ap,det(mg)

Corrigé.
1. Papplication induite par la division euclidienne par f :

G}n,n : K[X]Sm—l—n—l — K[X]Sn_1@K[X}§m_1
h —  (gs(h),rs(h))

ot h = fqr(h) +7r¢(h) avec 7¢(h) € K[X]<m—1 de sorte que gf(h) € K[X]|<p—1.
La matrice de 6}”’” dans les bases canoniques est de la forme :

()

ou T est une matrice triangulaire inférieure de la forme :

a,b 0 .- 0
T * a,._nl 0
* * o Q1

de sorte que :
det(e?’”) =a "

m .
2. Soit f = > a; X" € K[X] un polynéme de degré m; on lui associe la K-algébre
i=1

A= K[X]/K[X]f
de rang m ; I'application K-linéaire :

K[X]<m—1 A

—
r

=3l

est bijective, 'application réciproque :
T A— K[X]Sm—l

étant induite par 'application r; associant h € K[X] le reste ry(h) de la division euclidienne de
h par r.

,
K[X] —% K[X])<m—1
|+
A
Pour tout g € K[X] on consideére :
mg:A — A
h — gh



I’endomorphisme du K-espace vectoriel A induit par la multiplication par g. On a le diagramme
commutatif :

T
A— K[ X<
ng/ Hgl
A——=K[X]<m
7
avec fug(r) = r¢(gr) pour tout r € K[X|<m;,—1. On a en particulier :
det(py) = det(my)
3. Soit n le degré de g; on considére 'application de Bezout-Sylvester :

832?9771 P K[ X]<n @ K[X]am1 — K[X]<mina
(u,v) — uf+4uvg

Par composition on a : :

e}n’noa}rfg’n : K[X]gn—l @K[X]gm—l — K[X]gn—l @K[X]gm—l
(u;v) —  (utqr(vg), pg(v))

ie. est décomposée en blocs de la forme :

<Id * >
0 py
On a donc :
det(e;”’" o 8}'2") = det(pg)
= det(my)
= det(e?’n)det (O;ngn))
= det(f}mn)RX(fa g)

Exercice 3.
1. Considérons un corps K et f € K[X];
(a) Si K est de caractéristique nulle on a f = 0 si et seulement si f est constant.

(b) Si K est de caractéristique p on a f" = 0 si et seulement §’il existe g € K[X] avec
f=g(XP).

(c) Si K est parfait de caractéristique p on a f/ = 0 si et seulement s’il existe g € K[X]
avec f = gP.

2. On suppose K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p; oient f,g € K[X]
avec g irréductible; on suppose que ¢¥|f mais que g**! Jf; montrer que :
(a) sip [k ona ¢" ! mais que g* Jf.
(b) si p|k on a gF|f’.
3. Montrer que

(a) Si f et f’ sont premiers entre eux montrer que f est sans facteurs multiples.



(b) Supposons K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p; si f est sans
facteurs multiples montrer que f et f’ sont premiers entre eux,

4. Soit f € KI[X], exprimer pged(f, f/) en fonction de la décomposition de f en facteurs
irréductibles dans les cas ou K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p.
Exprimer la partie sans facteur multiple de f lorsque K est de caractéristique nulle.

5. Montrer que I’on a les conditions équivalentes suivantes :

(a) f et f’ sont premiers entre eux.

(b) f est sans facteurs multiples dans L[ X] pour toute K-extension L.
(¢) f est séparable
(a)

6. Si K est de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p montrer que les condi-

tions précédentes équivalents a ce que f n’a pas de facteur multiple.
(b) Soit K = F,(T); vérifier que le polynome f = XP — T € K[X] est sans facteur
multiple mais n’est pas séparable.

a

Corrigé.

1.

Soit f = > a;X'ona f'= > a; XL
i=0 i=1

(a) Si K est de caractéristique nulle on a a; = 0 pour ¢ > 1 d’ou f = ayg.
(b) Si K est de caractéristique p, on a a; = 0 pour tout ¢ > 1 non divisible par p de sorte que

[n/p] ,
f= 2 aipX? = g(XP).

i=0
(c) Soit F : x — zP le morphisme de Frobenius de K ; ce morphime est injectif (comme tout
morphisme de corps) ; par définition si parfait de caractéristique p c¢’est un isomorphisme. Pre-
nant g = > ¢; X', on a ¢; = &P pour 0 < i < r de sorte que f = gF avec g = > X"
i=0 1=0

2.
Soit f € K[X] avec K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p, g est un facteur
irréductible de f et k > 1 le plus grand entier tel que g*|f.
(a) on suppose que p ne divise pas k : on a f = ¢g¥h avec g ne divise pas h; or f' = kg'g*  h+gFh'.
On a kg'g* 'h # 0 puisque d’une part p ne divise pas k et d’autre part ¢’ # 0 sinon on aurait
g = gP et g ne serait pas irréductible. Ainsi g¥~!|f’. De plus si ¢¥ divisait f’ on aurait g qui
diviserait ¢’h et comme ¢ ne divise pas h on aurait g qui diviserait ¢’ d’apreés le lemme d’Euclide
d’ott ¢ = 0 ce qui contredit l'irréductibilité de g.
(b) on suppose que plk : on a f' = gkh’ et g*|f".

3.
(a) = (b) Supposons que f posséde un facteur multiple; il existe donc un polynome irréductible
g tel que f = ¢gFh avec ¢ ne divise pas h et k > 2. On a f' = kg’g* " 'h + g*h de sorte que g
divise f’ par suite f et f’ ne sont pas premiers entre eux.
(b) = (a) K de caractéristique nulle ou parfait de caractéristique p; considérons f sans facteur
multiple. Soit g un facteur premier de f; on a k = 1 de sorte que d’aprés 2(b) g ne divise pas
f'. Ainsi f et f’ sont premiers entre eux.

4.
Supposons K de caractéristique nulle : on a

F=g g



et

Zazf T

1<5<r
J#

de sorte que :
pged(f, 1) = fir =t ot

On a ainsi :

I
pged(f, ')

Supposons K de caractéristique p : on a

F I FRRR o L R

:fl"’fr

avec f1,---, fr4s irréductibles et deux & eux distincts, » > 1 et aq,-- - , a, non multiples de p et

= Zazf T | A |

1<5<r 1<k<s
JF#i

et l'on a :

pged(f, /) = fi*~ b T 1fpb1' f'r—l—s

5.

(a) = (b) si f et f’ sont premiers entre eux dans K[X], la formule de Bezout montre que f et f’
restent premiers entre eux dans L[X] pour toute K-extension L. D’apres 2.(a), f est sans facteur
multiple dans L[X].

(b) = (c) En particulier f est sans facteur multiple dans la cloture algébrique K de K ; mais les
facteurs irréductibles de f sont alors les X — a ot a € K est une racine de f de sorte que les
racines sont simples.

(c) = (a) Puisque f a toutes ses racines simples dans K , f et f’ sont premiers entre eux dans
K et comme la formule de Bezout est rationnelle il sont premiers entre eux dans K[X].

6.
Dans le corps F,(7") le morphisme de Frobenius n’est pas surjectif.
Le polynome f = XP — T € F,(T)[X] vérifie f = 0 mais n’est pas une puissance p*™°. Il est
irréductible (donc sans facteurs multiples) mais n’est pas séparable : il posséde une unique racine

T7 € F,(T') qui est d’ordre p.




