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Corrigé de la fiche de TD 2

Exercice 1.

m ) n )
Etant donnés des polynémes non nuls f = > a; X7 et g = > b; X7 de degrés m et n avec m > n,
§=0 §=0
a coefficients dans un corps K, considérons 'algorithme d’Fuclide :
Ay =  f
A2 = g

A = Q1 Ag + A3 avec deg(Ag) < deg(Ag)
Ay = Qp Apy1 + Apgo avec deg(Apq2) < deg(Ag41)

Apa = Qr2Ai 1+ Ay avec deg(A;) < deg(A;—1)
A1 = Qi1 A; avec deg(A;) < deg(A;—1)

(Q1, -+ ,Qi—1,Ay) est la représentation euclidienne du couple de polynomes (f,g).
Les quotients successifs de 'algorithme d’Euclide permettent de retrouver la fraction rationnelle :
1
5 = Ql + 1
Q2 +
Qs +
) 1
-
Qi1

et si on rajoute le pged Ay = pged(f, g) on retrouve les polynomes f et g.
On posera ng = deg(Ag) pour 1 < k <t, dp =deg(Qr) pour 1 <k <t—1etd =mny.

t
1. Montrer que deg(Ag) = > d;.
j=k

2. Soient A, B € K[X] des polynoémes non nuls; on considére la division euclidienne A =
BQ + R de A par B; montrer que si R # 0 on a :

Rx(A, B) = (—1)dce(A) des(B)j(p)des(A)—des(R) R (B R)

indication utiliser la formule de Poisson (cours chap 1 prop 2 ou fiche TD1 ex2 3.)

3. En déduire que pour 1 < k<t—2o0na:
Rx (Ag, Apy1) = (—1)" "+ e (Ap )" 7" 2 Ry (Apy1, Arga)

4. Montrer que, pour f et g premiers entre eux, on a :

t—1
Rx(f,9) = (=1)7 A7 [ [1e(Qr)*
k=2



ol on a posé :

ng = Zdipourlgk‘gt

i=k
t—2
o = anz‘ﬂ
i=1
k—1
S = dl—i—ZZdi—&—dk pour 2 <k <t-—1
i=2

Corrigé.
t
Comme on a que ny = di, + np41 On a deg(Ay) = > dj pour 1 <k <t.
j=k

On a Rx(A,B) = (—1)d&(A)dee(B) On applique la formule de Poisson en posant f = B,
g=A, et h=R.
On applique dette formule & chaque étape de 'algorithme d’Euclide pour obtenir : pour 1 < k <
t—2:

Rx(Ag, Agq1) = (=1)" " c(Ap )" " 2 Rx (Agt1, Ars2)

On a maintenant :

9)

(A1, Az)
l)mn2lc( )nl_n3Rx(A2,A3)
1)t kL] o( Ag) ™M e (Agr)™ T Ry (Ap1, Akgo)
1)n1n2+ Fng_ong— He(Ag)™™ ns...1C(At_1)"t*2*"tA?t’l
)
)

1 J]C( )d1+d2 ,IC(Ak+1)dk+dk+1 . .IC(Atil)dt72+dt71A?t*1
1 olc( )d1+d2 .. IC(Qk>d1+2d2+"’+2dk’1+dk1C(Ak+1)d1+2d2+“‘+2dk+dk+1 o

Rx(f,
Ry
(=
(=
(=
(=
(=

]_C(At_l)dt—Q‘th—lAilt*l
(—I)JIC(QQ)d1+d2 . lc(Qk)Ch+2d2+~~~+2dk—1+dk . ,lc(Qt72)d1+2d2+-~~+2dt73+dt72

lc(At_l)d1+2d2+--~+2dt—2+dt—1A?t—l
— (_1)01C(Q2)d1+d2 ... ]_C(Qk)dl+2d2+“'+2dk71+dk .

d14+2do+-+2d; —
IC(Qtfl)dl+2d2+ +2dt,2+dt,1At1+ o+ +2di—1

Exercice 2.
Soient f,g € A[X] de méme degré n ou A est un anneau intégre;

1. Montrer que :
n J(X)g(Y) — f(YV)g(X
Py (f,9) = ) X—Y( )gl >€A[X,Y]
est un polynéme tel que :

degpm(Py y (f,9)) = max(degx (Py y (f,9)),degy (Px y(f,9))) <n—1

OIl posera

n—1

PRy(f,9)= ) cijX'Y?

,7=0



la matrice de Bezout est la matrice :
Bx(f,9) = (ca—in—j)1<ij<n

. On pose
V(X)=(x"1 - X, 1)eKX]"

Vérifier que dans K[X,Y] on a :
Py (f,9) = V(X) Bx(f.9) 'V(Y)

. On considére la matrice co-identité

00 0 1
0 0 10
In = : 0 0
01 0 00
10 0 00

Montrer que
n(n—1)

det(J,) = (=1)" z = (=12

. Montrer que :

v (5, 0 s = (Lpltp, 00

indication : on pourra multiplier les deux membres de cette égalité & gauche par U(X) et
a droite par U(Y") avec

UX) = ()(2n—17 L X, 1) — (X”V(X), V(X)) c K[X]Zn
. En conclure que :

det(BY(f.9)? = Rx(f,g)?

. Montrer que :
BY (X", X"+1)=J,

. On considére les polynémes

3= f:AiXi ® = ZH:BJ-XJ‘
i=0 j=0

dont les coefficients sont des indéterminées sur Z; vérifier que :
Rx(F,®) = edet(B,(F,8)) avec e € {—1,1}

. Montrer que :
n(n—1)

det(B%(f,9)) = (=1)" = Rx(f,9)
pour tout f,g € A[X].



Corrigé.
On remarque d’abord que f(X)g(Y) — f(Y)g(X) est un polyndome de degré 2n divisible par
X —Y dans K[X,Y] de sorte que B%(f,g) € K[X,Y] est de degré 2n — 1. Posons :
UX)=(x*1 ... X, 1)

et

de sorte que :

et
f(X) Q:{;W X) v B9V (r)
On a alors :
U(X)SK"(f,9) = (A(X), B(X))

A(X) = (X" f(X))1<i<n et B(X) = (X" 'g(X))1<i<n

En effet, pour 1 < j < n, la matrice de Sylvester Sy (f, g) a pour colonne C; (resp. Cpy;) les
coefficients dans la base canonique (X?"~%)1<;<a, du polynome X" 7 f(X) (resp. X" 7g(X)) de
sorte que le coefficient j (resp. n+ j) de U(X)SY"(f,g) est égal a U(X).Cj; = X" f(X) (resp.
U(X).Css = X" Tg(X).

On a alors :

(U(X)S;};;) (_(}n ‘g") ¢ (U(Y)S;};;)

— (A(X), B(X)) <_E)]n {)n> Cég;)

= A(X)J,"B(Y) = B(X)J," A(Y)
= (X" XY 4 XY YD (F(XD)g(Y) — F(Y)g(X))
f(X)g(Y) = f(¥)g(X)

= (&= XY
On a par ailleurs :
0 B (f,9)\1
v (Lpglrg V07D

- (Ll ") ()

= (-V(X)B%(f,9), X"V(X)B%(f.9g )(YMV(?»

= -Y"V(X)B%(f,9)'V(Y) + X"V(X)B%(f,9)'V(Y)
= (X" =Y")P%y(f.9)

Ainsi on a, par identification des coefficients :

n,n 0 Jn tan,n 0 B;L((fmg)
Sta <_Jn 0) St = ( 0



Il en résulte que, puisque det(J,) = £1 :

RY"(f,9)? = det(BY (f,9))*

Considérons des polyndémes génériques :

3= iAl-Xi ® = Zn:Bij
i=0 Jj=0

On a donc :
RY"(F,6) = edet(B% (3, 0)) avec € € {—1,1}

Par le théoréme de spécialisation du résultant on a :

RY"(f,9) = edet(B%(f.9))

pour tout f,g € A[X] avec deg(f) = deg(g) = n.
Pour déterminer la valeur de € on prend f = X" et ¢ = X™ 4 1; en utilisant 'expression du
résultant en fonction des racines, on a Rx(f,g) = 1; par ailleurs on a :

f(X)g(Y) - f(V)g(X)  X"(Y"+1) -Y"(X"+1)
X-Y N X-Y
Xt-YyYn
X-Y
:Xn_l+Xn_2Y+'-'+XYn_2+Yn_1

de sorte que

0 0 0 1
0 0 1 0
01 0 00
1 0 0 0 O

mals on a :



