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Exercice 1.
n

Soient f = Zn:aiXi, g= Z b; X7 € K[X] des polynomes de méme degré n ; on considére la forme
bilinéaire s;/?nlétrique a cie:Lix indéterminées X et Y :
)
By 9
i,j=0

X-Y

1. On pose :
[4,7] = aibj — ajb; pour 0 <i,j <n
Montrer que :
min(j,n—i—1)

Cij = Z k+i+1,7—klpour0<i,j<n-1
k=0

2. Montrer que

n(n

—1) n
Rx(f,9) = (=1)"2 det(Cx(f, 9))
(formule de Bezout-Cayley) ou C%(f,9) = (¢i j)o<ij<n—1-

Exercice 2. . "
Soient f = Y a; X' € K[X] et ¢ = > b;X/ € K[X] de degrés respectifs m = deg(f) et
i=0 5=0

n = deg(g) et A leur pged de degré d. On considére H la forme échelonnée réduite en colonnes
de la matrice de Sylvester S¥""(f,g). A chaque colonne C;(H) de H correspond le polynome

m+n '
P = ZHLJ'XmMHZ € K[X]<m+n—1
=1

1. Montrer que P; =0pourr+1<j<m-+nour=m-+n—d.
2. Montrer que (Pj)i<j<r est la base échelonnée réduite de I'image de la matrice de Sylvester.

3. Montrer que pour 1 < j <, P; est unitaire, multiple de A et que :
d<deg(Pj)<m+n—j=d+r—j

4. Montrer que P, = A.

5. Montrer que l'on a
Pj= X" 4 Ry XY 4+ RXTT 4 4 Ry = AQ;
avec Qj € K[X]<,—1 unitaire de degré r — j :

Qj = X" 4 gy X T b g X a0



6. Montrer que, pour 1 < j <r —1, les r — j coefficients qo ;,-- ,¢—j—1,; du polyndéme Q;
sont les solutions du systéme de r — j équations linéaires :

Cd—1+ Gr—j-1, =0
Cd—2 + qr—j—1,jCd—1+ @r—j—2, =0

Cd—i + Qr—j—1,jCd—it1 +* + G—j—it1,jCd—1 + @r—j—i = 0

Cd—r4j T @r—j—1,jCd—r4+j+1 + -+ q1jCd-—1+q =0



