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Corrigé de la fiche de TD 3

Exercice 1. . .
Soient f = > a; X% g= > b;X7 € K[X] des polynomes de méme degré n ; on considére la forme
=1 7j=1

bilinéaire symétrique & deux indéterminées X et Y :

5 3
B(x,v)= T TN Xy
XY ig%

1. On pose :
(4, j] = a;bj — ajb; pour 0 <i,j <n

Montrer que :

min(j,n—i—1)
Cij = Z k+i+1,j—klpour0<i,j<n-—1
k=0

2. Montrer que

n(n—1) n
Rx(f,9) = (=1)" 2 det(Cx(f,9))
(formule de Bezout-Cayley).

Corrigé.
On a
FX)g(Y) - f(V)g(X) _ fyﬁﬁﬁizfﬁi
X-Y - XY
D, G A
DI D G e
0<j<i<n X-Y
i—j—1
= > [haxiyd Y xiihyk
0<j<i<n k=0
i—j—1
= > Y laxTM

0<j<i<n k=0

On remarque ensuite que l'application (i,7,k) — (i — 1 — k,k + j, k) est une bijection de
I’ensemble des triplets (i, j, k) d’entiers naturels tels que :

0<j<n-1
j+1<i<n
0<k<i—j—1



sur l'ensemble des triplets (p, ¢, k) d’entiers naturels tels que

0<p<n-1
0<g<n-1
0<k<gq

0<k<n—-p-1
de sorte que 'on obtient :

F(X)g(¥) = f(V)g(X) _ &
X-Y

—1 min(g,n—p—1)

> k+p+1,q-k XYY
k=0

p,q=0

Enfin les matrices C%(f,9) = (¢ij)o<ij<n—1 €t B%(f,9) = (cn—in—j)1<ij<n sont obtenues

en inversant la numérotation des lignes et de colonnes et sont donc conjuguées par la matrice de
1 2 oo n—1 n

Comme cette permutation est d’ordre 2
n n—1 .. 2 1

permutation m, avec o = <

on al

n(n—1)

det(CX(f,9)) = det(n; ' BX(f, 9)7s) = det(BX (f,9)) = (-1)" = Rx(f.9)

Exercice 2.
n

m . .
Soient f = Y a; X' € K[X] et g = > b;X? € K[X] de degrés respectifs m = deg(f) et
i=0 j=0
n = deg(g) et A leur pged de degré d. On considére H la forme échelonnée réduite en colonnes
de la matrice de Sylvester S'¢""(f,g). A chaque colonne C;(H) de H correspond le polynome

m+n
le = ZHi’ij—‘rn_l S K[X]§m+n_1
i=1
1. Montrer que Pj=0pourr+1<j<m+nour=m-+n—d.
2. Montrer que (Pj)i<j<r est la base échelonnée réduite de I'image de la matrice de Sylvester.
3. Montrer que pour 1 < j <, P; est unitaire, multiple de A et que :
d<deg(Pj))<m+n—j=d+r—j
4. Montrer que P, = A.
5. Montrer que 'on a
P; = Xadtr=i Rl’de—l Lt RZ.’de—i + -4 Raj = AQj
avec Qj € K[X]<y—1 unitaire de degré r — j :
Qi = X" 4 g1 X T b g X o
6. Montrer que, pour 1 < j <r —1, les r — j coefficients qo j,- - ,¢r—j—1,; du polynome @;
sont les solutions du systéme de r — j équations linéaires :
¢d—1+ Gr—j-1,; =0

Cd—2 + @r—j—1,jCd—1 + qr—j—2 =0
Cd—i + Qr—j—1,jCd—it1 + -+ Gr—j—it1,jCd—1 + @—j—i =0

Cd—r+j + Qr—j—1,jCd—r+j+1 + -+ q1jCa—1 + 9 =0

1. compte tenu de I’exercice 2 de la fiche TD2



Corrigé.

La matrice de Sylvester est de rang » = m + n — d; application linéaire :
KX)o — Im(dy,)
h — Ah

est bijective.

Les polynomes associés aux colonnes non nulles de H forment une base de Im(9f4); on a
donc P; =0 pour 7+ 1 < j < m+n et (Pj)i<j<, est la base échelonnée réduite de Im(dy4). En
particulier, pour 1 < j <, P; est unitaire, multiple de A de sorte que I'on a :

d<deg(Pj))<m+n—j=d+r—j
Id, 0
#= (% o)

Pj= X" 4+ Ry X" 4+ Ry X7 4+ Ry = AQ;
avec @ € K[X|<,—1 unitaire de degré r — j :
Qi=X""T4q i1 ;X" g X oy
En particulier pour j =rona Q, =let P, =A = X4 cq 1 X 4o+ co.
Pour 1 < j <r —1,les r — j coefficients qq j, -+ ,¢r—;j—1,; du polynéme (); sont les solutions du

systéme des r — j équations linéaires obtenu en annulant les coefficients de degré compris entre
det d+r—j—1duproduit Q;A. On obtient donc le systéme :

Ainsi la matrice H est de la forme :

avec R € My, (K).
et 'on a :

Cd—1+ q—j—1;=0
Cd—2 + Gr—j—1,jCd—1 + @r—j—25 =0

Ci—i + Qr—j—1,Cd—it1+ "+ @—j—it1,Cd-1+ G—j—; =0

Cd—rtj + Qr—j—1,Cd—r+j+1+ -+ q1Ca-1+q =0

que ’on résoud de proche en proche.
Par exemple considérons :

= X*—4X?-X?+16X —12
g = X342X2-X-2

La matrice de Sylvester est :

SE =1 16 -1 -4 —2 -1

0o -12 16 0 0 -2 -1




Le pged de f et g est
A=X>+X-2

de sorte que r = 5. On a alors :

Qs =1

Qs = X—-1

Qs = X*-X+3

Q = X*-X?24+3X-5

Q = X*—X343X%2-5X+11

de sorte que

P, = X’4+X-2

P = X3 -3X+42
Py = X*45X-6
P, = X°—11X+10
P = X%421Xx—22

et la forme échelonnée réduite (en colonnes) de la matrice de Sylvester est :
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0

0 0
0 O
0 0
1 0
0 1
1

21 -11
-22 10 -6 2 =2

o O O O o o O
o O O O o o O




