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Corrigé de la fiche de TD 4

Exercice 1.
Montrer que la décomposition en facteurs irréductibles de X?" — X dans F,[X] est donnée par :

x'"-x= ] P
Pelrrp(m)
mln

ou Irr,(m) désigne 'ensemble des polynomes unitaires , irréductibles de degré m dans Fp[X].
Corrigé.
Soit P € Irrp(m) avec m qui divise n; K = Fp[X]/(P) est un corps fini dans lequel P possede
une racine donc P|XP" — X ; comme m|n on a XP" — X|XP" — X et finalement P|X?" — X.
Réciproquement soit P € Irr,(m) avec P|XP" — X ; le corps fini K = F,[X]/(P) = Fp[x] est
I'ensemble des racines de XP" — X. Puisque P(z) = 0, x est racine de X?" — X ie. on a
}}/Fp(x) = 0 de sorte que F p =0 d’on m|n.

Exercice 2.
Soit K un corps fini ayant p”™ élément ; montrer que le groupe Gal(K/F,) des automorphismes
de K est engendré par Fy . En déduire que ce groupe est cyclique d’ordre n.
Corrigé.
On a K = Fplz]; on note P = p,F, le polynéme minimal de z. L’ensemble de racines de P
dans K est {x,2P,--- ,xpnfl}. Soit o un automorphisme de K ; remarquons que o laisse F), fixé.
Comme o(P(x)) = P(o(x)) = 0 on a que o(x) = 2P" et comme = est élément primitif on a

j— (3
0= FKm,:

Exercice 3.
1. On considére les polynémes cyclotomiques ®,,. Montrer que
(a) ®pp(X) = 0, (XP)/P,(X) pour p premier ne divisant pas n
(b) Pppe(X) = @np(Xpﬁ_l) pour p premier ne divisant pas n

e1—1 ep—
(€) @yt _per (X) = By (X9

2. En déduire un algorithme permettant de calculer le polynéme ®,,. Calculer ®4¢s.

Corrigé.
la. Montrons que @, (X?) = &,,(X)®,(X). Le polynome ®,,(X) a pour racines les z € C* qui
sont d’ordre n tandis que ®,,(X) a pour racines les € C* qui sont d’ordre np. Ces racines sont
distinctes entre elles et les deux polyndmes sont premiers entre eux .
Si o est d’ordre n, xP est d’ordre n (car si 2P = 1 on a n|p et comme n et p sont premiers
entre eux on a n|k tandis que si z est d’ordre np, 2P est encore d’ordre n (car si 2P* = 1 on a
np|pkdonc nlk). Ainsi toute racine de ®,,(X)®,(X) est racine de ®,,(X?). enfin on a :

deg(Pny (X)Pn(X)) = @(np) + ¢(n) = (p — Lo(n + ¢(n) = pp(n) = deg(Pn(X*)



d’ott I’égalité des deux polynomes.

1b.Comparons les racines des polynomes ®,,c (X)) et @y, (X pe_l). Les racines de @, (X) sont
les x € C* qui sont d’ordre np®. Mais si x est d’ordre np®, alors 2P est d’ordre np : en effet si
2PN =1 on a np®|kp®! d’ott np|k et par suite 2P est racine de ®,,,(X) et x est une racine
de @np(chfl). Toutes les racines de ces polynoémes sont simples et 1'on a deg(®ppe (X)) = p(np®)
tandis que deg((Ian(Xpeil)) = p* ldeg(®pnyp(X) = p* Lo(np) mais, comme n et p sont premeirs
entre eux on a :

p(np) = p()e(p®) = p°(p — Dp(n) = p° Lo(p)p(n) = p*p(np)
d’ou I’égalité des polyndmes considérés.
lc. Le cas r = 1 est un cas particulier de 1b.
n
Posons n = pi* - - pfr, N := ———— et supposons par récurrence sur r que l'on a :

P pr

P (X) = Dp,.p, (XN)

Posons p =p,11, e =er41;par 3.bon a:

par 3aon a: »
Pppe (X) = p(XP) /P (XP )

I’hypothése de récurrence montre que :
e e—1
Prpe (X) = Ppy.p, (XNp )/ ®p;-p, (XNp )

et on appliquant de nouveau la. on a
N e—1
DPrpe (X) = DPpyprpria (X7

On en déduit ’algorithme suivant :

Algorithme 1 (calcul polynéme cyclotomique)
1. entrée un entier n > 2

2. déterminer la liste L := [p1,---,p,] des diviseurs premiers de n
Xp1 1

X1

boucle : pour i € [2,--- ,7] :

F(sz)

F(X)

o

F .=

%\

(a) F :=

_n
p1---pr
6. sortie F(X™)

5 N =

Exercice 4.
On considére des entiers n > 2 et p premier ne divisant pas n; on désigne par m l'ordre de p
dans (Z/Zn)*, par K un corps fini ayant p™ éléments, par pu,(K) le sous-groupe de K* formé
des racines de X™ — 1 et par x un générateur du groupe p,(p).



1. Montrer que pour tout corps fini, de caractéristique p, L contenant ’ensemble des racines
de X™ — 1 il existe un morphisme f: K — L et que l'on a f(un(K)) = pun(L).
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2. On considére la Q-extension cyclotomique C' = Q[(] avec { = e = .

(a) Montrer qu’il existe un unique automorphisme ¢, : C' — C de C tel que ¢,(¢) = (P.

(b) En déduire un homomorphisme de groupes 7 : Gal(K/F,) — Gal(C/Q) tel que
N(Fk/r,) = ¢p-

(¢) Montrer que 7 est injectif.

(d) On rappelle que 'on a un isomorphisme de groupes :
6 : Gal(C/Q) — (Z/Zn)*

caractérisé par la condition 0(c) = k avec o(¢) = ¢*. Que vaut on?

Corrigé.
1. Soit p™' le cardinal de L; on a n|p™ — 1 et par définition de m on a m|m’ d’ou lexistence
d’un morphisme f: K — L;si z € pu,(K) on a 2™ =1 dou f(x)" =1 de. f(x) € up(L) d’ou
f(pn(K)) C pun(L). Comme f est injectif, les deux membres ont le méme nombre d’éléments et
I'on a ’égalité.
2.a On a pcg = @, d’ot un isomorphisme Fy : Q[X|/(®,,) — C caractérisé par F1(X) = ¢.
Comme (P est un générateur de p,(C) donc un élément primitif de C', on a de méme un isomor-
phisme F), : Q[X]/(®,) — C caractérisé par F(X) = (P et il suffit de poser @, = F), Fj ".
2.b Gal(K/Fp) est un groupe cyclique d’ordre m engendré par Fr /g, . Mais on a ' (¢) = " =¢
puisque p™ = 1 mod n d’ou ¢ = idc. Il en résulte I'existence de 1 : Gal(K/F,) — Gal(C/Q)
tel que n(Fg/r,) = #p-
2.¢ De plus si gog,”/ =1id¢ on a gpgl/(g) =(¢P" = dou Cpml_l =1et nlp™ — 1. On a donc m|m’
ie. pp est d’ordre m et par suite 7 est injectif.
2.d Remarquons que 6 est bien défini, que c’est un homomorphisme injectif de groupes donc
un isomorphisme puisque les deux membres ont le méme nombre d’éléments!. On a alors
0 o n(Fgsr,) = P de sorte que ¢ on est un isomorphisme de Gal(K/F,) sur le sous-groupe
(p) de (Z/Zn)* engendré par p.

/
m

1. car la Q-extension C est galoisienne donc Card(Gal(C/Q)) = [C : Q] = deg(Pn) = p(n)



