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Algebre et calcul formel

Corrigé de la fiche de TD 6

Exercice 1.

Soient X1, -, X, des indéterminées; quel est le coefficient de T" dans la série entiére
1
S ==
[l (1= XiT)
En déduire, pour un entier d > 1, une construction de ensemble Fy[ X1, --- , X,,][¥ des monomes

de degré total d .
Comment obtenir cet ensemble avec SAGE ou MAPLE ?
Corrigé.

S, = Z M

MEF[X1, , Xn]l
la somme des mondmes de degré d; on a

n [e.e]

1
Hl—XiT =2 _SaT"

i=1 d=0
Voir a la fin les feuilles de calcul SAGE et MAPLE

Exercice 2.
Montrer que Card(F;[X1, - - -, X,,]l4) = CL g ouF[Xy, -, Xy 9] est I’ensemble des monomes
de degré total d.
Corrigé.
On a:

n 1 n [e.9]
—xr - 112X
=1 i=la;=1

)

— E Xfél L. X’r?nTal"F“"‘l'an
a1, ,Qn

[e.e]

= > xpr xgmTe

d=0 |a|=d
o0

= > ST
d=0

De plus
Card(O(Xy,---, X,)%) = Sy(1,---,1)

11 suffit donc de montrer que :

1 o
_ d d
a7y = 2Ot T
d=0



Pour n = 1 c’est l'identité :

Supposons, par hypothése de récurrence, que :

1 o0
_ d d
(1-T)1 ZCnﬂi_?T

En dérivant, on obtient que :

i 1 n—1
dl (1 -T)»t — (1-T)»

de sorte que :

1 d+1 . a11 g
(1 _ T)n = Zn _ 1Cn+d—1T
d=0
Or on a :
d+10d+1 _ ~d
n—1 n+d—1 — “nt+d-1

Exercice 3.
Montrer que l'ordre lexicographique est caractérisé par la condition suivante : pour tout poly-
nome f € K[Xy,---,X,], si lm(f) € K[X,, -, Xp]ona feK[X,, -, X,]
Montrer I'ordre gradué lexicographique-inverse est caractérisé par la condition suivante : 'ordre

est plus fin que celui donné par le degreé total et pour tout polynéme homogene f € K[X1, -, X,],
silm(f) e (X, , Xp)onafe (X, -, X,).

Remarque.

Il faut bien faire la distinction entre 'appartenance a la sous-algébre K[X,,---, X,] engendrée
par X, -+, X, et alidéal (X, -, X,) engendré par X,, -, X,.

Corrigé.

caractérisation de l'ordre plex :

Notons =< lordre plex; soit f € K[Xy,---,X,] tel que M = lm(f) € K[X,,---,X,]. On a
M=X. ... X avec o, > 1. Soit N = Xfl. e XD # M un mondme figurant dans f on a
N < M. §’il existait un indice ¢ avec 1 < ¢ <r — 1 avec 5; > 1 on aurait N = M de sorte que
N=X/ .. X" Onadonc f e K[X,, -, X,

Considérons réciproquement un ordre admissible < vérifiant la propriété de I’énoncé.

Soient M = X&.--- Xom et N = st. e .Xﬁ" des monomes tels que o < B ; supposons que

I'on ait M = N ; puisque l'ordre est admissible on a XSO‘_HI. . X{?s_as.Xfril. co XD

Considérons alors le polynome f = X551 .-+ X5 + XES_O‘S.Xfﬁl. - . XP . puisque l'on a
Im_(f) = X?fl’l Xom € K[ Xsi1,--+,Xp]onaaussi f € K[ Xgp1,--,Xp] et Bs —as =0

contrairement & ’hypothése. On a donc :
as < fBs =M <N

Il en résulte que si M = X'+ X9 et N = Xlﬁl. e .Xﬁ” sont des mondmes tels que o; = [3;
pour 1 <i<s—letas;<fBsonaM=<N.



Réciproquement supposons que I'on a des monémes M = X"*..-- X" et N = Xlﬁl. e .Xnﬁ”
tels que M < N. Soit s tel que o; = §; pour 1 <i<s—1et as; # B; on a donc :

M =X ... X0 <N =XP. ... X

et par suite ag < 5 (sinon on aurait ag > 35 et donc M’ = N’). Ainsi 'ordre < est Uordre plex.
caractérisation de Uordre tdeg :

Notons =< lordre tdeg; soit f € K[Xi,---,X,] un polynome homogéne de degré d tel que
M =1Im(f) € (X, -+, Xp). Ona M = X", ... X3 de sorte qu'il existe un indice s > r tel
que ag > 1. Soit N = Xfl. X # M un monodme figurant dans f ona N < M et N est de
degré total d. Si on avait N ¢ (X, -, X,,), on aurait 5, = --- = 3, = 0 et par suite N > M.
On a donc f € (X, -+, X,,).

Considérons réciproquement un ordre admissible < vérifiant la propriété de 1’énoncé.

Soient M = X{"*.--- X3 et N = Xlﬁl.--~ XP" des monomes tels que |a| = |B]; on suppose
que a; = f; pour s +1 < i < n et ag > f;. Les monémes M’ = X, ... .X?_SIIX?fBS et
N = Xfl.--- .X;Bj_ll sont de méme degré et 'on a M’ € (X, -, X,,). Si U'on avait M' = N’,
le polynome homogene f = M’ + N’ aurait M’ comme mondme dominant et 'on aurait donc
f e (X, -, X,) et par suite N' € (X, -+, X,,) ce qui n’est pas. On a donc M’ < N’ et par
suite M < N.

Réciproquement soient M = X{'.--- . X% et N = XiBl. .-+ . Xf" des monomes tels que |o| = ||
et M < N. Soit s le plus grand indice tel que ags # Fs. On a alors as > [ (sinon on aurait
as < (s et par suite M > N). Ainsi Uordre < est Vordre tdeg.

Exercice 4.
Effectuer a la main la division multivariée de f =2X3 - Y2 -4 XY —2X?Y + X — XY?2 +4
par [g1 = 2 X2 +Y, g0 = XY + 1] pour V'ordre lexicographique
Veérifier les résultats avec SAGE ou MAPLE.
Corrigé.
Ci-dessous la division a la main pour la disposition de l'opération. Fnsuite avec Maple on retrouve
bien le résultat. enfin on constate que la fonction reduce() de SAGE ne donne pas la division
myltivariée (quand le diviseur n’est pas une base de Grobner au moins). on remarque que la
condition 8) de la division multivariée n’est pas vérifiée.



1ﬂ = X : —'-ZXE\/.._XY -5 ((X)f _{_y_)/'é,{_(( / T4 =2X L{- A

_9X? X 9¢ =XV~
2 T4
XY +Y
— {"X\/ —Y Y 9V 4,
U XY +

~V*42Y4§ =




;> with(Groebner):
> =2 XAB=Y A2 45 K*Y =25 XNA2XY +X-X*YN2+4 ;
i f=2X3—2X2Y =X Y2 —4XY Y+ X +4
[> g1:=2*X"2+1;
gl=2X*+1
(> g2:=X*Y+1;
g2:=XY+1
> r:=NormalForm(F,[gl,92],plex(X,Y),"q");
r=-Y242Y+8

> q;

i [X—Y, -Y—4]

> evalb(f=expand(q[1]*g1+q[2]*g2)+r);
true

@)
)
©)
(4)
(5)
(6)



division -- Sage https://sage-math.univ-lyonl.fr/home/michel.cretin/21/print

division

A = PolynomialRing(QQ,2, "XY",order="1ex")
(X,Y) = A.gensQ)

T = 2*XN3-YN2-4*X*Y -2*XN2*Y+X-X*YN2+4
T
2FXN3 = 2FXN2*Y - XFYN2 - 4FX*Y + X - Y2 + 4
gl = 2*X"2+1
gl
2*XN2 + 1
g2 = X*Y+1
g2
X*Y + 1
r = f.reduce([gl,92])
r
2*X - Y2 + Y + 8
q =(f-r).1ife([g1,92])

q[O]
SXAQKY - XKYAD - Y
q[1]
2*XNAZ 4+ 2FXA2*Y - X - 4
T - (q[0]*gl+q[1]*g2+r)
0
@[ol*g1).ImQ < F.ImQ

False

q[1]*g2.ImQ < f.ImQO
False
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engendre monomes -- Sage https://sage-math.univ-lyonl.fr/home/michel.cretin/22/print

engendre monomes

Engendrement des monomes

n =3
A = PolynomialRing(ZZ, ["X%s"%i1 for 1 i1n range(l,n+1)])
show(A)

ZARSERPIRCY

vars= A.gens()
vars

(X1, X2, X3)

d=25
P.<T> = PowerSeriesRing(A,d+1)
show(P)

Z[xl ) x2 ) x3] [[T ]]
F = 1/mul ([1-v*T for v in vars])
F

1 + (X1 + X2 + X3)*T + (X172 + X1*X2 + X272 + X1*X3 + X2*X3 +
X3M2)*TA2 + (XIN3 + XIM2*X2 + X1*X2/2 + X273 + X1/2*X3 + X1*X2*X3
X2/2*X3 + X1*X3M2 + X2*X372 + X3M3)*TA3 + (X1 + X1N3*X2 +
XIA2*X2/2 + X1*X2/A3 + X2/ + XIA3*X3 + XI/2*X2*X3 + X1*X2/2*X3 +
X2A3*X3 + XIM2*X3N2 + XI*X2*X3M2 + X272*X3/2 + X1*X373 + X2*X373 +
X3M)*TAL + (XIN5 + XIMA*X2 + XIA3*X2/2 + XIA2*X2/3 + X1*X2/4 + X2
+ XIMA*FX3 + XINBFX2*X3 + XIN2*X2/2*%X3 + X1*X2/3*X3 + X2/4*X3 +
XIAB*X3N2 + XIA2*X2*X3A2 + XI*X2/2*X3A2 + X2A3*X3M2 + X1/2*X313 +
X1*X2*X313 + X2/2*X373 + X1*X3M + X2*X37"4 + X375)*TA5 + 0(T/6)

Ft = F.truncate()

Ft
(XAINE + XIN4* X2 + XIN3* X272 + XAN2*X2N3 + X1*X2™M + X275 + X1N4*X3
XINI*X2*X3 + XIN2*¥X2M2*X3 + X1*X273*X3 + X27M4*X3 + XIN3*X3N2 +
XAIN2*X2*X3N2 + XI*X2MN2*X3N2 + X2N3*X3N2 + XIN2*X3N3 + X1*X2*X3N3 +
X2N2*X3MN3 + X1*X3NM + X2*X3™M + X3NE)*TAS + (XN + XIN3*X2 +
XIN2*X2M2 + X1*X273 + X274 + XIN3*X3 + XIN2*X2*X3 + X1*X2M2*X3 +
X2N3*X3 + XIN2*X3N2 + XI*X2*X3N2 + X2N2*X3MN2 + X1*X3N3 + X2*X3"3 +
X3M)*TNM + (XIN3 + XIN2*X2 + X1*X2M2 + X273 + X1N2*X3 + X1*X2*X3
X2N2*X3 + X1* X372 + X2*X3MN2 + X3NI)*TA3 + (XIN2 + X1*X2 + X272 +
X1*X3 + X2*X3 + X3N2)*TM2 + (X1 + X2 + X3)*T + 1

Sd = [M for M iIn Ft.coeffs() 1Tt M.degree()==d][0]
Sd

XINS + XINM*X2 + XIN3*X2MN2 + XIN2*X27N3 + X1*X2M + X27MN5 + X1M4*X3
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engendre monomes -- Sage https://sage-math.univ-lyonl.fr/home/michel.cretin/22/print

XIN*X2* X3 + XIN2*X2MN2*X3 + X1 X2N3* X3 + X2M* X3 + XIN3*X3N2 +
XAIN2*X2*X3N2 + XI*X2N2*X3N2 + X2N3*X3MN2 + XIN2*X3N3 + X1I*X2*X37N3 +
X2N2*X3N3 + X1*X3NM + X2*X37M4 + X375

Fd = Sd.monomials()

Fd
[X1IN5, XIN4*X2, XIN3*X272, XIN2*X273, X1*X2™M4, X275, X1M*X3,
XINI*X2*X3, XIN2*X2N2* X3, XI*X2"N3*X3, X2™M*X3, XIN3*X3"2,
XAIN2*X2*X3N2, XI*X2MN2*X3N2, X2N3*X3MN2, XIN2*X3N3, X1*X2*X373,
X2N2*X3N3, X1*X3M, X2*X37M4, X3N5]

len(Fd) == binomial(n+d-1,d)
True

2 sur 2 20/02/2014 14:45



[Monmn%

> n:=3;

=> vars:=[seq(X[i], i=1..n)];
vars == [ Xg, Xp X3 ]

> d:=5;
d:=5

=> F:=series(mul(/(1-vars[i]*T),i=1..n),T,d+1);

Fm1+ (Xy+ X+ Xg) T (X = (-Xg = Xg) Xo— (=X =Xy — Xg) Xg) T2 (X7 — (-X7
— X Xp = X3 ) X = (=XF =Xy X=X Xg = X3 — Xy Xg = X3) X3) T°+ (X{ — (-X{ —
X3 Xy =X X5 = X3 ) Xo = (=X5 = X X = X X — Xy X5 — X Xp X3 = X X§ — X5 =X X
— Xy X5 = X3) Xg) TH (X3 = (-X{ = X5 X = X XT =X X5 = X5) Xp— (= X{ —X; X,
— XXy = XEXZ — XE Xy Xy — XEXZ — X X3 — Xy X2 Xg — Xy Xy X2 — X X3 — X5 — X3 X4
—XEXE =X, X3 — X3) Xg) T2+ 0(T°)

> Ft:=collect(expand(convert(F,polynom)),T);
Ft;:1+(Xls+XfX2+XfX3+XfX22+XfX2X3+XfX§+X12X§+X12X22X3+X12X2X§+

X2 X3 + Xy Xy 4 Xy X3 Xg + Xy X2 XE 4 X, Xy X3+ X, X5 + X3+ X5 Xg + X5 X5 + X2 X3

+ X, X5 4 X3 ) T2 (X[ + X7 X 4 X5 Xg 4 XT X5 4 Xg Xo Xy + X{ X5+ X, X5 + X, X5 Xq
+ Xy Xo X5 4 Xy X3 + X5 4 X5 Xg X5 X5 + X, X3 + X5 ) T4+ (X5 +Xg Xy + XE X + Xy

X5 Xy Xo Xg X X3 4+ X5 + X3 Xg Xy X3 4+ X3 ) T4 (XF 4 Xy Xg + Xy Xy + X5 + X, Xq
+X3) TE A (X + X +Xg) T

> Sd:=coeff(Ft,T,d);
SA = X2 4+ X7 Xy + X7 Xg 4+ X X5+ X2 X, Xy + X2 X2+ XEXS + X2 XE X, + X2 X, X5+ X X3

Xy Xg A Xy X3 Xg Xy X2 XE + Xy Xy X34 X, X3 + X3 + X5 Xg + X3 XE+ X2 X3 + X, X3
+X3

> Fd:=convert(Sd, list);
Fd = [ X5, X1 X X§ Xg0 X5 X2, X5 X, Xg, X X3, X2 X3, X2 XE Xg, X Xy X0 XE X3 Xy X3, X4

3 22 3 4 5 4 3y2 23 4 5
X2 x3’ Xl X2 X3’ X1 X2 x3’ Xl X3’ X2’ X2 x3’ X2 X3’ X2 x3’ X2 x3’ X3]

1)

)

©)

(4)

(®)

(6)

()



> evalb(nops(Fd)=binomial (n+d-1,d));
>
true €))
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