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Exercice 1.

Soient f1, · · · , fr ∈ K[X1, · · · , Xn] ; on désigne par I l'idéal de K[X1, · · · , Xn] engendré par

f1, · · · , fr et J = I ∩K[X1, · · · , Xn−1] l'idéal d'élimination. Montrer que :

Z(J) = π(Z(I)) ∪ (Z(J) ∩ Z(ϕ1, · · · , ϕr))

avec ϕi = lcXn(fi) ∈ K[X1, · · · , Xn−1] pour 1 ≤ i ≤ n.

Exercice 2.

On considère des polynômes fi ∈ Z[X1, · · · , Xn] pour 1 ≤ i ≤ r. On désigne par ZC(f1, · · · , fr)
(resp. ZQ(f1, · · · , fr)) l'ensemble des zéros de f1, · · · , fr dans Cn (resp. dans Qn

). Pour tout

entier premier p, soit πp : Z −→ Fp le morphisme canonique ; on désigne par ZFp
(f1, · · · , fr)

l'ensemble des zéros de πp(f1), · · · , πp(fr) dans Fp
n
.

1. Montrer que si ZC(f1, · · · , fr) = ∅, il existe N ≥ 1 tel que pour tout entier premier p > N
on a ZFp

(f1, · · · , fr) = ∅.
2. On suppose que ZC(f1, · · · , fr) 6= ∅.

(a) Montrer que ZQ(f1, · · · , fr) 6= ∅
(b) Montrer qu'il existe une solution x = (xi)1≤i≤n avec xi, 1 ≤ i ≤ n, entier sur l'anneau

A = Z[
1

D
] avec D ≥ 1.

(c) Montrer que l'anneau A = Z[
1

D
] est principal.

(d) Montrer que B = A[x1, · · · , xn] est un A-module libre de type �ni.

(e) Montrer que pour p premier, p > D, B 6= pB et que si m ⊃ pB est un idéal maximal

de B contenant pB alors Kp = B/m est une Fp-extension de degré �ni.

(f) En déduire que ZFp
(f1, · · · , fr) 6= ∅ pour p > D.

(g) En conclure que ZC(f1, · · · , fr) = ∅ si et seulement si ZFp
(f1, · · · , fr) = ∅ pour

p >> 0.
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