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Corrigé de la fiche de TD 7

Exercice 1.

Soient f1,---,fr € K[Xy,---,X,]; on désigne par I l'idéal de K[X7,---
fi,ooo fret J=INK[X1, -, Xp—1] l'idéal d’élimination. Montrer que :

Z(J) =m(Z(1))V(Z(J) N Z(p1,- -+ ,pr))

avec ; = lcx, (fi) € K[X1, -+, Xp—1] pour 1 <i <n.
Corrigé.
Comme f; n’est pas constant), il s’écrit :

, X,,] engendré par

fi=an(X1, -, X )X+ an (X1, X)X 4 bag(Xa, -, X1)

et 'on a 1 = ay.

Supposons d’abord que r = 1. Pour tout (z1, -+ ,2,_1) € Q" 1\ Z(¢1)le polynome :

CXg + an—l(xla e 737n—1)X,€f71 + -+ CL()((I?l, o axn—l) € Q[Xn]

ou ¢ = ap(x1, -+ ,xp_1) # 0, a une racine x,, € Q et U'on a (z1,--- ,zp_1,2,) € Z(f1) de sorte

que :
Q" =7(Z(f1)) U Z(p1)

On suppose maintenant que r = 2. On a :
R=Rx,(fi,f2) e INK[X1, -+, Xna] =J

d’ou :

R(z1,-++ ,xp—1) = 0 pour tout z = (x1,--- ,x,) € Z(I)

de sorte que :
m(Z(I)) C Z(J) C Z(R)

Réciproquement, soit (1, ,2p,-1) € Z(R) \ Z(p1,¢2); on a par exemple :

R(x1,-+ ,an-1) =0et c=p1(x1, -+ ,2n-1) #0

Le théoreme de spécialisation du résultant s’applique (puisque fi est quasi-unitaire) via :

K[X1,~-- ,Xn_l] — 0
X1 — I

Xn-1 — Tn—1
si R est le résultant (relativement & X,,) des polynomes :

{ fl(xla"' ,xnflaXn)
f2(x17"' 7xn—1;Xn)



on a :

R:R(.Il,"‘ ,IEn,l):O

de sorte que les polynomes
{ fl(xla"' 7$n71aXn)
fQ(xlu"' 7$n—17XTL)

de Q[X,,] ont une racine commune x,.
Ainsi z = (21, ,xp) € Z(I); on a alors :

Z(J) ==(Z(1)) U(Z(J) N Z(p1,2))

On suppose maintenant que r > 3.
On introduit une nouvelle indéterminée U et les polyndémes

9= h
h=fotUfs+--+U2f,

On a :
g,h € K[U,Xl,”- 7Xn—17Xn] et R = RXn(g,h) S K[U,Xl,--~ 7Xn—1]

De plus :

S
R= ZRkUk avec R € K[Xy, -+, X,_1] pour tout 0 <k <'s
k=0
Alors, la formule de Bezout sans dénominateur :

R=Sg+Thou S,T¢eK[U X1, ,Xn-1,Xn]
montre, par identification des coefficients en U, que 'on a :
R,eINK[Xy, -, Xp—1]=J pour tout 0 < k <'s
En particulier on a :
Ry(x1, -+ ,xp—1) = 0 pour tout 0 < k < s et pour tout z = (z1, -+ ,x,) € Z(I)

de sorte que :
m(Z(I)) C Z(J) C Z(Ro,- - , Rs)

Réciproquement, soit (1, ,2p—1) € Z(Ro, - ,Rs) \ Z(p1,- -+ ,r) on a par exemple :
Rk(xlv'” 7=Tn—1) =0 pour 0 < k <setc= (pl(xla" : 7xn—1) 7é 0
Pour tout u € Q, le théoréme de spécialisation du résultant s’applique (puisque ¢ # 0) via :

K[U,Xl,-" 7Xn71] — Q

U —u
X1 — 1
Xn-1 ? Tp—1

si R est le résultant (relativement a X,,) des polynomes :

{ fl(xla e ,.Iln,l,Xn)
fo(zr, o1, Xn) Fufs(xr, @1, Xn) -+ U 2 fr(m1, 0 21, Xp))



on a :

R=R(u,ar,- a01) = S Re(wr, -+ an-p)uk =0
k=0

Il en résulte que, pour tout u € €2, les polynémes

{ fl('rla"' ’xnflaXn)
f2(x17"' 7xn—1aXn) +Uf3(xla"' 7xn—1aXn)"' —|—u’”*2fr(ac1,--- 7$n—17Xn)

de Q[X,,] ont une racine commune.
Comme cette racine commune ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs, il existe une racine
xy, du polynéme fi(z1, - ,xn—1,Xy,) € Q[X,] qui est racine du polynome

folxy, - xn—1, Xn) +ufs(x, -+ xn_1,Xpn) -+ uT_er(xl, e X1, X)) € Q[X)
pour une infinité d’entiers de u € ). Finalement le polynome :

fo(zy, o1, 20) + f3(@1, - Tn 1, ) U -+ fr(@1, - 2p1, 20) U2 € QU]
est nul. Ainsi, il existe z,, € Q tel que z = (21, -+ ,x,) € Z(I). Finalement on obtient que :

Z2(J) =m(Z(1)) V(Z(J) N Z(p1,--- ,¢r))

Exercice 2.
On considére des polynémes f; € Z[ X1, -+, X,] pour 1 < i < r. On désigne par Zc(f1, -, fr)
(resp. Z@(fl, .-, f»)) Pensemble des zéros de fi,--- , f, dans C" (resp. dans Q). Pour tout
entier premier p, soit m, : Z — F, le morphisme canonique; on désigne par ZE(fl, o fr)

Pensemble des zéros de mp,(f1), -+, mp(f,) dans F,".

1. Montrer que si Z¢(f1,---, fr) = 0, il existe N > 1 tel que pour tout entier premier p > N
ona Zg(fi,- o, fr) =10
2. On suppose que Z¢(f1,---, fr) # 0.
(a) Montrer que Zg(f1,-- ., fr) #0
(b) Montrer qu’il existe une solution z = (z;)1<i<n avec x;, 1 < i < n, entier sur 'anneau

1
A= Z[E} avec D > 1.

1
(c) Montrer que 'anneau A = Z[E] est principal.

(d) Montrer que B = A[z1,- -+ ,zy] est un A-module libre de type fini.

(e) Montrer que pour p premier, p > D, B # pB et que si m D pB est un idéal maximal
de B contenant pB alors K, = B/m est une F)-extension de degré fini.

(f) En déduire que ZE(]H7 <, fr) # 0 pour p > D.

(g) En conclure que Zc(f1,--+,fr) = 0 si et seulement si ZE(fl,--- ,fr) = 0 pour
p>> 0.

Corrigé.

.
1. Par le th des zéros de Hilbert, il existe des polynomes h; € Q[ X1, - -+, X, tels que > h;f; =
i=1
1; soit N > 1 un dénominateur commun des coefficients des polynémes h;, 1 < i < r; on
T

a (Nh;))fi = N avec Nh; € Z[X1,---,X,] pour 1 < i < r. On a alors pour tout entier
i=1



premier p > N, Y m,(d) " my(dhy)mp(fi) = mp(1) avec m,(dhi) € Fp[X1,- -, X,] de sorte que
i=1

Zﬁ(fla 7f7’) :®

2. a. On a Zc(f1,---, fr) # 0. Soit I l'idéal de Q[X7,---,X,] engendré par les polyndomes

fi,- . fr- Onadone I # Q[Xy,- -+, Xy] et par suite Zg(f1,-- -, fr) # 0.

b. Soit = (;)1<i<n € Q une solution. Comme les z;, 1 < i < n, sont algébriques sur Q, en

prenant pour D > 1 le dénominateur commun des coefficients des polyndémes minimaux des x;,

1
on a que les z; sont entiers sur 'anneau A = Z[B]

c. Soit a un idéal non nul de A; alors a NZ est un idéal non nul de Z. On a donc aNZ = Zc;
/

soit § = pged(e, D) et ¢ = g Onacd = % cAouD = ? de sorte que a = Ac.
d. Puisque les x;, 1 <1i < n sont entiers sur A, la A-algébre B = A[x1,- -+ ,x,] est un A-module
de type fini.

e. Comme B C Q, le A-module B de type fini est sans torsion donc est libre de type fini. On a
donc un isomorphisme de A-modules B ~ A".

Par ailleurs les éléments irréductibles de A sont les entiers premiers p qui ne divisent pas D et
Von a A/Ap ~ Z/Zp. Par suite B/Bp est fini.

Pour tout entier premier p avec p > D (donc qui est irréductible dans A), on a donc Bp ; B.

Il existe donc un idéal maximal m de B contenant Bp; comme le morphisme canonique B/Bp —
K, = Aim est surjectif et K, est corps fini de caractéristique p. Il existe un F,-morphisme
K, — F,.

f. On note T; I'image de x; par le morphisme composé B — IBTP et comme fij(z1,--,zy) =0
pour 1 <i <r, on a finalement T = (T;)1<i<n € ZE(fl, e fr)-

g. On a montré que si Z¢(f1,-- -, fr) # 0 alors il existe un entier D > 1 tel que pour tout entier
premier p, p > D on a Zﬁ(fl, <+ fr) # 0. 11 en résulte que si Zc(f1, -+, fr) # 0 alors pour
tout entier N > 1 il existe p premier tel que p > N et ZE(fl, -+, fr) # 0 ou encore §'il existe

N tel que Zﬁ(ﬁ,--' ,fr) =0 pour p> N,on a Z¢(f1, -+, fr) = 0.

Complément. On a vu que si Z¢(f1, -+, fr) # 0 alors il existe un entier D > 1 tel que pour

tout entier premier p > D on a ZE(fl7 e fr) £ 0.

Réciproquement supposons l'on a Zﬁ(fl, < fr) # 0 pour p > D.

Considérons 'anneau A = [] F,; le noyau m,, de la projection canonique A — F, est un idéal
p>D

maximal de A et 'on a A/m, ~ F,,.

Par ailleurs I'ensemble Z des éléments de A de support fini est un idéal de A. Par le th de Krull

il existe un idéal maximal M de A contenant Z. On a M # m,, pour tout p.

On peut alors montrer que le corps A/ M est de caractéristique nulle, algébriquement clos, de

cardinal Card(C) donc est isomorphe & C. Il en résulte que Zc(f1,--- , fr) # 0.



